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Povzetek

Fraktal je matemati¢ni objekt, ki ga lahko razdelimo na vec¢ delov, vsak izmed
njih pa je pomanjsana podoba celotnega fraktala. Tej lastnosti pravimo samo-
podobnost. Druga tipi¢na lastnost fraktala je neskonéna kompleksnost podrob-
nosti, zato so primerni za predstavitev razlicnih naravnih struktur. Fraktali so
prevec nepravilnih oblik za opis z obi¢ajnimi geometrijskimi prijemi, ¢eprav so
pogosto zelo simetricni. Z njimi se ukvarja fraktalna geometrija, ki omogoca
tudi ucinkovite nacine za aproksimacijo fraktalov in naravnih struktur, ki jih
fraktali opisujejo, na rac¢unalniskem zaslonu. Uporaba fraktalov sega Se na
podrocja racunalniske grafike, geografije, tudi biomedicine.

Namen diplomskega dela je predstavitev fraktalov v ravnini ter matema-
ticnega ozadja za obravnavo konstrukcije fraktalov. Fraktale lahko konstru-
iramo s pomocjo hiperboli¢nih iterativnih funkcijskih sistemov. TakSen sis-
tem sestavljajo skrcitvene funkcije na nekem prostoru, kar pomeni, da tocke
priblizujejo eno drugi in s tem like pomanjsajo. Tako s slucajnim ali deter-
ministicnim algoritmom nastane fraktal z lastnostjo samopodobnosti. V delu
sta obravnavana oba omenjena algoritma ter algoritem prevzemanja barv, ki
predstavlja razli¢ico slucajnega algoritma.

V grobem je delo sestavljeno iz treh delov. Prvi del je uvod in moti-
vacija v obravnavano tematiko. Drugi del je teoreticne narave in opisuje
matematicne pojme, ki so potrebni za definicijo fraktalov ter predstavitev algo-
ritmov konstrukecije fraktalov. V tretjem delu pa so obravnavani sami algoritmi
in moznosti nadaljnjega dela. Rezultati algoritmov so predstavljeni predvsem
v slikah, dobljenih s programskim orodjem Mathematica.

Kljuéne besede:

fraktal, iterativni funkcijski sistem, deterministicni algoritem, sluc¢ajni algo-
ritem, prevzemanje barv



Abstract

A fractal is a mathematical object, that can be split into several parts, each
of which is a minuscule image of the fractal itself. This feature is called self-
similarity. The second typical feature of fractals is their infinite complexity of
details, because of which they are appropriate for modelling different natural
structures. Fractals are too irregular in form to be described with classical
geometrical shapes, even though they are often symmetric. The branch of
mathematics concerned with fractals is called fractal geometry. It introduces
effective methods of approximating fractals as well as natural structures de-
scribed by them on the computer screen. Fractals can also be applied in
computer graphics, geography and even biomedicine.

The main goal of this diploma thesis is to describe fractals in the plane
and the mathematical background necessary to define them and to and explain
their structure. One way of constructing fractals is through hyperbolic iterated
function systems. A hyperbolic iterated function system is a system that
consists of a finite set of contraction mappings on some metric space. This
type of mapping brings points closer to each other and makes shapes smaller.
This enables the construction of self similar fractals with the use of a random
iteration or a deterministic algorithm. In this diploma thesis, both of these
algorithms are described. We also decribe the colour stealing algorithm, which
is a variation of the random algorithm.

The thesis consists of three parts. The first part is an introduction and
motivation of the topics introduced later. The second part is of theoretical
nature, describing the mathematical concepts, important for defining fractals
and representing algorithms for fractal construction. The last part of the thesis
deals with algorithms, as well as possibilities for further work. The results
obtained with the algorithms are represented mostly with pictures generated
with Mathematica.
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Poglavje 1
Uvod

Fraktal je krasen in ocarljiv vzorec neskonc¢nih struktur in zapletenosti. Je
matematicni objekt, ki se ponavlja v vedno manjsi obliki, da bi ustvaril nepra-
vilno obliko in povrsino, ki je ne moremo opisati s klasicno geometrijo. Fraktal
je oblika, ki je lahko deljena v delce, in ti delci deljeni v manjse kopije origi-
nalne oblike. Ce ste ze videli oblak, ste videli fraktal. Fraktali so v naravnih
oblikah vsepovsod okoli nas. Na primer drevo je zelo enostaven fraktal. Ima
veje, iz vej rastejo manjSe vejice in iz njih Se manjse. ..

Vsi opisi fraktalov so si enotni v tem, da je fraktal zanimiv matematic¢ni
objekt z lastnostjo samopodobnosti. Ime fraktal je izzumil Benoit Mandelbrot,
ki je avtor fraktalne geometrije. V svoji knjigi The Fractal Geometry of Nature
([7]) je opisal vrsto fraktalnih naravnih pojavov. Ce si na primer poblizje
ogledamo navadno praprot iz gozda vidimo, da je vsaka veja podobna osnovni
praproti in vsaka manjSa vejica spet podobna vecji veji. Samopodobnost naj-
demo tudi pri opazovanju cvetace, dreves, snezink, oblakov. ..skratka povsod
okoli nas.

Kako pa pravzaprav fraktal nastane? To vprasanje je bilo vodilo za pisanje
diplomske naloge. Osnovno gradivo sta pri tem predstavljali knjiga Super-
fractals [4] in njena predhodnica Fractals Fverywhere [2]. Slike iz diplomske
naloge so nastale s programskim orodjem Mathematica, prav tako so z njim
programirani vsi opisani algoritmi za konstrukcijo fraktalov. Kot osnova za
programiranje je sluzil paket iz vira [10].

Podrobnejsa struktura dela je naslednja:

e Drugo poglavje predstavlja motivacijo v svet fraktalov. Definicijo frak-
tala, njegove lastnosti in konstrukcijo si ogledamo skozi igro posebnega



Poglavje 1: Uvod

nogometa. Namen poglavja je predstavitev pojmov na nematematicni
nacin, za lazji uvod v matematicni svet fraktalov.

Tretje poglavje je namenjeno teoreticnemu ozadju fraktalne geometrije.
Opisani so osnovni pojmi, ki jih potrebujemo za definicijo fraktala in
prostora, v katerem fraktali nastanejo. Dotaknemo se metri¢nih pros-
torov, Cauchyjevih zaporedij, zaprtih in odprtih mnozic, kompaktnosti
ter za konec Se Hausdorffove metrike.

Cetrto poglavije je jedro dela. V njem se na zacetku seznanimo z negib-
nimi tockami in skréitvenim izrekom. Po tem imamo dovolj teoreticnega
znanja za matematiéno definicijo fraktala. Predstavimo iterativni funk-
cijski sistem, s pomocjo katerega fraktale konstruiramo. Za konstrukcijo
opisemo dva algoritma, slucajnega in deterministicnega.

Cilj petega poglavja je opisati razlicico slucajnega algoritma za konstruk-
cijo fraktalov. Na zacetku sta predstavljena pojma naslovna funkcija
in prostor naslovov, ki sluzita organizaciji tock v prostoru. Spoznamo
tudi vrhnjo funkcijo, s katero dosezemo, da imajo tocke fraktala enolicen
naslov. Za konec je opisan Se algoritem prevzemanja barv, s katerim
nastanejo ¢udovito obarvani fraktali.

V zadnjem poglavju so povzeti rezultati dela in moznosti nadaljnjih
raziskav.



Poglavje 2
Motivacija

Za zacetek si oglejmo opis fraktalov na preprostem primeru igranja nogometa
iz clanka [3].

Prvi del

Imamo stiri super igralce nogometa, Ano, Bojana, Cilko in Davida. Vsi popol-
noma obvladajo zogo in so neutrudljivi. Zogo lahko udarijo toéno v tocko, ki
si jo zamislijo. Tudi Zoga ni navadna. Zanjo velja, da se takoj po pristanku na
tla ustavi.

Nogomet se odvija na pravokotnem igriscu z ogliséi A, B,C in D. Skica
igrisca je na sliki 2.1. Vsak igralec ima “svoje” oglisce, ki je enako zacetnici
njegovega imena: Anino je A, Bojanovo B, Cilkino C' ter Davidovo D.

Sama igra ni ¢isto podobna navadnemu nogometu, saj ni timske igre, niti
golov. Igralci se drzijo le dveh pravil:

1. Zogo vedno udari tisti, ki prvi pride do nje,

2. igralec zogo vedno udari tako, da pade na polovico poti med trenutnim
poloZajem zoge in njegovim ogliS¢em.

Prvo pravilo pomeni, da je zaporedje udarcev zoge naklju¢no. Izbira igralca,
ki bo naslednji udaril zogo, ni odvisna od polozaja igralcev in zoge na igriscu,
niti od tega, kdo jo je udaril nazadnje. Ne da se zanesljivo napovedati, kdo bo
zogo udaril naslednji. Naklju¢no zaporedje udarcev lahko zapisemo v obliki
ABCADCDBBADCDACBDCABD. ..., kjer vsaka ¢rka pomeni zacCetnico

igralca, ki je v dolo¢enem koraku udaril zogo.

7



8 Poglavje 2: Motivacija

A B

Slika 2.1: Nogometno igrisce, kjer igrajo igralci Ana, Bojan, Cilka in David. David
udaril Zogo na polovico poti med trenutnim polozajem zZoge in oglis¢em D.

Drugo pravilo pomeni, da kadar prva pride do zoge Ana, jo udari na
polovico poti med trenutnim polozajem zoge in oglis¢em A, ko pride prvi do
zoge Bojan, jo udari na polovico poti med trenutnim polozajem in ogliséem
B, Cilka cilja na polovico poti do C', David pa do D.

Igra se odvija neskoncno dolgo. Kar se v tem casu dogaja z Zogo, je pre-
senetljivo. Skoraj gotovo zoga skace povsod po igriséu ter se poljubno pribliza
vsaki tocki igrisca. Kjerkoli na igris¢u nariSemo majhen krog, je zoga gotovo
enkrat padla v njega in bo Se kdaj padla vanj.

Zapisimo vse skupaj bolj formalno. Ana, Bojan, Cilka in David predstav-
ljajo funkcije na prostoru igris¢a. Ana predstavlja funkcijo iz katerekoli tocke
igrisca v spodnji levi kvadrat, Bojan v spodnji desni, Cilka v zgornji desni in
David v zgornji levi (glej sliko 2.1). Oznacimo igrisce z 0. Potem velja

e Ana(0J) = spodnja leva cetrtina igrisca,

e Bojan(OJ) = spodnja desna ¢etrtina igrisca,



e Cilka([d) = zgornja desna Cetrtina igrisca,
e David([J) = zgornja leva Cetrtina igrisca.
Vse funkcije skupaj dolocajo enacbo za celotno igrisce:
0= Ana(0) | J Bojan(D) | J Cilka(D) ] David(0).

7 drugimi besedami to pomeni, da je celo igris¢e unija Stirih ¢etrtin igrisca
oziroma, da je sestavljeno iz stirih kopij samega sebe.

Drugi del

Nogometasica Cilka si zlomi nogo. Ne more vec igrati, njeni soigralci pa z igro
nadaljujejo. Njihovo zaporedje udarcev zoge je Se vedno nakljuéno, na primer
ABDBDABDBADBADBDBA.... Ocitno nihée od njih ne brca zoge v
zgornjo desno Cetrtino proti ogliséu C.

Kaj se v tem primeru dogaja z zogo? Da izvemo, jo namo¢imo v rdeco
barvo. Sedaj Zoga na igris¢u narise piko, vsaki¢ ko pade na tla. Po nekaj tiso¢
udarcih nastane podoba iz slike 2.2.

Presenetljivo je, da je nastala slika vedno enaka. Neodvisna je od tega,
v kaksnem zaporedju so igralci brcali zogo, ali kje so zaceli igrati. Pravimo
ji trikotnik Sierpinskega. Kot v prej$njem, tudi v tem primeru velja, da bo
narisan krog okoli vsake tocke trikotnika zoga obiskala veckrat.

Oznacimo trikotnik s A. Opazimo, da je sestavljen iz treh kopij samega
sebe. Enacba zanj je

A = Ana(A) U Bojan(A) U David(A).

Tretji del

Cilka ozdravi in se vrne v igro. Igralcem postane dolgocas, zato malce spre-
menijo nacin igre. Sedaj vsak igralec udarja zogo po svojem sistemu, vedno
enako in zanesljivo. Pravila so naslednja:

e vsak ima na igriscu svoj ¢etverokotnik in vedno udari zogo nekam vanj,

e igralci zogo udarjajo tako, da ravno ¢érto preslikajo v ravno ¢rto (iz treh
tock igrisca P, ) in R, ki lezijo na isti premici, na primer Ana udari zogo
v tocke Ana(P), Ana(Q), Ana(R), ki tudi lezijo na isti premici),
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Slika 2.2: 'V primeru igre treh igralcev na igriS¢u nastane slika trikotnika Sier-
pinskega.

e Ce zogo udarijo iz dveh razliénih tock, jo udarijo v tocki, ki sta blizje
skupaj, kot zacetni tocki (igralci predstavljajo skréitveno funkcijo).

Zaporedje udarcev ostaja nakljuéno. Zogo pomo¢imo v barvo in opazujemo,
kaj nastane po nekaj dneh igranja. Rezultat je podoba praproti, primer igre
je na sliki 2.3. Spet opazimo, da je praprot unija Stirih kopij same sebe.
Oznacimo jo s P. Enacba praproti se glasi:

P = Ana(P) | ] Bojan(P) | J Cilka(P) | J David(P).

Funkcije, ki jih predstavljajo igralci, enolicno dolocajo nastalo sliko. V
prvem primeru je slika celo igrisc¢e, v drugem trikotnik Sierpinskega in v zad-
njem primeru praprot. Torej, ¢e spremenimo nacin igre, spremenimo sliko.
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A B

Slika 2.3: Drugacen sistem igre; na igris¢u nastane slika praproti.

Sliki, ki jo igralci narisejo na igrisce, pravimo fraktal. Preprosto bi ga lahko
opisali kot mnozico tock na igriscu, ki zadosca enacbi

fraktal = Ana(fraktal) U Bojan( fraktal) U
U Cilka( fraktal) U David(fraktal).

Iz enacbe je ocitno, da je fraktal sestavljen iz ve¢ pomanjsanih kopij samega
sebe. Tej lastnosti pravimo samopodobnost. Sistem funkcij, ki jih predstav-
ljajo igralci, imenujemo iterativni funkeijski sistem (IFS). Sluzi nam za pomo¢
pri opisu fraktalov. Sestavljen je iz prostora, v nasem primeru igrisce, in
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B A

Igrisée barvanja Igri§ce risanja

Slika 2.4: Nogometni igris¢i v primeru dveh ekip.

funkcij na tem prostoru, v primeru nogometa so to igralci. Vsebuje lahko raz-
licno stevilo funkcij oziroma igralcev, ki udarjajo zogo konsistentno, vsak po
svojem pravilu.

Cetrti del

V zgornjih primerih smo se naucili narisati fraktale. Da smo videli, kaj se
dogaja z zogo, smo jo pomocili v barvo. Nastal je obarvan fraktal. Poglejmo,
kako bi fraktale obarvali drugace, da bi bili Se bolj ¢udoviti. NaSim Stirim
igralcem nogometa se pridruzijo prijatelji Anze, Branka, Cene in Deja. Vendar
ne motijo njihove igre, temvec¢ zavzamejo sosednje igris¢e. Primer igre je na
sliki 2.4.

Imenujmo igrisce, kjer so Ana, Bojan, Cilka in David, igrisce risanja. Igrisce
Anzeta, Branke, Ceneta in Deje pa naj bo igrisce barvanja. Na igrisce barvanja
postavimo poljubno sliko. Na njem se igra kot v prvem delu, torej vsak udarja
v svojo cetrtino po nakljuénem zaporedju. Na igris¢u risanja pa igrajo po
sistemu za praprot.

Pravila igre se malce spremenijo:

e igrisci sta lahko razliénih oblik,

e na igris¢u barvanja igrajo nakljucno igro,
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e na igriScu risanja v vsakem koraku zogo udari igralec z isto zacetnico,
kot v tem koraku udari igralec na igris¢u barvanja - ko udari Anze, udari
Ana, ko udari Branka, udari Bojan, Cilka udari, ko udari Cene ter David,
ko udari Deja,

e na igriscu risanja zoga nariSe na tleh piko iste barve, kot je barva tocke,
na kateri pristane zoga na igris¢u barvanja.

Rezultat igre na igriSc¢u risanja je praprot, pobarvana z barvami iz slike iz
igrisca barvanja. Primer je na sliki 2.5.

IgriS¢e barvanja

Igrisce risanja

Slika 2.5: Primer prevzemanja barv. Igralca z isto zacetnico imena udarita isto¢asno
na obeh igris¢ih. Tocka, kamor pade Zoga na igrisc¢u risanja, se obarva z barvo tocke,
kamor je padla zoga na igris¢u barvanja. Tako na igriS¢u risanja nastane praprot,
obarvana z barvami iz vhodne slike na igris¢u barvanja.



Poglavje 3

Metricni prostor in prostor
fraktalov

V fraktalni geometriji nas zanimajo razliéne nenavadne podmnozice ravnine R?
ali bolj splosnega prostora R”. Ceprav so prostori obi¢ajno preprosti, lahko v
njih ”zivijo” zelo komplicirani fraktali. Kaj je pravzaprav fraktal? Za zacetek
naj pomeni kar podmnozico prostora, v katerem zivi.

Prostor, oznacen z X, je mnozica z neko dodatno strukturo. Poznamo
razli¢ne prostore. Na primer prostor realnih stevil R, v katerem so tocke realna
Stevila, ali prostor zveznih funkcij, kjer tocke prostora predstavljajo posamezne
funkcije. V tem delu bomo najveckrat imeli opravka s prostoroma R in R2.

Pri obravnavi fraktalov nas bodo zanimala razmerja med tockami in nji-
hova organizacija v prostoru. OpiSemo jih lahko na ve¢ nacinov, za nas bo
pomemben nac¢in s pomocjo funkcije razdalje.

Definicija 3.1. Metriéni prostor (X,d) je sestavljen iz prostora X skupaj s
funkcijo d: X x X — R. Funkcija d meri razdaljo med pari tock x,y € X. Pra-
vimo ji funkcija razdalje ali metrika. Zanjo morajo veljati naslednje lastnosti:

d(z,y) = d(y,z), Yo,y € X

2. 0<d(z,y) <oo,Vx,yeX, x#y
d(z,z) =0, Vo € X
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vr,y,z € X

Naj bo S C X podmnozica metri¢nega prostora (X,d). Potem je tudi
d: S x S — R metrika in (S, d) metri¢ni prostor.

14



3.1 Cauchyjevo zaporedje 15

Metriéni prostori igrajo temeljno vlogo v fraktalni geometriji, saj brez
metrike tezko podamo definicijo fraktala.

Primer. Evklidska razdalja in razdalja Manhattan sta v ravnini R? med
tockama x = (1, x9) in y = (y1,y2) definirani kot

devklidska(xy y) = \/(1’1 - y1)2 + ($2 - y2)2,
dmanhattan<x7y) = ‘xl - yl‘ + ’332 - y2’

Definicija 3.2. Metriki d; in dy sta ekvivalentni, Ce in samo Ce obstaja pozi-
tivna konstanta k, da za vsak x,y € X velja

1
E : dl(may> S d2(x7y) S k : d1($7y>'

Funkeiji f: (X,dx) — (Y,dy) pravimo metricna transformacija, prostoroma
(X,dx) in (Y,dy) pa ekvivalentna prostora, ¢e in samo ¢e je funkcija f bijek-
tivna ter je metrika dyx ekvivalentna metriki d’, definirani kot

d'(z,y) = dv(f(2), f(y)), Yo,y € X.

Fraktalna geometrija se ukvarja z opisom, razvrstitvijo, analizo in opa-
zovanjem fraktalov kot podmnozic metricnih prostorov. Podmmnozice imajo
razlicne lastnosti, kot so zaprtost, odprtost, omejenost in polnost.

Definicija 3.3. Pravimo, da je lastnost mnozice S C X invariantna oziroma

se ohranja s funkcijo f: X — Y, ¢e in samo ce lastnost, ki velja za mnozico
f(9), velja tudi za mnozico S.

3.1 Cauchyjevo zaporedje

Definicija 3.4. Zaporedje tock {z,, }>° ; v metricnem prostoru (X, d) je Cauchy-
jevo zaporedje, ¢e in samo Ce za vsak € > 0 obstaja Stevilo NV > 0, da velja

d(xp, Tm) < €, Yn,m > N.

7 drugimi besedami to pomeni, da so sosednji cleni zaporedja cedalje blizje
skupaj.
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Slika 3.1: Graf zaporedja {:rn = } . Tocke konvergirajo k 0.
n
n=1

Definicija 3.5. Zaporedje tock {z,,}°°; v metricnem prostoru (X, d) konver-
gira k tocki x € X ¢e in samo Ce za vsak € > 0 obstaja Stevilo N > 0, da
velja

d(zp,x) <€, Yn > N.

Tocki x v tem primeru pravimo limita zaporedja in jo oznac¢imo z

rz = lim x,.
n—oo

Primer. Naj bo d obi¢ajna metrika v R, torej d(z,y) = |z — y|. Zaporedje

tock
(o=

konvergira k tocki x = 0. To zapiSemo kot

n—1,2,3,...}CR (3.1)

SRS

: .1
lim z,, = lim — = 0.
n—o00 n—oo N

Graficen prikaz zgornjega zaporedja z limito je na sliki 3.1.

Izrek 3.1. Ce zaporedje tock {x,}°2, v metricnem prostoru (X, d) konvergira
k tocki x € X, je {x,}22, Cauchyjevo zaporedje.

Dokaz. Zaporedje je Cauchyjevo, ce za vsak € > 0 obstaja stevilo N > 0, da
za n,m > N velja d(x,, x,,) < €.
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Naj bo x limita zaporedja {z, }2 ;. To pomeni, da za ¢ > 0 lahko izberemo
N > 0in n,m > N, da velja

d(zp,z) < % ter d(x,,, x) <

N

Po trikotniski neenakosti izpeljemo

d(xp, Tm) < d(Tp, z) + d(zp, ) <

< ELE
-tz =¢c
-2 2

Obratno ne velja, kar kaze naslednji primer.

Primer. Vzemimo za zgled zaporedje iz enacbe 3.1 prejSnjega primera. V
prostoru R\{0} je zaporedje Cauchyjevo, ne pa konvergentno, saj njegova
limita ni del prostora R\{0}.

Definicija 3.6. Metricni prostor (X,d) je poln, ¢e in samo ¢e ima vsako
Cauchyjevo zaporedje {x,}22; iz X limito # € X. Pravimo, da je podmnozica
S C X polna, e je prostor (S,d) poln.

Definicija 3.7. Naj bosta (X, dx) in (Y, dy) metri¢na prostora. Pravimo, da
je funkcija
f: (XJ dX) — (Y7dY)

zvezna v tocki x, ¢e in samo Ce za vsak € > 0 obstaja § > 0 (odvisen od z in
€), da velja

dy(f(z), f(y)) <€

za dx(z,y) <6 in z,y € X.
Funkcija f je zvezna, Ce in samo Ce je zvezna v vsaki tocki x € X, in je
enakomerno zvezna, Ce in samo ¢e je mozno izbrati ¢ neodvisno od .

Ce je funkcija f: X — Y zvezna in S C X, je tudi f: S — Y zvezna.

Primer. Naj bo d evklidska razdalja in funkcija f;: (0,00) — (0,00) defini-
rana s predpisom fi(z) = 1/z. Funkcija f; je zvezna. Graf zvezne funkcije
lahko nariSsemo z eno potezo, primer je na sliki 3.2.

Poglejmo $e funkcijo fo: R? — R?, definirano kot fo(x) = fi(x) = 1/z.
Funkcija fs v tem primeru ni zvezna. Grafa funkcije f; se ne da narisati z eno
potezo.
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Slika 3.2: Funkcija f1 na levi strani je zvezna, fo na desni pa ne.

3.2 Lastnosti podmnozic metri¢cnega prostora

Nadaljujmo z opisom osnovnih lastnosti podmnozic metri¢nega prostora.

Definicija 3.8. Podmnozica prostora S C X je odprta, ¢e in samo ce za vsak
x € S obstaja realno stevilo r > 0, da velja:

K(z,r):={y e X|d(z,y) <r} CS.
K(z,r) je odprta krogla s sredis¢em v x in polmerom r.

Definicija 3.9. Naj bo S C X poljubna mnozica. Tocka x € X je robna tocka
mnozice S, ¢e za vsak r > 0 velja, da krogla K (z,r) seka tako S kot X'\ S.

Mnozica je odprta, ¢e ne vsebuje nobene svoje robne tocke.

Definicija 3.10. Zaprta mnoZica S je podmnozica prostora X, katere kom-
plement je odprta mnozica. Zaprta mnozica vsebuje vse svoje robne tocke.

Izrek 3.2. Zaprta podmnoZica S polnega metricnega prostora (X,d) je poln
metriéni prostor.

Dokaz. Naj bo {z,}>2, Cauchyjevo zaporedje v S. Potem je to zaporedje
Cauchyjevo tudi v prostoru X. Ker je X poln, ima zaporedje limito z € X. S
je zaprta mnozica, zato je x € S. Torej je tudi S polna. n

Primer. Na sliki 3.3 so tocke (z,y) € R?, za katere velja 2% +y* < r2. Tocke,
za katere v enacbi velja enakost, so modre. Tocke, za katere velja neenacaj, so
zelene.

Zelene tocke tvorijo odprto mnozico. Unija modrih in zelenih tock pa je
zaprta mnozica.
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Slika 3.3: Primer odprte in zaprte mnozice.

Definicija 3.11. Funkcija f: X — Y je odprta, Ce in samo ¢e preslika odprto
mnozico v odprto mnozico.

Definicija 3.12. Za funkcijo f: X — Y pravimo, da je homeomorfizem, Ce in
samo Ce je injektivna, surjektivna, zvezna in odprta.

Drugace povedano, za funkcijo f velja, da ima inverzno funkcijo f=!, obe
funkciji pa sta zvezni.

Za homeomorfizem velja, da ohranja lastnosti mnozic, kot so odprtost,
zaprtost ali povezanost, nepovezanost, omejenost.

Definicija 3.13. Za metricni prostor (X, d) pravimo, da je povezan, ¢e in samo
¢e zanj velja ena izmed ekvivalentnih trditev:

e edini podmnozici X, ki sta hkrati odprti in zaprti, sta prazna mnozica ©
ter cel prostor X,

e prostora X se ne da razdeliti na dve neprazni, disjunktni, zaprti mnozici.

X je nepovezan, ¢e ni povezan. X je povsem nepovezan, ¢e so edine neprazne
povezane podmnozice iz X, podmnozice z eno samo tocko.

Primer. Zaprt interval [0, 2] C R je povezan. Unija [0,2]U[4, 6] je nepovezana.
Prostor celih stevil Z C R je povsem nepovezan.

Definicija 3.14. Zaporedju {y,}>°; C X pravimo podzaporedje zaporedja
{z,}52, C X| ¢e obstaja narasc¢ajoce zaporedje pozitivnih stevil {ng}32, C R,
kjer je x,,, = yr zavsak k=1,2,....

Primer. Zaporedje B, C, D, G je podzaporedje kon¢nega zaporedja A, C, B, D,
E.G,C E, D, B,G. Narascajoce zaporedje pozitivnih stevil oziroma zaporedje
indeksov je v tem primeru 3,7,9,11.
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Definicija 3.15. Metricni prostor (X, d) je povsem omejen, ¢e in samo ¢e za
vsak € > 0 obstaja kon¢na mnozica tock {1, xs,... 2.} € X, da velja

X=|J{K(,e)|l=1,2,.. L}

7 drugimi besedami je metri¢ni prostor povsem omejen, ce ga je za vsak
e > 0 mogoce pokriti s konéno mnogo kroglami s polmerom e.

Definicija 3.16. Metri¢ni prostor (X,d) je kompakten, ¢e vsako neskonéno
zaporedje {z,}°°, iz X vsebuje konvergentno podzaporedje z limito iz X.

Primer. Vsak zaprt omejen interval [a,b] C R je kompakten. V splosnem
znani Heine-Borelov izrek (glej [6]) pravi, da je mnozica A C R™ kompaktna,
Ce in samo cCe je zaprta in omejena.

Izrek 3.3. Naj bo (X,d) poln metricni prostor. X je kompakten, cée in samo
ce je povsem omejen.

Dokaz. (=) X je kompakten metri¢ni prostor. Predpostavimo, da ni povsem
omejen. Potem za nek € > 0 obstaja neskonéno zaporedje {z, }°° ,, za katerega
velja

d(z;, i) > €, Vi, j. (3.2)

Ker je X kompakten, vsebuje podzaporedje {,, 521 Zato lahko najdemo taka
s,t € {1,2,...}, da zanju velja

d(xp,, xn,) <€,

kar je v protislovju z enacbo 3.2. X je torej povsem omejen.

(<) X je povsem omejen metriéni prostor. Dokazimo, da je poslediéno
kompakten.

Vzemimo poljubno zaporedje {z,, }52, iz X. Ker je prostor povsem omejen,
ga lahko zapisemo kot unijo krogel s polmerom € =1

X=|J{K(z 1) |z eX, 1=12,.. L}

Vsaj ena od teh krogel, recimo K(y;,1), vsebuje neskonéno ¢lenov nasega
zaporedja. To pomeni, da obstaja taka neskon¢na podmnozica N; C N, da je
z, € K(y1,1) za vsak n € Nj.

Prostor lahko X zapiSemo tudi kot unijo krogel s polmerom e = 1/2.
Podobno kot prej ugotovimo, da obstaja taka tocka y, € X in taka neskonéna
podmnozica Ny C Ny, da je z, € K(yo,1/2) za vsak n € Ns.
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V k-tem koraku pokrijemo prostor s kroglami s polmerom 1/k ter najdemo
tocko y;, € X in neskonéno mnozico Ny C Ny_1, da je z, € K(yg, 1/k) za vsak
n € Nyg.

Vzemimo poljubne n; € Ny, ny € Ny, ng € N3...Pokazimo, da je podza-
poredje {Zn, }ren zaporedja {z,;}32,; Cauchyjevo. Vzemimo poljuben e > 0.
Izberimo naravno Stevilo k > 2/e. Za poljubna i,j > k je n; € N; C Ny
in n; € N;j C Ny. Zato lezita ¢lena z,, in x,, izbranega podzaporedja v
K(yx, 1/k). Od tod sledi, da je d(xn,, z,;) < 2/k < e. Nasli smo Cauchyjevo
podzaporedje zaporedja {,, 521, zato je prostor X res kompakten. O]

3.3 Hausdorffova metrika

V tem podpoglavju bomo predstavili Hausdorffovo metriko, ki meri razdalje
med nepraznimi kompaktnimi podmnozicami metri¢nega prostora. Intuitivno
sta dve mnozici blizu po Hausdorffovi metriki, ¢e je vsaka tocka ene mnozice
blizu neke tocke iz druge mnozice.

Za razumevanje Hausdorffove metrike bomo na zacetku predstavili pojma
oddaljenosti tocke od mnozice in oddaljenosti med dvema mnozicama.

V izrekih in definicijah tega poglavja predpostavimo, da je prostor (X, d)
v vseh primerih poln. Oznac¢imo Se s H(X) prostor nepraznih kompaktnih
podmnozic prostora X.

Izrek 3.4. Naj bo x € X ter B € H(X). Potem obstaja vsaj ena tocka
V =V(x) € B, da velja

d(z,b) > d(z,V(x)),, Vb € B.

Izrek bomo dokazali s pomoc¢jo znanega Weierstrassovega izreka, katerega
dokaz je v [8].

Izrek 3.5. (Weierstrassov izrek) Ce je (X, d) kompakten metricni prostor, je
vsaka zvezna realna funkcija na X omejena in doseZe najvecjo in najmanjso
vrednost.

Dokaz izreka 3.4. Fiksirajmo x € X. Potem je funkcija f: B € X — R,
definirana kot

£(b) = d(z,b), Vb € B,

zvezna, B pa kompaktna. Po izreku 3.5 sledi, da obstaja vsaj ena tocka iz B,
v kateri je vrednost funkcije f minimalna. To tocko imenujmo b’ € B, ker pa
je tocka b" odvisna tudi od x, pisemo ¥ = (). O
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Definicija 3.17. Definirajmo
Dp(x) := min{d(z,b) | b € B}.
Dg(z) pravimo funkcija najkrajse oddaljenosti od mnozice B.

Definicija 3.18. Razdalja med A € H(X) in B € H(X) je definirana kot
Dp(A) :== max{Dg(a) |a € A}, VA, B € H(X).
Izrek 3.6. Za vsak A, B,C € H(X) velja:
Dp(A) < Dp(C) + De(A).
Dokaz. Za vsak a € A velja

Dgp(a) = mind(a, b)

beB

< min(d(a,c) +d(c,b)), Ve e C

beB
= d(a,c) +mind(c,b), Ve € C
beB

= d(a, C) + DB(C).
Ker zgornje velja za Ve € C, velja tudi za najmanj oddaljen ¢ € C, zato
Dg(a) < De(a) + Dg(c).

Enako lahko sklepamo za zadnjo enacbo. Ce velja za vsak ¢ € C ter vsak
a € A, velja tudi za najbolj oddaljen a ter najmanj oddaljen c:
Dg

max Dp
a€A

CL) < Dc(a) + DB(C)
<
a) < max De(a) + max Dg(c)

Dp(A) < Dc(A) +Dp(C).

(
(

Izrek 3.7. Definirajmo razdaljo
duex)(A, B) := max{Dp(A),Da(B)}, VA, B € H(X).
(H(X), dux)) je metricni prostor.

Dokaz. Oznacimo dyx)y z du. (H(X),dy) je metricni prostor, ¢e zanj veljajo
vse lastnosti iz definicije 3.1.
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1. dH(A, B) = HlaX{DB(A),DA<B)}
= max{D4(B),Dg(A)}
=dy(B,A)

2. dH(A, B) = maX{DB(A),DA(B)} =

= max{rgleaj( min d(a,b), max min d(b,a)}

= du(A, B) = d(a,b) za nek a € A in nek b € B. Za d(a,b) velja, da je
med 0 in co. Torej isto velja tudi za razdaljo dg(A, B), VA, B € H(X),
A+ B.

3. du(A, A) = max{D4(A), Da(A)} = Da(A)
= Razdalja mnozice od same sebe je enaka 0.

4. Po izreku 3.6 velja Dp(A) < De(A) + Dp(C) in Da(B) < Dy(C) +
De(B). Zato

ds(A, B) < max{De(A) + Dp(C), Da(C) + Do (B)}
< max{Dc(A), D(C)} + max{Dy(C), De(B)}
= dy(A, C) + dy(C, B).
]

Definicija 3.19. Metriki dy = dg(x) pravimo Hausdorffova metrika. Razdaljo
du(A, B) imenujemo Hausdorffova razdalja med tockama A, B € H(X).

Izrek 3.8. VA, B,C, D € H(X) velja
du(AU B,C U D) < mazx{dy(A,C),du(B,D)}.
Dokaz.
Da(BUC) = max mind(a,x)

z€BUC acA

= max{%lean mwin d(a,b), max min d(a,c)}

— max{'DA(B), DA(C)}

= Dup(C U D) = max{D,5(C), Dap(D)}.
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Paun(C) = ngee i 1)

= max mln{largg d(c,a), min d(e,b)}

<
g e o) ngip A D))

= min{D4(C), Dp(C)}.

= Daup(C) < Dy(C) in Dayp(D) < Dp(D)
= Daup(C U D) <max{D4(C),Dp(C)}
= DCUD(A U B) < max{Dc(A), DD(B)}

Iz tega sledi

dH<A U B, cu D) = max{DAuB(C U D), DCUD(A U B)}
< max{max{D(C),Dp(D)}, max{Dc(A),Dp(B)}}
< max{D(C),Dp(D),Dc(A),Dp(B)}
= max{max{D4(C), Dc(A)}, max{Dp(B),Dr(D)}}
= max{dH(A, C), dH(B, D)}

]

Na tem mestu lahko nadgradimo definicijo fraktala. Za zdaj bo fraktal
pomenil podmnozico prostora (H(X), du(x)). Prostoru (H(X), du(x)) zato pra-
vimo prostor fraktalov.

Zaporedje tock, iz katerega fraktal nastane, je Cauchyjevo zaporedje iz
prostora fraktalov. Obstoj limite taksnega zaporedja in posledi¢no fraktala je
odvisen od polnosti prostora fraktalov.

7 naslednjima izrekoma bomo spoznali, pod kaksnimi pogoji je prostor
fraktalov poln.

Izrek 3.9. (Razsiritvena lema) Naj bo {A,, € H(X)}>, Cauchyjevo zaporedje
v prostoru (H(X),dwu). Predpostavimo, da je {x,; € A,;}32, Cauchyjevo za-
poredje v prostoru (X, dx), kjer je {n;}32, narascajoce zaporedje pozitivnih
§tevil. Potem obstaja Cauchyjevo zaporedje {x,, € A,}5°, v prostoru (X, dx),
katerega podzaporedje je {x,, € A, }32,

Dokaz. Naj bo ng = 0. Za vsak j € {1,2,3,...} in ne {n;_1+1,...n,}
izberimo z,, € A, tako, da velja

Dy, (n;) = dx (T, Tn;).
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T, je najblizja tocka x,; v mnozici A,. Tako dobimo zaporedje {xnj € Ay, };";1,
ki je podzaporedje zaporedja {z,, € A,}°;.

Sedaj imamo podzaporedje in zaporedje, dokazati moramo Se, da je za-
poredje {z, € A,}>°, Cauchyjevo.

Naj bo dan ¢ > 0. Potem obstaja N; > 0, da za vsak ng,n;, > N;
velja dx(xp,,z,,) < €. Obstaja tudi Ny > 0, da za vsak m,n > N, velja

dH(An, Am) S €.

Po trikotniski neenakosti je
dx(Tm, Tn) < dx(Tm, Tn,) + dx(Tny, Tn,) + dx(Tnys Tn)- (3.3)

Izberimo k, da bo m € {ny_1 + 1,n5_1 + 2,...n%} in taksen [, da bo
n€{n_1+1,n_1+2,...n} ter bo veljalo m,n > max{Ny, No}.
Potem veljajo neenakosti

dx(xmaxnk) =Da,, (xnk) < DAm(Ank) < du(An, Ank) <

dX('rnla xn) = DAnl (xn) < DAnl (An> < dH<Anp An) <

ds(Tn;s Tny) = Da, (Tn,) < Da, (An,) < du(An, An,)
iz katerih zaradi trikotniske neenakosti v enacbi 3.3 sledi
dx(Tm, x,) < €, Vm,n > max{Ny, Na}.
Zaporedje je res Cauchyjevo. O

Izrek 3.10. (Izrek o polnosti prostora fraktalov) Naj bo (X, dx) poln metricni
prostor. Potem je tudi (H(X), dm) poln metric¢ni prostor.
Ce je {A, € H(X)}>2, Cauchyjevo zaporedje, potem lahko A := lim A,

n—oo
opisemo kot

A = {x € X| obstaja Cauchyjevo zaporedje {z,, € A}, ki konvergira k x}.

Dokaz. Dokaz izreka bomo razdelili na pet delov ter dokazali vsakega posebe;j.

(1) A+#o0.

Da A res ne bo prazna mnozica, moramo dokazati obstoj Cauchyjevega
zaporedja {x, € A,,}°° .

Najdemo lahko narascajoce zaporedje pozitivnih stevil { N;}52,, da bo za
n,m > N; veljalo dg(A,, A,) < 1/2°



26

Poglavje 3: Metri¢ni prostor in prostor fraktalov

Izberimo xy, € Ap,. Ker velja dg(An,, An,) < 1/2, lahko najdemo tudi
TN, € AN2, da bo dX<xN1;xN2) < 1/2

Z indukcijo po j v xy, dobimo neskoncno zaporedje {z,, € An,}32,, da
za vsak j € {1,2,3,...} velja dx(xj,x;41) < 1/27. Zaporedje je ocitno
Cauchyjevo.

Po izreku 3.9 obstaja konvergentno zaporedje {z, € A,}°,, katerega
podzaporedje je {z,, € Ay, 521- Ker je X poln, limita zaporedja obstaja
in je iz A.

(2) A je zaprta in zato polna mnozica (glej izrek 3.2).

Predpostavimo, da zaporedje {a;, € A}, konvergira k a € X. Da je
mnozica A zaprta, mora veljati vsebovanost a € A.

Najdemo lahko narascajoce zaporedje pozitivnih stevil {N,}°,, da bo
veljalo dx(an,,a) < 1/n.

Iz definicije A sledi, da za a; € A obstaja zaporedje {a;,, € A}, ki
konvergira k a; za vsak ¢ € {1,2,...}.

Torej lahko najdemo narascajoce zaporedje pozitivnih Stevil {M,}>2
da velja dX(aNn,Mn; aNn) < 1/n

Po trikotniski neenakosti sledi

2
dx(an, m,,a) < dx(an, u,,an,) + dx(ay,,a) < -

Zaporedje {xn, = an, m, € An,}o>, je konvergentno z limito a. Po
definiciji A velja tudi a € A.

(3) Dokazimo, da za nek € > 0 obstaja tak N, da za n > N velja

A C By, (€) : ={2 € X|Dy,(x) <e€}.
Za vsak A, B € H(X) velja

Za € > 0 obstaja N > 0, da za n,m > N velja dg(A,, A,) < €. Po
enacbi 3.4 zato velja A, C Ba, (€).

Naj bo {a, € A}, zaporedje, ki konvergira k a € A. Potem je
Ay € Ba, (€) za vsaka n,m > N.

Mnozica By, (€) je zaprta, ker je A, kompaktna. Torej velja a € Ba, (€)
za vsak n > N in posledicno A C By, (€¢), Vn > N.
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(4) A je povsem omejena in zaradi (2) kompaktna.

Recimo, da A ni povsem omejena. Potem za nek € > 0 obstaja zaporedje
{z; € A}, da dx(z, ;) > e za i # j.
Po tocki (3) velja A C By, (€/3), za nek dovolj velik n. Od tod sledi, da

lahko za vsak z; najdemo ustrezen y; € A, da velja dx(z;, z;) < €/3.

Ker je A, kompaktna mnozica, za zaporedje {y;}2, obstaja konver-
gentno podzaporedje {y;, }52,. Zato lahko najdemo tocki y; in yj,, za
kateri velja dx(y;,,y;,) < €/3. Po trikotniski neenakosti sledi

dx(xj,, 75,) < dx(xj,,y5,) + dx(Ys, Ysn) + dx(Y)o, T5,) < €

Prisli smo v protislovje. A je povsem omejena mnozica. Hkrati je tudi
polna in po (2) kompaktna.

(5) A= lim A,.
n—oo
1z (4) sledi, da A € H(X). Za e > 0 obstaja N > 0, da zan,m > N velja
du(An, Ay) < €/2in A C By, (e/2).
Naj bon > N in y € A,,. Potem obstaja narascajoce zaporedje pozi-
tivnih stevil ve¢jih od n {N;}°,, dazam,k > N; velja A,, C Ba, (€/277).
Velja A, C Bay, (€/2).

Ker je y € A, obstaja tocka xy, € Ay,, da dx(y,xn,) < €/2. Podobno
je zn, € Ay, in obstaja tocka zy, € Ay,, da dx(zn,,7N,) < €/2% 7Z

o0

indukcijo v tej smeri lahko dokazemo obstoj zaporedja {zy, € Ay, P21
za katerega velja dx(zy,, zn,,,) < €/2711.

Sledi, da je zaporedje {zn;, € Ay, }32, Cauchyjevo, z limito » € A ter
d(y,zn;) < € za vsak j.

1z slednjega velja d(y,z) < €, torej A, C Ba(e) za vsak n > N. Po (3)
velja, da A C Ba,(€) za velike n. Torej dy(A,, A) < € za vsak dovolj
velik n. A je res limita zaporedja {A4,}52 ;.

]



Poglavje 4

Transformacije v metricnem
prostoru in konstrukcija
fraktalov

Fraktalna geometrija se ukvarja z zapletenimi podmnozicami preprostih pros-
torov, kot so na primer R, R? in C. Poudarek je na podmnozicah, ki jih
generirajo preproste geometrijske transformacije prostora samega vase in so
zanj invariantne. Primer taksne preproste transformacije v prostoru R? je
afina transformacija.

4.1 Negibna tocka in fraktali

Definicija 4.1. Imamo prostor X in funkcijo f: X — X. Tocki a € X, za
katero velja

f(a) = a,

pravimo negibna tocka funkcije f.

Negibne tocke so pomembne, saj povedo, kateri deli prostora ostanejo ne-
spremenjeni po delovanju funkcije.

Primer. Funkcija f(z) = 2% — 3z + 4 ima negibno tocko v x = 2, saj je
f2) =2

Definicija 4.2. Za mnozico S C X, pravimo da je tnvariantna za funkcijo
f: X' — X ¢e in samo ¢e velja

F71S) = 8.

28
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To pomeni, da velja tudi
f(8) =5,

saj za vsak s € S obstaja u € f71(9), da je f(u) = s, zato je S C f(S). Po
drugi strani imamo u = f(s) zanek s € S = f~1(S), zato f(s) = u € S. Torej
je f(S) € S.

V obratno smer ne moremo sklepati, razen ce je funkcija f injektivna.

Primer. Poglejmo si funkcijo f: R — R, podano s predpisom f(z) = 2 na
mnozici S = [0,1] € R. Velja f(S) = S. Inverz funkcije f je f~1(S) = /z, ki
slika v mnozico [—1,1] € R. Torej f~1(S) # S.

Naj bo H(X) prostor nepraznih kompaktnih podmnozic prostora X. Potem
je invarinatna mnozica A € H(X) za funkcijo f: X — X negibna tocka funkcije
f: H(X) — H(X), podane s predpisom f(A) = f(A).

V nadaljevanju bomo za funkcijo fuporabljali kar oznako f.

Definicija 4.3. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor. Funkeiji f: X — X pravimo
da je Lipschitzova z Lipschitzovo konstanto | € R, Ce in samo ¢e velja

Funkcija f je skrcitev ali skréitvena funkcija, ¢e je Lipschitzova z Lipschitzovo
konstanto [ € [0,1). Konstanti [ € [0,1) v tem primeru pravimo skréitvens
faktor.

Skréitvena funkcija ima vsaj eno negibno tocko. Se bolj pomembno za nas
pa bo dejstvo, da ima skrcéitvena funkcija nad polnim metri¢nim prostorom
enolicno dolo¢eno negibno tocko. O tem govori naslednji izrek.

Izrek 4.1. (Banachov skréitveni izrek) Naj bo X poln metriéni prostor in
f: X = X skrcitvena funkcija s skréitvenim faktorjem . Potem ima funkcija
f enolicno negibno tocko a € X. Ce vzamemo poljubno tocko xo € X in
sestavimo zaporedje, ki je podano z rekurzivnim predpisom z, = f(x,_1) za

n=1,2,3,..., to zaporedje konvergira k negibni tocki funkcije f.
Velja tuds
d
d(xg,a) < (fo—’?). (4.2)

Dokaz. Dokazimo enoli¢nost negibne tocke s protislovjem. Recimo, da ima
funkcija f dve negibni tocki, a in b. Potem velja

d(a,b) = d(f(a), f(b)),
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ker sta obe tocki negibni. Ker je f skrécitev, je

d(a7 b) = d(f(a’)a f(b)) <l d(a7 b)

Velja, da je d(a,b) > 0, ker sta a in b razlicni tocki, zato lahko z d(a, b) delimo
in ostane
1 <.
Prisli smo v protislovje, ker je [ € [0,1).
Naslednje, kar zelimo dokazati je, da za katerikoli zacetni zy € X, zaporedje
z, = f(x,_1) za n > 0 konvergira k negibni tocki funkcije f. Ker velja

d(@p, Tpy1) = d(f(Tn-1), [ (@5)) < ld(@p-1,70)
< Pd(@n2, 1) < -0 < 1d(xo, 1),

lahko dokazemo, da je zaporedje {z,}5°, Cauchyjevo.

d(l’n, xm) S d(l’n, xn—l—l) + d<xn+17 xn+2) +--+ d<mm—lv xm)
< "d(zg, x1) + 1" d(20, 21) + l”+2d(a:0, x1) 4 1 (g, 1)

_ d( )(ln ln-l—l ln+2 4 lm—l)
d( )(ln + anrl 4 ln+2 ) )
= d(z0,21) - l” (1+14+1P4...)
d(:vo,xl)

1—

Za vsak € > 0 izberemo N > 1, da velja (I¥/(1 —1))d(zo,7;) < €. Potem za
vsak m >n > N velja
" N

d(l’n?I‘m) S d(‘r07xl)1 iy S d(l‘o,(l}l)m < €

S tem smo dokazali, da je zaporedje ras Cauchyjevo. Prostor X je poln, zato
ima zaporedje {x,}22; limito v X.
Naj bo a = lim,,_,o, x,. Ker je funkcija f zvezna, velja

fla) = f(lim z,) = lim f(x,) = hm Tpt1 = Q.

n—oo n—oo
Zgoraj smo dokazali, da velja

l’fL

d(zp, Tm) < d(20, xl)m
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Ce je n = 0, dobimo
1

d(l‘o, [Bm) S d(l‘o, xl)l—l
Naj gre m — oo. Potem je

1
-0

kar ustreza enacbi 4.2 izreka. O

d(x(); CL) S d(x(% Q:1)

Primer. Funkcija f: R? — R? definirana kot f(x) = % + %, je skrcitev nad
metriénim prostorom (R?, deyiidska ). Skréitveni faktor je [ = %
Za xy = 0 dobimo zaporedje
1
3n
. . .. . .. . 2 a . o .. .
Negibna tocka funkcije f je resitev enacbe § + § = a, torej a = 1 in je tudi

limita zaporedja 0, %, %, %, .

T, =1

Skrcitvene funkcije v osnovnem prostoru X so uporabne za konstrukcijo
skréitvenih funkceij v prostoru H(X). Negibne tocke taksnih skréitev v H(R?)
so primeri fraktalov.

Naslednji izrek pravi, da funkcija f: H(X) — H(X) podeduje lastnost
skrcéitvene funkcije f: X — X v osnovnem prostoru.

Izrek 4.2. Naj bo f: X — X skréitev nad metricnim prostorom (X,d) s
skréitvenim faktorjem l. Potem je f: H(X) — H(X) tudi skréitev nad metri¢nim
prostorom (H(X),dy) s skréitvenim faktorjem .

Dokaz. Dokazati zelimo, daza A, B € H(X) velja dy(f(A), f(B)) < l-du(A, B).

Dy (f(B)) = maxmin{d(f(a), f())}

acA beB

- .
< lmaxmin{d(a, b)}

= IDa(B).
Iz tega sledi, da je

du(f(A), f(B)) = max{Dya)(f(B)), Dyn)(f(A))}
< Imax{D4(B),Dg(A)}
= ldu(A, B).
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Torej, ¢e imamo skréitveno funkcijo f: X — X v polnem metricnem pros-
toru X z negibno tocko a € X, potem je tudi f: H(X) — H(X) skrcitev v
polnem metri¢nem prostoru z negibno tocko A = {a}.

Izrek 4.3. Naj bodo f,: H(X) — H(X) za vsak n = 1,2,3,...N, N € N
skréitve nad metricnim prostorom (H(X), dy) s skréitvenimi faktorjil,,. Potem

je F: H(X) — H(X) definirana kot
F(B) = fi(B)U fo(B)U---U fn(B) (4.3)

skréitev s skréitvenim faktorjem | = max{l, |n=1,2,... N}.

Dokaz. Dokazimo izrek za N = 2. Po izreku 3.8 za vsak A, B,C, D € H(X)
velja:

dg(AU B,C U D) < max{dy(A,C),du(B,D)}.
Torej VA, B € H(X) velja
dy(F(A), F(B)) = du(f1(A) U f2(A), fi(B) U f2(B))
< max{du(f1(A) U f1(B)), du(f2(A) U f2(B))}
< max{l1du(A, B),ladu(A, B))}
= max{ly, s }du(A, B)
]

Na tem mestu imamo dovolj teoreticnega znanja, da formalno definiramo
fraktal.

Definicija 4.4. Naj bo X poln metricen prostor in funkcije f,: X — X
skrcitve. Kompaktni mnozici A C X, ki je enolicna negibna tocka funkcije
F: H(X) — H(X), definirane v 4.3, pravimo atraktor mnoZice funkcij {f,}
oziroma fraktal, povezan z {X; fi, fa, ... fn}-

Atraktor bomo obicajno oznacevali z A. Zanj velja samopodobna enacba:
F(A)=A= fi(A)U f2(A)U--- U fn(A).

Lastnost samopodobnosti pomeni, da lahko fraktal zapisemo kot unija ve¢ih
kopij samega sebe.

Primer. Slika 4.1 predstavlja primer fraktala, povezanega z
1 1 1 1 1 1 1 1

R% (= — = — ——r— = 1,—x— = :

{5 G = oo g0 (e = v 150 - o)}

Iz slike je razvidno, da je fraktal unija dveh pomanjsanih kopij samega
sebe, ena kopija je rjave, druga modre barve.
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Slika 4.1: Primer atraktorja, imenovanega Heighwayjev zma)j.

4.2 Iterativni funkcijski sistem

V prejsnjem razdelku smo definirali fraktal. Naslednja stvar, ki nas bo zani-
mala pa je, kako fraktal nastane in kako ga narisati.

Definicija 4.5. Iterativni funkcijski sistem ali IFS je sistem, sestavljen iz
kon¢énega zaporedja funkcij f;: X - X za¢=1,2,... N in N > 1. Oznacimo
ga z oznako F = {X;fi, fo,... fn}. Najpogosteje je prostor X metricen,
funkcije f; so Lipshitzove.

IFS z verjetnostmi je IFS skupaj z zaporedjem verjetnosti pi,po,...pn,
p; € Rin Ef;l p; = 1. Sistem oznac¢imo z F = {X; f1, fo, ... fN;P1, D2, - - - DN }-
Verjetnost p; je povezana s funkcijo f;, Vi € {1,2,...N}. To pomeni, da je
verjetnost, da v koraku k izberemo funkcijo f;, enaka p; (glej slucajni algoritem

v razdelku 4.3).

Ce verjetnosti niso podane, se obi¢ajno privzamejo verjetnosti p; = — za

vsak 1 = 1,2,... N. Torej so izbori funkcij enako verjetni za vsak i.

Definicija 4.6. Naj bo (X, d) poln metri¢ni prostor in {fi, fo,... fy} konéno
zaporedje skréitvenih funkcij f,,: X — X zan = 1,2,... N. Potem je sistem
funkeij {X; f1, fa, ... fn} skréitven ali hiperbolicen IFS. Skrcitveni faktor hiper-
bolicnega IFS je | = max{ly,ls,...Ix}, Kjer je I; skréitveni faktor funkcije f;
zat=1,2,...N.
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Definicija 4.7. Afina funkcija A: R? — R? je sestavljena iz linearne transfor-
macije A: R? — R2, kateri sledi translacija oziroma premik. To lahko zapisemo

kot
T T el |a b| |z e
o= []-[t -]
kjer so a,b,c,d, e, f € R.

Primer. Sistem funkcij
) 11 1 1
F = { B f0) = (o 300, alo) = o+ 1 50)
Ao = (o gl + 1)

je primer afinega hiperboli¢nega IF'S. Delovanje vsake funkcije posebej je prika-
zano na sliki 4.2: f; preslika kvadrat [0,1]? v levo spodnjo Cetrtino, f ga
preslika v desno spodnjo ¢etrtino, f3 pa v levo zgornjo cetrtino.

V primeru IFS oblike F = {X f1, fo, ... fn }, so funkcije f; definirane tako,
da takoj vidimo, kako delujejo nad tocko (z,y) € R% Lahko pa bi IFS zapisali
v obliki tabele, ki ji pravimo afina koda IFS. Afine funkcije v afini kodi so
definirane s koeficienti a, b, ¢, d, e, f v enacbi

flz,y) = (ax + by + ¢, dx + ey + f).
V kodi so prav tako lahko definirane verjetnosti, ki pripradajo funkcijam f;.
Primer. IFS koda v spodnji tabeli predstavlja hiperbolicni IFS
1 1.1 11 /3 1 11
={R% (Zg. = Z -z Y2y (= -z

katerega atraktor je na sliki 4.3. Atraktor je znan pod imenom trikotnik Sier-
pinskega.

n a b ¢ d e f p
1 1 1
1 - - -
5 0 0 0 5 0 3
1 1 1 1
2 - 0 - 0 = ﬁ =
2 4 2 4 3
1 1 1 1
i B R S S
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02 0.4 0.6 0.8 10

Slika 4.2: Primer delovanja afinih funkcij fi, fo in f3 na enotskem kvadratu,
oznacenem z modro barvo. Zeleni so kvadrati po transformaciji.

Definicija 4.8. Naj bo F IFS z verjetnostmi in A njegov atraktor. Definiraj-
mo Mmnozico

Or == {f(A) N f(A) |05 € {L,2,...N},i # j}.

ki ji pravimo mnoZica prekrivajocih tock (angl. set of overlapping points)
atraktorja IFS.

IFS je nepovezan, ¢e in samo ¢e velja O = @. IFS je prekrivajoc, ce in
samo ¢e je Ox neprazna odprta mnozica. IFS je dotikajoc¢, ¢e in samo Ce ni
niti nepovezan niti prekrivajoc.

Mnozico prekrivajo¢ih tock bomo ponazorili v naslednjem poglavju pri
definiciji naslovne funkcije.
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v’v Ao A Ao Ao A% A5 vyv vvv .va A3 v

Slika 4.3: Primer atraktorja IFS, imenovanega trikotnik Sierpinskega.

4.3 Racunanje fraktalov iz iterativnega funkcij-
skega sistema

V tem razdelku si bomo ogledali dva algoritma za konstrukcijo fraktalov.
Prvi je slucajni algoritem, pri katerem narisemo fraktal tako, da zacnemo s
poljubno zacetno tocko in v vsakem koraku izracunamo naslednjo tocko. Do-
bimo zaporedje tock in po nekaj tiso¢ korakih zadovoljivo aproksimacijo frak-
tala. Drugi algoritem je deterministicni in se od sluc¢ajnega razlikuje v tem, da
zacnemo z mnozico tock in v vsakem koraku dobimo novo mnozico. Dobimo
zaporedje mnozic, ne tock, kot pri slucajnem algoritmu.

Slucajni algoritem

Naj bo F = {X; f1, fa, ... fn;P1,D2, - - - pn} hiperbolicen IFS z verjetnostmi.
Za zacetno izbran ry € X rekurzivno in neodvisno izra¢unamo

x; € {f1<$i,1), fg(l?i,l), C. fN(xifl)} za i = 1, 2, 3, e
Na vsakem koraku je verjetnost dogodka z; = fi.(x;_1) enaka py.
S tem konstruiramo zaporedje {z; | i = 1,2,3,...} C X, ki konvergira k
atraktorju hiperboli¢nega IFS.
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a.&

&?;ﬁ ﬁmﬁ% M.{jﬁm’

Slika 4.4: Trikotnik Sierpinskega, dobljen s slu¢ajnim algoritmom. Slike prikazujejo
razli¢no Stevilo iteracij algoritma.

Taksnemu slucajnemu algoritmu pravimo tudi igra kaosa. Razlog, da z igro
kaosa nastane atraktor IF'S; sloni na ergodskem izreku (angl. ergodic theorem).
Vec o njem je v [9].

Primer. Naj bo F hiperbolicen IFS

F- {R%(%éy),guuxgy) G@+3) ;<y+§>>},

katerega atraktor je trikotnik Sierpinskega.
Slika 4.4 prikazuje rezultat slucajnega algoritma za 100, 1000, 10000 in
100000 iteracij.

Primer. V prejsnjem primeru je bila zacetna tocka zo = (0,0) del atrak-
torja. Izkaze se, da lahko zacnemo s katerokoli drugo tocko, ki vemo, da ni v
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£
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Slika 4.5: Trikotnik Sierpinskega, dobljen s slu¢ajnim algoritmom, pri ¢emer je
zacetna tocka zunaj trikotnika.

atraktorju, ali je celo dale¢ stran od njega. Po nekaj iteracijah vseeno dobimo
zeljeni atraktor. Le v prvih nekaj iteracijah se pojavi kaksna tocka, ki ne lezi
na atraktorju. Primer je na sliki 4.5.

Ce iz atraktorja odstranimo prvih nekaj generiranih tock, bo konéna slika
enaka, ne glede na zacetno tocko.

Deterministicen algoritem

Deterministicen algoritem temelji na skrcljivosti funkcij IFS. Hitrost konver-
gence algoritma je dolocena s skrcitvenim faktorjem. V splosnem je algoritem
pocasnejsi od slucajnega algoritma, zato se uporablja redkeje.

Naj bo (X, d) poln metri¢ni prostor in F = {X; f1, fo, ... fn} hiperboli¢en
IF'S s skrcitvenim faktorjem [. Naj bo A atraktor IFS F. Za izbrano zacetno
mnozico Ay € H(X) se naslednje mnozice A; izrac¢unajo po rekurzivni enacbi

Na ta nac¢in dobimo zaporedje {A;|: = 0, 1,2, 3, ...}, ki konvergira k atraktorju
IFS F
1— 00

Stopnja konvergence algoritma je geometrijska:

d(A;, A) < T d(Ay, A), Vi € N.
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Slika 4.6: Trikotnik Sierpinskega dobljen z deterministi¢nim algoritmom. Zacetna
mnozica Ay je enakostrani¢ni trikotnik. Slika prikazuje 6 korakov deterministi¢nega
algoritma, od mnozice A; levo zgoraj, do Ag desno spodaj.

Slucajni algoritem ima kar nekaj prednosti v primerjavi z deterministi¢nim.
Porabi manj prostora ter je v splosnem hitrejsi. Omogoca tudi ucinkovitejse
racunanje povecav atraktorja. V obeh algoritmih so dobljene slike odvisne od
natancnosti, s katero so tocke izracunane, od skréljivosti funkcij IFS, od izbire
barv ter tudi od implementacije algoritmov.

Primer. Slika 4.6 prikazuje korake deterministicnega algoritma za isti hiper-
boli¢ni IFS kot v primeru pri slucajnem algoritmu. Zacetna mnozica Ag je
enakostranicni trikotnik. Na sliki so v zgornji vrsti od leve proti desni mnozice
Ay, Ay, As, v spodnji vrsti pa Ay, As in Ag.

Ce bi namesto enakostrani¢nega trikotnika izbrali za zaetno mnozico kva-
drat, poljuben trikotnik, tocko ali kaksno drugo mnozico, bi po nekaj korakih
dobili za vse primere enak rezultat. Primera sta na slikah 4.7 in 4.8. Zacetni
mnozici sta kvadrat na sliki 4.7 in daljica na sliki 4.8. Opazimo, da smo ze po
nekaj korakih dobili podoben atraktor kot v primeru zacetne mnozice enako-
strani¢nega trikotnika.

Primer. Oglejmo si pomemben primer kompaktnega metricnega prostora, ki
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Slika 4.7: Trikotnik Sierpinskega dobljen z deterministi¢nim algoritmom, kjer je
zacetna mnozica enotski kvadrat. Na sliki so trije vmesni koraki algoritma, mnozice

Ay, As in As.

Slika 4.8: Trikotnik Sierpinskega dobljen z deterministicnim algoritmom, kjer je
zacetna mnozica daljica dolzine 1. Na sliki so trije vmesni koraki algoritma, mnozice
Al, Ag in A7.

se imenuje Cantorjeva mnozica. Mnozico generira IFS

1 2

F= {R; fi(z) = %x fola) = 3o+ 5} .

7, deterministi¢nim algoritmom jo lahko opisemo takole:

1. korak: iz zaprtega intervala Cy = [0, 1] odstranimo srednjo tretjino, t;.
odprti interval (1/3,2/3), in dobimo mnozico Cy = [0,1/3] U [2/3, 1],

2. korak: iz obeh zaprtih intervalov [0,1/3] in [2/3,1] odstranimo srednji
tretjini in dobimo mnozico Cy = [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9, 1],

splosno: z odstranjevanjem tretjin nadaljujemo in dobimo padajoce zaporedje
mnozic Cy D C7; D Cy D ..., v katerem mnozico C,, dobimo tako, da iz
C,—1 odstranimo vse srednje tretjine.
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Slika 4.9: Konstrukcija Cantorjeve mnozice; na sliki so mnozice Cp, C1 in Cs od

zgoraj navzdol.

Cantorjevo mnozico definiramo kot presek tega zaporedja:

i=1

Cantorjeva mnozica je primer nepovezanega fraktala. Prvi trije koraki generi-
ranja mnozice so na sliki 4.9.

Poglejmo $e nekaj njenih lastnosti. (C,d) je metriéni prostor z metriko
d(xz,y) = |x —y|. C je zaprta podmnozica R, saj je definirana kot presek
zaprtih mnozic C; za ¢ = 1,2,.... C je tudi omejena mnozica, saj lezi na
intervalu [0, 1]. Zato je C' kompakten prostor.



Poglavje 5
Vrh fraktala

5.1 Naslovna funkcija

Zaradi preglednosti in uporabnosti je dobro, ¢e so tocke v prostoru orga-
nizirane. Organiziranost lahko med drugim dosezemo z uporabo naslovov iz
prostora naslovov. Namen naslova je unikatna identifikacija tocke. Sestavljen
je iz koncnega ali neskoncnega zaporedja Stevil in simbolov. Posamezna tocka
lahko ima enega ali ve¢ naslovov.

Prostor naslovov bomo potrebovali za predstavitev mnozice tock fraktala.

Primer. Naslov tocke na premici R je lahko njena binarna ali decimalna vred-
nost, tocke v prostoru R? pa so dolo¢ene na primer z urejenim desetiskim parom

oblike (z,y).

Naslov tocke sestavljajo simboli iz abecede simbolov, imenujmo jo A. A je
sestavljena iz neprazne kon¢ne mnozice med seboj razlicnih simbolov. Primera
abecede sta {1,2,... N} in {A,B,... Z}.

Uvedimo oznako 2/, ki predstavlja mnozico kon¢nih nizov, sestavljenih iz
simbolov abecede A. Mnozica vsebuje nize oblike

0 =0109...0K,

kjer je 0y € A za vsak i € {1,2,...K} in K > 0. Oznaka |o| predstavlja
dolzino niza o € ).

Definicija 5.1. Stikanje ali konkatenacija dveh nizov o,w € €, je operacija
na nizih, definirana s predpisom

oW = 0109 .. .O'|O-|CU1LL}2 .. -W\w\-

42
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Druga pomembna oznaka je 24, predstavlja pa mnozico neskon¢nih nizov,
sestavljenih iz simbolov abecede A. Element 4 je

0O =0109...0;...,

kjer je 0; € A za vsak i € {1,2,...}.
Mnozica ¥ je Stevna, Q4 pa je za |A| > 1 nestevna.

Primer. Prostor naslovov Q/{o,l} vsebuje tocke kot so na primer: 1, 0101,
11111111111, 101001010101001011010101, @.

Prostor naslovov {01 vsebuje na primer tocke: 1 = 1111111111 ..,
010111001 ..., 101000000. ...

Definicija 5.2. Naj bo ¢: 2 — X preslikava iz prostora {2 C €/,U$2 4 v prostor
X. Preslikavi ¢ pravimo naslovna funkcija prostora X, tocke iz prostora €2 so
naslovi,  pa prostor naslovov.

Tocka o € (2, za katero velja ¢(0) = z, je naslov tocke x € X.

o '{z}) = {0 € Q| p(o) =z} je mnoZica vseh naslovov tocke x € X.

Definicija 5.3. Definirajmo funkcijo razdalje med nizoma o = g10503 ... ter
W = WiWaws ... V prostoru 24:
0, ce w = o,
dQ(U, (JJ) = 1 . .. . . . .
omr e # w, pri ¢emer je m najmanjse Stevilo, da w,, # o,,.
Izrek 5.1. (4 U Yy, dq) je metricni prostor.

Dokaz. Preverimo, da veljajo 4 lastnosti metri¢nega prostora.

1 1
L. d(o,w) = gm» PTav tako d(w, o) = om kjer je m najmanjsi indeks, da

velja wy, # o, torej je d(o,w) = d(w, o)
1
2. 0<d(o,w) = om < 0.

3. dg(o,0) =0 velja po definiciji.
4. Preverimo Se trikotnisko neenakost.

d(O’l,O'Q) S d(O’l,Ug) + d(0'370'2)
1 < 1 1
g = gma T om

Moznosti za mq, mo in M3 so tri.



44 Poglavje 5: Vrh fraktala

Ce velja m; = ms = ms, lahko mnozimo neenacbo z 2™, ker so vsi
indeksi my, ms in mg pozitivni. Dobimo 1 < 2, kar je res.

V primeru, da je m; = max{my, my, mg}, mnozimo z 2™ in dobimo
1 < 2mamme  9mi=ms - kar velja, ker so indeksi pozitivni.

Zadnja moznost je, da je eden izmed ms in mg najvecji. Brez skode za
splosnost lahko predpostavim, da je to ms. Neenakost pomnozimo z 23
in dobimo 2™37™ < 2"™37™2 + 1 od tod pa 0 < 1 4 2™m37m2 — 2maTm,
Spet so moznosti tri. Ce je mp = meo, je 0 < 14 2M37m2 — 2ma=m2 —
kar je res. Lahko je m; > my. Potem izpostavimo 237! in dobimo 0 <
142ms=mz _gms=mi — ] 4 2ms=mi(2m—m2 _ 1) Kkar velja, ker sta potenci
msz—mq in mq —msy pozitivni. Zadnja moznost je my > my. Izpostavimo
2m3=™M2 in dobimo 0 < 14 2M37™M2 — 2Mm3=M1 — ] 4 2M3—m2(] — 2m2—m1)
kar velja, ker sta obe potenci 2 pozitivni.

O
Naj bo w € /4. Definirajmo transformacijo f,: Q4 U — Q4 U Q' kot
fu=wo, Vo e QU
Primer. f;(0100101...)=10100101..., f11(0100101...) = 110100101....

Definicija 5.4. Pomicna transformacija S: Q4UQ;y — QU je definirana
kot

0903+ € Qy, za 0 = 010903 -+ - € (g,
S(o) =

0203 ...0, € Yy, za 0 = 010205 ...04 € Uy
in S(©) = @.
Za abecedo A = {0,1} velja
S~ o) = {fo(o), fi(o)}, Yo € QU \ @.

Definicija 5.5. Podmnozici €2 C €24 pravimo pomic¢no invarianten podprostor
prostora {24, Ce

S(Q) =Q.
Primer. Oglejmo si koncept naslovov na atraktorju hiperbolicnega IFS
9 1 1 1 1

fil.y) = (5 + ). fale )5y + @))} .
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.v'.

v’v A ‘l'y" vyv vvv .va .va

Slika 5.1: Trikotnik Sierpinskega z oznacenimi zacetki naslovov nekaj tock.

Y V-Y.V.¥, _-T-. :

Atraktor A je unija treh disjunktnih mnozic A = f1(A) U fo(A) U f3(A), ki so
na sliki 5.1 v razliénih barvah (fy zelene, f; modre in f5 rjave barve). Vsaka
izmed teh treh mnozic je spet unija treh disjunktnih mnozic

fo(A) = fo(fo(A)) U fi(fo(A)) U fa(fo(A)),
f1(A) = fo(f1(A)) U fi(f1(A)) U fa(f1(4)),
fo(A) = fo(f2(A)) U fi(f2(A)) U fo(f2(A)).

Od tu izpeljemo naslavljanje tocke z zaporedjem funkcij, ki vodijo do nje.
Tockam atraktorja, ki so v podmnozici fy(A), se naslov zacne z 0, tockam iz
podmnozice fi(A) se zatne z 1, tockam iz fs pa z 2. Natancneje kot Zelimo
dolociti lego tocke, daljsi je naslov.

Poglejmo si najbolj levo tocko na sliki 5.1 z oznacenim naslovom 22121.
Naslov se zacne z 2, ker tocka lezi v spodnjem levem trikotniku, dobljenim s
funkcijo fy. Naslednja 2 v naslovu pomeni, da je znotraj tega trikotnika tocka
spet v spodnjem levem trikotniku. .. Tako glede na lego dobimo naslov tocke,
dolzine kolikor natanc¢ne zelimo.

Vsaj tri tocke atraktorja imajo dva naslova, ker preseki fo N f1, fo N fo in
f1 N fa vsebujejo po eno tocko. Tock z dvema ali ve¢ naslovi ni veliko, zato je
IFS F v tem primeru dotikajo¢ (glej definicijo 4.8).
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Ce ima vsaka tocka atraktorja po en naslov, je IFS nepovezan. Ce pa ima
veliko tock dva ali ve¢ naslovov, je IFS prekrivajo¢. Pomembno je, da se pojmi
dotikajo¢, nepovezan in prekrivajo¢ nanasajo na IFS, ne na atraktor, saj je
lahko ista mnozica atraktor vecih IF'S.

5.2 Vrhnja funkcija

V [4] je predstavljen pojem fraktalovega vrha. Izraz oznacuje naslovno funkcijo
atraktorja nekega IF'S, pri kateri ima vsaka tocka atraktorja enolicen naslov,
tudi v primeru prekrivajocega IF'S. Vrh fraktala se v fraktalni geometriji upo-
rablja na primer za definicijo slik, ki so invariantne glede na IF'S, ali definicijo
transformacij med dvema fraktaloma.

Definicija 5.6. Definirajmo zvezno transformacijo ¢: {29 ny — A iz pros-
tora naslovov na atraktor A hiperboli¢nega IFS F = {X; f1, fo, ... fn }:

¢(o)

= lim fy00..0,(%) 28 0 =010+ € Q{1,2,...N};
n—oo

za vsak z € X kjer je

fo103..00 (%) 1= fo, 0 fo, 0+ 0 fo, ().
¢(o) je naslovna funkcija IFS F.

Za atraktor A velja
A={¢(o) [0 €}

Zveza med funkcijo ¢ in pomicno transformacijo S: Qo Ny — Qqi2..n)
je
¢(U) = f0'1 (¢<S<U)))7 Vo € Q{1,2,...N}-
Koncept vrha fraktala temelji na dejstvu, da so nizi iz prostora naslovov

urejeni z relacijo <. Tako lahko vsaki tocki atraktorja dodelimo enolicen
naslov. Relacija < na prostoru naslovov 2 = Q5 ny je definirana kot

o < w, ¢e in samo ¢e o > Wy,

kjer je k najmanjsi indeks, za katerega velja o, # wyg. Po tej relaciji so vsi
elementi €2 manjsi ali enaki 11111... ter vecji ali enaki NNNNN.... Za
poljubna dva razlicna elementa iz 2 torej velja, da je eden strogo vecji od
drugega.
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Mnozica vseh naslovov tocke z € A je ¢! (z). Mnozica je zaprta, saj je A
zaprta, zato je A\ {z} odprta in je tudi ¢"1(A\ {z}) = o7 (A)\ o1 ({z}) =

Q\ ¢~ '(x) odprta. Sledi, da je ¢~1(x) navzgor omejena in zaprta, zato vsebuje
enoli¢no dolo¢en maksimalni element. Oznacimo ga s 7(z).

Definicija 5.7. Naj bo F hiperbolicen IFS z atraktorjem A in naslovno
funkcijo ¢: €2 — A. Potem je funkcija 7: A — €2, definirana kot

7(x) = maz{o € Q| §(0) =z},
vrhnja funkcija F. Mnozici
G- = {(z,7(z)) | v € A}
pravimo graf vrha IFS ali krajse vrh IFS.

Opisimo vrhnjo funkcijo Se na drug nacin. IFS
F={XxQ|fi,for- [},

kjer je fn(x, o) = (fu(x), $,(0)) in s,(0) = no stik znaka n z nizom o, imenu-
jemo dvig IFS F.
Ce razdaljo na X x  definiramo kot

dXxQ((xva)’ (yaw)) = dX(xvy) + dQ(Uv OJ) za (‘T’U)> (va) € X x Qa

~ 1
je F hiperbolicen IFS s skréitvenim faktorjem max{§, [}, kjer je [ skrcitveni

faktor F. R
Naj bo A atraktor F. Vrh IFS F je

G, ={(z,0) € A| (z,w) € A= w< o}

Za aproksimacijo G, lahko uporabimo igro kaosa. Na zacetku nastavimo
naslove vseh tock na najmanjse mozne, to je NNNNN --- = N. Za¢nemo v

tocki Xo = (x9, N) € A x Q in racunamo rekurzivno
X1 = (Tht1, Org1 0k - .. O1N) = ﬁkH(Xk) zak=0,1,2,...

Nov naslov tocke .1 na (k4 1) koraku postane oy 10y . . .o1N, ¢e je ta vecji
od trenutnega naslova. Dolzino naslovov obi¢ajno nastavimo na neko fiksno
dolzino in jih sproti rezemo, da so vsi enako dolgi.
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Primer. Oglejmo si IFS

katerega atraktor je zaprti interval [0, 1]. JF; je primer prekrivajocega IFS, ker
presek f1([0,1]) N f2([0, 1]) ni prazen.
Dvig F; je

Fi= {1011 0z € B i) = o+ 5.10). o) = (G20 .

Atraktor IFS F; Zelimo narisati. Na y-osi imamo naslove tock iz prostora
naslovov, zato jih bomo “pretvorili” v prijaznejso obliko za izris. Prostor
naslovov g1 93 vlozimo v interval [0, 1] tako, da ga identificiramo s Cantorjevo
mnozico, ki jo generira IFS

Fo = {[0,1]; wy(y) = 0.499999y + 0.50001, ws(y) = 0.49999y}.

To je res Cantorjeva mnozica, saj dobimo razli¢ice Cantorjeve mnozice tako,
da namesto odstranjevanja srednje tretjine v vsakem intervalu, odstranjujemo
odseke v poljubnem stalnem razmerju.

Atraktor Fy je interval [0, 1], torej smo res pokrili vse mozne naslove tock
med naslovoma 22222 ... (tocka 0 intervala) in 11111 ... (tocka 1 na intervalu).

IF'S ]?1 in ]-A"Q “zlozimo” skupaj in dobimo IF'S

—~ 2 2 1

Fo= {001 x [0,1] C B | G, wa(y), G + 5, wn(u)},
katerega atraktor je na sliki 5.2. Na x-o0si so tocke, na y-osi pa njihovi naslovi.
Vrh IFS je oznacen z rdeco barvo.

5.3 Prevzemanje barv

Prisli smo do zadnjega dela naloge, kjer bomo spoznali algoritem prevzemanja
barv. Namenjen je kreiranju slik fraktalovega vrha. Moznosti uporabe algo-
ritma so v ra¢unalniski grafiki, pri slikovnih vodnih zigih (angl. image water-
marking) ter pri procesiranju in stiskanju slik. Preden pa si ogledamo sam
algoritem, bomo potrebovali Se matemati¢no definicijo slike.
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11111...

\

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Slika 5.2: Primer vrhnje funkcije. Vrh IFS je oznacen z rdeco barvo.

Definicija 5.8. Definirajmo slikovno funkcijo 3 kot
PB: Dy CR* — €,

kjer je € prostor barv, Dy pa domena slike. Vrednost P3(x) pomeni barvo slike
v tocki x € Dg. Prostor vseh slik iz barv prostora € oznacimo z II = Ile.

Prostor barv € = [0, 255]% je podmnoZica prostora R3. Komponentam tocke
¢ = (¢1,¢9,c3) € € pravimo barvne komponente, kjer je ¢; komponenta rdece,
co komponenta zelene in ¢3 komponenta modre barve.

Domena slike Dy je pomemben del definicije slike. Lahko je ¢rta, krivulja,
odprta kroznica, zaprt kvadrat ali katera druga podmnozica prostora R%. Naj-
veckrat mnozico domene zapisemo v obliki

Dy =0={(z,y) € R* |z <z <ap,yr <y < yal},

kjer je (zr,yr) € R? spodnji levi, (zp,yp) € R? pa zgornji desni kot slike.
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Definicija 5.9. Definirajmo domeno slike
Dy=0={(z,y) eR*|0 <2y <1},

slikovno funkcijo
mB: 00—

ter hiperboli¢na IFS

FR:{D|flaf27---fN} anT'-B:{D|ﬁ7};,fN}

Indeks R pomeni risanje, B pa barvanje. Najbosta Ar in Ap atraktorja Fg in
Fpg. Definirajmo Se vrhnjo funkcijo Fr kot

TRZAR—>Q

in naslovno funkcijo Fg
op: Q1 — Ag C [

Potem je slika Pr: Ar — €, definirana kot

Br =Pp o ¢poTr,
enolicno dolocena z Fg, Fp in Pp. Pravimo ji ukradena slika (angl. stolen
picture), ker je nastala s prevzemangjem ali krajo barv (angl. colour stealing).

Algoritem prevzemanja barv

Algoritem prevzemanja barv je razlicica slucajnega algoritma in poteka v
naslednjih korakih:

e izberemo vhodno sliko B, iz katere bodo prevzete barve z IFS Fpg,
e risali bomo na izhodno sliko Pg, z [FS Fg,

e dve igri kaosa se bosta izvajali istocasno, ena na vhodni sliki, druga na
izhodni,

e na zacetku generiramo zaporedje sluc¢ajnih stevil {k;}22,, ki bo enako za
oba IFS.

e IFSrisanja: za¢nemo s tocko (g, yo) in na i-tem koraku z zgoraj dobljenim
slucajnim k; izracunamo tocko (z;,y;) = fx,(®i—1,yi—1). Na ta naé¢in do-
bimo zaporedje {(z;, i) = fr,(wi—1,yi-1) | i =1,2,... }.
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e IFS barvanja: za¢nemo s tocko (wp, vg) ter z istimi k;, kot pri IF'S risanja,
generiramo zaporedje {(w;, v;) = fx,(wi—1,v;—1) i =1,2,...}.

e V i-tem koraku tocko (z;,y;) atraktorja IFS Fg pobarvamo z barvo tocke
(w;, v;) na vhodni sliki.

Primer. Opisimo prvih nekaj korakov algoritma. Za vhod izberemo poljubno
sliko poljubne velikosti. IF'S risanja naj bo

Fr={0CR? fi(z,y) = (0.03z,0.18y),

(x,y) = (0.22 — 0.2y,0.2z + 0.2y + 0.1),
(z,y) = (=0.22 + 0.2y,0.22 + 0.2y + 0.1),
(z,y) = (0.85z,0.85y + 0.2)},

x?
f4 z,
IF'S barvanja pa

Fp={0CR? fi(z,y) = (0.22,0.2y),
fa(z,y) = (0.8z +0.2,0.2y),
fs(z,y) = (0.22,0.8y + 0.2),
y) = (

fulz, 0.8z + 0.2,08.y + 0.2)}.

Stevilo funkcij in posamezne verjetnosti morajo biti enake pri obeh IFS. V
nasem primeru so p; = 0.05, po = p3 = 0.125 ter p, = 0.7. To pomeni, da bosta
funkciji f; in f; na vsakem koraku izbrani z verjetnostjo p; za i = 1,2, 3, 4.

Za zacetek si poglejmo atraktorja obeh IFS, ki sta na sliki 5.3. Atraktor Fg
je praprot, atraktor Fp pa kvadrat. Vidimo, da je kvadrat poln, kar pomeni
da bodo pokrite vse tocke na vhodni sliki.

Nakljuéni generator nam generira zaporedje {kq, ko, ks, ... } ={4,4,2,... }.
Zaporedje pomeni, da bomo v prvem koraku izbrali funkciji }1 in fy, v drugem
tudi f4 in fy, v tretjem foin fo ...

Zaceli bomo s tockama (g, y0) = (0,0) in (wo,ve) = (0,0).

1. korak: ky = 4, zato z IFS barvanja dobimo

Fi(wo, vo) = £1(0,0) = (0.2,0.2) = (wy,v1),

z IFS risanja pa

fa(wo,90) = f4(0,0) = (0,0.2) = (z1,1).

Tocko (x1, ;) narisemo z barvo tocke (wy,vy).
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R

Slika 5.3: Kvadrat na levi je atraktor IFS risanja Fg, praprot na desni pa IFS
barvanja Fg.

2. korak: ko = 4, zato z IFS barvanja dobimo
Fa(wy, v1) = £1(0.2,0.2) = (0.36,0.36) = (ws, vs),
z IFS risanja pa

f4($1,y1) = f4(0702) = (07037) = <x2ay2)‘

Tocko (x2,y9) narisemo z barvo tocke (wg, vs).
3. korak: k3 = 2, dobimo tocki

fowa, v5) = (0.488,0.072) = (w3, v3)

in
fQ(xg,yg) = (—0074,0174) = (l‘g,yg).
Tocko (x3,ys) narisemo z barvo tocke (ws, vs3).
V i-tem koraku s funkcijama fy, in fi, izrac¢unamo (w;, v;) in (z;,y;). Sled-
njo narisemo z barvo tocke (w;, v;). Na koncu na izhodni sliki dobimo atraktor
IF'S risanja Fg, obarvan z barvami iz vhodne slike. Barve iz slike izbiramo z

IFS Fpg.
Koncen rezultat je na sliki 2.5.
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Pogljemo sSe vlogo vrha fraktala pri algoritmu prevzemanja barv. Kot ze
omenjeno, z vpeljavo vrha dosezemo, da ima vsaka tocka enolicno dolocen
naslov. V zgoraj opisanem algoritmu to naredimo s preverjanjem, Ce je neka
tocka ze bila narisana. Ce tocka (z, yr) Se ni bila narisana, torej Se ni bila
pobarvana, jo nariSemo z barvo tocke (wy, vg). Ce pa je ze bila narisana in
jo ¢ez nekaj korakov spet zelimo narisati, preverimo, v katerem primeru ima
vecji naslov. V primeru, da je star naslov vecji, pustimo staro barvo, sicer jo
narisemo z barvo tocke (wy, vg).

Primer. IFS risanja naj bo

Fr={0CR? fi(z,y) = (0,0.18y),
fa(z,y) = (—0.152 — 0.28y, 0.26x + 0.24y + 0.44),
fs(z,y) = (0.22 — 0.26y, 0.23z + 0.22y + 1.6),
fa(z,y) = (0.852 + 0.04y, —0.04x + 0.85y + 1.6) },

IF'S barvanja pa

Fp={0CR? fi(z, 0.5z, 0.5),

y) =
fo(z,y) = (0.52 + 0.5,0.5y),
(z,y) = (

falz, 0.52,0.5y + 0.5),

fi(z,y) = (0.52 +0.5,0.5y + 0.5)}.
Vhodna slika in rezultat algoritma prevzemanja barv sta na sliki 5.4.
Poglejmo nekaj lastnosti dobljene slike oziroma atraktorja IFS Fg.

e Barve se zdruzujejo podobno kot so zdruzene na vhodni sliki, ceprav se
podobe iz vhodne slike ne ohranijo.

e Ce bi vhodno sliko malo spremenili, bi se majhna sprememba poznala
tudi na izhodni sliki. Isto velja za majhno spremembo IFS barvanja.

e Kot pri splosnem sluc¢ajnem algoritmu, tudi v tem primeru velja, da na
koncno sliko ne vpliva izbira zacetne tocke. Posebej Se, ¢e tocke iz prvih
nekaj korakov odstranimo.

Cudovite slike, ki nastanejo z algoritmom prevzemanja barv, so posledica
dveh stvari. Tega, da ima preslikava iz vhodne slike v fraktal zaradi zvezne
naslovne funkcije visoko stopnjo zveznosti, ter dejstva, da slike narave vsebu-
jejo cudovite barvne palete, zveze med barvami in pozicijami tock, navidezne
zveznosti in nezveznosti.

Podrobneje je algoritem predstavljen v [4] in [1].
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Slika 5.4: Praprot na levi predstavlja rezultat algoritma prevzemanja barv. Slika na
desni je vhod algoritma. Iz nje se barve prevzemajo.



Poglavje 6

Zakljucek in nadaljnje delo

V diplomski nalogi smo obravnavali dva algoritma za konstrukcijo fraktalov
s pomocjo iterativnega funkcijskega sistema, slucajni in deterministi¢ni algo-
ritem. Oba algoritma smo podkrepili s teoreticnim ozadjem, z definicijami poj-
mov iz teorije metri¢nih prostorov in nazornimi primeri. V petem poglavju smo
se dotaknili pojma fraktalovega vrha ter predstavili e razli¢ico slucajnega al-
goritma, algoritem prevzemanja barv. Vsi algoritmi in primeri iz diplomskega
dela so bili sprogramirani s programskim orodjem Mathematica. Namen dela,
opisati pojem fraktala v ravnini in konstrukcije fraktalov s pomocjo iterativnih
funkcijskih sistemov, je bil dosezen.

Odlocitev za pisanje diplomske naloge na temo fraktalov je padla ob branju
clanka Transformations between Self-Referential Sets ([5]). Prvotni namen dela
je tako bil predstavitev transformacij med samopodobnimi mnozicami. Sama
simulacija taksnih transformacij, na primer s programskim orodjem Mathe-
matica, ni tako zahtevna, zahtevano matematic¢no ozadje za njihovo definicijo
in predstavitev pa se je izkazalo za preobsezno za okvire diplomske naloge.
Zato so moznosti za nadaljne delo v raziskanju vrhnjega dinamic¢nega sistema
(angl. tops dynamical system) ter od tod fraktalnih transformacij (angl. frac-
tal transformations). Oboje je predstavljeno v knjigi Superfractals ([4]). V
diplomski nalogi tudi nismo obravnavali mer (angl. measures), polgrup in or-
bit mnozic (angl. orbits of sets) ter superfraktalov (angl. superfractals), ki
so poglavitna tema v [4]. Iz vseh teoreticnih podlag bi bilo zanimivo raziskati
in predstaviti tudi uporabnost fraktalov na razlicnih podro¢jih, predvsem v
racunalnistvu.
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