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Povzetek

Poker z zveznimi vrednostmi je razlicica pokra, kjer karte nadomestimo z vred-
nostmi iz nekega intervala. V diplomskem delu predstavimo vec¢ takih modelov
pokra, v katerih nastopata dva igralca. Na zacetku igre dobita oba igralca
neodvisni nakljuéni vrednosti. Temu sledi en krog stavljenja. Zmaga tisti
igralec, ki ima visjo vrednost, oziroma tisti, ki ni odstopil.

Predstavljeni modeli sodijo med Bayesove igre z nic¢elno vsoto za dva igralca
z neskoncnim prostorom tipov. Za vsak model poiscemo vsaj eno Bayes-
Nashevo ravnovesje in vrednost igre. Bayes-Nashevo ravnovesje je pravza-
prav par optimalnih strategij za oba igralca. Optimalna strategija zagotavlja
igralcu dolocen pricakovani izkupicek ne glede na strategijo nasprotnika. Temu
izkupicku igralca, ki je prvi na vrsti, pravimo tudi vrednost igre. Vrednost igre
nam torej pove, kateri igralec ima prednost in koliko znasa ta prednost.

Vse mozne izide igre lahko predstavimo z drevesom igre. Predstavljeni
modeli imajo majhna drevesa igre. Z veCanjem drevesa igre postane iskanje
Bayes-Nashevih ravnovesij tezko resljiv problem. Zato v zakljucku predstavimo
moznosti iskanja Bayes-Nashevih ravnovesij. Poleg tega naredimo primerjavo
vseh predstavljenih modelov in izlus¢imo strateske znacilnosti, ki so skupne
tako tem modelom, kot tudi drugim razlicicam pokra.

Klju¢ne besede:

poker, model z zveznimi vrednostmi, teorija iger, Bayesova igra, Bayes-Nashevo
ravnovesje, optimalna strategija



Abstract

Poker with continuous values is a variant of poker where cards are replaced
by values from some interval. In our work, we describe several such models
for two players. In the beginning both players are dealt independent random
values according to a uniform distribution on unit interval. This is followed by
a round of betting. If one player folds, his opponent wins. On the other hand,
if the game comes to the showdown, the player with the higher value wins.

The described models are two-player zero-sum Bayesian games with infinite
type sets. For each model we find at least one Bayes-Nash equilibrium and the
value of the game. Bayes-Nash equilibrium consists of both players’ optimal
strategies. Optimal strategy guarantees a player certain expected payoff no
matter which strategy his opponent plays. This expected payoff of the player
who acts first is also called the value of the game. This value tells us which
player has the edge and how big it is.

All possible outcomes of the game can be represented by a game tree. De-
scribed models have small game trees. Searching for optimal strategies in large
game tree models can become unfeasible. In conclusion, possible procedures
for searching for optimal strategies are considered. Furthermore, we compare
all models and extract some strategic characteristics which can be also found
in real poker.

Key words:

poker, model with continuous values, game theory, Bayesian game, Bayes-Nash
equilibrium, optimal strategy



Poglavje 1
Uvod

Poker je danes ena najpopularnejsih iger. V velikem razcvetu je predvsem
zaradi moznosti igranja preko Interneta. Aktivno igra poker preko spleta veé
kot milijon igralcev. Vse spletne igralnice skupaj imajo letno za ve¢ milijard
dolarjev prihodkov. To virtualno igro preko spleta je nekoliko lazje anali-
zirati, kajti v primerjavi s pravo igro v fizicnem prostoru lahko skoraj popol-
noma izklju¢imo pomemben faktor. Pri fizi¢ni igri igralci skusajo prepoznavati
dolocene vizualne in zvocne znake, ki jih zavedno oziroma nezavedno dajejo
nasprotniki, in to izkoristiti v svojo korist. V igri preko spleta pa je teh infor-
macij veliko manj. Kljub temu je igra Se zmeraj zelo kompleksna. Zato danes
Se ni javno znanega algoritma, ki bi premagoval najboljse igralce pokra preko
spleta. V delu poskusamo s poenostavitvijo igre poiskati doloc¢ene strateske
zakonitosti igre. Iz igre vzamemo karte in jih zamenjamo s stevilkami, skraj-
Samo potek igre na samo en krog stavljenja, Stevilo igralcev zmanjSamo na
dva itd. Analiziramo ve¢ modelov in za vsakega pois¢emo optimalno strate-
gijo. Torej strategijo, ki ne glede na strategijo nasprotnika prinasa najvecji
izkupicek. Poleg tega ugotovimo, kateri igralec ima prednost. Izsledke analize
se lahko uporabi pri strateskem razmisljanju pri pravem pokru.

Delo poleg uvoda vsebuje Se stiri poglavja. Podrobnejsa struktura dela je
naslednja:

e V drugem poglavju so predstavljena pravila pokra. Opisan je potek igre,
dolocanje zmagovalca, pravila, ki so znacilna za posamezne razlicice, itd.

e Tretje poglavje je namenjeno teoreticnemu ozadju teorije iger. Opisani
so osnovni pojmi, ki jih potrebujemo pri analizi modelov. Dotaknemo
se normalne oblike, Nashevega ravnovesja, izreka o minimaksu, prin-
cipa indiferentnosti, razsirjene oblike, Bayesovih iger in Bayes-Nashevega
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ravnovesja.

Cetrto poglavie je jedro dela. V njem je analiziranih pet modelov: La
Relance, von Neumannov model, model z eno stavo, von Neumannov
model s poviSanjem in model z dvema stavama. Za vsak model poiséemo
optimalno strategijo in vrednost igre.

V zadnjem poglavju so predstavljeni rezultati raziskav. Modeli so primer-
jani med seboj. Predstavljene so nekatere strateske znacilnosti, ki jih
vsebujejo modeli. Opisane so moznosti resevanja problema iskanja opti-
malnih strategij v poljubnem modelu.



Poglavje 2

Pravila pokra

Poker je igra s kartami, ki se igra s standardnim kompletom 52 kart. Igrata
jo lahko najmanj dva igralca, najvec¢ pa deset ali celo vec¢ igralcev. Obstaja
ve¢ razlicic pokra: Texas Hold’Em, Omaha, 7 Card Stud itd. Vsak igralec
ima na razpolago kup zetonov, ki jih uporablja za stavljenje. Na zacetku
vsake igre delilec premesa komplet kart. Igralca, ki je delilec, oznacuje delilski
ploséek (dealer button), ki se vsako igro premakne v smeri urinega kazalca k
naslednjemu igralcu. Nato ponavadi eden ali ve¢ igralcev prispeva v polog (pot)
vsiljeno stavo, ki ji recemo zaCetna stava (ante) ali slepa stava (blind bet). V
razlicici Texas Hold’Em igralca levo od delilca prispevata slepi stavi. Igralec
blizje delilcu prispeva malo slepo stavo (small blind), drugi pa prispeva veliko
slepo stavo (big blind). Nato delilec razdeli primerno (odvisno od razlicice)
stevilo kart vsakemu igralcu. Nekatere karte so lahko vidne vsem. Vsak igralec
pa ima vsaj eno karto, ki jo vidi samo on. V razli¢ici Texas Hold’Em vsak
igralec dobi dve navzdol obrnjeni karti. Karte, s katerimi igralec razpolaga, se
imenujejo roka (hand).

Nato sledi vec¢ krogov stavljenja. V nadaljevanju bomo poiskali potek kroga
stavljenja. Igralci so na potezi drug za drugim v smeri urinega kazalca. Vsak
lahko vedno odstopi (fold). Ce je pred igralcem ze kdo stavil, ima moznost
izenaciti (call) doslej najvisjo stavo ali povisati (raise). Slednje naredi tako, da
hkrati izenaci doslej najvisjo stavo in stavi se dodatne zetone. Ce pred igralcem
Se nihée ni stavil, lahko stavi (bet) ali preveri (check). Pri preverjanju igralec
ne stavi ni¢esar in s tem oznani, da je na vrsti naslednji igralec. Ce je igra
brez omejitev (no-limit), potem lahko igralec stavi oziroma povisa za poljubno
koli¢ino zetonov. Ce ima igra omejitev pologa (pot-limit), potem lahko igralec
stavi oziroma povisa za najvec toliko, kolikor je trenutno v pologu. Obstaja
Se razlicica, v kateri igralec stavi oziroma povisa za to¢no doloc¢eno Stevilo
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zetonov (fixed limit). Ko so stave vseh preostalih igralcev v igri izenacene, je
krog stavljenja zakljucen.

Po vsakem krogu stavljenja (razen zadnjem) igralci prejmejo nove karte
oziroma jih zamenjajo. Na ta nacin se njihova roka razvija. V razlicici 7 Card
Stud dobi igralec poleg treh zacetnih kart (ena je vidna vsem) Se Stirikrat po
eno karto (zadnjo vidi samo on). V razlicicah Texas Hold’Em in Omaha delilec
na sredino mize razdeli vse skupaj pet kart, ki so skupne vsem. Vsak lahko
uporabi tudi karte na sredini, da sestavi svojo najmocnejso roko.

Igra se lahko konéa na dva nacina. Ce se zgodi, da v igri ostane samo en
igralec, potem ta postane zmagovalec in pobere vse zetone, ki so v pologu. Ce
pa po zadnjem krogu stavljenja ostane vec kot en igralec, pride do razkritja kart
(showdown). Igralci, ki so ostali v igri, pokazejo svoje karte. Tisti, ki ima glede
na lestvico moci rok (hand rankings) najmocnejso roko, postane zmagovalec in
dobi celoten polog. Ce ima veé igralcev zmagovalne roke, potem si ti razdelijo
polog na enake dele. Igralec pri razkritju kart med vsemi kombinacijami petih
kart, ki so mu na voljo, izbere tisto, ki je najmocnejsa po lestvici moci rok.
Vse razlicice nimajo enakih lestvic moci rok.

Najbolj obi¢ajna lestvica je (od najvisje do najnizje kombinacije):

e Kraljeva lestvica (royal flush): A K Q J 10 v isti barvi
(Npr. AQ KO QU JO 100);

e Barvna lestvica (straight flush) : pet zaporednih kart iste barve

(Npr. 84 7d G 54 48);

e Poker (four of a kind): stiri karte iste vrednosti

(Npr. J& JO JO J& 7H);

e Polna hisa (full house): tris in par

(Npr. 20 2& 2O Qd QO);

e Barva (flush): pet kart iste barve
(Npr. A 104 9 64 30);

e Kenta oz. lestvica (straight): pet zaporednih kart
(Npr. J& 104 9% S 70);

e Tris (three of a kind): tri karte iste vrednosti

(Npr. 50 Hée 580 A 4M);

e Dva para (two pair):

(Npr. AO Ad 70 7H 100);



e Par (one pair): dve karti iste vrednosti

(Npr. 80 84 K& 60 20);

e Visoka karta (high card): pet razliénih kart
(Npr. K& 10 70 4¢ 20).

Cilj igre je osvojiti ¢im vecje Stevilo zetonov. V normalnih igrah (cash game)
lahko igralec, ki izgubi vse Zetone, znova kupi zZetone in nadaljuje z igro. Igralec
lahko vsak trenutek zapusti igro in odnese Zetone. Na turnirjih (tournament)
pa vsi igralci zaénejo z enakim Stevilom zetonov. Ce igralcu zmanjka Zetonov,
izpade iz turnirja. NajviSje uvrsceni igralci prejmejo nagrade.



Poglavje 3

Teorija iger

V tem poglavju so opisani osnovni pojmi iz teorije iger. Predstavitev je povzeta
po knjigi [7].

3.1 Normalna oblika

Ena od najosnovnejsih predstavitev igre je normalna oblika oziroma strateska
oblika.

Definicija 3.1.1 (Igra v normalni obliki). Igra v normalni obliki oziroma v
strateski obliki za n igralcev je trojka (N, A, u), kjer je

e N mnorzica n igralcev;

e A=A, x---xA,, kjer je A; konc¢na mnozica akcij, ki so na voljo igralcu
i. Vektor a = (aq,...,a,) € A imenujemo akcijski profil;

o u=(uy,...,uy), kjer je u; : A — R funkcija izkupicka igralca i.

Igra poteka tako, da vsi igralci istocasno izberejo akcije. Vse izbrane ak-
cije sestavljajo akcijski profil, na podlagi katerega vsak izmed igralcev prejme
izkupicek glede na svojo funkcijo izkupicka.

Eden najbolj znanih primerov iz teorije iger je igra Zapornikova dilema.
Udelezenca te igre sta osebi osumljeni nekega zloc¢ina. Preiskovalci nimajo
dovolj dokazov za obsodbo. Zato loc¢ijo oba osumljenca (igralca) tako, da ne
moreta komunicirati med seboj. Nato vsakemu ponudijo dogovor, po katerem
lahko izda drugega v zameno za manjso kazen (izdaja). Lahko pa ostane tiho
in tako zavrne dogovor (molk). Ce en osumljenec izda drugega, drugi pa ostane
tiho, je izdajalec izpuséen, drugi pa dobi 10 let zaporne kazni. Ce drug drugega

8
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izdata, dobita oba 5 let zaporne kazni. Ce oba molcita, pa ju lahko obsodijo
le za manjsi zloc¢in. V tem primeru dobita 1 leto zaporne kazni.

Najlazje predstavimo igro v normalni obliki z n-dimenzionalno shemo. Na
sliki [3.1] je predstavljena shema Zapornikove dileme. Vsaka vrstica predstavlja
eno akcijo (odlocitev) igralca I, vsak stolpec eno akcijo igralca II, vsak element
matrike pa en mozen izid igre. Pravzaprav so v vsaki celici sheme zapisani
izkupicki obeh igralcev tako, da je najprej zapisan izkupicek igralca I, nato pa
Se izkupicek igralca II.

molk izdaja

molk 1,1 10,0

izdaja | 0,10 | 5,5

Slika 3.1: Igra Zapornikova dilema.

Igre z nicelno vsoto. Igre z nicelno vsoto so igre, kjer je vsota vseh iz-
kupickov igralcev za vsak akcijski profil enaka ni¢. Pravzaprav je to podmozica
iger s konstantno wvsoto.

Definicija 3.1.2 (Igra s konstantno vsoto). Igra v normalni obliki je kon-
stantne vsote, e obstaja taka konstanta c, da za vsak akcijski profil a € A
velja ui(a) + ...+ uy(a) = c. Ce je ¢ =0, potem gre za igro z nicelno vsoto.

Pri igrah z nic¢elno vsoto ponavadi igralci na zacetku nekaj vlozijo, na koncu
pa si ta vlozek razdelijo v skladu s funkcijami izkupicka. Zapornikova dilema
ni niti igra z nicelno vsoto niti s konstantno vsoto. Igra z nicelno vsoto je, na
primer, igra Enakih kovancev. To igro igrata dva igralca. Vsak od njiju se
odloci, ali bo pokazal grb ali cifro. Ce oba pokazeta enako, dobi igralec I oba
kovanca, sicer dobi oba kovanca igralec II.

Strategije v igrah normalne oblike. Do sedaj smo definirali akcije, ki so
na voljo posameznim igralcem, nismo pa Se definirali mnozice strategij, ki so
jim na voljo. Denimo, da igralci zaporedoma veckrat igrajo isto igro. Strategiji,
kjer igralec vsakic izbere isto akcijo, pravimo cista strategija. Po drugi strani



10 Poglavje 3: Teorija iger

se lahko igralec odloci, da bo izbiral akcije nakljuéno po neki verjetnostni
porazdelitvi. Taki strategiji pravimo mesana strategija. Obstajajo Se druge
vrste strategij, vendar bomo v nadaljevanju potrebovali samo ti dve.

Definicija 3.1.3 (Mesana strategija). Naj bo (N, A, u) igra v normalni ob-
liki. Mmnozica mesanth strategij S; igralca ¢ je mnozica vseh verjetnostnih
porazdelitev nad A;.

Definicija 3.1.4. Mnozica profilov mesanih strategij je kartezicni produkt
posameznih mnozic mesanih strategij S x --- X S,,.

S si(a;) ozna¢imo verjetnost, da bo igralec i izbral akcijo a;, kadar bo
uporabljal strategijo s;. Podmnozici akcij, katerih verjetnost izbire je pozi-
tivna, pravimo nosilec s;.

Definicija 3.1.5 (Nosilec). Nosilec mesane strategije s; za igralca i je mnozica
akcij {(ZZ' € Al ‘ si(ai) > O}

Poseben primer mesanih strategij so ¢iste strategije (v nosilcu je ena sama
akcija). Iz sheme izkupickov znamo razbrati izkupicke igralcev, ¢e vsi igrajo
Ciste strategije. Potrebno pa je Se definirati izkupicke igralcev, ko uporabljajo
mesane strategije. Takim izkupickom pravimo pricakovani izkupicki. Izracu-
namo jih tako, da za vsak profil akcij izracunamo izkupicke in jih utezimo glede
na verjetnost profila.

Definicija 3.1.6 (Pricakovani izkupicek). Naj bo (N, A,u) igra v normalni
obliki. Pri¢akovani izkupicek w; igralca ¢ glede na profil mesanih strategij
s =(s1,...,8,) je definiran kot

ui(s) = ui(a) H sja;)-

a€A

Analiza igre. Tisti, ki se ukvarjajo s teorijo iger, velikokrat iSc¢ejo take
podmnozice izidov posameznih iger, ki so zanimive iz takSnega ali druga¢nega
razloga. Tem pravimo koncepti resitev. Eden takih konceptov je, na primer,
Nashevo ravnovesje, ki ga je podrobno obravnaval John Forbes Nash — eden
od utemeljiteljev teorije iger.

Poglejmo sedaj igro z igralcevega vidika. Igralec ponavadi zeli poiskati
strategijo, ki bi mu prinasala najvecji pricakovani izkupicek. Taki strate-
giji pravimo optimalna strategija. Ce bi igralec vedel, kaksne strategije bodo
uporabljali nasprotniki, bi mu bilo lazje poiskati optimalno strategijo. Naj
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bo s_; = (S1,...,8i-1,8i+1,---,5,) profil strategij brez strategije igralca i.
Podobno pisemo —i za mnozico igralcev brez igralca ¢. Potem lahko profil
strategij zapisemo tudi kot s = (s;,s_;). Ce bi igralci —i zagotovo igrali s_;,
potem bi igralec 7, ¢e bi zelel maksimizirati svoj izkupicek, igral strategijo, ki
ji pravimo najboljsi odgovor.

Definicija 3.1.7 (Najboljsi odgovor). Najboljsi odgovor igralca i na profil
strategij s_; je meSana strategija s; € S;, za katero velja w; (s}, s—;) > w;(s;, 5-;)
za vsako strategijo s; € S;.

Najboljsi odgovor ni nujno en sam. Pravzaprav je najboljsih odgovorov
neskonéno mnogo razen v izjemnem primeru, ko je edini najboljsi odgovor
cista strategija. Ce nosilec najboljsega odgovora s* vsebuje veé kot eno akcijo,
potem je igralcu vseeno, katero izbere. Drugace bi Zelel zmanjSati verjetnost
izbire vsaj ene akcije na ni¢. Torej je vsaka meSana strategija s takim nosilcem
najboljsi odgovor.

Vendar igralec ne ve, katere strategije bodo uporabljali ostali igralci. Zato
najboljsi odgovor Se ni koncept resitev. V splosnem ne porodi zanimivih izidov
iger. Vendar nam njegova ideja pomaga izpeljati koncept resitev, ki mu pra-
vimo Nashevo ravnovesje.

Definicija 3.1.8. Profil strategij s = (sy,. .., s,) je Nashevo ravnovesje, ¢e za
vsakega igralca i velja, da je njegova strategija s; najboljsi odgovor na s_;.

Nashevo ravnovesje je stabilen profil strategij. Noben igralec ne bi spreme-
nil svoje strategije, ¢e bi vedel za strategije ostalih igralcev. V nekaterih igrah
Nashevo ravnovesje vedno obstaja.

Izrek 3.1.1 (Nash, 1951). Vsaka igra s konénim stevilom igralcev in akcijskih
profilov ima vsaj eno Nashevo ravnovesje.

Naslednji koncept resitev so dominantne strategije. Definirajmo najprej,
kdaj strategija dominira drugo. Strategija igralca i dominira drugo, kadar
prinaSa igralcu 7 vecji izkupicek kot druga za vsak profil strategij ostalih igral-
cev. Obstajajo tri razlicne vrste dominiranja, ki jih definiramo v naslednji
definiciji.

Definicija 3.1.9 (Dominiranje). Naj bosta s; in s} strategiji igralca ¢ in S_;
mnozica vseh profilov strategij ostalih igralcev. Potem

1. s; strogo dominira s}, ¢e za vsak s_; € S_; velja w;(s;, 5-i) > u;(s}, s-;).
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v L. ! > : /
2. s; Sibko dominira s, ¢e za vsak s_; € S_;, velja u;(s;, s—;) > (s}, s-;)
in ¢e za vsaj en s_; € S_; velja u;(s;, s—;) > u;(sh, s_;).

3. s; zelo Sibko dominira s}, ¢e zavsak s_; € S_; veljau;(s;, s_;) > u;(s}, s_;).
Ce ena strategija dominira vse ostale, pravimo, da je dominantna.

Definicija 3.1.10 (Dominantna strategija). Strategija nekega igralca je strogo
(sibko; zelo Sibko) dominantna, ¢e strogo (Sibko; zelo sibko) dominira vse ostale
strategije tega igralca.

Vsak profil strategij (s1,...,s,), v katerem je vsaka strategija s; zelo sibko
dominantna, je Nashevo ravnovesje. Ce pa profil strategij vsebuje same strogo
dominantne strategije, potem je to edino Nashevo ravnovesje. Nasproten kon-
cept resitev so dominirane strategije.

Definicija 3.1.11 (Dominirana strategija). Strategija s; je strogo ($ibko; zelo
ibko) dominirana, Ce obstaja strategija s, ki strogo (8ibko; zelo §ibko) do-
minira s;.

Strategije, ki je §ibko dominirana, se igralcu ne splaca igrati, kajti raje
uporabi strategijo, ki jo sibko dominira. Ce odstranimo sibko dominirane
strategije, nam ostanejo samo dopustne strategije. Po taksnem odstranjevanju
nam vedno ostane vsaj en profil strategij, ki je Nashevo ravnovesje.

Definicija 3.1.12 (Dopustna strategija). Strategija je dopustna, ¢e ni Sibko
dominirana.

Maksmin in minmaks strategije. Maksmin strategija igralca ¢ v igri za n
igralcev s konstantno vsoto je strategija, ki maksimizira njegov najslabsi mozen
izkupicek v situaciji, ko vsi ostali igralci igrajo take strategije, ki najbolj skodijo
igralcu 7. Vrednost maksmin je najmanjsi izkupicek, ki je zagotovljen igralcu
7, ¢e igra maksmin strategijo.

Definicija 3.1.13 (Maksmin). Maksmin strategija igralca i je

arg max min u;(8;, S_;).

Si S—j

Njegova maksmin vrednost je max,, ming_, u;(s;, S_;).
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Ceprav so maksmin strategije koncept resitev, ki je smiseln v igrah, kjer se
igralci istocasno odlocijo, katero akcijo bodo izbrali, ga lahko razumemo tudi
drugace. Maksmin strategija je najboljsa odlocitev igralca ¢, kadar se mora
odlociti za eno strategijo, ostali igralci pa nato glede na to strategijo izberejo
take strategije, ki minimizirajo izkupicek igralca i. Cetudi bodo igralci igrali
druge strategije, bo igralec i dobil izkupicek, ki je ve¢ji ali enak maksmin
vrednosti. Zato je maksmin strategija primerna odlocitev za konzervativnega
igralca, ki ne zeli delati predpostavk o strategijah ostalih igralcev, ampak zeli
igrati tako, da bo izgubil ¢im manj.

Podoben koncept resitev je minmaks strategija. V igrah za dva igralca min-
maks strategija prvega igralca povzroci, da je maksimalen izkupicek drugega
igralca minimalen. Minmaks vrednost pa predstavlja ta minimum. Na podoben
nacin, a nekoliko bolj zapleteno, obstaja v igrah z vec igralci minmaks strategija
igralca j proti igralcu i. Za nadaljnje potrebe definirajmo minmaks strategijo
in minmaks vrednost samo za dva igralca.

Definicija 3.1.14 (Minmaks). Minmaks strategija za igralca ¢ proti igralcu —i
v igri za dva igralca je arg ming, maxs_, u_;(s;, s—;). Minmaks vrednost igralca
—1 je ming, maxs_, u_;(S;, S_;).

Podobno kot prej si lahko predstavljamo, da najprej igralec —: razkrije,
katero strategijo bo igral. Minmaks strategija je tista strategija igralca ¢, ki
minimizira izkupicek igralca —z.

Profil maksmin strategij je profil mesanih strategij, v katerem je vsaka
komponenta profila maksmin strategija. Podobno lahko v igrah za dva igralca
definiramo profil minmaks strategij. V igrah z nicelno vsoto za dva igralca ob-
staja zelo tesna povezava med profilom maksmin strategij in profilom minmaks
strategij. Poleg tega so ti koncepti resitev povezani z Nashevim ravnovesjem.

Izrek 3.1.2 (Izrek o minimaksu (von Neumann, 1928)). V vsaki konéni igri z
nicelno vsoto za dva igralca v vsakem Nashevem ravnovesju vsak igralec prejme
wzkupicek, ki je enak njegovi maksmin vrednosti in minmaks vrednosts.

S pomocjo izreka lahko sklepamo o naslednjih lastnostih igre z ni¢elno vsoto
za dva igralca:

1. Vsaka maksmin vrednost posameznega igralca je enaka njegovi minmaks
vrednosti. Po dogovoru pravimo maksmin vrednosti prvega igralca vred-
nost igre.

2. Za vsakega igralca je mnozica maksmin strategij enaka mnozici minmaks
strategij.
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3. Vsak profil maksmin strategij in vsak profil minmaks strategij je Nashevo
ravnovesje. To so tudi vsa Nasheva ravnovesja. Zato imajo vsa Nasheva
ravnovesja enak vektor izkupickov. Torej, prva komponenta tega vektorja
je izkupicek prvega igralca — vrednost igre.

Na primer, vrednost igre Enakih kovancev je ni¢. Edino Nashevo ravnovesje
je sestavljeno iz enakih strategij, kjer oba igralca naklju¢no z enako verjetnostjo
izbirata grb ali cifro. Ta strategija je tudi maksmin in minmaks strategija za
oba igralca.

Princip indiferentnosti. Razlaga principa indiferentnosti je povzeta po
tretjem poglavju drugega dela iz knjige [5]. Pri iskanju optimalnih strate-
gij si lahko pomagamo s principom indiferentnosti. Razlozili bomo, kako to
poteka v igrah z ni¢elno vsoto za dva igralca, ki jim pravino tudi matricne igre.
V takih igrah ozna¢imo mesano strategijo igralca I s p = (p1,...,pm), kjer je
pr = s1(ag) in m stevilo akcij igralca I. Mesano strategijo igralca II ozna¢imo
sq=1(q1,---,qn), kjer je gt = s2(a;) in n Stevilo akcij igralca I1. Vrednost igre
oznac¢imo z V. Igro pa predstavimo z m x n matriko A, kjer je a,; izkupicek
igralca I, kadar igra i-to akcijo, igralec II pa j-to akcijo. Ce je p optimalna,
potem po izreku o minimaksu velja, da ne glede na to, katero cisto strategijo
igra igralec II, bo pricakovani izkupicek igralca I vsaj V. Torej,

Zpiaij >Vzavsak j=1,...,n. (3.1)

=1

Podobno velja za igralca II. Ce je ¢ optimalna, imamo:

Zaijqj <Vzavsaki=1,...,m. (3.2)

Jj=1

Iz izreka o minimaksu tudi sledi, da kadar oba igralca igrata optimalni strate-
giji, potem je pricakovani izkupicek prvega igralca enak V. Torej,

i=1 j=1

Naslednji preprosti izrek — izrek o ravnovesju — dokazuje, za katere vrednosti
jJ velja enakost v (B1]) in za katere vrednosti ¢ velja enakost v (B.2)).
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Izrek 3.1.3 (Izrek o ravnovesju). Naj bo A matrika igre v normalni obliki z
nicelno vsoto za dva igralca, V wvrednost igre, p optimalna strategija igralca I
i q optimalna strategija igralca II. Potem velja

Zaijqj =V za vsak i, za katerega velja p; > 0, (3.4)
j=1

m
Zpiaij =V za vsak j, za katerega velja q; > 0. (3.5)
i=1

Dokaz. Dokazimo izrek s protislovjem. Denimo, da obstaja tak k, za katerega
velja p, > 0in Y7 | apjq; # V. Potem iz (B.2) sledi > 7, ay;jq; < V. Ampak
iz, (B.3) sledi, da je

V= ZM(Z ;q;) < ZPz’V =V
=1 j=1 i=1

Ker velja stroga neenakost za k-ti ¢len vsote, velja stroga neenakost za celotno
enacbo, ki je zato v protislovju. S tem smo dokazali (B.4]). Dokaz (B.5]) poteka
na enak nacin. O

Zgornji izrek si lahko razlagamo tudi na drugacen nacin: ¢e obstaja op-
timalna strategija igralca I, ki ima v nosilcu akcijo a;, potem je izkupicek
igralca I, ce igra cisto strategijo a;, proti vsaki optimalni strategiji igralca II
enak vrednosti igre.

7 izrekom [3.1.3] si lahko pomagamo pri iskanju optimalnih strategij. Posto-
pek iskanja optimalne strategije za igralca I je slede¢: poskusajmo poiskati
resitev sistema enacbh, ki ga sestavljajo tiste enacbe (B.H]), za katere mislimo,
da je ¢; > 0. Po drugi strani pravimo, da igralec I iSce tako strategijo, da
bo igralec II indiferenten med njegovimi (dobrimi) ¢istimi strategijami. Temu
pravimo princip indiferentnosti. Podobno postopek lahko uporabimo za iskanje
optimalnih strategij igralca II.

Primer. V igri Lih ali Sod oba igralca istocasno izbereta stevilko 0,1 ali 2.
Ce je sestevek stevilk lih, zmaga Lih (igralec I). Ce pa je sestevek sod, zmaga
Sod (igralec II). Zmagovalec dobi od nasprotnika sestevek stevilk. Matrika igre
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je
0 1 -2
1 -2 3
-2 3 —4

Na prvi pogled je tezko ugotoviti, kateri igralec ima prednost. Ce bi nekajkrat
igrali to igro, bi bili morda prepricani, da mora Sod izbirati vsa tri stevila. Ce
to drzi, potem mora optimalna strategija Lihega po principu indiferentnosti
zadoscati naslednjemu sistemu enacb:

P2 — 2p3 Vv
p1—2p2+3ps = V
—2p1+3ps—dps =V (3.6)
p1+p2+ps = 1
Resitev sistema stirih enach s Stirimi neznankami je strategija p = (1—11, %, le) in

V = 0. Vsaka izmed prvih treh enacb iz ([B.6) nam pove izkupicek igralca I, ¢e
igralec II izbere eno od cistih strategij. Torej kakorkoli Sod igra, bo izkupicek
Lihega vsaj 0. Podobno kot za Lihega, poskusajmo poiskati optimalno strate-
gijo za Sodega. Predpostavimo, da je p optimalna (Lih izbira vse stevilke).
Ker je matrika igre simetri¢na, mora tudi strategija g zadoscati sistemu enacb
B6). Tudi izkupicek Sodega je vsaj 0. Torej je optimalna strategija obeh

igralcev je enaka (1, %, %) Vrednost igre pa je V = 0.

3.2 Razsirjena oblika

7. razsirjeno obliko lazje predstavimo igre, v katerih ni nujno, da so igralci na
potezi istocasno. Predstavitev takih iger v razsirjeni obliki je lahko ekspo-
nentno manjsa kot predstavitev istih iger v normalni obliki. Igro v normalni
obliki najlazje predstavimo z matriko, igro v razsirjeni obliki pa z drevesom.
Primer je prikazan na sliki 3.2

Definicija 3.2.1 (Igra v razsirjeni obliki). Igra v razsirjeni obliki je osmerka
G = (N,A H,Z x,p,o0,u), kjer A, H, Z, x in o skupaj tvorijo usmerjeno
drevo s korenom in kjer je

e A mnozica akcij, ki predstavlja tudi povezave drevesa;

e H mnozica odlocitvenih (notranjih) vozlisc;
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e / mnozica koné¢nih vozlisc;

X : H +— 24 funkcija, ki vsakemu odlo¢itvenemu vozliséu dodeli mnozico
akcij;

o: H x x(A) —» HU Z funkcija, ki vsakemu odlo¢itvenemu vozlisc¢u in
akciji dodeli drugo odlocitveno ali kon¢éno vozlisce;

e N mnozica n igralcev;

p : H — N funkcija, ki vsakemu odloc¢itvenemu vozliscu dodeli igralca,
ki izbira akcijo na tem vozliscu;

u = (uq,...,u,), kjer je u; : Z — R funkcija izkupicka igralca i na
konénih vozliscih Z.

Cista strategija igralca i igre v razsirjeni obliki je seznam akcij, ki jih igralec
1 izbere; v vsakem vozliscu, ki mu pripada, izbere eno akcijo.

Definicija 3.2.2. Naj bo G = (N, A, H, Z, x, p,0,u) igra v razsirjeni obliki.
Potem je cista strategija igralca i kartezicni produkt [T,cp = X (7).

(2,10)  (1,0)
Slika 3.2: Igra v razsirjeni obliki.

Zgornja definicija je nekoliko nespretna, kajti strategija igralca vsebuje
odlocitve na vseh vozlis¢ih igralca, tudi na tistih, do katerih se med igro zaradi
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ostalih akcij (odlocitev) nikoli ne pride. Na primer ¢isti strategiji igre na sliki

sta

Sl = {(Av G)a (A>H)> (BvG)’ (B,H)},
52 - {(Cv E)? <C7 F)7 (D,E), (D7F)}

Ko igralec I enkrat izbere akcijo A, postane vozlisce (G ali H) nepomembno.

(C,E) (C,F) (D,E) (D,F)

(A, G) 3,8 3,8 8,3 8,3

(4,H)| 38 | 38 | 83 | 83

(B,G)| 55 | 2,10 | 55 | 210

(B,H)| 55 | 1,0 | 55 | 1,0

Slika 3.3: Igra s slike v normalni obliki.

Definiciji najboljsega odgovora in Nashevega ravnovesja sta v igrah raz-
sirjene oblike enaki kot v igrah normalne oblike. Pravzaprav je mozno iz
razsirjene oblike igro prevesti v normalno obliko. Na sliki je igra s slike
prevedena v normalno obliko. Opazimo lahko, da sta prostora strategij enaka
kot tudi Nasheva ravnovesja. Normalna oblika, prevedena iz razsirjene, lahko
vsebuje odve¢no informacijo. Na primer, na sliki 3.3 je 16 razli¢nih izidov,
medtem ko jih je na sliki samo 5.

3.3 Bayesove igre
Definicija. Do sedaj smo opisovali igre, v katerih so igralci vedeli, kaksno

igro igrajo. Natancneje, vedeli so: koliko igralcev igra, katere akcije so na voljo
vsakemu igralcu in kaksne so funkcije izkupickov. Po drugi strani pa obstajajo
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igre, ki jim pravimo Bayesove igre oziroma igre z nepopolno informacijo, v ka-
terih igralci nimajo vseh informacij o igri. Morda jim katera od zgoraj nastetih
lastnosti ni znana. Vsako tako igro lahko prevedemo na ve¢ iger, ki imajo vse
lastnosti enake, le funkcije izkupickov so drugacne. Igralci imajo neko skupno
predznanje o igri. To je pravzaprav verjetnostna porazdelitev nad mnozico
prevedenih iger. Bayesovo igro definiramo podobno kot igro v normalni obliki,
le da ji dodamo nov pojem — tip, ki vpelje negotovost o funkcijah izkupicka.

Definicija 3.3.1. Bayesova igra je peterka (N, A, ©,p, u), kjer je:
e N mnozica n igralcev;

o A=A x---x A, mnozica akcijskih profilov, kjer je A; konéna mnozica
akcig, ki so na voljo igralcu i;

e O=0; xX--- X 0O,, kjer je ©; prostor tipov igralca ;

p: O [0,1] je skupno predznanje o tipih;
o u=(uy,...,uy), kjer je u; : A X © — R funkcija izkupicka igralca i.

Predpostavimo, da je vse nasteto v zgornji definiciji znano vsem igralcem.
Samo igralec sam pa ve, kateri tip ima. Definicija tipa je nekoliko nejasna.
V splosnem je igral¢ev tip vsa informacija, ki jo igralec ima in ni skupno
predznanje.

Analiza igre. Definirajmo najprej prostor strategij igralca v Bayesovi igri.
Cista strategija a; : ©; — A; je preslikava, ki vsakemu tipu igralca i priredi
akcijo, ki jo igra, ¢e bi imel ta tip. MesSana strategija pa je verjetnostna
porazdelitev akcij. Oznac¢imo mesSano strategijo igralca i z s; € S;, kjer je .S;
mnozica vseh meSanih strategij igralca i. S s;(a; | 6;) pa oznac¢imo verjetnost,
da igralec j v meSani strategiji s; igra akcijo a;, ¢e je njegov tip 6;.

Podobno kot v igrah v normalni obliki, le da upostevamo Se tipe igralcev,
definiramo pricakovani izkupicek.

Definicija 3.3.2. Pricakovani izkupicek igralca i v Bayesoviigri (N, A, ©, p, u),
kjer je njegov tip #; in profil mesanih strategij s, je definiran kot

EU(s,6:) = > p(0; | @)Z(Hsj(aj | ej))ui(a,e_i,ei).

0_;€0; a€A NjEN
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Torej, ¢e zelimo izracunati pricakovani izkupicek igralca ¢, moramo za vsako
mozno dodelitev tipov ostalim igralcem #_; in vsak mozen profil akcij a iz
racunati funkcijo izkupicka u;(a,_;,6;) in pri tem upostevati pogojno verjet-
nost profila tipov 6_; ostalih igralcev, ¢e ima ¢ tip 6;, in pogojno verjetnost
profila akcij a glede na profil tipov 6.

Sedaj lahko definiramo najboljsi odgovor v Bayesovi igri.

Definicija 3.3.3. Mnozico najboljsih odgovorov igralca ¢ na profil mesanih
strategij s_; definiramo kot

BR;(s_;) = arg gnggc 9%(; p(0;) EU;((84,5-i),0;).

Najboljsi odgovor BR; je pravzaprav strategija, ki v povprecju, utezenim
z verjetnostmi posameznih tipov igralca ¢, od vseh strategij igralca ¢ prinasa
najvecji izkupicek. Ker lahko ve¢ mesanih strategij prinasa enak izkupicek, je
BR,; mnozica.

V Bayesovih igrah obstaja podoben koncept resitev, kot obstaja Nashevo
ravnovesje pri igrah v normalni obliki. Imenujemo ga Bayes-Nashevo ravno-
vesje.

Definicija 3.3.4. Bayes-Nashevo ravnovesje je profil mesanih strategij s, za
katerega velja Vi : s; € BR;(s_;).

Definicija Bayes-Nashevega ravnovesja je pravzaprav enaka definiciji Nash-
evega ravnovesja. Vsak igralec igra tisto strategijo, ki je najboljsi odgovor na
strategije ostalih igralcev. Obe ravnovesji se razlikujeta le v definicijah naj-
boljsega odgovora in pricakovenega izkupicka. Kljub podobnosti obeh ravno-
vesij izgleda Bayes-Nashevo ravnovesje bolj zapleteno. Vendar lahko vsako
Bayesovo igro prevedemo v normalno obliko, podobno kot smo to naredili za
igre v razsirjeni obliki. Prevedena normalna oblika Bayesove igre ima akcijo
za vsako ¢isto strategijo. Torej, akcije igralca i so preslikave iz ©; v A;. Izkaze
se, da so Bayes-Nasheva ravnovesja v Bayesovi igri natanko taka kot Nasheva
ravnovesja v isti igri, prevedeni v normalno obliko. Zato lahko uporabimo
Nashev izrek in izrek o minimaksu neposredno za konéne Bayesove igre.

V nadaljevanju bomo analizirali Bayesove igre, ki niso konc¢ne (prostora
tipov obeh igralcev bosta neskonc¢na). Zato zgoraj omenjenih izrekov ne moremo
uporabiti na takih igrah. Izkaze pa se, da lahko uporabimo izrek o obstoju
ravnovesja [9, [§]. Iz tega sledi, da imajo tudi omenjene igre optimalne strate-

gije.
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Modeli pokra z zveznimi
vrednostmi

V tem poglavju so opisani modeli pokra z zveznimi vrednostmi, ki so povzeti
po [3] in [4].

4.1 Opis modela

Poker z zveznimi vrednostmi je razlicica pokra podobna razli¢icam s kartami,
le da namesto kart igralci prejmejo nakljucne vrednosti iz nekega intervala.
V nasih modelih bomo obravnavali poker, ki ga igrata dva igralca. Igralec I
prejme vrednost X, kjer je X slucajna spremenljivka, enakomerno porazdeljena
na intervalu [0, 1]. Na enak nacin prejme igralec II vrednost Y. Spremenljivka
Y je enako porazdeljena kot X. V nasem primeru sta X in Y neodvisni slucajni
spremenljivki. Kar pa ne bi veljalo, ¢e bi igralca prejela karte iz koncnega
kupa kart. Skozi celotno igro igralca poznata svoji vrednosti, vendar ne vesta
nicesar o vrednosti nasprotnika. Na zacetku oba igralca prispevata zacetno
stavo (ante), ki znasa 1 enoto. V primerjavi z razli¢icami s kartami v tej
razlicici sledi samo en krog stavljenja. Igra se konca, ko so vse stave izenacene
ali ko eden od igralcev odstopi. Ce pride do razkritja vrednosti, zmaga tisti z
vi§jo vrednostjo. Torej, ¢e velja X > Y, potem zmaga igralec I. V nasprotnem
primeru je Y > X in zmagovalec je igralec II. Ne obravnavamo pa primera
X =Y kajti verjetnost, da imata igralca enaki vrednosti, je enaka 0. Formalno
je zgoraj opisani model Bayesova igra za dva igralca z neskoncnim prostorom
tipov.

V zgodovini sta se pojavila dva osnovna modela pokra z zveznimi vred-
nostmi, ki ju lo¢imo glede na pravila stavljenja. Prvega je leta 1938 opisal
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Borel v knjigi Application de la théorie des probabilités aux jeur de hasard
[1]. V petem poglavju imenovanem Le jeu de poker je analiziral poker, ki ga
poimenuje La Relance. V tej igri lahko igralec I (takoj na zacetku, ko je na
vrsti) odstopi ali stavi B enot, kjer je B > 0 dolocen pred zacetkom igre. V
slednjem primeru lahko igralec II izenaci tako, da doda B enot v polog, ali
pa odstopi. Ce igralec II izenadi, igralca razkrijeta svoji vrednosti. Zmaga
igralec, ki ima viSjo vrednost. Ta igralec tudi pobere celotni polog, v katerem
sta 2B + 2 enoti. Torej, eden v igri izgubi B + 1 enoto, medtem ko njegov
nasprotnik enak znesek zasluzi. Ce pa kateri od igralcev predéasno odstopi,
njegov nasprotnik zasluzi 1 enoto — nasprotnikovo zacetno stavo.

stavi odstopi stavi preveri
-1 +1
izenaci odstopi izenaci odstopi
+(B+1) +1 +(B+1) +1

Slika 4.1: Drevo La Relance (levo) in von Neumannovega modela (desno).

Pravila igre nasih modelov najlazje ponazorimo z drevesom igre v razsirjeni
obliki. Na sliki 4.1l sta prikazani drevesi dveh iger. Vsaka povezava ponazarja
odlocitve (v splosnem najmanj dve), ki jih ima igralec na razpolago. V listih pa
je zapisan zasluzek (oziroma izguba, ¢e je predznak negativen) igralca I. Znak
plus-ali-minus pomeni, da je prislo do razkritja rok. Ce je zmagal igralec I,
vzamemo pozitiven znak, sicer pa vzamemo negativnega.

Drugo razli¢ico, ki je podobna razlicici La Relance, je analiziral John von
Neumann v knjigi Theory of Games and Economic Behavior [10], ki sta jo
napisala von Neumann in Morgenstern leta 1944. Model, ki ga opisuje von
Neumann, se razlikuje od La Relance le v tem, da igralec I nima moznosti
(kar je pravzaprav prednost), da odstopi. Namesto tega lahko preveri. V tem
primeru se obe vrednosti takoj razkrijeta in igralec z viSjo vrednostjo pridobi
1 enoto od nasprotnika (glej sliko A.T]).

Nekateri bi oznacili Borelov model za slabo aproksimacijo pravega pokra s
kartami. V takih razli¢icah pokra se namre¢ po pravilih da igralcu, ki je na
vrsti in je prispeval v polog enako kot drugi, moznost, da preveri. Te moznosti
Borelov model ne dopuséa. Ce igralec noce staviti, mora odstopiti. Kljub
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temu je vecina raziskovalcev raje analizirala razsirjen Borelov model kot von
Neumannovega.

V nadaljevanju bomo podrobneje analizirali La Relance, von Neumannov
model in nekatere njune razsiritve. Za vsak model bomo poiskali optimalne
(minmaks oz. maksmin) strategije ter vrednost igre. Podobne analize so pred-
stavljene tudi v [2} [6].

4.2 La Relance

V prejsnjem razdelku smo opisali pravila igre La Relance. V tem razdelku pa
bomo podrobneje analizirali strategije obeh igralcev.

Pri iskanju optimalnih strategij si je s staliS¢a trenutne igralceve odloc¢itve
koristno predstavljati enote, ki smo jih pred tem vlozili v polog, kot nepovratne
stroske. Torej trenutni polog ne pripada nobenemu od igralcev. Na ta nacin
in s principom indiferentnosti si pomagamo pri iskanju optimalnih resitev.

Za igralca II ni tezko ugotoviti, kaksna je njegova optimalna strategija. Za
neki ¢ € [0, 1] se mu najbolj splaca izenaciti, kadar je njegova vrednost Y > ¢,
in odstopiti, e je Y < ¢. Kajti po njegovi potezi se bo igra koncala. Ce se
za odstop, pa je optimalno, da to naredi z nizkimi vrednostmi. Torej njegova
optimalna strategija je cista. Igralec II zeli ¢ izbrati tako, da bo igralec I,
kadar ima vrednost X < ¢, indiferenten med tem, da stavi, in med tem, da
odstopi. Torej, kadar I stavi s takim X, zasluzi 2 enoti, ¢e ima II Y < ¢ (II
odstopi). Ce pa ima II'Y > ¢, I izgubi B enot (njegova vrednost je nizja od
nasprotnikove pri razkritju vrednosti). Po drugi strani pa ni¢ ne pridobi in ni¢
ne izgubi, ¢e odstopi. Igralec I je indiferenten med stavo in odstopom, ce velja
2c — B(1 — ¢) = 0. Iz cesar sledi, da velja ¢ = BL;Z. To je edina optimalna
strategija za igralca II.

Predpostavimo, da ima igralec I mesano strategijo naslednje oblike: ¢e
ima X > ¢, potem vedno stavi; ¢e pa ima X < ¢, potem se odloc¢i, ali bo
stavil ali odstopil. Naj ¢ oznacuje razmerje med stavami in odstopi, kadar
je X < c¢. Podobno kot smo izrac¢unali mejno vrednost ¢, zelimo s pomocjo
principa indiferentnosti izracunati ¢. Igralec I zeli izbrati tak ¢, da bo igralec
IT indiferenten med izenacenjem in odstopom, kadar ima Y = ¢. Ce II izenadi,
ko ima Y = ¢, zasluzi B + 2 z verjetnostjo P(X < ¢ | I stavi) in izgubi B
z verjetnostjo P(X > ¢ | I stavi). Torej, ¢e Il izenaci, je njegov pricakovani
zasluzek enak

P(X < c|Istavi)(B+2) — P(X > c¢| I stavi)B.
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S pomocjo Bayesovega izreka izracunamo:

P(X <c)P(Istavi| X <c¢) co

P(X I stavi) = = .
(X < e Lstavi) P(I stavi) cop+(1—c)

Iz tega sledi, da je

1_
P(X>c]lstav1):m

Ce odstopi, pa ne dobi ni¢. Torej, igralec II je indiferenten, kadar velja
(B+2)cp — B(1—c¢)=0.

Resitev enacbe je ¢ = 1 — ¢ = 2/(B + 2). Igralec I lahko igra poljubno z
vrednostmi X < ¢, vendar mora imeti razmerje stav in odstopov enako ¢. Na
X < c ali pa stavi z vrednostmi ¢*> < X < ¢ in odstopi z ostalimi. Slednja
strategija Sibko dominira prejsnjo, kajti igralec II morda ne igra optimalno
in izenacuje z vrednostmi, ki so nekoliko manjse kot c¢. Z drugo strategijo bo
igralec I zmagal nekoliko vec iger, medtem ko bo s prvo strategijo zmagal enako
stevilo iger, kot ce igralec II ne bi delal take napake. Igralcu I se najbolj splaca
igrati strategijo, po kateri stavi, ¢e je X > ¢?, in odstopi sicer. Ta strategija
je namrec edina dopustna optimalna strategija. V nadaljevanju bomo zaradi
dopustnosti in preprostosti za optimalno strategijo vzeli slednjo.

odstopi stavi

odstopi izenaci

II:
0

Slika 4.2: Optimalni strategiji igre La Relance.

Za predpostavljeni optimalni strategiji je potrebno dokazati, da sta zares
optimalni. To naredimo tako, da dokazemo, da je strategija igralca I naj-
boljsi odgovor na strategijo igralca II in obratno. Za vsako akcijo igralca I je
potrebno izracunati pricakovani izkupicek proti optimalni strategiji igralca II.
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Nato pa preveriti, ali optimalna strategija za vsak X zahteva igranje akcije,
ki ima najvecji pricakovani izkupi¢ek. Denimo, da igralec I prejme vrednost
x. Ce igralec I odstopi, ima pricakovani izkupicek (tu ne upostevamo zacetne
stave kot vlozka) enak
I
Vod (I‘ ) =0.

Ce pa stavi, ima pricakovani izkupicek enak

() = 2c— B(1—c¢),
Ust\ ) = 2c+ (B+2)(x—c)— B(1l —x),

0, r<c
:{2c+(B—I—2)(x—c)—B(1—x), x>

Opazimo lahko, da je akcija stavi najboljsa za vsak x. Akcija odstopi pa
je najboljsa za vsak x € [0,c|]. Zato je optimalna strategija igralca I zares
najboljsa za vsak x.

Predpostavimo, da igralec I stavi in igralec II prejme vrednost y. Pokazimo,
da je optimalna strategija igralca II najboljsi odgovor na optimalno strategijo
igralca I. Ce II odstopi, je njegov pri¢akovani izkupic¢ek enak

vli(y) = 0.

Ce pa izenadi, je njegov pricakovani izkupicek enak
YIORE V=
- (B+2)(y—A)/(1—) = Bl—y)/1 =), y=c
Kratek izracun pokaze, da je pri vrednostih y < ¢ najboljsa akcija odstopi, pri
vrednostih y > ¢ pa je najboljsa akcija izenac¢i. To je v skladu z optimalno
strategijo igralca II.
Iz optimalnih strategij obeh igralcev lahko izracunamo vrednost igre. S
pomocjo slike .3 lahko izracunamo pricakovane izkupicke igralca I, ki so
prikazani v spodnji tabeli (upostevana je tudi zaCetna stava):

Izid Verjetnost Izkupicek

I odstopi P = c? a; = —1

I stavi, IT izenaci, I zmaga | py = (1_20)2 ay =B +1

[ stavi, II izenadi, II zmaga | p3 = (1 — 0)2(% +c¢) | ag=—(B+1)
I stavi, IT odstopi ps=(1—-c%)c ay = +1
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1
B+1
1
igralec I —(B+1)

c

1 —(B+1)
2

-1 —1
0 c 1
igralec II

Slika 4.3: Diagram izkupickov igre La Relance.

Torej je vrednost igre oziroma pricakovani izkupicek igralca I enak

V(B) 224:]91'04@
i=1
=+ #(3 +1)+(1— 0)2(% +¢)(-B—-1)+ (1 -
V izraz vstavimo B = 1270(: in dobimo:
V(B) = —c = —%. (4.1)

Ker je predznak negativen, ima prednost igralec II. Zanimivo je, da igralec I
pridela vso izgubo, ko odstopa. V ostalih primerih pa je njegov pricakovani
izkupicek enak nic.

Sedaj pa poglejmo, za katere B > 0 je igra najbolj ugodna za oba igralca.

e Igralec I doseze svoj maksimalni izkupicek, ko gre B 0. V tem primeru
gre V(B) 0. Pravzaprav je maksimum dosezen pri B = 0. Vendar
zahtevamo, da je B > 0, ¢e ne taka igra ne bi imela smisla.

e Igralec 1T doseze svoj maksimalni izkupicek, ko izraz (£I]) doseze svoj
minimum. To pa se zgodi, ko gre B — oco. Takrat gre V(B) N\, —1.
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4.3 Von Neumannov model

Pravila von Neumannovega modela so podobna pravilom La Relance, a z eno
samo, vendar pomembno razliko. Igralec I lahko preveri, ko je na potezi,
namesto da odstopi. Ce se odlo¢i za preverjanje, se vrednosti takoj razkrijeta
in zmaga igralec z visjo vrednostjo. Zaradi te lastnosti je von Neumannov
model bolj podoben razli¢icam pokra s kartami. Ostala mozna konca igre sta:
igralec I stavi, igralec IT pa izenadi ali odstopi (kot je prikazano na sliki F.4]).

stavi preveri
+1
izenaci odstopi

+(B+1) +1

Slika 4.4: Drevo von Neumannovega modela.

Predpostavimo, da ima v tem modelu igralec I ¢isto optimalno strategijo.
Ta strategija (poimenujmo jo S;) naj bo oblike: za a,b € [0,1], a < b, 1
preveri, ¢e ima a < X < b, in stavi sicer. Predpostavimo, da ima igralec
IT ve¢ optimalnih strategij, vendar ena Sibko dominira ostale. Ta strategija
(poimenujmo jo Syy) je zelo preprosta: za neki ¢ € [0, 1] IT izenadi, ¢e je Y > ¢,
in odstopi sicer. Izkaze se, da velja 0 < a < ¢ < b < 1. Obe strategiji sta
prikazani na sliki [4.5]

Strategija S; se ne zdi prevec intuitivna. Zakaj bi vlozil v igro B enot z
najslabsimi vrednostmi in nobene enote z malo boljsimi vrednostmi? Kadar I
preveri, zeli namre¢ imeti pri razkritju vrednosti ¢im visjo vrednost. 7Z vred-
nostmi X < a bo I imel slabe moznosti za zmago pri razkritju. Zato igralec
I stavi z najslabsimi vrednostmi X < a z namenom, da osvoji polog brez
razkritja. Temu konceptu pravimo varanje (bluffing). Po drugi strani pa I
stavi z najboljsimi vrednostmi X > b. V tem primeru si zeli zmagati tako,
da bo II izenacil in izgubil pri razkritju. Temu konceptu pravimo wvrednost-
na stava (value betting). To sta dva od najosnovnejsih konceptov pri pokru.
Zaradi taksnega nacina stavljenja je igralec II vedno v enakem polozaju, ko ima
vrednost @ < Y < b: ne ve, ali I vara (X < a) ali vrednostno stavi (X > b).
Zato Il nima ene same optimalne strategije. Ostale optimalne strategije so: na



28 Poglavje 4: Modeli pokra z zveznimi vrednostmi

intervalu [a, b] izenacevanje z verjetnostjo (b — ¢)/(b — a) in odstopanje sicer.
Pri ostalih vrednostih pa je ravnanje enako kot pri S;. Optimalne strategije,
ki niso dopustne, ne izkoris¢ajo morebitne napake igralca I, kadar vrednos-
tno stavi z X < b. Za optimalno strategijo igralca II zaradi dopustnosti in
preprostosti v nadaljevanju vzemimo kar Sy;.

stavi preveri  stavi

"0 a b 1

odstopi izenaci

Slika 4.5: Optimalni strategiji von Neumannovega modela.

Poskusajmo sedaj izracunati vrednosti a, b in ¢ s pomocjo principa indife-
rentnosti. Pri igral¢evi odlocitvi smatramo enote, ki so ze v pologu, kot do-
datek. To nas bo pripeljalo do preprostejSega resevanja sistema treh indiferen-
¢nih enacb s tremi neznankami a, b in ¢ in konstanto B.

e Prvic, igralec Il naj bo indiferenten med izenacenjem in odstopom, kadar
ima Y = ¢. Ce bo izenaéil in bo igralec I varal, bo zasluzil B + 2. Ce
pa bo izenacil in bo I vrednostno stavil, potem bo izgubil B. Po drugi
strani bo njegov izkupic¢ek ni¢, ée bo odstopil. Ce izenacimo zgornja
pricakovana izkupicka, dobimo indiferen¢no enacbo:

(B +2)a— B(1—b)=0. (4.2)

e Drugic, igralec I naj bo indiferenten med preverjanjem in stavo, kadar
ima vrednost X = a. Ce preveri in je Y < a, zasluzi 2; sicer ne dobi nié.
V tem primeru je njegov pricakovani izkupicek enak 2a. Ce pa stavi in
jeY < ¢, dobi 2. CejeY > ¢, izgubi B. Iz cesar sledi, da je njegov
pricakovani izkupicek 2¢ — B(1 — ¢), kadar stavi. Torej, igralec II je
indiferenten, ¢e velja

2a = 2c¢— B(1 —¢). (4.3)

e Tretjic, igralec I naj bo indiferenten med preverjanjem in stavo, kadar
ima vrednost X = b. Ce preveri, ko je Y < b, zasluzi 2, sicer ne dobi
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ni¢. V tem primeru je njegov pri¢akovani izkupicek enak 2b. Ce pa stavi,
dobi 2, kadar je Y < ¢; dobi B + 2, kadar je ¢ < Y < b; in izgubi
B, kadar je Y > b. Iz cesar sledi, da je njegov pricakovani izkupicek
2c+(B+2)(b—c)— B(1—-0), kadar stavi. Torej, igralec II je indiferenten,
ce velja

2b=2c+ (B+2)(b—c)— B(1-0),

kar se poenostavi v
2b—c=1. (4.4)

Resitev sistema enacb ([{.2)-(44) so vrednosti a, b in ¢ izrazene z B.
Prikazane so v naslednjem izreku.

Izrek 4.3.1. Optimalna strategija St igralca I je preveriti, kadar jea < X < b,
i staviti sicer, kjer je
B B*+ 4B +2

“EBrnELy " VT BromLY (45)

Optimalna strategija Syy igralca II je izenaciti, kadar je Y > c, in odstopiti
sicer, kjer je
B(B+3
co BBH3) (4.6)
(B+1)(B+4)

Vrednost von Neumannovega modela (pricakovani izkupicek igralca I) je

B
(B+1)(B+4)

V(B) = (4.7)
Dokaz. 7 reSevanjem sistema indiferencnih enach smo sicer poiskali vrednosti
a,bin ¢ za S; in Sy, vendar s tem Se nismo dokazali izreka. Ce Zelimo
dokazati izrek, moramo pokazati, da sta optimalni strategiji v Bayes-Nashevem
ravnovesju. To pomeni, da je strategija S; najboljsi odgovor na strategijo Sys
in obratno. Najprej poistemo pricakovane izkupicke za vse mozne akcije igralca
I proti strategiji S;;. Recimo, da igralec I dobi vrednost z.

o Cel stavi, potem je njegov pricakovani izkupicek:

ol (z) = 2c — B(1 —¢), 0<z<c
o 2c—B(l—2)+(B+2)(x—c), c<xz<1

{2@, 0<z<e¢

—20B+2(B+ 1)z, c<z<1.
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e Ce I preveri, potem je njegov pri¢akovani izkupicek:

U]],T(x) = 2z.

—2bB + 2(B + 1)

st 2

pr
st st

2a

Slika 4.6: Pricakovani izkupicki igralca I proti Sp;.

Na sliki se za vsak x lepo vidi, katera odlocitev ima maksimalen prica-
kovani izkupicek. 1z tega sledi, da je Sy res najboljsi odgovor na Sy;.

Sedaj pa pois¢imo Se pricakovane izkupicke vseh odlocitev igralca II. Igralec
IT dobi vrednost y. Igra se konca takoj, ko igralec I preveri. Igralec I pa se
odloci, kako bo odigral takoj, ko dobi vrednost. Zato obravnavamo moznosti,
ko I stavi ali preveri, skupaj. Recimo, da igralec II dobi vrednost y.

e Ce II odstopi, potem je njegov pricakovani izkupicek:

e Ce II izenaci, potem je njegov pricakovani izkupicek:

(—B(1-b)+(B+2)y— Bla—y), 0<y<a
viz (y) = { =B(1 = b) + (B +2)a +2(y — a), a<y<b
((B+2)a+(B+2)(y—0)—B(1—-y)+2(b—a), b<y<1
(2(B+1)(y—a), 0<y<a
=4 2(y —a), a<y<b
2B+1)(y—c), b<y<L

\
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2(B+1)(1—¢)

od iz.0d od | 9 — a)

0 I }
7 a c b 1

Slika 4.7: Pricakovani izkupicki igralca II proti S7.

Igralec II ima na voljo ve¢ strategij, ki vse prinaSajo maksimalen pri-
cakovani izkupicek proti S;. Ce dobi a < y < b, je njegov pricakovani izkupicek
enak ne glede na to, ali izenaci, odstopi ali pa uporabi kaksno meSano strate-
gijo. Ampak ni nujno vsaka taka strategija optimalna. Kajti igralec I bi lahko
na katero od teh strategij odgovoril z neko strategijo, ki ni optimalna, in tako
porusil Bayes-Nashevo ravnovesje.

Vrednost igre je enaka priéakovanemu izkupiéku igralca L. Ta pa je enak

gijo, zmanjsani za ena — vrednost zacetne stave.
1
VI(B) = [ (max{ul(a). ol (00} = Do

b 1
:/ 2adm+/ Qxd:t—i—/ 26B—|—2(1+B)x)dx—/ 1dx
0
B

T (B+1D)(B+4)

|
S

Za igralca II lahko s pomocjo slike 4.7] izracunamo pricakovani izkupicek in
seveda dobimo enak rezultat, le da z negativnim predznakom:

Vi(B) = / (max{e!}(y), v (1)} — 1) dy

a b 1 1
:/ Ody-l—/ Q(y—a)dy—I—/ 2(1—|—B)(y—c)dy—/ ldy
0 a b 0
B

(B+1)(B+4)

= —QqQ = —
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V primerjavi z igro La Relance je za vsak B v prednosti igralec I. Deloma
zato, ker igralec II nima moznosti stave, c¢e igralec I preveri. V nadaljevanju
bomo obravnavali tudi model, kjer ima igralec II to moznost.

Poglejmo si Se, za katere vrednosti B je igra najbolj ugodna za posameznega
igralca:

e Maksimalni izkupicek igralca I izra¢unamo tako, da poiséemo tocke (eks-
treme), pri katerih funkcija (A7) doseze maksimum. Ekstreme funkcije
poiStemo s pomocjo odvajanja funkcije. Igralec I zasluzi najvec pri B =
2. Vrednost igre za tak B je %. Velikost stave B = 2 je ravno velikost
pologa v trenutku, ko je na vrsti igralec I. V tem primeru pravimo, da
je igralec stavil polog.

e Igralec IT doseze svoj maksimalni izkupicek, ko je izraz ({.7]) minimalen.
To pa se zgodi, ko gre B \, 0 ali B — oco. Takrat gre V(B) N\, 0.

4.4 Model z eno stavo

V tem modelu, ki je razsiritev von Neumannovega modela, ima igralec II
moznost, da stavi, ¢e igralec I preveri. Ce II stavi, je zopet na potezi I
Ta lahko odstopi ali izenaci. Torej model dopusca eno stavo velikosti B enot.
Ostala pravila so enaka kot pri von Neumannovemu modelu. Igralca najprej
vlozita zacetno stavo in dobita neodvisni vrednosti z intervala [0, 1]. Nato se
igra odvija, kot je prikazano na sliki 4.8

preveri

izenaci odstopi stavi preveri

+(B+1) 1
izenaci odstopi
+(B+1) -1

Slika 4.8: Drevo modela z eno stavo.
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Glede na vrednost X se igralec I odloci za eno od treh akcij: lahko stavi
(st), preveri-odstopi (p-o) ali preveri-izenaci (p-i). V slednjih dveh primerih
sicer ni nujno, da bo igralec II stavil, vendar se v primeru, da preveri, igra
takoj konca. Pravzaprav smo naredili prevedbo iz razsirjene oblike v normalno.
Nato pa odstranili akcije, ki se ne morejo zgoditi (npr. stavi-odstopi). Podobno
naredimo za igralca II, ki ima na voljo stiri akcije: izenaci-stavi, izenaci-preveri,
odstopi-stavi, odstopi-preveri. Vendar te akcije obravnavamo loceno, glede na
odlocitev igralca I.

Predpostavimo, da ima igralec I optimalno strategijo S;. Strategija Sy
razdeli enostski interval na &tiri intervale. Ce prejme vrednost iz najnizjega
intervala (0,a), stavi z namenom varanja. Ce igralec I prejme vrednost iz
drugega intervala (a, b), preveri-odstopi. Njegova vrednost je dokaj slaba, zato
ne zeli vec vlagati v polog. Zeli pa si, da bo igralec II preveril z nizjo vrednostjo.
Na tretjem intervalu (b, c) preveri-izenaci. Njegova vrednost je dovolj visoka
za razkritje vrednosti. Na zadnjem intervalu (c,1) spet stavi. Zeli si osvojiti
¢im vecji polog.

Predpostavimo, da ima igralec II optimalno strategijo S;;. Ta strategija,
v primeru, ko I stavi, vsebuje dve akciji. Z nizkimi vrednostmi iz intervala
(0, d) odstopi. Te vrednosti so prenizke, da bi se mu splacalo priti do razkritja
vrednosti. Visje vrednosti iz intervala (d, 1) pa so dovolj visoke, zato s takimi
vrednostmi izenaci. Ce igralec I preveri, je strategija igralca II naslednja: na
nizjem intervalu (0, e) stavi z namenom varanja; z vrednostmi iz intervala (e, f)

Na sliki sta prikazani optimalni strategiji obeh igralcev.

Podobno kot pri ostalih modelih bomo tudi tu s pomoc¢jo principa indife-
rentnosti poiskali Sest indiferencnih enacb. Z reSevanjem sistema teh enacb
bomo izracunali vrednosti mejnih tock. Spet predpostavimo, da trenutni polog
(pred odloé¢itvijo) ne pripada nikomur. S tem si poenostavimo izpeljevanje
indiferen¢nih enacb. Predpostavimo, da veljaa <e<b< f<cina<d <c.
Oznacimo visino stave z B > 0.

1. Indiferencna enacba za igralca I v tocki a:

Akcija Pric¢akovani izkupicek | Verjetnost
I stavi 2 d

I stavi -B 1—d

I preveri-odstopi 0 1

2d — B(1 —d) = 0.
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Igralec I:

stavi. preveri-odstopi _ preveri-izenaCl  stavi
0 a b c 1
Igralec 11, ¢e I stavi:

. odstopi . izenaci ,
0 d 1
Igralec I1, ¢e I preveri:

- stavi . preveri , stavi ,
0 e / 1

Slika 4.9: Optimalni strategiji modela z eno stavo.

2. Indiferen¢na enacba za igralca I v tocki b:

Akcija Pricakovani izkupicek | Verjetnost
I preveri-odstopi 2 b—e

I preveri-odstopi 0 1—b+e
I preveri-izenaci B+2 e

I preveri-izenaci 2 b—e

I preveri-izenaci 0 f—=0

I preveri-izenaci —B 1—f

3. Indiferen¢na enac¢

2+ Ble—B(1—f)=0

ba za igralca I v tocki c :

Akcija Pric¢akovani izkupicek | Verjetnost
I preveri-izenaci B+2 et+c—f
I preveri-izenaci 2 f—e

I preveri-izenaci —-B 1—c

I stavi 2 d

I stavi B+2 c—d

I stavi —B 1—c




4.4 Model z eno stavo

4. Indiferen¢na enacba za igralca II v tocki d (igralec I stavi):

Akcija Pricakovani izkupicek | Verjetnost

IT odstopi 0 1

IT izenadi B+2 a/(la+1—c)

IT izenaci -B (1—c¢)/(a+1—c¢)

5. Indiferen¢na enacba za igralca II v tocki e (igralec I preveri):

(B+2)a—B(l—¢)=0

Akcija Pricakovani izkupicek | Verjetnost

IT stavi 2 (b—a)/(c—a)
IT stavi —B (c—=0)/(c—a)
I preveri 2 (e —a)/(c—a)
IT preveri 0 (c—e)/(c—a)

2(b—e)—B(c—b) =

6. Indiferen¢na enacba za igralca I v tocki f (igralec I preveri):

Akcija Pricakovani izkupicek | Verjetnost

II preveri 2 (f—a)/(c—a)

IT preveri 0 (c—f)/(c—a)

1T stavi 2 (b—a)/(c—a)

IT stavi B +2 (f=b)/(c—a)

IT stavi —B (c—f)/(c—a)
2f —b—c=

Resitev sistema indiferencnih enacb je podana v naslednjem izreku.

Izrek 4.4.1. Optimalna strategija St igralca I je preveriti-odstopiti, kadar je
a < X < b, preveriti-izenaciti, kadar je b < X < ¢, in staviti sicer, kjer je

2B B

- B(B +3)
(B+22(B+1) =~ B+2

(B+2)(B+1)

a= m c=

(4.8)

Kadar igralec I stavi, je optimalna strategija Sy igralca II izenaciti, kadar je
Y > d, in odstopiti sicer, kjer je

(4.9)
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Kadar igralec I preveri, je optimalna strategija Sty igralca II preveriti, kadar
jee <Y < f,in odstopiti sicer, kjer je

B B
= ' = —. 4.10
‘ (B+2)(B+1) i f B+1 (4.10)
Vrednost modela z eno stavo (pricakovani izkupicek igralca 1) je
— B2
V(B) = —de = (4.11)

(B+22B+1)

Dokaz. Da dokazemo optimalnost obeh strategij, moramo pokazati, da sta
obe strategiji najboljsi odgovor druga na drugo. Najprej pokazemo, da je Sy
najboljsi odgovor na Sy;. Za vsako akcijo igralca I izracunamo pricakovani
izkupicek. Ta je odvisen od vrednosti z. Ce igralec I stavi, potem je njegov
pricakovani izkupicek enak

vl(:c)— 0, 0<z<d
2B+ D) (z—d), d<z<1.

Ce igralec I preveri-odstopi, potem je njegov pricakovani izkupicek enak

0, 0<z<e
vl (r) =12 —¢), e<a<f

Ce igralec I preveri-izenaéi, potem je njegov pri¢akovani izkupicek enak

2B+ 1)(z—e), 0<z<e
i) = S 2(x —e), e<z<f
2(B+1)(x—d), f<z<1l

Pricakovani izkupicek Sy je v vsaki tocki x enak maksimumu zgornjih funkcij
(glej sliko AI0). Pri poenostavitvah smo upostevali, da velja d = ¢(B + 1) in
d=f—e.

Preverimo Se, ali je strategija S;; najboljsi odgovor na S;. Odvisno od
tega, ali igralec I stavi ali preveri, lo¢imo dve moznosti. Naj igralec I prejme
vrednost y. Ce I stavi, potem je pricakovani izkupicek igralca II, ¢e ta odstopi,
enak

vli(y) = 0.
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2(1 + d)

. 2d
p-1,p-0
0 st,p-0 st

—2d

Slika 4.10: Pricakovani izkupicki igralca I proti Sy;.

Ce I stavi in IT izenadi, je pricakovani izkupicek igralca IT enak

2(B+1)(y—a), 0<y<a
vz (y) = {0, a<y<c
2B+1)(y—c), c<y<l.

2(1 — d)

0 od , od.iz od

—2d(1 — d)/{a é 1

Slika 4.11: Pricakovani izkupicki igralca II proti Sy, ce I stavi.

Naj II prejme vrednost y in naj I preveri. Ce II stavi, potem je njegov
pricakovani izkupicek enak
2(e — a), 0<y<b
v () = q2(e—a) +2(B+1)(y—b), b<y<c
20e—a)+2(B+1)(c—0b), c<y

Ce pa II preveri, je njegov pri¢akovani izkupicek enak

0, 0<y<a
Upr(y): 2(3/—@), GSySC
2(c—a), c<y<l1.
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st 2(e —a+ 2d)
s
DY 2(c—a)
pr
s
st st
2(6 N aO) pr I/I 1 1 1
a e b f c 1

Slika 4.12: Pricakovani izkupicki igralca II proti Sy, ¢e I preveri.

Vrednost igre izracunamo tako, da izracunamo pricakovani izkupicek igra-

zacetno stavo:

V(B) = / (max{v! (), v (2), v14(2)} — 1) da

e f 1 1
:/ Oda:+/ 2(x—e)d:)c+/ 2(B+1)(x—d)d:v—/ ldx
0 e f 0
— B2

(B+1)(B+2)*

Enak rezultat z razlicnim predznakom bi dobili, ¢e bi zgornji postopek ponovili
za igralca II. O

:—de:

Strategija St iz izreka [4.4.1] ni edina optimalna strategija. Obstaja Se ena
optimalna strategija S7, ki je prikazana na sliki .13l Izkaze se, da sta obe
strategiji dopustni. Razlika med njima s staliS¢a optimalnosti se pokaze Sele,
ko razsirimo model tako, da sta stavi igralcev razlicno veliki. Oznac¢imo z B
stavo igralca I in z By stavo igralca II. Podobno kot prej lahko dokazemo, da
¢e je By > B,, potem je optimalna strategija igralca I iste oblike kot S;. Ce
pa je By > By, potem je optimalna strategija iste oblike kot S}.

Igra z eno stavo je ugodnejsa za igralca II za vsak B > 0. Ce je velikost
stave B = 2 (stava velikosti pologa), je vrednost igre V' (2) = —1/12. Poglejmo
si Se, za katere vrednosti B je igra najbolj ugodna za posameznega igralca:

e Igralec I doseze svoj maksimalni izkupicek, ko je izraz (AI1]) maksimalen.
To pa se zgodi, ko gre B \, 0 ali B — co. Takrat gre V(B) 0.
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stavi, p-0 _pi . stavi . pd
0 a b f c 1

Slika 4.13: Alternativna dopustna optimalna strategija igralca I.

e Igralec II doseze svoj maksimalni izkupi¢ek pri B = 1 + /5. Takrat
je izraz (AIT) minimalen. Vrednost igre za tak B je —1(11 — 5V/5) =~
—0.0902.

4.5 Von Neumannov model s povisanjem

Podobno kot v von Neumannovem modelu na zacetku oba igralca prispevata
zaCetno stavo in prejmeta neodvisni vrednosti iz intervala [0,1]. Prvi je na
potezi igralec I, ki preveri ali stavi B > 0. Ce preveri, potem oba igralca
razkrijeta vrednosti. Igralec z visjo vrednostjo zmaga. Ce igralec I stavi, ima
nato igralec II tri moznosti. Enako kot v von Neumannovem modelu lahko
odstopi ali izenaci. Ta model pa dopusca igralcu II Se moznost, da povisa
stavo igralca I za (pred igro dolocenih) R enot. V tem primeru igralec II
prispeva B 4+ R enot. Ce igralec II povisa, se igralec I odloéi, ali bo odstopil
ali izenacil. Slika .14 prikazuje drevo modela.

preveri

izenaci odstopi
R+ B+1) —(1+ B)
Slika 4.14: Drevo von Neumannovega modela s povisanjem.

Podobno kot v prejsnjih modelih prevedemo akcije v normalno obliko. Pri
tem izlo¢imo sestavljene akcije, ki se nikoli ne zgodijo (npr. preveri-odstopi pri
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igralcu I). Torej ima igralec I tri moznosti: lahko preveri (pr), stavi-odstopi
(s-0) ali stavi-izenadi (s-i). Predpostavimo, da ima optimalno strategijo S7. Ta
strategija razdeli interval [0, 1] na §tiri intervale. Ce I prejme z iz najnizjega
intervala (0, a), potem naj stavi-odstopi. S tem poskusa varati in z zelo nizko
vrednostjo osvojiti polog. Ce II povisa, pa je vrednost prenizka, da bi se mu
izplacalo izenaciti. Na naslednjem intervalu (a, b) I preveri. Na tretjem inter-
valu (b, ¢) spet stavi-odstopi. Ko stavi, si zeli, da II izenaéi z nizjo vrednostjo.
Ce pa II povisa, njegova vrednost ni dovolj visoka, da bi izenacil. Na zadnjem
intervalu (¢, 1) stavi-izenaci. V tem primeru ima zelo visoko vrednost, zato zeli
¢im vecji polog. Velja,da 0 <a<b<ec<1.

Igralec IT ima tri moznosti: lahko odstopi (od), izenaéi (iz) ali povisa (po).
Igralec I mora seveda staviti, da se katera od teh akcij zgodi. Predpostavimo,
da ima optimalno strategijo S;;. Ta strategija igralca II razdeli enotski in-
Njegova vrednost je prenizka za nadaljevanje igre. Na naslednjem intervalu
(d,e) povisa. V tem primeru gre za varanje z vrednostjo, ki tudi ni dovolj
dobra pri razkritju vrednosti. Na tretjem intervalu (e, f) izena¢i. Njegova
vrednost je dovolj visoka, da ima moznosti za zmago pri razkritju. Vendar ni
dovolj visoka, da bi z njo povisal. Na zadnjem intervalu (f,1) ima najvisje
vrednosti, s katerimi zeli osvojiti ¢im vecji polog. Velja,da 0 <d <e < f < 1.
Opisani strategiji sta prikazani na sliki £T5l

Igralec I:
S-0 preveri S-0 s-i
0 a b c 1
Igralec II: ) o -
odstopi povisa izenaci povisa
0 d e /o1

Slika 4.15: Optimalni strategiji von Neumannovega modela s povisanjem.

Za izrac¢un mejnih tock a,b,c,d, e, f uporabimo princip indiferentnosti.
Predpostavimo, da velja 0 < a < e<b<c< f<1lin0<d<e<]l,
ter poiS¢emo Sest indiferencnih enacb:

1. Igralec I je indiferenten v tocki a, ce velja:

—2a — (B+2)d=B.
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2. Igralec I je indiferenten v tocki b, ce velja:

2Bb+ (B +2)d —2(B +1)e = B.

3. Igralec I je indiferenten v tocki ¢, ce velja:

—(R+2B+2)(e—d)+ Rf =R.

4. Igralec II je indiferenten v tocki d, ce velja:

(B+2)(a—b)+(R+2B+2)c=R+B.

5. Igralec II je indiferenten v tocki e, ce velja:

—2(B+1)b+ (R+2B+2)c=R.

6. Igralec II je indiferenten v tocki f, ce velja:
f=0+c¢)/2.
Resitev zgornjega sistema enach so vrednosti a, b, c,d, e, f, izrazene z B in R.
Prikazane so v naslednjem izreku.
Izrek 4.5.1. Naj bo
K =B(B+4)(R+2B+2)*+ (B+1)(B+2)°R.

Optimalna strategija St igralca I je staviti-odstopiti, kadar je 0 < X < a ali
b < X < ¢, preveriti, kadar je a < X < b, in staviti-izenaciti, kadar je
c< X <1, kjer je

a_BQ(R+zB+2)2 _1_(B+2)a .
~ (B+DK T B
2B(B + 2 2B +2
e 2BEBE(R+2B+2) (4.12)

K
Optimalna strategija Sty igralca I je odstopiti, kadar je Y < d, izenaciti, kadar
jee <Y < f,in povisati, kadar jed <Y < e ali f <Y <1, kjer je

_ B+2a B B2+ B)(2+2B+ R)

— — — ' =1— . (4.13
Br2 “Tmrpy ¢/ K (4.13)
Vrednost von Neumannovega modela s povisanjem je
B?*(R + 2B +2)?
V(B R)=q= 2 EF28+2) (4.14)

(B+ 1)K
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Dokaz. Pokazati je potrebno, da sta strategiji S; in S;; najboljsa odgovora
druga na drugo. Najprej izracunamo najboljsi odgovor na S;;. Za vsako akcijo
igralca I izracunamo pricakovani izkupicek proti Sy;. Ce igralec I preveri, je
njegov pricakovani izkupicek enak

vl (x) = 2z.
Ce 1 stavi-odstopi, je njegov pricakovani izkupicek enak

2a, 0<z<e

vio(w) =420 +2(B+1)(z—e), e<z<f

20+2(B+1)(f—e), f<x<1.

Ce I stavi-izenaéi je njegov pricakovani izkupicek enak

20 —2(R+ B+ 1)(e—ad), 0<z<d
s 2a —2(R+ B+ 1)(e — z), d<z<e
Uhil@) = 20+ 2(B+1)(z —e), e<z<

20 +2B+1)(f—e)+2(R+B+1)(z—f), f<z<1

Slika 4.16: Pricakovani izkupicki igralca I proti Si;.

Na sliki 4.16, kjer so prikazane zgornje funkcije, preverimo, ali je Sy res
najboljsi odgovor na Syy.
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Pokazimo Se, da je S;; najboljsi odgovor na S;. Za vsako akcijo igralca II
izracunamo pricakovani izkupicek proti S;. Pri tem upostevamo tudi izide, ko
igralec I preveri. Takrat igralec II sploh ni na vrsti. Ce igralec IT odstopi, je
njegov pricakovani dobicek enak

0, 0<y<a
voa(y) = {2y —a), a<y<b
2(b—a), b<y<l.
Ce 1I izenadci, je njegov pricakovani izkupicek enak
—2(B+1)(a —y), 0<y<a
vid (y) = 1 2(y — a), a<y<hb
2b—a)+2(B+1)(y—0b), b<y<l1.

Ce II povisa, je njegov pricakovani izkupicek enak

0, 0<y<a

2(y_a)7 GS?JSb
Vyo (y)

2(b—a), b<y<c

20—a)+(R+B+1)(y—c), c<y<L

Pri poenostavitvi zgornjih ena¢h smo si pomagali z vrednostmi mejnih tock
iz izreka 5.1l Na sliki 17 opazimo, da strategija S;; za vsako vrednost y
prinese najvecji izkupicek proti S;. Torej je najboljsi odgovor na Sy.

Vrednost igre najlazje izracunamo, ¢e najprej izracunamo plos¢ino pod
zgornjo ovojnico grafa na sliki .17 zmanjsano za zacetno stavo. To je enako
pricakovanemu izkupicku igralca II:

VB R) = [ (max{uld(0). o). vh )} = 1) dy
a b f
:/0 0dy+/ 2(y—a)dy—i—/b (2(b—a)+2(1+ B)(y—b))dy

—Ab@—@+ﬂ+3+@@-@ﬂy&

Vrednost igre je negativna vrednost pricakovanega izkupicka igralca II:

B*(R+ 2B + 2)?
(B+ 1)K

V(B,R)= -V (B,R)=a=
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Slika 4.17: Pricakovani izkupicki igralca II proti S7.

]

Ker je vrednost igre pozitivna, je igra ugodnejsa za igralca I. Pois¢imo Se
optimalne velikosti stave B in povisanja R, e igralec I najprej izbere velikost
stave, nato pa igralec II izbere velikost povisanja. Igralec II bo izbral tak
R > 0, ki minimizira V (B, R). Ce delimo §tevec in imenovalec z (24 2B + R)?,
opazimo, da je to ekvivalentno minimiziranju (2 + 2B + R)?/R. Odvod tega
izraza je enak ni¢, kadar je R = 2 + 2B. Torej, optimalna velikost povisanja
je vedno enaka velikosti pologa pred povisanjem.

Igralec I zeli izbrati tak B > 0, ki maksimizira

8B2
(1+ B)(4+36B+9B2)

V(B,2+42B) = (4.15)

Odvod tega izraza je enak ni¢ za tiste vrednosti B, ki zado$¢ajo enacbi 982 —
18B — 4 = 0. Edina porzitivna resitev enacbe je B = 1+ 1/13/9 ~ 2.2. Ker
je drugi odvod izraza ([AI5]) v tej tocki negativen, vemo, da gre za maksimum.
Torej je optimalna stava nekoliko vecja od velikosti pologa.

Strategija St je edina optimalna strategija igralca I. Igralec II pa ima vec
optimalnih strategij. Razlikujejo se po tem, kako igra na intervalu (0,e). Na
tem intervalu lahko poljubno odstopa ali povisuje. Vendar mora biti pri tem
verjetnost povisanja na tem intervalu enaka (e —d)/e. Na primer, lahko povisa
z vrednostmi y € (0,e — d) in odstopa z vrednostmi y € (e — d,e). Ce igralec
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I dela napako tako, da stavi-izenaci z vrednostjo = € (0,¢) ali stavi-odstopi z
vrednostjo x € (a, €), ima strategija Srr najvecji pricakovani izkupicek od vseh
optimalnih strategij, zato je dopustno optimalna.

4.6 Model z dvema stavama
V tem razdelku je analiziran model, v katerem lahko katerikoli igralec zac¢ne

s stavo, ¢emur sledi morebitno povisanje drugega igralca. Natanc¢nejsi potek
igre je prikazan na sliki .18

preveri

izenaci odstopi povisa

+(R+B+1) —(1+B)

izenaci odstopi

+(R+B+1) B+1

Slika 4.18: Drevo modela z dvema stavama.

Analiza modela je podobna analizam prejsnjih modelov. Zato podamo
samo glavne ugotovitve analize brez dokazov in izpeljav. Ker je ta model
kompleksnejsi od prejsnjih, bomo analizirali model, kjer sta velikosti stave in
povisanja enaki velikosti pologa pred akcijo. Torej je B =2 in R = 6.

Igralec I ima na voljo pet moznosti za vsako vrednost x: lahko stavi-odstopi
(s-0), stavi-izenaci (s-i), preveri-odstopi (p-o0), preveri-izenaci (p-i) ali preveri-
povisa (p-p). Ce igralec I preveri, ima igralec II na voljo tri moznosti: lahko
preveri (pr), stavi-odstopi (s-0) ali stavi-izenaci (s-i). Ce igralec I stavi, ima
igralec IT na voljo tri moznosti: lahko odstopi (od), izenaéi (iz) ali povisa (po).
Optimalni strategiji obeh igralcev sta podani v naslednjem izreku.
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Izrek 4.6.1. V modelu z dvema stavama s konstantama B = 2 in R = 6 je
optimalna strategija Sy igralca I:

stavi-odstopi, kadar je x € (0,a) ali x € (d,e),

preveri-odstopi, kadar je x € (a,b),
e preveri-povisa, kadar je x € (b,c) ali x € (f,1),
e preveri-izenaci, kadar je x € (c,d),
o stavi-izenaci, kadar je x € (e, f),
kjer je
8 7 80 128 136 144

G=—\ b=, = d="0, o=, f=_".
150 150 150 150 150 150

Ce igralec I stavi, je optimalna strategija Sy igralca II:
e stavi-odstopi, kadar jey € (0,g) aliy € (h,j),
e preveri, kadar je y € (g, h),
o stavi-izenaci, kadar je y € (j, 1),

kjer je

20 110 130

9= 1507 150" 7~ 150

Ce igralec I preveri, je optimalna strategija Syy igralca II:
e odstopi, kadar jey € (0, k),
e povisa, kadar jey € (k,m) aliy € (n, 1),
e izenaci, kadar je y € (m,n),

kjer je
75 80 140

“00 T 00 T 1500
Vrrednost igre je
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Igralec I:
S-0 preveri-odstopi p-p preveri-izenaci S-0 s-1 p-p
0 a bc d e f1

Igralec I1, ¢e I stavi:

S-0 preveri S-0 S-1

Igralec I1, ¢e I preveri:

. odstopi povisa izenaci povisa
0 Em n 1

Slika 4.19: Optimalni strategiji modela z dvema stavama.

Graficno sta optimalni strategiji predstavljeni na sliki Strategija St
razdeli enotski interval na sedem intervalov. Dve akciji sta zastopani dvakrat.
To sta stavi-odstopi in preveri-povisa. Obe akciji sta enkrat uporabljeni za
varanje, drugi¢ pa za vrednostno stavo. Enako velja za akciji stavi-odstopi in
povisa v S;. Igra je ugodnejsa za igralca II.

V splosnem so vrednosti mejnih tock preve¢ kompleksne za predstavitev.
Bralec si jih lahko ogleda v prilozenem programu. V tem pogalvju pa pred-
stavimo samo vrednost igre, ki je enaka

V(B,R) =

_ B’2+2B+ R)*(4B* +4R+8BR+ B*(8 + 5R) + B*(4 + 9R + R?))
(14 B)(2+ B)2(4B3 4+ 2R + B%(8 + 5R) + B(4 + TR + R?))?

Ker je zgornji izraz negativen za vsak B > 0 in R > 0, je igra tudi v splosSnem
ugodnejsa za igralca II.



Poglavje 5

Sklepne ugotovitve

Ce primerjamo optimalne strategije vseh modelov opazimo, da imajo nekatere
skupne strateske znacilnosti. Igralec ne zeli priti do razkritja vrednosti z naj-
slabsimi vrednostmi, zato se odloc¢i za odstop ali za varanje. V slednjem
primeru se odlo¢i za stavo oziroma za povisanje odvisno od moznosti, ki jih
ima na voljo. Ce ima igralec neko povpreéno vrednost, si zeli priti do razkritja
vrednosti. Sicer njegova vrednost ni najboljsa, vendar v danem trenutku ne
zeli ve¢ vlagati v polog, zato se odlo¢i za preverjanje oziroma izenacenje. Ce
pa ima igralec najboljSe vrednosti, zeli osvojiti ¢im vec¢ji polog, zato stavi
oziroma povisa. Igralec vedno isce taksno razmerje med vrednostnimi stavami
in varanji, da je nasprotnik s srednjimi vrednostmi v polozaju, ko mu je vseeno,
ali odstopi ali izenaci. Iz predstavljenih modelov ugotovimo, da je to razmerje
B/(B + 2), kjer je B velikost stave. V vsaki optimalni strategiji v pokru je
potrebno varanje.

Ce opazujemo, kaj se dogaja, ko spreminjamo velikost stave B, ugotovimo,
da z vecanjem velikosti stave igralci stavijo in izenacijo manjkrat ter preverijo
in odstopijo veckrat. Za varanje pa velja, da varajo manj, ce je velikost stave
zelo velika ali zelo majhna. Na sliki[B.Ilso prikazane funkcije mejnih tock mode-
la z eno stavo v odvisnosti od velikosti stave B. Sledi primerjava modelov po
vrednosti igre. V spodnji tabeli so prikazane vrednosti igre, kjer upostevamo,
da je velikost stave oziroma povisanja enaka velikosti pologa (B =2, R = 6).

Igra Vrednost
La Relance —0.250
Von Neumannov model 0.111
Von Neumannov model s povisanjem 0.095
Model z eno stavo —0.083
Model z dvema stavama —0.080
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Slika 5.1: Graf funkcij mejnih tock modela z eno stavo.

Oba von Neumannova modela sta ugodnejsa za igralca I, kajti igra se konca
takoj, ko igralec I preveri. Igralec I ne bi izgubljal Ze, ¢e bi vsaki¢ preveril.
Igralec II je nekoliko na boljSem v modelu, kjer lahko povisa. Pri La Relance
je v prednosti igralec II, ker mora igralec I na zacetku nujno staviti, ce ne
zeli izgubiti. Pri modelih z eno in dvema stavama, ki sta najbolj podobna
pravemu pokru, sta igralca najbolj izenacena, vendar je vseeno nekoliko v
prednosti igralec II. To pripisujemo temu, da je igralec II na vrsti za igralcem
[. Tudi v pravem pokru je pomemben vrstni red igralcev za mizo. Za igralca
je ugodneje, Ce je na vrsti ¢im kasneje.

V cetrtem poglavju smo za vsak model najprej intuitivno sestavili pred-
videne optimalne strategije. Razporedili smo intervale akcij in definirali vrstni
red mejnih tock. Nato pa smo s principom indiferentnosti dolocili vrednosti
teh tock. Za dobljeni strategiji smo pokazali, da sta res obe optimalni tako, da
smo preverili, ali sta najboljsi odgovor druga na drugo. Zanima nas, ali obstaja
kakSen postopek, s katerim lahko za poljuben model izra¢cunamo optimalni
strategiji?

V tretjem poglavju smo razlozili, da optimalni strategiji zagotovo obsta-
jata. Za potrebe diplomskega dela je bil v programskem paketu Mathematica
napisan program za pomoc pri iskanju optimalnih strategij v pokru z zveznimi
vrednostmi. Program prejme naslednje vhodne podatke:

e Funkcije izkupickov igre v normalni obliki.

e Predloga obeh optimalnih strategij. Strategijo podamo kot seznam ak-
cij, ki razdeli enotski interval na ve¢ intervalov (npr. (izenaci, stavi,
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odstopi)). Za vsako strategijo je potrebno definirati spremenljivke, ki
predstavljajo mejne vrednosti intervalov. To naredimo z omejitvijo, ki
uredi mejne vrednosti (npr. 0 <a <b<ec<1).

e Mnozico omejitev, ki uredi mejne vrednosti strategij obeh igralecev med
seboj (npr. a <e < b < c).

Program deluje po postopku, ki smo ga uporabljali v ¢etrtem poglavju.
Najprej nastavi sistem indiferenénih enacb in ga nato resi. Ce ima sistem
resitev, ki upoSteva vse omejitve, dobimo strategiji z izracunanimi mejnimi
vrednostmi. Nato program preveri, ali sta obe strategiji najboljsa odgovora
druga na drugo. To naredi na enak nacin, kot smo to naredili v cetrtem
poglavju. Na koncu vrne Se vrednost igre.

Ker je vseh strategij neskoncno, ne moremo preizkusiti vseh. Predpo-
stavljamo lahko sicer, da obstaja neka cista optimalna strategija, ki ima K
intervalov, kjer je K neka nizka vrednost. To se je izkazalo za vse modele
iz Cetrtega poglavja. Nato preizkusimo vse mozne cCiste strategije, ki imajo
K ali manj intervalov. Pri tem moramo upostevati, da je treba za preizkus
ene strategije opraviti en preizkus za vsak mozen vrstni red mejnih vrednosti.
Moznih vrstnih redov mejnih spremenljivk, kot tudi moznih vrstnih redov in-
tervalov akcij, je eksponentno mnogo v odvisnosti od K. Zato je program
eksponentno ¢asovno zahteven in ni primeren za kompleksnejse modele.

Zeleli bi si postopka, ki nas pripelje blizu optimalne resitve, nato pa bi z
zgornjim postopkom poiskali toéno resitev. Tega bi se lahko lotili na naslednji
nacin. Zaceli bi z neko nakljuéno cisto strategijo igralca I. Nato bi poiskali
neko ¢isto strategijo igralca II, ki je najboljsi odgovor na to strategijo. Potem
bi poiskali najboljsi odgovor na dobljeno strategijo igralca II in tako naprej
iterativno. S takim postopkom sicer nikoli ne bi prisli do Bayes-Nashevega
ravnovesja, kajti morali bi Ze zaceti z optimalno strategijo. Izkaze pa se, da
tak postopek ne zagotavlja niti sub-optimalne strategije. Za uspesno resevanje
problema bi potrebovali dolo¢ena pravila, ki bi omejila mnozico potencialnih
optimalnih strategij, ki jih uporabimo za vhodni podatek nasega programa.
Nekaj takih pravil smo ze navedli na zacetku tega poglavja. Definiranje takih
pravil bi lahko bil predmet nadaljnjih raziskav.

Zadnji postopek je zanimiv tudi, ker lahko opazujemo, kaj se dogaja v
naslednjem primeru. Denimo, da igralec scasoma ugane, kaksno strategijo igra
njegov nasprotnik. Nato prilagodi svojo strategijo tako, da postane najboljsi
odgovor na nasprotnikovo. Podobno pa pocenja tudi njegov nasprotnik. Tako
pocetje pa lahko zaznamo tudi pri pravem pokru.
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