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Seznam uporabljenih kratic in
simbolov

e IFI - angl. financial derivative; izvedeni finanéni instrument

e CFD - angl. contract for difference; pogodba za razliko

e STP - angl. futures contract; standardna terminska pogodba

e CRR model - Cox - Ross - Rubinstein model

e FV - angl. future value; prihodnja vrednost

e PV - angl. present value; sedanja vrednost

e PVIF - angl. present value interest factor; faktor sedanje vrednosti

e DF - angl. discount factor; diskontni faktor



Slovar pojmov

Ameriska opcija (angl. American option), standardizirana opcija, ki
omogoca lastniku, da izkoristi pravico do nakupa ali prodaje kadarkoli do
(vkljuéno) datuma zapadlosti; glej opcija, standardizirane opcije, datum
zapadlosti.

Arbitraza (angl. arbitrage), izkoriscanje tecajnih razlik istega finanénega
instrumenta na razli¢nih trgih.

Arbitraza vrednostnih papirjev (angl. arbitrage), izkoriscanje tecajnih
razlik istega vrednostnega papirja na razli¢nih trgih; glej arbitraza.

Azijske opcije (angl. Asian options), opcije, katerih konc¢no izplaéilo je
odvisno od celotnega poteka cen osnovnega instrumenta. Koncno izplacilo je
odvisno od povpretne cene osnovnega instrumenta v nekem casovnem
obdobju; glej opcije, opcije odvisne od poti.

Binomski model (angl. binomial model), diskretni matemati¢ni model
za numeri¢no aproksimacijo vrednosti opcij.

Black-Scholes model, analiti¢ni model za vrednotenje evropskih opcij.

Borza (angl. stock exchange), financni trg z delezi podjetij, ki jim
pravimo tudi delnice; glej delnice.

Borzni indeks (angl. stock market index), statisticni kazalnik
spremembe tecajev vrednostnih papirjev.

Borzni posrednik (angl. stock broker), pooblaséena oseba, ki izpolnjuje
narocila strank, gospodari z njihovim denarjem in jim svetuje v zvezi s
poslovanjem z vrednostnimi papirji.



Cena opcije (angl. option price), glej premija.

Datum zapadlosti (angl. expiration date), vnaprej dogovorjen datum v
opcijski pogodbi, na katerega lahko kupec opcije proda ali kupi dolocen
osnovni instrument; glej opcija, osnovni instrument.

Delnica (angl. stock), lastniski vrednostni papir, ki izdajatelju predstavlja
vir sredstev, lastniku pa solastnistvo v podjetju.

Delniska opcija (angl. stock options), pogodba med dvema strankama,
ki kupcu delniske opcije omogoca pravico (ne pa tudi obveze) do nakupa ali
prodaje doloc¢ene koli¢ine delnic po vnaprej doloceni izvrsilni ceni na vnaprej
dolocen datum v prihodnosti, ki mu recemo tudi datum zapadlosti; glej
datum zapadlosti, izvrsilna cena, kupec opcije.

Devizna arbitraza (angl. currency arbitrage), izkoriscanje razlik v
valutnih tecajih na razlicnih trgih; glej arbitraza.

Digitalna opcija (angl. Digital option), opcija, katere izplacilo je fiksno,
ko cena osnovnega instrumenta preseze izvrsilno ceno. Pri tem ni pomembno,
za koliko je izvrsilna cena presezena.

Diskontna stopnja (angl. discount rate), mera, ki nam omogoca izracun
sedanje vrednosti prihodnjega denarnega toka. Izraza v bistvu stopnjo
zahtevanega donosa; glej diskontni faktor.

Diskontni faktor (angl. discount factor, DF); glej faktor sedanje
vrednosti.

Dolga pozicija (angl. long position), nakup finan¢énega instrumenta v
predvidevanju, da bo cena finan¢nega instrumenta narasla.

Eksoti¢ne opcije (angl. exotic options), opcije, narejene z namenom, da
bi zadostile specificnim potrebam dolo¢enih udelezencev trga. Razvijajo jih
inzenirji v skladu z zahtevami vlagateljev; glej azijske opcije, digitalne opcije.

Enoperiodni model (angl. single - period model), preprost diskretni
model, ki predpostavlja, da se cena osnovnega instrumenta spremeni samo



enkrat, kar pomeni, da upoStevamo samo dva datuma - zacCetnega in
koncnega.

Evropska opcija (angl. European option), standardizirane opcije, ki
omogocajo imetniku izvrsitev pravice do nakupa ali prodaje izklju¢no na
datum zapadlosti; glej opcija, standardizirane opcije, datum zapadlosti.

Faktor sedanje vrednosti (angl. present value interest factor,
PVIF), faktor, ki se pri izracunu sedanje vrednosti uporablja za izracun
zahtevane stopnje donosa.

Finanéni vzvod (angl. leverage), omogoca trgovanje s kreditiranjem. Na
ta nacin lahko trgovec trguje z ve¢jimi zneski, kot jih ima dejansko fizicno na
racunu.

Izplacilo opcije (angl. option payoff), razlika med ceno osnovnega
instrumenta in izvrSilno ceno opcije. Ce je razlika negativna, potem je
izplacilo opcije enako 0.

Izvedeni finanéni instrumenti (IFI, angl. financial derivatives),
financ¢ni instrumenti, katerih cena je izvedena oziroma oblikovana na podlagi
cen osnovnih instrumentov; glej osnowvni instrument.

Izvrsilna cena(angl. strike price), vnaprej dogovorjena cena v opcijski
pogodbi, po kateri lahko kupec opcije proda ali kupi dolo¢en osnovni

instrument; glej opcija.

Kratka pozicija (angl. short position), stava kupca, da bo cena
finanénega instrumenta padla; glej prodaja delnic na kratko.

Kupec opcije (angl. option buyer), subjekt, ki opcijo kupi; glej opcija.
Letni diskontni faktor; glej faktor sedanje vrednosti.

Metoda Monte Carlo (angl. Monte Carlo method), metoda, ki se
pogosto uporablja za vrednotenje eksoticnih opcij; glej eksoticne opcije.

Nakupna opcija (angl. call option), opcija, ki daje kupcu pravico do
nakupa dolocene koli¢ine osnovnega instrumenta po vnaprej doloceni ceni na



vnaprej dolocen datum; glej opcija, osnovni instrument.

Nestandardizirani finanéni produkti (angl. unstandardized
financial products), finanéni produkti, ki so narejeni z namenom, da bi
zadostili specificnim potrebam dolo¢enih udelezencev trga.

Netvegan instrument (angl. riskless asset), financni instrument z
vnaprej znano obrestno mero in garantiranim izplac¢ilom glavnice. Med
taksne instrumente uvrs¢amo bancne depozite in obveznice; glej obveznica.

Notranja vrednost opcije (angl. intrinsic value), absolutna vrednost
razlike med trenutno ceno osnovnega instrumenta in izvrsilno ceno opcije;
glej izvrsilna cena, opcija.

Obrestna arbitraza (angl. interest rate parity), izkoriscanje razlik v
obrestnih merah na istovrstne kredite v razlicnih drzavah; glej arbitraza.

Obrestno obrestovanje (angl. compound interest), obrestovanje, pri
katerem se obresti sproti pripisujejo glavnici. Osnova za obrestovanje je
vedno zacCetna glavnica, skupaj z obrestmi, ki so bile pripisane v prejsnjih
obdobjih.

Obveznica (angl. bond), dolzniski vrednostni papir, s katerim se izdajatelj
obveze, da bo imetniku izplaceval obresti, na datum zapadlosti pa tudi
glavnico; glej datum zapadlosti.

Opcija (angl. option), izvedeni finanéni instrument, ki doloca pogodbo
med dvema strankama o nakupu oz. prodaji nekega osnovega instrumenta na
dolo¢en datum v prihodnosti in po vnaprej dogovorjeni ceni. Uporablja za
Spekulacije ali za zavarovanje pred raznimi financnimi tveganji; glej izvedeni
finanéni instrument, osnovni instrument, Spekulacije, zavarovanje.

Opcije odvisne od poti (angl. path dependent options), glej azijske
opcije.

Osnovni instrument (angl. underlying asset), instrument, iz katerega
je izpeljana cena izvedenih finan¢nih instrumentov. Sem spadajo delnice,
obveznice, surovine in borzni indeksi; glej borzni indeks, delnica, izvedeni
finanéni instrument, obveznica, surovine.



Pascalov trikotnik (angl. Pascal’s triangle), predstavitev binomskih
koeficientov.

Pisec opcije (angl. option writer), subjekt, ki opcijo proda; glej opcija.

Pogodba za razliko (angl. contract for difference, CFD),
najpreprostejsi izvedeni finan¢ni instrument, ki omogoca trgovanje s
finanénim vzvodom in katerega cena se giblje v skladu s cenami delnic ali
drugih osnovnih instrumentov; glej delnica, financéni wvzvod, osnovni
instrument.

Portfelj (angl. portfolio), mnozica razlicnih finanénih nalozb.
Premija (angl. premium), cena, ki jo placamo za nakup opcije.

Prihodnja vrednost (angl. future value), sedanja vrednost, povecana za
neko obrestno mero; glej sedanja vrednost.

Prodaja delnic na kratko (angl. short selling), prodaja izposojenih
delnic v predvidevanju, da bo njihova cena v prihodnosti padla. Ce cena
delnice pade, trgovec kupi delnice nazaj in jih vrne, sam pa obdrzi razliko
med vrednostjo prodaje in kasnejSega nakupa; glej delnice, kratka pozicija.

Prodajna opcija (angl. put option), opcija, ki daje kupcu pravico do
prodaje doloc¢ene koli¢ine osnovnega instrumenta po vnaprej doloceni ceni na
vnaprej dolocen datum; glej opcija, osnovni instrument.

Replikacijski portfelj (angl. replicating portfolio), portfelj nalozb,
katerega izplacilo bo enako ciljnemu instrumentu. Pri opcijah lahko kreiramo
portfelj, sestavljen iz delnic in gotovine, katerega izplacilo bo enako izplacilu
opcije; glej delnice, opcije, portfely.

Replikacija (angl. replication), glej replikacijski portfels.
Sedanja vrednost (angl. present value), vsota denarja, ki bi jo morali

imeti danes, da bi z njo z dolo¢enimi obrestmi v dolo¢enem casu dosegli neko
dano prihodnjo vrednost; glej prihodnja vrednost.



Standardizirane opcije (angl. standardized options), opcije, katerih
parametri so doloc¢eni v skladu z nekimi standardi. Dolocena je vrsta opcije,
velikost pogodbe, datum zapadlosti, izvrsilna cena in provizije.

Standardna terminska pogodba (STP, angl. futures contract), je
pogodba med dvema strankama o nakupu oz. prodaji doloc¢ene dobrine na
tocno dolo¢en datum v prihodnosti ter po vnaprej doloceni ceni. Kot taksna
je podobna opciji, s to razliko, da lastniku opcije ni potrebno izkoristiti
pravice, Ce tega ne zeli. Terminska pogodba je zavezujoca za obe stranki; glej
opcija.

Spekulacija (angl. speculation), trgovanje z namenom ustvarjanja
dobicka s hitrim izkoris¢anjem tecajnih razlik na borznem trgu; glej borza.

Vanilla opcije (angl. Vanilla options), standardizirane opcije, med
katere spadata evropska in ameriska opcija; glej ameriska opcija, evropska
opcija, standardizirane opcije.

Vecperiodni model (angl. multi - period model), razsiritev
enoperiodnega modela. Casovno obdobje razdelimo na ve¢ manjsih
intervalov, vsak interval pa modeliramo kot enoperiodnega; glej enoperiodni
model.

Volatilnost (angl. volatility), nihajnost delnice, izracunana kot letna
standardna deviacija dnevnih sprememb v ceni delnice.

Zavarovanje (angl. hedge), zascita portfelja z izvedenimi finan¢nimi
instrumenti pred nihanji na borznem trgu; glej borza, izvedeni financéni
instrumenti, portfely.

Zvezno obrestovanje (angl. continuous interest), aproksimacija
obrestnega obrestovanja za daljsSa casovna obdobja; glej obrestno
obrestovanje.



Povzetek

Na financnih trgih se vlagatelji vsak dan srecujejo z nalozbenimi tveganji.
Odlocitve morajo sprejemati na podlagi negotovosti o prihodnjem gibanju
trga. ZmanjSanje taksnih tveganj omogocajo izvedeni financéni instrumenti
(IFI, angl. financial derivatives). To so finan¢éni instrumenti, ki imajo
vrednost dolo¢eno na podlagi pricakovanega gibanja osnovnega instrumenta
(angl. underlying asset), na katerega so vezani. Zelo pogost in mnoziéno
trgovan IFI so delniske opcije (angl. stock options). Zaradi kompleksnosti
teh instrumentov je veliko dela usmerjenega v analizo in razvoj matemati¢nih
modelov, ki sluzijo kot osnova za razvoj racunalniskih algoritmov, s pomocjo
katerih lahko posamezno opcijo ovrednotimo. Finanéna industrija zato danes
predstavlja vir zaposlitve velikemu stevilu rac¢unalniskih inzenirjev.

Diplomska naloga obsega predstavitev diskretnih matematié¢nih modelov za
vrednotenje delniskih opcij ter prikaz uporabe tovrstnih modelov z izdelavo
racunalniskega algoritma. Prvi del naloge se osredotoca na opis delovanja
finanénih trgov in splosno predstavitev delniskih opcij, v drugem delu pa
bralca seznani z naprednejSimi vidiki vrednotenja opcij ter razvojem
konkretnega racunalniskega algoritma za izracun vrednosti evropske opcije
(angl. European option).

Nazadnje so predstavljene tudi opcije odvisne od poti (angl. path dependent
options). Osredotocil sem se na prikaz delovanja azijske opcije (angl. Asian
options) ter opisal matemati¢ni postopek za izra¢un pricakovanega izplacila
opcije.

Kljuéne besede: delniska opcija, diskretni matematiéni model, algoritem



Abstract

In financial markets, investors are daily exposed to all kinds of investment
risks. Choices have to be made under conditions of uncertainty about the
future market changes. It is possible to reduce such risks with the use of
financial derivatives. These are financial instruments with a value based on
some underlying security. Very common financial derivatives are stock
options. Because of their complexity, much effort goes into the analysis and
development of complex mathematical models which serve as a base for
development of computer algorithms. With the help of such algorithms,
stock option values can be calculated. Financial industry is therefore a major
source of employment for computer engineers.

The aim of this thesis is to present discrete mathematical models for stock
options’ valuation. Another aim is to show how these models can be
implemented in the form of a computer algorithm. The first part of thesis
focuses on a description of the concepts of financial markets with a general
presentation of stock options. The second part provides information on more
advanced aspects of valuation and development of the actual computer
algorithm for a calculation of the European option value.

In the end, path dependent options are presented as well. I focused on

presenting how the Asian options work and I described the mathematical
procedure for a calculation of the expected option payoff.

Key words: stock option, discrete mathematical model, algorithm



Poglavje 1
Uvod

Tematika diplomske naloge obsega obravnavo dolocenih matematic¢nih
aspektov finanénih trgov ter ustvarjanje matemati¢nih modelov, na podlagi
katerih lahko razvijemo racunalniske algoritme za vrednotenje izvedenih
finanénih instrumentov (IFI, angl. financial derivatives). Trgi IFI so danes
hitro rastoca industrija, v kateri je zaposlenih veliko inZenirjev z dobrim
matematicnim znanjem. Raznolikost in kompleksnost novih finanénih
instrumentov pogosto povzroc¢a nerazumevanje in zmedenost, pri cemer je
veliko energije usmerjene v analizo in razvoj kompleksnih matemati¢nih
modelov, na podlagi katerih temelji njihov obstoj. Jedro diplomske naloge se
osredotoéa mna principe vrednotenja opcij z binomskimi modeli (angl.
binomial models). Sprejemanje odlocitev na podlagi pogojev negotovosti o
njihovem izidu je pri borznem trgovanju neizogibno. Zato sta najbolj
zanimivi podroc¢ji matematike, ki se uporabljata v finan¢ni teoriji, teorija
verjetnosti in v njenem okviru stohasticni procesi.

Medtem ko so cene osnovnih instrumentov (angl. underlying asset) dolo¢ene
na podlagi ekonomskih kazalnikov in predpostavk, je vrednotenje IFI pogosto
veliko bolj zapleteno. Odloc¢itve o primernih cenah slednjih namre¢ temeljijo
na predpostavkah o obnasanju cen osnovnih instrumentov. Teorija
vrednotenja IFI tako ne zahteva podrobnega znanja ekonomije ter
ekonomskih kazalnikov, ki dolocajo cene osnovnih instrumentov, temvec
znanje ustvarjanja matematicnih modelov, na podlagi katerih lahko
analiziramo ter dolocamo vrednosti IFI.

Kljub temu pa je nujno potrebno, da se v uvodnih poglavjih posvetim
teoreticnemu opisu borznega trga, principu njegovega delovanja in



predstavitvi (izvedenih) finanénih instrumentov.

Iz povedanega sledi, da obravnava financnih trgov in finan¢nih instrumentov
iz ekonomskega oziroma druzboslovnega vidika ni predmet te naloge. Namen
diplomske naloge je predstavitev diskretnih matematicnih modelov ter
pripadajoc¢ih osnovnih racunalniskih algoritmov za vrednotenje delniskih opcij
(ang. stock options).



Poglavje 2

Financ¢ni trg

Splosno pojmovanje finanénih trgov v obdobju gospodarskih kriz pogosto
dobi zelo negativen prizvok, pri ¢emer je borza (angl. stock exchange) po
mnenju nekaterih postala celo sinonim za igro na sreco. Pa vendar je dejstvo,
da brez financnega trga svet, kot ga poznamo, ne bi obstajal. Namen
tovrstnih trgov je, da privabi subjekte, ki imajo kapital, in subjekte, ki
kapital potrebujejo. Glede na to, da se naloga ukvarja s finané¢nimi produkti,
s katerimi se najveckrat trguje na borzi, se bomo v nadaljevanju osredotocili
na predstavitev tega specificnega financnega trga ter na opis njegove funkcije
in delovanja.

2.1 Trgovanje in namen

Borza je, enostavno receno, trgovina z delezi podjetij, ki jim pravimo tudi
delnice. Lahko si jo zamislimo kot velik prostor, ki ga obis¢emo, kadar zelimo
kupiti ali prodati delnico posameznega podjetja. Na tem mestu se postavi
smiselno vprasanje, zakaj kupovati in prodajati deleze podjetij oziroma zakaj]
bi neko podjetje sploh imelo interes, da se njegovi delezi prodajo javnosti in
da se z njimi prosto trguje. Namen takSnega pocetja je v osnovi dokaj
preprost. Taksno udejstvovanje namre¢ dandanes predstavlja za podjetja
najpomembnejsi vir pridobivanja denarja. Podjetja v ta namen prodajo
javnosti svoje deleze, ki jih imenujemo delnice (angl. stocks), s temi delezi pa
se trguje na trgu, imenovanem borza. V tem delu smo ze veckrat poudarili,
da je borza trg. Zato ni odve¢ omeniti Se dejstva, da ravno tako kot vsak
drug trg, poganjata tudi borzo (in s tem cene delnic) dva osnovna trzna
pojava - ponudba in povprasevanje. Borza je torej motor, ki poganja
gospodarstvo in prenese denar v perspektivna podjetja, ki ga nato porabijo



za lasten razvoj.

Ce se vrnemo k primerjavi borze z igro na sreco, vidimo, da je primerjava
dokaj nesmiselna. Borza je veliko ve¢, kot pobiralnica preprostih stav na
bodoce smeri gibanja posameznih delnic. Investitorji namre¢ zagotavljajo
denar podjetjem, ker ga le-ta potrebujejo za dosego poslovnih ciljev. Ostaja
pa dejstvo, da je predvidevanje prihodnjih razmerij med ponudbo in
povprasevanjem in s tem predvidevanje prihodnjega gibanja cen delnic
verjetnostne narave, saj sprejemamo odlocitve na podlagi negotovosti o izidu.
Zaradi tega je borzno trgovanje tvegano pocetje in je kot taksno neprimerno
za neprofesionalne in nepoucene vlagatelje.

Nakupov in prodaj delnic na borzi ne moremo izvajati sami. Narocila za
nakupe in prodaje delnic moramo zato posredovati t.i. borznim posrednikom
(angl. stock brokers), ki za nas najdejo prodajalca ali kupca in v nasem
imenu izvedejo nakup oziroma prodajo. Za uspesno sklenitev posla morata
obstajati tako kupec, ki po delnici povprasuje, kot tudi prodajalec, ki delnico
ponuja.

2.2 Izvedeni finanéni instrumenti - splosno

V prejsnjih tockah smo z namenom lazjega razumevanja zelo posploseno
govorili o borzi kot o delniskem trgu. Delnice pa Se zdale¢ niso edina oblika
finan¢nih instrumentov, s katerimi je mogoce trgovati na finanénih trgih.
Globalizacija poslovanja udelezencev financnih trgov je pripeljala do razvoja
izvedenih financnih instrumentov (IFI, angl. financial derivatives). Beseda
yizvedeni”pomeni, da so to finan¢ni instrumenti, katerih cena je izvedena
oziroma oblikovana na podlagi cen osnovnih instrumentov (angl. underlying
asset). Osnovne instrumente najpogosteje predstavljajo delnice (angl.
stocks), obveznice (angl. bonds), surovine (angl. commodities) ali borzni
indeksi (angl. stock market index).

Kot taksni imajo IFI dvojni namen. V prvi vrsti so namenjeni zavarovanju
(angl. hedge) pred nalozbenimi tveganji (npr. zavarovanje pred upadom cene
delnice), po drugi strani pa so namenjeni tudi Spekulacijam (angl.
speculations), saj omogocajo trgovanje s financénim vzvodom (angl. leverage).
Vzvod omogoca trgovcem po eni strani moznosti velikih zasluzkov, po drugi
strani pa prinasa velika tveganja, zato trgovanje z IFI lahko vodi do velikih



izgub. Med IFI spadajo npr. pogodbe za razliko (angl. contract for difference,
CFD), standardne terminske pogodbe (STP, angl. futures contract) in opcije
(angl. options).

2.2.1 Delnice

Delnica (angl. stock) je lastniski vrednostni papir, ki izdajatelju predstavlja
vir sredstev, lastniku pa solastnistvo v podjetju. S tem ima lastnik delnice
pravico do soodlo¢anja pri pomembnih poslovnih odlo¢itvah ter pravico do
soudelezbe pri dobicku, ¢e ga podjetje svojim delnicarjem izplacuje. Ceno
delnice dolo¢i trg, kar pomeni, da je cena dolo¢ena glede na razmerje med
ponudbo in povprasevanjem v skladu s pricakovanji vlagateljev glede
prihodnjega poslovanja podjetja. Iz tega sledi, da je lastnik delnic podvrzen
tako tveganju zmanjSanja vlozenega kapitala, kot tudi potencialni nagradi
povecanja kapitala. Cene delnic se na razvitih in likvidnih delnigkih trgih
spreminjajo zelo hitro, tako reko¢ iz sekunde v sekundo. Nihanje cene delnice
je odraz pricakovanj vlagateljev o poslovanju podjetja. Poleg tega pa na
spremembe cen pomembno vplivajo razni vsakodnevni psiholoski faktorji, kot
je splosno emocionalno stanje borznih udelezencev. Vsi nasteti dejavniki so
lahko vzrok za nenadno rast ali padec cene. Temu nihanju cen pravimo tudi
volatilnost (angl. volatility).

Na delniskih trgih je mogoce zasluziti tudi s padcem vrednosti delnic.
Trgovec si izposodi delnice (ponavadi od borzno posredniske druzbe), ki jih
nato proda na trgu v upanju, da bo cena v prihodnosti padla. Ker prodamo
delnice, ki si jih ne lastimo, jih moramo tudi vrniti. Ce cena delnice pade,
trgovec kupi delnice nazaj in jih vrne borzno posredniski druzbi, sam pa
obdrzi razliko med vrednostjo prodaje in kasnejSega nakupa. TakSnemu
trgovanju pravimo prodaja delnic na kratko (angl. short selling).

2.2.2 Opcije

Opcija (angl. option) je IFI, ki se uporablja bodisi za $pekulacije, bodisi za
zavarovanje pred raznimi finanénimi tveganji. 7 njihovo pomocjo lahko
zavarujemo delniske nalozbe pred velikimi nihanji, ki spremljajo delniski trg.
Opcija spada med IFI, ker je njena vrednost izvedena iz nekega osnovnega
instrumenta (angl. underlying asset), pri ¢emer so najbolj razsirjene opcije
na delnice.



Pri delniski opciji (angl. stock option) gre za pogodbo, kjer morata vedno
obstajati dve pogodbeni stranki - na eni strani imamo subjekt, ki opcijo kupi
(kupec opcije, angl. option buyer), na drugi strani pa subjekt, ki opcijo proda
(pisec opcije, angl. options writer). Kupec delniske opcije ima pravico (ne pa
tudi obveze) do nakupa ali prodaje dolo¢ene koli¢ine delnic po vnaprej
doloceni izvrsilni ceni (angl. strike price) na vnaprej dolocen datum v
prihodnosti, ki mu recemo tudi datum zapadlosti (angl. expiration date).
Pisec opcije pa ima strogo obvezo, da zagotovi kupcu dogovorjeno Stevilo
delnic, vkolikor se kupec odlo¢i izkoristiti pravico, ki mu jo opcija omogoca.
Da pisec sprejme to obvezo, zahteva v zameno placilo, ki mu pravimo premija
(angl. option premium), uporablja pa se tudi izraz cena opcije (angl. option
price). To je torej cena, ki jo kupec opcije placa nasprotni stranki (piscu
opcije) v zameno za tveganje, ki ga pisec opcije prevzame. Pisec opcije
namrec¢ prevzame tveganje, da bo moral v prihodnosti do kupca poravnati
obveznosti, ki jih opcija dolo¢a. Pravimo tudi, da kupec opcije odpre dolgo
pozicijo (angl. long position), pisec opcije pa kratko pozicijo (angl. short
position). Ko se kupec odlo¢i izkoristiti pravico, ki mu jo opcija ponuja,
lahko ustvari s tem dobicek, lahko pa tudi izgubo, ki pa ne presega viSine
placane premije. Temu pravimo izplacilo opcije (angl. option payoff).

Dogovor: Odslej bomo delniske opcije krajse poimenovali z izrazom opcije.

Glede na povedano loc¢imo dve vrsti opcij:

e nakupna opcija (angl. call option) - daje imetniku opcije pravico
do nakupa vnaprej dolocenega Stevila delnic po vnaprej dogovorjeni ceni
na vnaprej dolocen datum

e prodajna opcija (angl. put option) - daje imetniku opcije pravico
do prodaje vnaprej dolocenega Stevila delnic po vnaprej dogovorjeni ceni
na vnaprej dolocen datum

Dogovor: Zaradi splosno uveljavljenega zargona v svetu finan¢ne industrije
bomo v nadaljevanju nakupno in prodajno opcijo vedno poimenovali z
angleskima besedama call in put.

Najbolj pogoste so t.i. wvanilla opcije (angl. Vanilla options), kamor spadajo
ameriske (angl. American options) in evropske opcije (angl. FEuropean
options). Te oznake ne pomenijo, da smo z nakupom tovrstnih opcij
regionalno omejeni na delnice ameriskih oziroma evropskih podjetij.



Evropske opcije omogocajo imetniku izvrsitev pravice do nakupa ali prodaje
izkljuéno na datum zapadlosti, medtem ko lahko lastnik ameriske opcije
izkoristi pravico do nakupa ali prodaje kadarkoli do (vkljuéno) datuma
zapadlosti.

Poleg vanilla opcij poznamo Se eksoticne opcije (angl. exotic options), med
katere spadata npr. digitalna opcija (angl. Digital option) ter azijska opcija
(angl. Asian option). Postopek za izracun in pomen azijske opcije sta
opisana v razdelku 4.3, kratek opis digitalne opcije pa lahko bralec najde v
slovarju pojmov. Razvoj taksnih opcij je podprt s strani finan¢nih inzenirjev,
da bi zadostili specificnim potrebam nekaterih udelezencev trga. Te opcije si
bomo podrobneje ogledali kasneje.

Za lazje nadaljnje razumevanje bomo na tem mestu uvedli nekaj novih
koli¢in in si ogledali delovanje evropske call opcije na preprostem primeru:

e Sy - zacetna cena delnice oziroma cena delnice v trenutku 0

e Sp - cena delnice na datum (dan) zapadlosti opcije (glej opombo 1)

Cy - cena call opcije (premija)

e [ - cena put opcije (premija)

K - izvrsilna cena opcije
e T - ¢as do zapadlosti opcije (glej opombo 1)
e ¢(Sr) - izplacilo opcije na dan zapadlosti

Opomba 1: Oznaka T je lahko za bralca dvoumna, zato jo je vredno dodatno
pojasniti. Vsaka opcija ima po njenem nakupu omejeno zivljenjsko obdobje.
Temu obdobju pravimo ¢as do zapadlosti opcije, kar oznac¢imo z oznako T'. Ker
je opcija vezana na neko delnico, moramo imeti tudi oznako za ceno te delnice
na dan zapadlosti opcije. V ta namen uvedemo oznako Sr, ki nam pove, koliko
znasa cena delnice na dan zapadlosti opcije - to je torej cena delnice po preteku
casovnega obdobja T

Primer 1: Predpostavimo, da optimisti¢ni investitor kupi evropsko call
opcijo na delnice podjetja Microsoft s casom zapadlosti 7' = 6 mesecev in
izvrsilno ceno K = 46$. Premija, ki jo placa za opcijo, znasa Cy = 18.
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Opomba 2: Zaradi lazjega izracuna uposStevamo, da nam zgornja opcija
dolo¢a pravico do nakupa ene delnice. Ce bi nam opcija dolo¢ala pravico do
nakupa vecjega Stevila delnic, potem bi bil torej dobicek enak ustreznemu
mnogokratniku dobicka na eno delnico. Premija je vezana na opcijo(ne na
stevilo delnic, ki jih opcija doloca!) in se na koncu odsteje od dobicka. Ko
odstejemo Se premijo, dobimo ¢isti dobicek.

Na dan zapadlosti opcije sta mozna dva scenarija:

1. Trzna cena delnice na dan zapadlosti znasa Sr = 508$, zato se investitor
odloci in izkoristi pravico do nakupa delnice po izvrsilni ceni K = 46$.
Kupljeno delnico lahko nato takoj proda na trgu ter ustvari dobicek v
visini g(S7) = Sr - K = 50$ - 46% = 4$. Ko odstejemo Se placano
premijo, znasa ¢isti dobicek 4% - 1$ = 3$.

2. Trzna cena delnice na dan zapadlosti pade na Sy = 40$. V tem primeru
investitor pravice do nakupa delnice po izvrSilni ceni ne bo izkoristil,
opcija pa bo zapadla. Ne bi bilo namre¢ smiselno kupovati delnice po
izvrgilni ceni K = 46$, ce jo lahko na trgu kupimo ceneje po ceni 40$.
Tako opcija zapade, investitor pa izgubi placano premijo v vrednosti 1$.

Matemati¢no gledano sta izplacili (brez upostevanja premije) evropske call in
put opcije sledeci:

e call opcija: ¢(Sr) = maz{0,Sr — K} ={Sr — K}*

e put opcija: g(S7) = maz{0, K — Sr} = {K — Sp}+

ol ,cex >0
0 , sicer

Opomba 3: Za izracun cistega dobicka je potrebno od dobljenih izplacil
odsteti Se vrednost premije.

V 4. poglavju bomo v zvezi z izplacilom opcije omenili Se pojem notranje
vrednosti opcije. Poznavanje tega pojma zaenkrat ni potrebno, zato ga na
tem mestu ne bomo podrobneje razlagali.
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Spodnja grafa prikazujeta funkciji izplacila call in put opcije:

Izplacilo
8(51)

K S

Slika 2.1: Funkcija izplacila call opcije. Dokler se cena delnice ST giblje pod izvrsilno ceno opcije K, je
izplacilo opcije enako 0. Ko cena delnice naraste nad vrednost K, je izplacilo opcije neka pozitivna vrednost,
odvisna od cene delnice St.

Izplacilo
g(Sr)

K St

Slika 2.2: Funkcija izplacila put opcije. Ce se cena delnice St giblje nad izvrsilno ceno K, bo izplacilo opcije
enako 0. Ko cena delnice pade pod vrednot K, je izplacilo opcije pozitivna vrednost, odvisna od cene delnice
St.

Opomba 4: Grafa ne upostevata placila premije, zato je potrebno za izracun
cistega dobicka premijo odsteti od izplacila.
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Spodnje tabele prikazujejo vse mozne scenarije izplacil:

Mozni scenariji ob zapadlosti opcije
St <K St =K St >K
Call izplacilo 0 0 Sr— K
Premija —C() —C() —C()
Zasluzek/Izguba —Cy —Co St — K —Cy

Tabela 2.1: [12]Long call (nakup pravice nakupa) - v najslabSem primeru lahko izgubimo vrednost premije,
ki smo jo placali za opcijo. Ce na datum zapadlosti opcije cena delnice St presega izvrsilno ceno opcije K,
ustvarimo dobicek, zmanjSan za vrednost premije.

Mozni scenariji ob zapadlosti opcije
St <K St =K St >K
Call izplaéilo 0 0 —(St — K)
Premija +Co +Co +Co
Zasluzek /Izguba +Co +Co K-St +Cy

Tabela 2.2: [12]Short call (prodaja pravice nakupa) - e cena delnice St ne preseze izvrsilne cene opcije K
ali ostane enaka, potem smo ustvarili dobi¢ek v visini premije. Ce cena delnice preseze izvrsilno ceno opcije,
vidimo, da je lahko izguba teoreti¢no neskonc¢na.

Mozni scenariji ob zapadlosti opcije
St <K St =K St > K
Put izplaécilo K - Sr 0 0
Premija —Py ) —-Py
Zasluzek/Izguba | K — S — Py —-P —-P

Tabela 2.3: [12]Long put (nakup pravice prodaje) - v najslabSem primeru izgubimo znesek v visini premije,
ki smo jo placali za opcijo. Dobicek ustvarimo v primeru, ¢e cena delnice S pade pod izvrsilno ceno opcije
K.

Mozni scenariji ob zapadlosti opcije
St <K St =K St >K
Put izplacilo —(K — Sr) 0 0
Premija +Py +Py +Py
Zasluzek/Izguba | St — K + Py +Py + Py

Tabela 2.4: [12]Short put (prodaja pravice prodaje) - ¢e cena delnice St ne pade pod izvrsilno ceno opcije K
ali ostane enaka, potem ustvarimo dobi¢ek v visini premije. Ce cena delnice pade pod izvrsilno ceno opcije,
smo v izgubi.

Iz tabel je razvidno, da bi lahko long call in long put opcije udelezencem na
trgu omogocale ustvarjanje dobicka brez tveganja, ¢e ne bi bilo potrebno za
dane pravice placati premije, tj., ¢e bi bilo Cy=F,=0.

V naslednjih poglavjih bomo torej skusali odgovoriti na sledece vprasanje:

e Kako dolociti vrednost opcije?
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Poglavje 3

Vrednotenje opcij

3.1 Osnove vrednotenja

Pri vrednotenju opcij se vedno pojavlja problem oziroma vprasanje, koliksno
vrednost dodeliti opciji v nekem ¢asu. Ce ne upostevamo placila premije, je
jasno, da lahko trzni udelezenec z opcijami ustvari dobicek brez rizika.
Ampak upostevati moramo, da je potrebno za nakup oziroma lastnistvo
opcije placati dolo¢eno ceno (premijo), ki nam kasneje omogoc¢i izvrsitev
opcije na dan zapadlosti. Ce je cena opcije previsoka, za ceno delnice pa
predvidimo, da se ne bo zelo oddaljila od izvrSilne cene, potem noben
razumen trgovec taksne opcije ne bo kupil.

Namen vrednotenja opcij je ugotoviti teoreticno pravilno vrednost call ali put
opcije, upostevajoC¢ dolo¢ene spremenljivke. Teoreti¢na pravilna vrednost
opcije je tista vrednost, ki nam jo izracuna nek matemati¢ni model za
vrednotenje opcij, na podlagi podanih parametrov. O tem bomo ve¢ povedali
v 4. poglavju. Marsikoga bo na tem mestu zmotil pojem ,teoreticna pravilna
vrednost”. Izraza ,prakticna pravilna vrednost”v financéni terminologiji ne
zasledimo, uporablja pa se izraz ,trzna vrednost”ali ,trzna cena”. Trzna
vrednost opcije je tista vrednost, po kateri lahko opcijo kupimo na trgu v
nekem trenutku. Teoreticna pravilna vrednost opcije pa nam omogoca, da
naredimo primerjavo s trzno vrednostjo in ocenimo, ali je glede na nase
predpostavke o prihodnjem gibanju trga trenutna investicija smiselna.

Ker je vrednost oziroma cena opcije odvisna od veliko razlicnih spremenljivk,
je vrednotenje opravilo, ki je lahko racunsko zelo kompleksno. Kompleksnost
izracunavanja vrednosti opcije se kaze predvsem v nujnosti poznavanja
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naprednejSih podroc¢ij matematiéne teorije, kot so stohasti¢ni procesi,
verjetnostni racun, statistika in diskretna matematika.

Obstaja ve¢ modelov vrednotenja opcij, najbolj pogosti pa so naslednji:

e Black-Scholes model
e Binomski model

e Modeli na osnovi metode Monte Carlo

Velik korak na podro¢ju vrednotenja opcij je pomenila objava Black -
Scholesove formule leta 1973. Objavila sta jo Fischer Black in Myron Scholes
[14] in sicer na podlagi raziskav Roberta Mertona [14]. Za to delo so prejeli
Nobelovo nagrado. Black - Scholesov model namre¢ predstavlja analiti¢ni
pristop k vrednotenju opcij. Model je izérpno predstavljen v [2].

John C. Cox, Stephen A. Ross in Mark Rubinstein so prav tako pomembno
prispevali k teoriji vrednotenja opcij. Razvili so binomski model, poznan tudi
kot CRR model [14]. Slednji je diskreten in temelji na stohasti¢nih procesih,
v limiti pa aproksimira Black - Scholesovo zvezno resitev [5].

V finan¢ni matematiki se za vrednotenje opcij uporabljajo tudi modeli na
osnovi metode Monte Carlo. Slaba stran teh modelov je pocasnost
izracunavanja rezultatov, zaradi tega se posledicno metoda Monte Carlo
uporablja kot skrajna resitev. V nalogi zato tem modelom ne bomo posvecali
pozornosti, zahtevnejsi bralci pa si lahko o metodi Monte Carlo ve¢ preberejo
v [5].

V diplomski nalogi, se bomo ukvarjali z diskretnim matemati¢nim modelom,
ki mu pravimo tudi CRR binomski model. Slednji je zaradi svoje diskretne
narave zanimiv z vidika razvoja racunalniskega algoritma, v praksi pa se
uporablja najpogosteje, saj je njegova implementacija dokaj preprosta.

Preden se zacnemo pogovarjati o naprednejsih vidikih vrednotenja opcij, se
moramo v nadaljevanju najprej seznaniti s pojmoma sedanja vrednost (angl.
present value) in arbitraa (angl. arbitrage).
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3.1.1 Sedanja vrednost

Ce nam nekdo ponudi moznost izbire med izplacilom 100€ danes ali pa
100 € c¢ez 5 let, se bomo najverjetneje odlocili za prvo moznost. Navsezadnje
je b let dolga doba in zakaj bi na izplacilo ¢akali 5 let, ¢e lahko enak znesek
dobimo takoj danes? Za vecino ljudi bi bila to popolnoma razumna
odlocitev. Ce danes dobljenih 100€ tako ali drugace investiramo, lahko v
prihodnjih 5 letih z obrestmi povecamo zacetni znesek. Pravimo, da na tak
na¢in povecamo prihodnjo vrednost (angl. future value, FV) denarja.

Ce poznamo sedanjo vrednost (angl. present value, PV), letno obrestno mero
r in Stevilo let obrestovanja n, potem lahko izracunamo prihodnjo vrednost
denarja, kot to prikazuje formula 3.1.

FV =PV .(1+7)" (3.1)

Ampak v praksi se veckrat srecamo s primeri, ko nas zanima sedanja vrednost
denarja. Ce prejmemo danes 100€, je sedanja vrednost tega denarja seveda
100€. Ce pa bi teh 100€ prejeli npr. ¢ez eno leto, potem sedanja vrednost
tega zneska ni ve¢ 100 €, ker denarja Se nimamo v rokah. Da bi nasli ustrezno
sedanjo vrednost 100€, ki jih bomo prejeli ¢ez eno leto, se moramo vprasati,
koliko denarja bi morali investirati danes, da bi ¢ez eno leto dobili 100€. V
tem primeru pravzaprav izracunamo, koliko denarja PV bi morali imeti danes,
da bi z njim z danimi obrestmi r v danem ¢asu n dosegli neko dano prihodnjo
vrednost F'V, kar opisuje formula 3.2.

Vv
PV =" _ 3.2
V finanéni terminologiji se 1, ki se uporablja pri izra¢unu sedanje

1+7r)”?
vrednosti PV, imenuje letn; d)z'skontm' faktor (glej diskontni faktor).
Zahtevano stopnjo donosa (obrestno mero) predstavlja r. Faktor m, se
imenuje faktor sedanje vrednosti (angl. present value interest factor, PVIF),
pogosto pa se zanj uporablja tudi termin diskontni faktor (angl. discount
factor, DF). Slednji pri dani diskontni stopnji (angl. discount rate) in ob
danem prihodnjem c¢asovnem obdobju pove, kolikSna je pripadajoca sedanja

vrednost ene denarne enote.

Faktor sedanje vrednosti W temelji na obrestnem obrestovanju (angl.
compound interest). V praksi pa se pogosto uporablja diskontiranje z

zveznim obrestovanjem (angl. continuous interest). Zvezno obrestovanje je
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aproksimacija obrestnega obrestovanja pri velikih n. Izracun sedanje
vrednosti z uporabo zveznega obrestovanja prikazuje formula 3.3.

PV =FVe ™ (3.3)

Izpeljimo formulo 3.3 iz formule 3.2.

Predstavljajmo si, da se obrestovanje zgodi t-krat na leto. Ce imamo X <€, ki
smo jih pripravljeni investirati po letni obrestni meri r z obrestovanjem t-krat
na leto, potem bo koli¢ina denarja, ki ga bomo prejeli po preteku n let

FV = PV(1 + r/n)™. Potem bo formula za izracun sedanje vrednosti
sledeca:
FV
(1+3)m
Trditev 1:

1
lim(1+-)°=e

S§—00 S

Dokaz: Naj bo:

lim f(z) = 400 in lim g(z) = +o0

r—a Tr—a
o (o) . . . .
Ce lim obstaja, ali ce je ta limita +oo oziroma —oo, potem je:

z—a g’(gj)
lim /(@) = lim f'(z)

r—a g(:p) C 2oa g’(q})

Uvedemo novo spremenljivko: w = 1/s. Potem je s = 1/w. Ko to vstavimo v
enacbo trditve 1, dobimo:

1
lim (1 + =)* = lim (1 4+ w)"/®

S$—00 S w—0

Uvedemo novo spremenljivko:

y = (1+w)"



Ce logaritmiramo obe strani prejsnje enacbe, dobimo:

logy = log(1 + w)'/®

1
— “log(1
" 0g(1 +w)

_log(1+w)
B w

Dobimo:

log(1
w—0 w—0 w

Po L’Hospitalovem pravilu dobimo:

log(1
lim logy = lim M = lim

w—0 w—0 w w—0

1/(14 w)
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Pokazali smo, da logy — 1, ko w — 0. Zveznost eksponentne funkcije pomeni,
da e8¥ — e!' ko w — 0. To pomeni, da y — e, ko w — 0. Z drugimi

besedami to pomeni, da smo pokazali sledece:

1
lim (1+ =)* = lim (1 + w)"/* = ¢

S—00 S w—0
Trditev 2:
: r tn _ rn
tlggo(l + t) - °

Dokaz: Uvedemo novo spremenljivko s = ¢/r. Potem je r/t = 1/s in t = sr.

Tako dobimo:

1 1
hm(l + %)m = lim (1 + _)srn = lim [(1 i _)s]rn

t—o0 S—00 S S—00

Za trditev 1 smo dokazali, da je:
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1
lim(1+-)°=e

§—00 S

Iz tega sledi, da je:

1
lim [(1 + _)s]rn — '
S

S§—00

Ce se spomnimo, da je s = t/r, lahko naredimo zamenjavo:

lim [(1 + %)5

™ __ 1z ftn_ ™m
t—00 ] _tlggo<1+t) —°

Ustrezno vstavimo e v formulo 3.4 in vidimo, da formula za izracun sedanje
vrednosti tako postane:

PV = =FVe ™

ern

Ce povzamemo, vidimo, da je pregovor ,cas je denar’osnovan na trdnih
temeljih. Vrednost denarja, ki ga imamo sedaj, ni enaka njegovi vrednosti v
prihodnosti in obratno. Ce znamo izracunati sedanjo in prihodnjo vrednost
denarja, pravimo tudi, da znamo doloc¢iti casovno wrednost denarja.
Sposobnost doloc¢itve ¢asovne vrednosti denarja je pomembna, saj se lahko le
tako modro odlocamo med razli¢nimi nalozbami, ki nam ponujajo donose v
razlicnem casu. Kot bomo videli v kasnejsih poglavjih, bomo to potrebovali
pri racunanju vrednosti opcij. Bralec lahko nazorno ilustracijo casovne
vrednosti denarja najde na zacetku tega razdelka, kjer smo opisali, kako
dolo¢imo sedanjo in prihodnjo vrednost denarja.

3.1.2 Arbitraza

Arbitraza (angl. arbitrage) je izkoris¢anje tecajnih razlik istega instrumenta
na razlicnih trgih. Najpogostejsi vrsti arbitraze sta arbitraZa vrednostnih
papirjev ter devizna arbitraZa, poznamo pa tudi obrestno arbitrazo, pri kateri
gre za izkoriscanje razlik v obrestnih merah na istovrstne kredite v razlicnih



19

drzavah.

Shreve [3] arbitrazo definira kot trgovalno strategijo, ki se zac¢ne brez zacetne
vsote denarja, ima nicelno verjetnost izgube denarja ter pozitivno verjetnost
zasluzka.

Matematicno bi rekli, da je na trgu prisotna moznost arbitraze, c¢e obstaja
trgovalna strategija 0, tako da velja [5]:

e V9(0) = 0....zacetna vsota denarja je enaka nic
e VO(T) > 0....nicelna verjetnost izgube
e P[V%(T) > 0] > 0 za nek T > 0....pozitivna verjetnost zasluzka

kjer V°(t) pomeni vrednost premozenja v trenutku ¢ pri uporabi trgovalne
strategije 0, P pa oznacuje verjetnost.

Taksno trgovanje (uporaba arbitraze) je v nasprotju z nacelom ucinkovitega
trga, ki pravi, da ¢e lahko s trgovalno strategijo ustvarimo nekaj iz nic,
potem moramo v zakup vzeti tudi moznost izgube [3]. Na trgu sicer pride do
trenutkov, ko se pojavi priloznost za arbitrazo, vendar je taksna moznost
hitro odkrita. Zaradi tehnoloskega napredka na podroc¢ju informacijskih
tehnologij lahko profesionalni borzni udelezenci na taksne dogodke hitro
reagirajo in s tem moznost arbitraze tudi odpravijo.

Ker arbitrazne priloznosti na trgu ne morejo biti dolgo prisotne, se v
standardnih modelih privzame, da na trgu arbitraznih priloznosti ni.
Matemati¢nega modela, ki bi dopuscal moznost arbitraze, zaradi tega ne
moremo uporabiti za analizo.

3.2 Preprosti diskretni modeli

V tem razdelku si bomo ogledali preproste diskretne matemati¢ne modele za
vrednotenje opcij. Ti preprosti modeli nam bodo koristili kot uvod v bolj
kompleksne modele vrednotenja. Ogledali si bomo tudi izracun
replikacijskega portfelja (angl. replicating portfolio), ki nam bo kasneje sluzil
kot osnova pri razvoju kompleksnejSega diskretnega modela za vrednotenje
opcij.



20

Opomba 5: Od sedaj naprej bomo v nalogi veckrat potrebovali oznake za
casovne trenutke in obdobja. V opombi 1 smo rekli, da cas do zapadlosti
opcije oznacimo s T'. Ker skozi zivljenjsko obdobje opcije opazujemo premike
cene delnice v posameznem trenutku (od nakupa do dneva zapadlosti opcije),
moramo tudi za to uvesti ustrezne oznake. Zato bomo rekli, da ¢asovne
trenutke od nakupa do zapadlosti opcije oznac¢imo s t (npr. t = 0, ¢t = 1,
t =2, ...). Na dan zapadlosti opcije (po preteku ¢asovnega obdobja T'), bo
t = T. Ce npr. traja zivljenjsko obdobje opcije od trenutka 0 do trenutka 1,
potem bomo trenutek 0 oznacili s ¢ = 0, trenutek 1 past =T = 1. Ce bo
torej oznaka T' v nalogi uporabljena kot trenutek, bomo vedeli, da gre za
oznako trenutka na dan zapadlosti opcije. Da ne bi prislo do nesporazumov,
bo vedno eksplicitno navedeno, kdaj uporabljamo T kot zivljenjsko obdobje
opcije in kdaj za trenutek (dan zapadlosti opcije).

3.2.1 Enoperiodni model

Najpreprostejsi model predpostavlja, da se cena instrumenta spremeni samo
enkrat, kar pomeni, da upostevamo samo dva datuma - zacCetnega in
koné¢nega. Instrument S ima na zacetku v trenutku ¢ = 0 vrednost S(0) = S,
po preteku nekega obdobja, v trenutku ¢ = T = 1, pa ima konc¢no vrednost
S(1). Ce gre za tvegani instrument(npr. delnico), potem je S(1) nakljuéna
spremenljivka, katere vrednost bo razkrita v trenutku 7" = 1. TakSnemu
modelu pravimo enoperiodni model (angl. single-period model).

Glede na namen uporabe enoperiodnega modela je naklju¢na spremenljivka
S(1) zasnovana tako, da lahko zavzame dve ali ve¢ razlicnih vrednosti.
Predpostavimo, da je S(1) nakljuéna spremenljivka, ki lahko zavzame j > 2

moznih vrednosti Si,...... ,Sj, z verjetnostmi p; = P[S(1) = S;], kjer je
1 <@ < jinp; > 0 za Vi. Lahko si torej predstavljamo neko mnozico
dogodkov i v trenutku 7" = 1, pri ¢emer ima vsak dogodek pozitivno

verjetnost. Ce se zgodi dogodek i, potem je S(1) = S;.
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Slika 3.1: Enoperiodni model - cena lahko v ¢asu T' = 1 zavzame katerokoli od j moznih vrednosti.

Ponavadi predpostavljamo, da obstaja na trgu netvegan instrument B
(obveznica ali banéni racun) tako, da velja: By = 1 in By > By. Notacija
By = 1 pomeni, da je v trenutku 0 ena enota tega instrumenta (npr.
bancnega racuna ali ene obveznice) vredna eno denarno enoto. Bj je
vrednost v trenutku 1 in sicer ene denarne enote, ki smo jo vlozili v banko v
trenutku 0. Ce z r ozna¢imo banéno obrestno mero v tem obdobju, dobimo

BO + ’I"BQ = Bl, (35)

obrestno mero r pa na podlagi znanega By doloc¢i formula

r=B; —1. (3.6)

Predpostavimo sedaj model trga, v katerem imamo N tveganih instrumentov
ali delnic Si,...,Sy in nek garantiran finanéni instrument B z vnapre]
doloceno fiksno obrestno mero. Investitor v nekem trenutku te instrumente
kupi - recemo tudi, da v njih zavzame pozicijo. Ker je model enoperiodni,
pomeni, da se nakup posameznega instrumenta izvrsi samo enkrat, v
trenutku 0. Vrednost teh pozicij v trenutku 7" oznac¢imo z Vp, pri Cemer je
zacetni razpolozljivi kapital investitorja v casu 0 enak Vj. Oznacimo z y;,
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t = 1,..., N, kolicino posameznega tveganega instrumenta, ki ga investitor
hrani v portfelju med trenutkom 0 in trenutkom 1. Z z oznac¢imo koli¢ino
denarja, investiranega na bancni racun v trenutku 0. Vrednost

investitorjevega portfelja bo ob koncu danega casovnega obdobja enaka

Vrednost portfelja v trenutku 7' =1 je torej vsota koli¢in posameznih nalozb,
pomnozenih z njihovimi vrednostmi v trenutku 7" = 1.

3.2.2 Vecperiodni model

Veéperiodni model (angl. multi-period model) je razsiritev enoperiodnega
modela.  Pri teh modelih casovno obdobje preprosto razdelimo na vec
manjsih intervalov (korakov), pri Cemer je vsak interval modeliran kot
enoperiodni.

Slika 3.2: Dvoperiodni model s konéno mnogo stanji. Pri takSénem modelu torej razdelimo ¢asovno obdobje
do zapadlosti opcije na ve¢ casovnih korakov. Vsak korak je modeliran kot enoperiodni.

Zelo znan je stohastiéni vecperiodni model, imenovan CRR (Coz - Ross -
Rubinstein) model. Ta se v praksi pogosto uporablja, hkrati pa je dokaj
preprost za implementacijo v smislu izracunavanja ter simuliranja cen IFI.
Podrobneje si ga bomo ogledali v zadnjem poglavju, ko bomo z njegovo
pomocjo razvili algoritem za izra¢un vrednosti evropske opcije.



23

3.2.3 Replikacija portfelja

Ce se izplacilo nekega portfelja, sestavljenega iz delnic in gotovine, ujema z
izpla¢ilom opcije, potem pravimo, da portfelj replicira (glej replikacijski
portfelj) opcijo. Ce je izplagilo portfelja enako izplacilu opcije, potem lahko
sklepamo, da mora biti tudi njegova zacetna cena enaka ceni opcije. Tako
lahko ugotovimo, koliko stane konstrukcija portfelja, katerega koncéno
izplacilo bo v trenutku 7" = 1 enako izplacilu opcije. S tem bi ugotovili tudi
posteno sedanjo vrednost opcije.

Na ta nacin lahko izplacilo opcije repliciramo z linearno kombinacijo delnic in
netveganega instrumenta s fiksno obrestno mero. Netvegan instrument s
fiksno obrestno mero je bodisi obveznica, bodisi gotovina v smislu banc¢nega
depozita.

V skladu s formulacijo enoperiodnega modela lahko vzamemo preprost
model, kjer imamo na voljo delnico, katere vrednost bo v trenutku ¢ = 0
enaka Sy. V trenutku 7" = 1 bo delnica lahko zavzela vrednosti S; ali S5, kot
to prikazuje slika 3.3. Spomnimo se, da lahko v enoperiodnem modelu cena
delnice v trenutku 7" = 1 zavzame dve ali ve¢ razlicnih vrednosti. Ker se
bomo kasneje ukvarjali z binomskimi modeli, bomo za izracun, ki sledi,
predpostavili, da lahko cena delnice v trenutku T=1 zavzame dve vrednosti.
V resnici lahko cena v nekem trenutku zavzame le eno vrednost, vendar
moramo v matematicnih modelih predpostavljati, da lahko cena zavzame
katerokoli od moznih vrednosti. Izplacilo opcije v trenutku 7' = 1 bo ¢(S})
ali g(S2) v odvisnosti od cene delnice v trenutku 7" = 1.

Si

SO

S2

Slika 3.3: V ¢casu T = 1 lahko delnica zavzame vrednosti S7 ali Ss.

Izracun replikacijskega portfelja bomo povzeli iz [8]. Predpostavimo portfelj,
ki je sestavljen iz x gotovine in y delnic. V trenutku 7" = 1 bo imel portfelj
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vrednost:
z(1+7)+yS; (3.8)
ali
(14 7) +yS, (3.9)

V prvem odstavku tega razdelka smo pojasnili, da lahko ceno oziroma vrednost
opcije dolo¢imo tako, da ustvarimo replikacijski portfelj, sestavljen iz delnic in
gotovine. Da bi dolocili ceno opcije, moramo ustvariti taksen portfelj, da bo
njegovo izplacilo enako izplacilu opcije. Tedaj bo tudi cena portfelja enaka
ceni opcije. Ce zelimo ugotoviti ceno taksnega portfelja, moramo izracunati,
koliko delnic y in koliko gotovine x potrebujemo v trenutku ¢ = 0, da lahko
taksen portfelj ustvarimo. Nastaviti moramo enacbo, in sicer tako, da bo na
eni strani izplacilo portfelja, na drugi strani pa izplacilo opcije. Ker lahko cena
delnice v trenutku 7" = 1 zavzame vrednosti S; ali Sy, izberemo portfelj (x,y)
tako, da velja sistem linearnih enacb:

z(1+7)+ySi = g(5) (3.10)
z(1+7)+ ySs = g(S2) (3.11)

Ko enacbi odstejemo, dobimo:

y(S1 — S2) = g(S1) — g(S2) (3.12)
y= w (3.13)

Izrazeni y vstavimo v enacbo 3.10 in dobimo:

9(S1) — g(S2)

ZL‘(l + 7“) + Sl _ S2 SQ = g(Sg) (314)
S1) —g(S
w(1+7r)=9(5) - 9(5) — 9(52) ;3 — f]?(z 2>52 (3.15)
G} _ 9(S)=g(S2)
LG e = (3.16)

1+7r
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~ g(52)S1 — g(51)5
(51— S)(1+7)

(3.17)

Dobljeni enacbi za x in y nam povesta, koliko delnic in koliko gotovine
potrebujemo v trenutku t = 0, da bo v trenutku T = 1 izplacilo portfelja
(z,y) enako izplacilu opcije. Ce se izplacilo portfelja ujema z izplacilom
opcije, potem to pomeni, da mora biti tudi cena portfelja enaka ceni opcije.
Upostevajo¢ princip arbitraze (glej razdelek 3.1.2), morata biti vrednosti
portfelja in opcije v trenutku ¢ = 0 enaki, saj bi drugace na trgu obstajala
moznost zasluzka brez tveganja. Recemo, da smo s portfeljem (z,y)
replicirali opcijo, portfelju (z,y) pa pravimo replikacijski portfelj (angl.
replicating portfolio). V finanénem izrazoslovju se uporablja tudi izraz
Lhedge”, saj se s tem pisec opcije zaSCiti za primer poravnave prihodnjih
obveznosti.

Kot smo rekli, je cena opcije v trenutku ¢ = 0 enaka ceni portfelja (x,y) v
trenutku t = 0, kar lahko zapiSemo z enacbo:

Vo =z +ySo (3.18)
oziroma
9(52)51 - 9(51)52 9(51) - 9(52)
Vi — 4 S 3.19
0 (Sl —SQ)<1+T) Sl —SQ 0 ( )

Pokazimo, da zgornji izracun velja tudi za model z ve¢ casovnimi obdobji.
Naj bo vrednost delnice v trenutku ¢ = n — 1 enaka S;. V trenutku T" = n
lahko torej cena te delnice zavzame vrednosti Soy1 ali Sogpio, kot sledi iz
drevesa na sliki 3.4.

Sestavimo portfelj (z,_1,yn—1) tako, da bo veljalo:

Tn-1(1+7) + Yn-15%+1 = g(Sor+1) (3.20)

Tpo1(1+7) + yYn—15%+2 = g(Sokt2) (3.21)
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S2k+l

Sk

S 2k+2
Slika 3.4: Cena delnice lahko v naslednji casovni periodi zavzame vrednosti Sap41 ali Sog4o
Izrazimo x,_1 in y,_1:

9(Sak+1) — 9(S2rt2)
82k+1 - 82k+2

Yn—1 = (322)

9(52k+2)52k+1 - g(SQk+1>SQk+2
! (Sokt+1 — Sakt2)(1+7) ( )

V trenutku ¢t = n — 1 lahko torej sestavimo portfelj, katerega izplacilo bo v
trenutku 7" = n enako izplacilu opcije. Kot vemo, smo na ta nacin dobili
vrednost opcije v trenutku ¢t =n — 1.

7 enakim razmislekom dolo¢imo tudi vrednost opcije v trenutku t = n — 2:

Yz = Q(Sk) — g<Sk+1)
" Sk — Sk+1

oy — 9(Sk+1)Sk — 9(Sk)Sk+1
" (Sk — Sk+1)(1+7)

(3.24)

(3.25)

S ponavljanjem postopka lahko rekurzivno dolo¢imo vrednosti opcij tudi v ¢asu
t=n-—3,..0.

3.3 Eksoti¢ne opcije

Ko smo v prvem poglavju govorili o ameriskih in evropskih opcijah, nismo
omenili, da so to t.i. standardizirane opcije (angl. standardized options). To
pomeni, da so parametri opcije doloceni v skladu z nekimi standardi.
Dolocena je npr. vrsta opcije (ameriska ali evropska), velikost pogodbe
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(kolicina osnovnega instrumenta), datum zapadlosti, izvrsilna cena in
provizije.

Poznamo pa tudi eksoticne opcije, ki spadajo med nestandardizirane financne
produkte (angl. unstandardized financial products). To pomeni, da so
narejene z namenom, da bi zadostile specificnim potrebam dolo¢enih
udelezencev trga. Razvijajo jih inZenirji v skladu z zahtevami vlagateljev.
Razvoj teh opcij je sprozil interes po ozje usmerjenih produktih za nalozbena
zavarovanja in upravljanja s tveganji. Razvoj matematicno kompleksnih
eksoti¢nih opcij je omogocil tudi napredek informacijskih tehnologij in strmo
povecevanje zmogljivosti racunalnikov, ki omogocajo obdelavo velikih koli¢in
podatkov. Eden od razlogov za njihovo priljubljenost pa so tudi nizje premije
glede na sorodne standardizirane produkte. Obstaja ve¢ vrst eksoticnih opcij,
kot so npr. azijske opcije, lookback opcije in digitalne opcije. Slednjim recemo
tudi binarne opcije. Splosne smernice za izrac¢un vrednosti azijske opcije si
bomo ogledali v 4. poglavju, v razdelku 4.3.
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Poglavje 4

Algoritmi

To poglavje je namenjeno opisu razvoja konkretnega racunalniskega
algoritma, ki nam bo za izbrane parametre izracunal tako potek cen
osnovnega instrumenta kot tudi vrednost opcije. Algoritem bomo razvili na
podlagi diskretnega matemati¢nega modela, ki mu pravimo binomski model.

4.1 Binomski modeli

Binomski modeli (angl. binomial models) temeljijo na predpostavki, da
vrednost osnovnega instrumenta sledi evoluciji cen tako, da cena v vsakem
intervalu naraste ali pade za fiksen faktor. Z uporabo binomskih dreves (angl.
binomial trees) lahko na ta nacin predvidimo in prikazemo vse mozne
vrednosti osnovnega instrumenta vse do datuma zapadlosti opcije. Kot bomo
videli v nadaljevanju, lahko s pomocjo taksnega predvidevanja evolucije cen
osnovnega instrumenta posledicno izracunamo tudi vrednosti opcije.
Binomska metoda je torej preprosta numeric¢na tehnika za aproksimacijo cene
evropske opcije. Vrednost evropske opcije lahko aproksimiramo z uporabo
rekurzivnega algoritma, ki ga bomo razvili v razdelku 4.1.1, njegovo
implementacijo pa si bomo ogledali v razdelku 4.2.2. Preden preidemo na
implementacijo algoritma, si moramo ogledati podrobnejse principe delovanja
CRR binomskega modela.

4.1.1 CRR model

Binomski model je pomemben veéperiodni diskretni matematiéni model (glej
razdelek 3.2.2). Pravimo mu tudi CRR (Cox - Ross - Rubinstein) model. Ker
se v praksi pogosto uporablja in je preprost za implementacijo, si ga oglejmo
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podrobneje.

Spet predpostavimo, da imamo na voljo nek tvegan osnovni instrument
(delnico) in banéni ra¢un (gotovino) z garantirano obrestno mero. Naj bo Sy
trenutna cena delnice v trenutku ¢ = 0. Po preteku nekega ¢asa T' lahko cena
delnice zavzame le dve vrednosti: Spu in Spd, kjer sta u in d realni stevili,
tako da velja u > d. Cena instrumenta se lahko v nekem ¢asu poveca za
faktor u ali zmanjsa za faktor d.

S() U

So

Sod

Slika 4.1: Enoperiodni binomski CRR model - cena delnice lahko v naslednji periodi zavzame vrednost Sou
ali Spd.

Ce opazujemo enoperiodni binomski model, lahko vidimo, da lahko cena
delnice v trenutku 7' = 1 zavzame le vrednosti Sou ali Syd. Izplacilo opcije
ozna¢imo z ¢g(Sr). V trenutku 7' = 1 bi imeli izplacili g(Sou) ali g(Sod).

Ce bi model razsirili na veé ¢asovnih obdobij, bi opazovali cene delnice od
trenutka t = 0 do t = T. Ce razsirimo enoperiodni model na sliki 4.1, ni
tezko ugotoviti, da bi cena delnice v trenutku ¢ = 2 lahko zavzela eno od treh
moznih vrednosti: Sou?, Syud ter Spd?. Enako razmisljamo tudi v trenutku
t=3,t=4,..t="T. V trenutku ¢t = 3 bi lahko delnica zavzela eno od stirih
moznih vrednosti: Spu?, Syu?d, Syud? ter Syd>.

Spomnimo se, da smo pri izracunu replikacijskega portfelja ugotavljali, koliko
delnic y in koliko gotovine x potrebujemo v trenutku ¢ = 0, da bo izplacilo
portfelja enako izplacilu opcije. V ta namen smo izpeljali enacbi 3.13 in 3.17,
za kateri ne Skoduje, ¢e jih ponovimo:
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_ g(S1) — g(S2)
Sl — S2

_g(52)S1 — g(51)Ss
n (Sl - SQ)(]. —|—T>

Splosni izracun replikacijskega portfelja (angl. replicating portfolio, poglavje
3.2.3) dopolnimo oziroma spremenimo v skladu z zgornjo formulacijo CRR
modela (slika 4.1), s to razliko, da uporabimo diskontiranje z zveznim
obrestovanjem.  Mozni vrednosti delnic v trenutku 77 = 1 (S; in Sy)

nadomestimo s Syu in Syd. Diskontni faktor ne bo ve¢ 1/(1+7), temvec e "7
S(]U - Sod .
T = e—?"Tg(SOd)u — Z(Sou)d (42)
u —_—

Spomnimo se, da pri uporabi zveznega obrestovanja pomeni r letno obrestno
mero, 1" pa pomeni neko casovno obdobje (v nasem primeru je to ¢as do
zapadlosti opcije).

Sedanja vrednost opcije V[ postane:

Vo=ySo +x (4.3)
g(Sou) — g(Sod) 7 9(Sed)u — g(Sou)d
= r 4.4
Sou—5od 0 te - (4.4)
_ 9(Sou) — g(Sod) 4 e—TTg(SOd)u — g(Sou)d (4.5)
u—d u—d
_ 9(Sou) — g(Sod) + e (g(Sod)u — g(Sou)d)
= (4.6)
u—d
Vpeljemo novo spremenljivko:
el —d
q= (4.7)
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Vrednost ¢ je verjetnost, da bo cena delnice narasla na Syu. Torej je 1 — ¢
verjetnost, da bo cena padla na Syd.

Vrednost opcije v trenutku t=0 lahko izrazimo kot:
Vo= e (g g(Sou) + (1 —q) - g(Sod)) (4.8)

Ce uvedemo novi oznaki g, = g(Sou) in gq = (Sod), lahko formulo 4.8 zapisemo
enostavneje kot:

Vo=e"(q g+ (1) ga) (4.9)

Posplositev na N period:

Posplosimo sedaj razmisljanje na veéperiodni binomski model. Casovno
obdobje do zapadlosti opcije razdelimo na vec¢ period (korakov), tako da bo
T = NAt.

Za lazjo predstavo si kot primer zamislimo dvoperiodni binomski model, kot
ga prikazuje slika 4.2:

SQ u"‘

So Su ud

Sod?

Slika 4.2: Dvoperiodni binomski CRR model.

V tem primeru je cas do zapadlosti opcije razdeljen na N = 2 enaka ¢asovna
koraka, tako da je T' = 2At. Binomsko drevo ima sedaj v listih tri mozne
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konéne vrednosti (Sou?, Soud, Sou?), ki jih lahko delnica zavzame v trenutku
t =T = 2At. Mozna izplacila opcije so zato:

gu = 9(Sou?) (4.10)
gm = 9(Soud) (4.11)
9a = 9(Sod®) (4.12)

Enako kot pri enoperiodnem modelu uporabimo ze razvito formulo 4.9 in v
casu T' = At dobimo vrednosti opcije:

Vi=e" (g gu+ (1—q) gm) (4.13)

Vil =e (g gm+ (1 —q) - ga) (4.14)

Nad izrac¢unanima vrednostma V* in V% uporabimo formulo 4.9 e enkrat in
dobimo:

Vo=e g V" + (1 —q)- V) (4.15)

=" g(Sou®) +2q- (1~ ) - g(Soud) + (1 = q) - g(Sed®))  (4.16)

ali

2

Vo=e Y /(1 q)g(Seu?d®) (4.17)

J=0

Kot zanimivost lahko v enacbah 4.9 in 4.16 opazimo zaporedje koeficientov
1,1 ter 1,2,1. Z nadaljevanjem postopka lahko vidimo, da gre za zaporedje
binomskih koeficientov. To je Pascalov trikotnik, ki ga prikazuje slika 4.3.
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1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5§ 10 10 5 1

Slika 4.3: Pascalov trikotnik. V vsaki vrstici od zunaj za¢nemo z enicami, nato pa sestevamo sosednji stevili
in vsoto pisemo pod njima [10].

Izracun binomskega koeficienta si bomo ogledali v razdelku 4.2.2, kjer bomo
ve¢ povedali o algoritmu za vrednotenje evropskih opcij.

Ce zadnjo enacbo (4.17) posplosimo na N period, dobimo N — periodni
model, kjer je T'= NAt, enacha pa se glasi:

N
N ) ) ) )
Vo=e"y" (]_ )q](l — )N g(Spu dN ) (4.18)
§=0

Dokaz posplositve:

Na podlagi doslej znanih dejstev o CRR modelu vemo, da lahko izplacila v
vsakem vozliscu v N — periodnem modelu izrazimo kot funkcijo izplacil v
N + 1 — periodnem modelu:

g(SoudN=T) = e (qg(Spud TN I + (1 — ¢)g(SpuldNT1IY)) (4.19)
Ce vstavimo rezultat enacbe 3.19 v 3.18, dobimo:

% — efr(T+At)qN+lg(SOuN)

e’“<T+At>é [(f) + ( j]jl)] ¢’ (1= q)" 7 g(Sou?d" )

+ efT(T+At(1 _ q>N+1g(SOdN) (420)

+

Pascalovo pravilo pravi, da velja:

G G2 -0 a
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Enacba 4.20 tako postane:

N
N +1\ , , ‘
Vy = r(N+1)At) Z ( + ) ] q)N+1—]g(Sou]dN+1—j> (422>

j=0

Zgornja enacba potrjuje, da formula 4.18 velja za N + 1 — periodni model. Po
principu indukcije je tako formula 4.18 veljavna tudi za N — periodni model.

Iz enacbe 4.18 pa lahko razberemo Se to, da smo dobili posploseno funkcijo
vseh moznih izplacil opcije v posameznih Easovnih trenutkih g(Spu?d™~7).
Funkcijo g(Sr) smo ze 2. poglavju definirali kot funkcijo izplacila opcije v
odvisnosti od cene delnice na dan zapadlosti opcije.  Vendar, ker v
binomskem drevesu predstavimo razvoj cen delnice za ve¢ c¢asovnih
trenutkov, to pomeni, da lahko za vsak ¢asovni trenutek do zapadlosti opcije
izracunamo izplacilo opcije. V enacbi 4.18 je funkcija izplacila za posamezne
casovne trenutke definirana kot g(Sou/dN~7). Za boljso predstavo odvisnosti
izplacila opcije od cene delnice naj se bralec vrne na sliko 4.2, kjer smo na
primeru dvoperiodnega binomskega modela prikazali, kako dobimo funkcije
izplacila opcije v odvisnosti od cene delnice. Ker je izplacilo opcije funkcija
gibanja cen delnice, smo implicitno dobili tudi formulo za izracun poteka cen
delnice skozi celotno zivljenjsko obdobje opcije:

Sou? dN I (4.23)

Vec o uporabi formule bomo povedali v razdelku 4.2.1.

4.2 Implementacija CRR modela

Doslej smo govorili o binomskih modelih in njihovem delovanju, sedaj pa si
bomo ogledali njihovo implementacijo.

Vrednotenje opcij z binomskimi modeli bomo implementirali s pomocjo
orodja Matlab. Matlab je visoko nivojski jezik, ki omogoca hitro in uc¢inkovito
reSevanje racunsko zahtevnih problemov, kot sta npr. procesiranje signalov
ter financno modeliranje. Odlocitev zanj je smotrna, ker nam omogoca
hitrejSe resevanje racunskih problemov, kot tradicionalni programski jeziki.
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Ko govorimo o (hitrejsem) resevanju problemov, imamo v mislih enostavnost
programiranja. Jezik Matlab namre¢ podpira enostavno manipuliranje z
matrikami in vektorji, ki predstavljajo temelj reSevanja inzenirskih in
znanstvenih problemov. Kot bomo videli v nadaljevanju, je tako prikaz
razvoja cen delnice, kot tudi vrednosti opcij prikazan v matri¢ni obliki. Poleg
tega v jeziku Matlab odpade potreba po definiranju spremenljivk,
specificiranju podatkovnih tipov in alokaciji pomnilnika. Zaradi tega lahko
ena vrstica kode v jeziku Matlab pogosto nadomesti ve¢ vrstic kode v
tradicionalnih programskih jezikih, kot sta C in C++.

4.2.1 Dolocitev poteka cen osnovnega instrumenta

Preden lahko izracunamo sedanjo vrednost opcije, moramo prikazati razvoj
cen delnice skozi zivljenjsko obdobje opcije. V ta namen bomo konstruirali
binomsko drevo, ki smo ga predstavili v razdelku 4.2.  Konstrukcija
binomskega drevesa je nujna, ker le tako vidimo vse vrednosti, ki jih lahko
delnica zavzame na datum zapadlosti opcije. Te vrednosti so predstavljene v
listih drevesa (glej tabelo 4.1 oz. sliko 4.4). Ce poznamo vrednosti delnice na
datum zapadlosti opcije, lahko posledicno preprosto izracunamo tudi
vrednosti opcije za vsakega od moznih izidov cene delnice. Izidi cene delnice
pomenijo vse mozne vrednosti, ki jih lahko delnica zavzame na dan
zapadlosti opcije. Tu je namre¢ vrednost opcije enaka njeni notranji vrednosti
(angl. intrinsic value). O notranji vrednosti opcije bomo ve¢ povedali v
razdelku 4.2.2, sedaj pa si poglejmo algoritem za izracun poteka cen delnice
do zapadlosti opcije.

Izracun poteka cen delnice od nakupa do zapadlosti opcije:

function cena = cena_osnovnega_instrumenta(S0,r,T,sigma ,N)
% S0 — zacetna cena delnice

% r — ObI‘CStH‘d mera

% T — ¢as do zapadlosti opcije

% sigma — volatilnost delnice na letni ravni

% N — stevilo korakov

dt=T/N; % dolzina posameznega koraka
u=exp (sigmaxsqrt (dt)); % faktor u
d=1/u; % faktor d

% matrika nicel
A=zeros (N+1,N+1);

% izracun poteka cen delnice
for i=1l:length (A)
for j=1:i
A(i,i—j+1) = SOxu"(j—1)*d"(i—j);
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end
fprintf(’\n’)
end

% matrika cen delnice

A=A

% graficni prikaz binomskega drevesa cen delnice
risi(A)

Algoritem 4.1: Algoritem, ki z uporabo binomskega modela na podlagi formule 4.23 izrac¢una potek cen
delnice skozi casovno obdobje opcije (glej razdelek 4.1.1). Funkcija za izbrane parametre izpiSe matri¢no
predstavitev poteka cen in na osnovi matrike cen prikaze binomsko drevo v grafi¢ni obliki.

Opis Algoritma 4.1:

Funkcija cena_osnovnega_instrumenta na podlagi vhodnih parametov vrne
binomsko drevo cen delnice v matri¢ni obliki. Na podlagi izracunanih cen
izrise tudi graf.

Kot je razvidno iz Algoritma 4.1, ima funkcija cena_osnovnega_instrumenta
(vrstica 1) pet parametrov:

e Sy - zacetna cena delnice
e 7 - netvegana obrestna mera
e T - ¢as do zapadlosti opcije

e sigma - standardna deviacija (angl. standard deviation), ki doloca
volatilnost delnice. Izrazimo jo v odstotkih. Podrobnejsi postopek
izracuna volatilnosti lahko bralec najde na [10]

e N - stevilo korakov, na katere razdelimo cas do zapadlosti opcije

Na podlagi teh parametrov izracunamo casovno dolzino koraka At ter faktorja
u in d, ki dolocata ceno delnice v naslednji ¢asovni periodi:

e Vsak korak bo dolzine At = L (vrstica 8)

e Da ne bi ugibali faktorjev w in d, bomo za njun izracun uporabili
standardno deviacijo o, s katero je statisticno dolocena volatilnost
delnice na letni ravni. Faktorja w in d (vrstici 9 — 10) sta na ta nacin
dolocena kot:
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u =7V (4.24)
in
1
d== =7V (4.25)
u

Opomba 6: Za razumevanje algoritmov je dovolj, ¢e vemo, kako sta faktorja
uw in d definirana. Matematic¢na izpeljava formul 4.24 in 4.25 je obsezna in
odpira nova vprasanja, ki presegajo to nalogo. Zahtevnejsi bralci lahko
izpeljavo najdejo v [9].

Ko imamo dane vse vrednosti, lahko izracunamo cene delnice skozi celotno
zivljenje opcije. Drevo cen prikazemo v matri¢ni obliki, pri ¢emer vrednosti
izra¢unamo s pomocjo formule 4.23 (vrstice 16 — 21):

Soud ~td™

Vrstice 16 — 21 v Algoritmu 4.1 predstavljajo jedro izrac¢una poteka cen
delnice skozi zivljenjsko obdobje opcije. Razvoj cen delnice prikazemo z
binomskim drevesom v matri¢ni obliki. V ta namen uporabimo dve for zanksi,
pri ¢emer zunanja zanka tece po vrsticah (indeks 7), notranja zanka pa po
stolpcih matrike cen (indeks j).

Opomba 7: ¢ predstavlja vrstico, j pa stolpec matrike cen. Eksponenta
faktorjev u in d je potrebno prilagoditi indeksom zank.

Primer 3: Vzemimo neko delnico, ki ima zacetno vrednost 60$. Cas do
zapadlosti opcije je 0.5 leta, netvegana letna obrestna mera je 10%,
volatilnost delnice pa znasa 20%. Cas do zapadlosti opcije razdelimo na 10
korakov. Parametri so torej naslednji:

50:60 r=20.1
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Na podlagi danih parametrov lahko z Algoritmom 4.1 izra¢unamo c¢asovni
potek cen delnice vse do zapadlosti opcije. Matricno predstavitev cen
prikazuje tabela 4.1, graficni prikaz binomskega drevesa pa vsebuje slika 4.4.

1[][] T T T T T T T T T

90

a0

70

60

50

40

2 3 4 5 B T 8 9 10 "

30
1

Slika 4.4: Drevo poteka cen delnice v 10 - periodnem binomskem modelu za izbrane parametre: Sp = 60,
r = 10%, T = 0.5, 0 = 20%, N = 10. Na abscisi so posamezni ¢asovni trenutki/periode, na katere je
razdeljen cas do zapadlosti opcije. Na ordinato nanasamo cene delnice. V vsaki ¢asovni periodi lahko cena
delnice zavzame neke vrednosti, ki se izrac¢unajo na podlagi vhodnih parametrov. Za izra¢un cen in izris
drevesa je uporabljen algoritem 4.1, podatki o cenah pa so razvidni iz tabele 4.1. Graf je generiran z orodjem
Matlab.

Vidimo, da lahko v listih drevesa odc¢itamo vrednosti opcije za vsakega od
moznih izidov cene delnice, saj je tu izplacilo opcije enako njeni notranji
vrednosti (glej razdelek 4.2.2). Vrednotenje opcije se za¢ne z znanim konénim
izplacilom opcije, nadaljuje pa se nazaj korak po korak, vse do sedanje
vrednosti V. Vrednost opcije v trenutnem vozliséu je odvisna od njenih dveh
predhodnic. Implementacijo izracuna vrednosti opcije Vo si bomo ogledali v
naslednjem razdelku na primeru evropske opcije.
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4.2.2 Evropska opcija

Zanima nas izracun vrednosti evropske call in put opcije v ¢asu 0, kar
oznacimo z V. Za izrac¢un bomo uporabili vecperiodni CRR model.

Sestavimo torej algoritem za izrac¢un vrednosti evropske opcije, ki na podlagi
vhodnih parametrov vrne vrednost opcije Vj.

Vhodni parametri so naslednji [6]:
e T - zivljenjsko obdobje oziroma ¢as do zapadlosti opcije

e N - stevilo period oziroma korakov dolzine, na katere bo razdeljen cas
T. Vsak korak bo dolzine At = %

e 1 - letna obrestna mera brez tveganja. Vsaka denarna enota, investirana
v netvegani instrument v trenutku t = 0, bo v At letih vredna e

e o0 - standardna deviacija, ki dolo¢a wolatilnost delnice. Podrobnejsi
postopek izracuna volatilnosti lahko bralec najde na [11]

Iz teh vhodov lahko izracunamo parametre:

e Faktorja u in d, ki dolocata ceno delnice v naslednji ¢asovni periodi.
[zracunamo ju z enacbama 4.24 in 4.25.

e Verjetnost povecanja cene delnice navzgor ¢ in verjetnost zmanjSanje
cene delnice navzdol 1 — ¢, kjer se sklicujemo na enacbo 4.7.

Zacetna cena delnice Sy je poznana in ni nakljuéna. Ce oznadimo s S; ceno v
diskretnem trenutku j, potem je cena S;;; v naslednjem diskretnem trenutku
dolocena kot:

g uS;  z verjetnostjo g
LT dS; 7 verjetnostjo 1 — g
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Za izracun Vj se sklicujemo na enacho 4.18, pri ¢emer upostevamo:

e Izplacilo evropske call opcije je definirano kot max{Sr — K, 0}:

N
Vo=¢e T Z (j )qj(l — )V mazx(Spuld" 7 — K, 0) (4.26)
=0

e Izplacilo evropske put opcije je definirano kot max{K — Sr,0}:

N
Vo=e " Z (j )q](l — )" Tmaz(K — Spuld™ I, 0) (4.27)
=0

Kot vidimo, sta enacbi 4.26 in 4.27 doloc¢eni na podlagi enacbe 4.18. Enacbi
izracunata sedanjo vrednost evropske call in put opcije. Ker del enacb
zahteva izracun binomskih koeficientov, si najprej oglejmo algoritem za
njihov izracun.

Binomski koeficient

Naivne implementacije izracuna binomskih koeficientov so ponavadi pocasne
in neucinkovite. Primer naivnega izracuna binomskih koeficientov je npr. s
pomocjo Matlabove funkcije factorial(n). 7 uporabo te funkcije lahko
binomski koeficient izracunamo po formuli
factorial(n)/(factorial(j) * factorial(n — j)).  TakSen nacin izracuna
zahteva preve¢ mnozenj in deljenj, zaradi Cesar je neuporaben za vecja
stevila. Pri tovrstnih implementacijah se namrec¢ pri vecjih stevilih pogosto
zgodi, da pride do preliva.

Splosna matemati¢na formula za izra¢un binomskega koeficienta je sledeca:

(n) _n(n— Dn—2)..(n—j+1)
j 7 =1 —2)..1

(4.28)

Iz formule 4.28 je razvidno, da racunamo fakultete Stevil, uporabljamo pa
tudi deljenje. Zaradi tega se lahko pri racunanju binomskih koeficientov pri
vecjih stevilih zgodi, da pride do preliva.
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Algoritem 4.2 prikazuje direktno in ucinkovitejso implementacijo izracuna, ki
sproti mnozi in deli in se s tem ogiba prelivu:

function binomial = binomski_koeficient (n,j);
if j > n—j
j =n-j;
end
c=1;
for i=1:j
c=c#*(n—i+1);
c=c/1i;
end;
binomial=c;
end

Algoritem 4.2: Algoritem za izra¢un binomskega koeficienta (?)

Algoritem 4.2 v vrsticah 2 — 3 resi problem velikega Stevila mnozenj. Tu
algoritem preveri, ce je 7 vecji kot razlika n — j. V kolikor slednji pogoj velja,
dodeli rezultat razlike n — j spremenljivki j. Posledicno je mnozenj pri
izracunu binomskih koeficientov manj, saj se dolocena Stevila v Stevcu in
imenovalcu krajsajo.

Kot primer lahko vzamemo izracun binomskega koeficienta (g) Ce
uporabimo formulo 4.28, je izracun sledec:

4 4-3-2
p— pu— 4
(3) 3:2-1
Algoritem 4.2 bi ugotovil, da je j = 3 vecji od n — j = 1, zato bi spremenljivki

j dodelil vrednost 1. S tem bi skrajsali izvajanje zanke v vrsticah 6 — 9 in
se izognili veCjemu Stevilu mnozenj in deljenj. Z uporabo Algoritma 4.2 bo

izracun sledec:
4 4
= — = 4

Pozoren bralec lahko vidi, da smo v bistvu krajsali stevili 2 in 3 v Stevcu in
imenovalcu.
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Vrnimo se na izracun vrednosti evropske opcije. Preden se seznanimo z
implementacijo algoritma, moramo razloziti Se pojem notranje wvrednosti
opcije. Notranja vrednost evropske opcije je matemati¢no definirana kot:

e call opcija: g(S7) = max{0,Sr — K} = {Sr — K}*
e put opcija: g(Sy) = maz{0, K — Sr} = {K — Sr}*

Pozoren bralec bo opazil, da je definicija enaka tisti iz 2. poglavja, ko smo
matematicno definirali izplacilo call in put opcij. Za to obstajajo razlogi. Na
trgu je vrednost opcije dolo¢ena na slede¢ nacin:

vrednost opcije = notranja vrednost opcije + casovna vrednost opcije

Notranja vrednost call opcije je tista vrednost, za katero cena delnice presega
izvrsilno ceno opcije, notranja vrednost put opcije pa je tista vrednost, za
katero izvrsilna cena opcije presega ceno delnice. Casovno vrednost opcije
(angl. option time value) dolo¢i trg glede na dolocene predpostavke (¢as do
zapadlosti opcije, volatilnost delnice). Kot smo Ze omenili, se vrednotenje
opcije zacne z znano konc¢no vrednostjo opcije, se pravi z vrednostjo opcije na
dan zapadlosti. Konc¢na vrednost opcije je znana, saj je vrednost opcije na
dan zapadlosti enaka njeni notranji vrednosti, notranja vrednost pa je na dan
zapadlosti enaka izplacilu opcije. Casovna vrednost je na dan zapadlosti
enaka nic.

Upostevajoc razlago v zgornjem odstavku lahko torej konéne vrednosti opcije
izracunamo kot max{0,Sr — K} za call opcije in max{0, K — Sr} za put
opcije.

Poglejmo si sedaj implementacijo Algoritma 4.3, ki racuna vrednosti evropske
put opcije. Vse morebitne nejasnosti bodo pojasnjenje v nadaljevanju, ko se
bomo posvetili komentarjem posameznih vrstic algoritma.

Opomba 8: za razumevanje algoritma je dovolj, ¢e prikazemo algoritem na
osnovi primera evropske put opcije, pri ¢emer uporabimo formulo 4.22. Pri
algoritmu za izracun evropske call opcije se pri izracunu vrednosti Vj
sklicujemo na formulo 4.21 - popravimo samo vrstico 16 v Algoritmu 4.3,
ostale vrstice ostanejo enake.
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Osnovni algoritem za izracun vrednosti evropske put opcije:

function value = Eur_Put_Vrednost (S0,K,T,r,sigma ,N)

% S0 — zacetna cena delnice
% r — obrestna mera
% T — c¢as do zapadlosti opcije

% sigma — volatilnost delnice na letni ravni
% N — stevilo korakov

dt=T/N; %dolzina posameznega koraka

u=exp (sigmaxsqrt (dt)) %faktor u
d=exp(—sigmax*sqrt (dt)) %faktor d
gq=(exp(r*dt)—d)/(u—d) %verjetnost premika cene navzgor

V0=0; %inicializacija vrednosti opcije

for j=0:N
V0=VO+binomski_koeficient (N,j)*(q" j)*((1—q) (N-j))*max(K-S0*(u"j)*d" (N-j) ,0)
end

VO=exp(—r*T)*VO0;

value=V0; %rezultat

Algoritem 4.3: Osnovni algoritem izrac¢una vrednosti evropske put opcije. Funkcija Eur_Put_Vrednost nam
na podlagi izbranih vhodnih parametrov vrne vrednost opcije Vp.

Opis Algoritma 4.3:

Vidimo lahko, da ima funkcija Fur_Put_Vrednost (vrstica 1) Sest vhodnih
parametrov:

e Sy - zaCetna cena delnice
e K - izvrSilna cena opcije
e 7 - netvegana obrestna mera
e T - ¢cas do zapadlosti opcije

e sigma - standardna deviacija (angl. standard deviation), ki doloca
volatilnost delnice. Izrazimo jo v odstotkih. Podrobnejsi postopek
izracuna volatilnosti lahko bralec najde na [10]

e N - Stevilo korakov, na katere razdelimo cas do zapadlosti opcije

V vrsticah 8 — 11 na podlagi zgornjih parametrov izracunamo c¢asovno
dolzino koraka At, faktorja u in d ter vrednost ¢. Izracun casovne dolzine
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koraka At ter izracun faktorjev u in d smo ze opisali v razdelku 4.2.1, zato jih
ne bomo ponavljali. Kot smo rekli ze v razdelku 4.1.1, nam vrednost ¢ doloca
verjetnost, da bo cena delnice v posameznem koraku narasla (1 — ¢ je
verjetnost, da bo cena delnice padla). Vrednost ¢ izra¢unamo v vrstici 11, pri
cemer se sklicujemo na enacbo 4.7.

Jedro Algoritma 4.3 predstavljajo vrstice 15 — 17. Tu v zanki ra¢unamo
sedanjo vrednost opcije V. Kot formulo za izracun smo uporabili enacbo
4.23.  Vrednosti put opcije v vsakem casovnem trenutku izrac¢unamo z
max(K — Sou/dN=7,0), kot izhaja iz formule 4.27. Vrednotenje opcije se
zatne z dnevom zapadlosti opcije (listi binomskega drevesa), nato pa
nadaljujemo nazaj korak po korak, vse do sedanje vrednosti Vj. Ker
racunamo sedanjo vrednost predpostavljenih bodo¢ih vrednosti, moramo
dobljeni rezultat Se diskontirati (glej razdelek 3.1.1). To naredimo v vrstici
19 z uporabo diskontnega faktorja e="7.

Algoritem 4.3 vrne samo vrednost opcije Vj. Vcasih pa se zgodi, da samo
izracunana vrednost opcije Vy ne zadostuje. Ameriske opcije omogocajo
lastniku izvrsitev pred zapadlostjo opcije. V tem primeru moramo poznati
tudi vmesne vrednosti opcije, saj lahko le tako preverimo, ¢e je predcasna
izvrsitev opcije mozna. Zato si je smiselno ogledati Se algoritem, ki poleg
vrednosti opcije Vj izpise Se drevo vmesnih vrednosti opcije za posamezne
casovne korake. V CRR diskretnem modelu lahko na ta nacin v vsakem
koraku binomskega drevesa preverimo moznost predcasne izvrSitve. TaksSen
algoritem izracuna, ki poleg vrednosti opcije izracuna in izpiSe Se vrednosti
opcije v posameznih casovnih korakih prikazuje Algoritem 4.4. Primer je
narejen za izracun vrednosti evropske put opcije. Zahtevnejsi bralec si lahko
ogleda postopek za izracun ameriske opcije v [3].
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Algoritem za izra¢un vrednosti evropske put opcije, ki poleg vrednosti opcije
izracuna in izpise Se vrednosti opcije v posameznih ¢asovnih korakih:

function [cena, matrika] = Eur_Put(S0,K,r,T,sigma ,N)
% SO0 — zacetna cena delnice

% r — obrestna mera

% T — ¢as do zapadlosti opcije

% sigma — volatilnost delnice na letni ravni

% N — stevilo korakov

dt=T/N; %dolzina posameznega koraka

u=exp (sigmaxsqrt (dt)); %faktor u

d=1/u; %faktor d

gq=(exp(rxdt)—d)/(u—d); %verjetnost premika cene navzgor

matrika=zeros (N+1,N+1); %inicializacija matrike vrednosti

for j=N:—1:0
matrika (N4+1—j ,N+1)=max (K—S0*(u"j) *(d " (N—j)) ,0);
end

matrika

for i=N—-1:-1:0
for j=i:—1:0
matrika (i—j+1,i+1)=exp(—r*dt)*(gq+*matrika(i—j+1,i+2)4+(1—q)*matrika(i—j+2,i
+2));
end
end

matrika %matrika vrednosti opcije

cena=matrika (1,1); %sedanja vrednost opcije VO

Algoritem 4.4: Algoritem za zracun evropske put opcije, ki poleg same vrednosti opcije izpiSe Se vrednosti
opcije za vsakega od moznih konénih izidov cene delnice ter matriko vrednosti za posamezne ¢asovne korake
vse do V).

Opis Algoritma 4.4:

Vhodni parametri, ki jih prejme funkcija Fur_Put (vrstica 1) so enaki kot pri
Algoritmu 4.3. Prav tako je enak izracun vrednosti At, u, d in ¢ (vrstice
8 —11).

Kot smo ze omenili, nam Algoritem 4.4 poleg vrednosti opcije Vj izracuna in
izpiSe tudi vrednosti opcije v posameznih ¢asovnih trenutkih. Izracunane
vrednosti opcije bomo prikazovali z binomskim drevesom. Ker bomo drevo
prikazali v matriéni obliki, v vrstici 13 najprej ustvarimo matriko nicel in
tako inicializiramo vrednosti v matriki.

Racunanje vrednosti opcije se vselej zacne z znanimi moznimi konénimi
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izplacili opcije na dan zapadlosti. Ce se spomnimo binomskih dreves, vemo,
da so izplacila opcije na dan zapadlosti na skrajni desni strani v listih
drevesa. Kot smo ze omenili na zacetku razdelka 4.2.2, je izplacilo opcije na
dan zapadlosti hkrati tudi njena vrednost. V vrsticah 15 — 16 izracunamo
vrednosti put opcije na dan zapadlosti z max(K — Syu?d¥=7,0) (spomnimo
se Algoritma 4.3 in formule 4.27). Izracun poteka tako, da se z zanko
sprehodimo po vrsticah zadnjega stolpca matrike in v vsaki iteraciji dolo¢imo
vrednost opcije.

V wvrsticah 21 — 25 poteka vrednotenje opcije nazaj korak po korak do
vrednosti Vj. Vrednost opcije v nekem vozlis¢u je vselej odvisna od njenih
dveh predhodnic. Uporabljeni sta dve gnezdeni for zanki, tako da zunanja
zanka tece po stolpcih, notranja pa po vrsticah. Ko se v vrstici 23 racunajo
vrednosti v posameznem stolpcu, je vrednost v vsakem vozlis¢u izracunana
na podlagi vrednosti vozlis¢ v predhodnem stolpcu (glej opis binomskih
dreves v razdelku 4.1.1), upostevajo¢ verjetnost premika cene ¢. Ker
racunamo sedanjo vrednost nekih predpostavljenih bodoc¢ih vrednosti,
moramo rezultate v vsakem koraku sproti diskontirati z diskontnim faktorjem
et Ce bralcu ta odstavek dela tezave, naj si e enkrat pogleda formulo 4.8
v razdelku 4.1.1.

4.2.3 Rezultati

Primer 4: Vzemimo za primer evropsko put opcijo, pri ¢emer je trenutna
vrednost delnice 603, izvriilna cena opcije pa je 65$. Cas do zapadlosti opcije
je 0.5 leta, netvegana letna obrestna mera je 10%, volatilnost delnice pa znasa
20%. Cas do zapadlosti razdelimo na 5 intervalov. Parametri so torej naslednji:

So = 60 K =65 r=20.1

T=0.5 o=0.2 N =5

Casovni potek cen delnice do zapadlosti opcije za dane parametre
izracunamo z algoritmom 4.1. Matricno predstavitev cen prikazuje tabela
4.2, grafiéni prikaz binomskega drevesa pa vsebuje slika 4.5.
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60.0000 63.9173 68.0904 72.5359 77.2716 82.3166
56.3228 60.0000 63.9173 68.0904 72.5359

52.8709 56.3228 60.0000 63.9173

49.6306 52.8709 56.3228

46.5889  49.6306

43.7336

Tabela 4.2: Matri¢na predstavitev poteka cen delnice. Za izracun vrednosti je uporabljen algoritem 4.1.

S 5 T T T T T T T T T

4[] 1 1 | | 1 1 1 1 1
1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 b5 b

Slika 4.5: Grafi¢ni prikaz poteka cen delnice v 5-periodnem binomskem modelu za izbrane parametre. Graf
je generiran z orodjem Matlab in sicer na podlagi podatkov iz tabele 4.2.

V listih drevesa (zadnji stolpec tabele 4.2) lahko odéitamo vrednosti moznih
konénih izidov cene delnice na datum zapadlosti opcije. Ko poznamo mozne
izide cen delnice na datum zapadlosti opcije, lahko izracunamo tudi vrednosti
opcij za vsakega od moznih izidov cene delnice. Ker gre v tem primeru za
put opcijo, je izplacilo opcije enako maz{0, K — Sr}. Kot ze vemo, je K
izvrSilna cena opcije, St pa je vrednost delnice na datum zapadlosti opcije,
kar v nasem primeru pomeni vrednosti v zadnjem stolpcu tabele 4.2. Ko je
koncno izplacilo opcije znano, se vrednotenje opcije nadaljuje nazaj korak po
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korak, vse do sedanje vrednosti V5. Vrednost opcije v trenutnem vozliscu je
vselej odvisna od njenih dveh predhodnic, zato je izracun narejen z rekurzijo.
Nazoren potek taksnega izracuna smo prikazali v razdelku 4.1.1, kjer smo
rekurzijo prikazali na primeru dvoperiodnega modela (slika 4.2).

Matriko vrednosti opcije v posameznem koraku prikazuje tabela 4.3.

4.3447 2.4735 1.0382  0.2021  0.0000  0.0000
6.8591 4.3882  2.1419  0.4678  0.0000
10.2080 7.3901  4.3532  1.0827

14.0823 11.4823 8.6772

17.7643 15.3694

21.2664

Tabela 4.3: Matri¢ni prikaz rekurzivnega izracuna vrednosti evropske put opcije. Sedanja vrednost opcije
Vo = 4.3447. Za izracun vrednosti je uporabljen razsirjeni algoritem 4.4.

Z opisanim postopkom smo zakljuc¢ili vrednotenje evropske put opcije.
[zracunana vrednost V|, je numeri¢na ocena sedanje vrednosti opcije. Metoda
je uporabna za opcije s katerimkoli stevilom diskretnih period do zapadlosti.
S povecevanjem Stevila korakov bo diskretni ¢as pocasi prehajal v zveznega,
premiki cene delnice navzdol in navzgor pa bodo postali infinitezimalno
majhni. To nas pripelje do Ze omenjene Black - Scholesove resitve.

Black - Scholes

Obravnava Black - Scholesove enacbe sicer ni predmet te naloge, vendar se je
za konec vredno seznaniti z nekaj splosnimi podatki o Black - Scholesovi
resitvi. Oglejmo si torej glavne prednosti in slabosti Black - Scholesove
formule.

Prednosti:

e hitrost - omogoca izracun v zelo kratkem casu

e natancnost izracunavanja rezultatov

Slabosti:
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e omejitev na evropske opcije

Black - Scholesova formula nas torej omeji izklju¢no na evropske opcije. Tako
ostaja dejstvo, da je CRR diskretni model sSirse uporaben, saj lahko v vsakem
koraku binomskega drevesa preverimo moznost predcasne izvrSitve, Cesar
nam Black - Scholesova formula ne omogoca. Vrednotenje opcij z moznostjo
predcasne izvrsitve (primer taksnih opcij so ameriske in eksoti¢ne opcije)
zato ostaja v domeni diskretnih modelov.

Omenili smo Ze, da binomska metoda v limiti aproksimira Black - Scholesovo
resitev. Da bi se lahko v to prepricali, bomo izracunali vrednost evropske put
opcije z Black - Scholesovo formulo, nato pa bomo s pomocjo algoritma 4.3
naredili Se izracun v diskretnem modelu. V obeh primerih bomo upostevali
parametre iz primera 4. Za izracun vrednosti z Black - Scholesovo formulo
uporabimo kalkulator iz naslova [13]. Podrobnejse informacije o Black -
Scholesovi formuli lahko zahtevnejsi bralec najde v [2].

Rezultate prikazuje tabela 4.4, kjer lahko vidimo, kaj se dogaja, ko v CRR
diskretnem modelu povecujemo korake. S povecevanjem korakov se vrednost
opcije priblizuje vrednosti, dobljeni z Black - Scholesovo formulo. V limiti
torej binomska metoda aproksimira Black - Scholesovo resitev.

’ Stevilo korakov N ‘ CRR ‘ Black-Scholes ‘

5 3,4470 4,4259
10 3,7540 14,4259
50 4,4031 4,4259
100 41,4240 14,4259
200 14,4241 14,4259
300 14,4242 14,4259

Tabela 4.4: Vrednost evropske put opcije glede na izbrano stevilo korakov in rezultat, izratunan s pomocjo
Black - Scholesove formule. Vrednost opcije, izracunana s CRR modelom, se s povecevanjem korakov N
priblizuje rezultatu Black -Scholesove formule.

4.3 Azijska opcija

Azigske opcije spadajo v skupino eksoticnih opcij. Rekli smo, da je pri
evropskih opcijah izplacilo odvisno od cene delnice na dan zapadlosti opcije
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glede na izvrsilno ceno opcije. Za razliko od evropskih opcij, je izplacilo
azijske opcije odvisno od poteka cen delnice v nekem ¢asovnem obdobju. Ker
je koncno izplacilo teh opcij odvisno od povprecne cene delnice v dolo¢enem
¢asovnem obdobju, pravimo azijskim opcijam tudi opcije odvisne od poti. Ce
reCemo, da so cene delnice v ¢asovnih trenutkih ¢ = 0,1,2,....n enake
So, S1, ---, Sn, potem bo konéno izplagilo azijske opcije enako ¢(Sy, S, ..., Sn)-

Izra¢un vrednosti azijske opcije bomo povzeli iz [7] in [§].

Spomnimo se binomskega modela (razdelek 4.1), kjer lahko cena delnice, ki je
trenutno enaka S;, v naslednjem casovnem trenutku zavzame vrednosti Sa;41
ali Syjto. Privzemimo Se, da je obrestna mera r netvegana in nespremenljiva.
Ce je bil dosedanji potek cen delnice (Sp,Sji,...,S%), mnaj bo

v(So, Sj1, ..., Sjx) vrednost opcije v trenutku k. Izrazimo vg(Sp, Sj1, ..., Sjk) s
koli¢inama UkJrl(SO’ Sjl; ceey S]k, SijJrl) in Vi1 (So, th ceey Sjk? Sj2k+2)-

Portfelj (z,y) sestavimo tako, da bo veljalo:

.77(1 -+ 7”) -+ y52j+1 = UkJrl(SO’ Sl, ce ,ng+1> (429)
z(1+7) +ySajt2 = vk+1(S0, S1, -y Saj42) (4.30)

Enacbi odstejemo in dobimo:

Y(S2j41 — Saj12) = Vkg1(S0, S1, -, S2j41) — Vks1(S0, 1, -5 S2j42) (4.31)

_ Uk+1(80, Sh ceny ng+1) — U/c—f—l(SO) Sl, ceey ng+2>

4.32
(S2j41 — S2j12) ( )

Izrazen y vstavimo v zgornjo enac¢bo in dobimo:

Uk+1<507 Sty S2j+1) - Uk+1(507 Sty 52j+2)

r(1+7)+
(1+7) (Suy1 — Sapra)

Sojp1 =

= V1180, S1, - -, Saj41) (4.33)



52

o Vg41(S0, 51, - - - S2j+1)52j+1 — U 41(50, 51, - - - S2j+2)52j+2
T = (4.34)
(1+7)(S2j1 — Saj42)

Tezava evropskih opcij se pokaze v tem, da lahko premiki cene delnice tik pred
zapadlostjo opcije moéno vplivajo na njeno izplacilo. V tem pogledu je azijska
opcija bolj zanesljiva, saj je njeno izplacilo odvisno od celotnega poteka cen
delnice. Izplacilo azijske opcije je torej definirano kot

(An - K)+

pri ¢emer je A, = ZS,-/(n—i—l), kar je povprecje cen delnice skozi n
i=0
korakov.

J
Naj bo T; = Z S; vsota cen delnice do j-tega casovnega koraka. Ko se bo

i=0
lastnik odloé¢il izkoristiti pravico, bo s tem dobil izplacilo Tj/(n + 1) — K.

Zanima nas torej vrednost azijske opcije. Ker je cena opcije dolocena kot
diskontirana pricakovana vrednost izplacila, je dovolj, ¢e izracunamo
pricakovano izplacilo.

Izracunati moramo torej vsoto cen delnice T,(P) za vsako pot P v
binomskem drevesu, skupaj z verjetnostjo P(P), da se ta pot zgodi:

E((A— K = {P(P) ( (r‘g“ipl)) - K)

P : pot od korena do lista}

(4.35)

Opomba 9: V tem razdelku so opisane izkljuéno splosne smernice za izra¢un
vrednosti azijske opcije. Obseznost tematike presega cilje tega diplomskega
dela, zato bralcem, ki bi se radi v azijske opcije bolj poglobili, svetujem
literaturo [2], [3], [5] in [7].
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Poglavje 5

Sklepne ugotovitve

Zaradi ucinkovitosti,  pogoste prakticne uporabe in  preprostosti
implementacije sem v diplomski nalogi za pristop k reSsevanju problema
vrednotenja evropske opcije, izbral CRR binomski model. Binomska metoda
se je pokazala kot preprosta numericna tehnika za aproksimacijo cen
evropskih opcij. S to metodo sem izvedel konstrukcijo binomskega drevesa, s
katerim sem prikazal razvoj cen osnovnega instrumenta skozi dolo¢eno
obdobje, vrednost evropske opcije pa sem aproksimiral z uporabo
rekurzivnega algoritma. Metoda temelji na analizi skokov cene delnice skozi
neko ¢asovno obdobje. Zato je potrebno ¢as poteka cen delnice od nakupa do
zapadlosti opcije razdeliti na ve¢ manjsih intervalov oziroma korakov. Edino
tako namre¢ lahko dobimo natanc¢ne rezultate vrednosti opcije. Ko s
povecevanjem korakov skoki cene postajajo vedno manjsi, vidimo, da ta
metoda v limiti aproksimira Black - Scholesovo zvezno resitev.

Matlab se je izkazal kot odlicno orodje za finanéno modeliranje. Ker v
Matlabu odpade potreba po definiranju spremenljivk, specificiranju
podatkovnih tipov in alokaciji pomnilnika, postane resevanje inzenirskih in
znanstvenih  problemov hitro in enostavno. Zaradi ucinkovitega
manipuliranja z matrikami sem lahko prikazal tako razvoj cen delnic, kot
tudi razvoj cen opcij v matricni obliki.  Matricna oblika predstavitve
binomskega drevesa omogoca ucinkovito in pregledno simuliranje cen delnic
in opcij. Doloc¢ene vrste opcij namre¢ omogocajo predcasno izvrsitev. Pri
tovrstnih opcijah moramo poznati tudi vmesne vrednosti opcije, saj lahko le
tako ugotovimo, ¢e je predcasna izvrSitev mozna. V takSnih primerih je torej
nujna pregledna predstavitev razvoja cen skozi zivljenjsko obdobje opcije.
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Poleg algoritma za vrednotenje evropskih opcij sem splosno opisal tudi
postopek za vrednotenje azijskih opcij. Prikazal sem razvoj formul, ki
pripeljejo do splosne metode za vrednotenje tovrstnih opcij. Ker je o
implementaciji algoritma za vrednotenje azijskih opcij zelo malo znanega, naj
to ostane odprta moznost za nadaljnje raziskave.

Implementacija algoritma za vrednotenje azijskih opcij pa ni ostalo edino
odprto poglavje. Zaradi obseznosti obravnavanega podrocja, ima diplomska
naloga Se veliko moznosti za nadaljnje raziskave. Matemati¢cno bi bilo
potrebno pokazati prehod iz diskretnega v zvezni cas in tako izpeljati Black -
Scholesovo formulo.  Slednjo bi morali natancneje preuciti in narediti
podrobnejso primerjavo rezultatov z binomskim modelom.
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