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AF Any Fit (poljubno ujemanje)
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Povzetek

Polnjenje kosev je NP-tezek optimizacijski problem, kako predmete danih ve-
likosti razporediti v minimalno Stevilo koSev omejene kapacitete. Poleg os-
novnega problema obstaja Se veliko drugih razlicic. Pri omejitvi kardinal-
nosti postavimo dodatno omejitev, da stevilo predmetov v kosu ne sme preseci
dolocene meje N,z

Opisani so nekateri znani algoritmi za reSevanje splosnega problema pol-
njenja koSev, pa tudi trije specificni algoritmi za reSevanje problema z ome-
jitvijo kardinalnosti. Algoritma FFD in RFF ter Zhangov algoritem so primer-
jani s tremi specificnimi algoritmi na nakljuénih seznamih z 0%, 10%, 30% in
50% velikih predmetov. Preuceno je tudi obnasanje vseh algoritmov ob pove-
cevanju Ny,az-

Rezultati kazejo, da na seznamih z nizkim delezem velikih predmetov vsi
trije specificni algoritmi dosegajo boljse rezultate od splosnih. Eden od spe-
cificnih algoritmov dosega boljse ali primerljive rezultate tudi na seznamih z
visokim delezem velikih predmetov in je zato posebej zanimiv. Obnasanje ob
povecevanju N, kaze, da so vsi trije specificni algoritmi uporabni tudi za
reSevanje splosnega problema polnjenja kosev.

Klju¢éne besede:

problem polnjenja koSev z omejitvijo kardinalnosti, aproksimacijski algoritmi,
primerjava, FFD, RFF, Zhangov algoritem.



Abstract

Bin packing is an optimizational NP-hard problem of packing items of given
sizes into minimum number of capacity-limited bins. Besides the basic prob-
lem, numerous other variants of bin packing exist. The cardinality constrained
bin packing adds an additional constraint that the number of items in a bin
must not exceed a given limit N,,...

Some well-known algorithms for solving the general bin packing problem
are described, along with three specific algorithms for solving the cardinality
constrained bin packing problem. The FFD, RFF and Zhang’s algorithms are
compared to the three specific algorithms on random lists of items with 0%,
10%, 30% and 50% of large items. The behaviour of all algorithms when N4,
increases is also studied.

Results show that all three specific algorithms outperform the general al-
gorithms on lists with low percentage of large items. One of the specific algo-
rithms performs better or equally even on lists with high percentage of large
items and is therefore of significant interest. The behaviour when N,,,, in-
creases shows that all three specific algorithms can be used for solving the
general bin packing problem as well.

Key words:

cardinality constrained bin packing problem, approximation algorithms, com-
parison, FFD, RFF, Zhang’s algorithm.



Poglavje 1
Uvod

V vsakodnevnem zivljenju se pogosto srecujemo z zeljo ali potrebo po prihranku
casa, prostora ali sredstev. Postavljamo si vprasanja, podobna naslednjim:

e Kako razporediti svoje osebne predmete v omare, ki so nam na razpo-
lago? Posebno ljudje, ki zivijo v stanovanjih, vedo, da gre za precej perec
problem, saj se zdi, da omar ni nikoli dovolj za vse stvari, ki jih zelimo
v njih hraniti.

e Kako prepeljati tovor na novo lokacijo s ¢im manjsim Stevilom tovorn-
jakov? Ta problem je lahko celo odlocujo¢ dejavnik pri uspesnosti pod-
jetja, saj stroski transporta niso zanemarljivi.

e Kako razporediti oglase v televizijskem bloku oglasov? Seveda si zelimo
prikazati kar najve¢ oglasov v ¢im manj blokih, saj nam to zagotavlja
najvec oglasevalskih sredstev.

Poleg nastetih se pojavljajo Se mnogi drugi problemi, povezani z razpore-
janjem, od razporejanja dela na strojih v proizvodnji do sestavljanja Solskih
urnikov, od urejanja letalskega, avtobusnega in zZelezniskega transporta do
razreza neke surovine standardnih mer (npr. lesa) na Zeleno koli¢ino kosov
razlicnih velikosti, od alokacije pomnilnika pri ostranjevanju do razvrsc¢anja
clankov na Casopisne strani.

Jasno je, da resitve vseh teh problemov lahko bistveno izboljsajo marsika-
teri aspekt kvalitete nasega zivljenja. Problem polnjenja kosev, s katerim se
ukvarja ta diplomska naloga, ponuja dober model za resitve takih in podobnih
vprasanj.

Ceprav se zdijo vprasanja enostavna, sploh glede na pogostost njihovega
pojavljanja v vsakdanjem zivljenju, se izkaze, da gre za tezek problem, cas,
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potreben za izracun natancne resitve, pa zelo hitro postane neobvladljiv. Zato
je nujno iskanje pristopov, ki na racun toc¢nosti problem reSijo v primerno
kratkem casu, ob tem pa Se vedno ponujajo zadovoljivo natancno resitev.

Znanost se s problemom polnjenja kosev intenzivno ukvarja ze od zgodnjih
1970-tih. Problem je sluzil kot eden od temeljev za razvoj metod za analizo
uspesnosti aproksimacijskih algoritmov, npr. performancnega kvocienta za
najslabsi primer in obnasanja algoritma v povprecnem primeru.



Poglavje 2

Problem polnjenja kosev

2.1 Osnovni problem

Za zacetek bomo predstavili in definirali osnovni problem polnjenja kosev.
Ogledali si bomo tudi, kako zahteven je ta problem s stalis¢a casa, potrebnega
za izracun natanc¢ne reSitve.

2.1.1 Definicija

Problem polnjenja kosev (angl. bin packing problem) lahko opisemo na sledec¢
nacin: Imamo seznam n predmetov z dolo¢enimi velikostmi, ki jih zelimo raz-
porediti v koSe z omejeno kapaciteto C,,,. Pri razporejanju zelimo doseci
minimalno Stevilo kosev m, tako da skupna velikost predmetov v nobenem
kosu ne preseze njegove kapacitete. Opisani problem ponazarja slika 2.1.

X1, Xgs X3, Xgy Xgeeey X

B

Slika 2.1: Shema polnjenja kosev.
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Razvidno je, da mora biti velikost posameznega predmeta nenegativna
(smiselno je tudi, da je vecja od 0) in ne sme preseci kapacitete kosa. Predmeta
ne moremo razdeliti v ve¢ koSev.

Brez izgube splosnosti lahko zahtevamo C,,, = 1, kar omeji velikost
posameznega predmeta na vrednosti med 0 in 1. Taksna definicija problema
je obicajna v literaturi in se je bomo drzali tudi v tem delu.

Definirajmo problem bolj formalno (povzeto po [3]):

e Dan je seznam nenegativnih stevil x,..., 2z, < 1.

e I3cemo m € N in razdelitev f: {1,...,n} — {1,...,m}, da velja

Z x; <1 za vsak j € {1,...,m},
i:f (1)=j

pri cemer je m minimalen.

Vidimo, da problem sodi med optimizacijske probleme, t.j. probleme, pri
katerih iS¢emo najboljso mozno resitev neke naloge.

Polnjenje kosev si oglejmo Se na preprostem primeru, ki ga prikazuje slika
2.2. Zaradi lazje predstavljivosti so uporabljena cela Stevila in kosi s kapaciteto,
vecjo od 1.

Slika 2.2: Primer problema polnjenja kosev. Dan je seznam predmetov
X = (3,6,2,1,5,7,2,4,1,9) in Cy,q, = 10. Prikazana resitev z m = 4 kosi
je optimalna.
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2.1.2 Zahtevnost problema

Preden se lotimo zahtevnosti problema polnjenja kosev, na kratko ponovimo
pomembne definicije iz teorije zahtevnosti racunskih problemov. Zacénimo z
dvema slavnima razredoma odlocitvenih problemov, t.j. problemov, ki z da ali
ne odgovarjajo na neko vprasanje:

P predstavlja razred problemov, ki jih lahko deterministicno resimo v poli-
nomsko omejenem casu. Ti problemi veljajo za racunsko lahke.

NP predstavlja razred problemov, ki jih lahko v polinomsko omejenem casu
resimo nedeterministi¢no (resitev uganemo), lahko pa v polinomsko ome-
jenem casu deterministicno preverimo resitev problema.

Spomnimo se Se naslednjih treh definicij zahtevnosti problemov:

NP-tezek problem : Za problem L, recemo, da je NP-tezek, ¢e lahko vsak
problem L € NP prevedemo na Ly v polinomskem c¢asu.

NP-poln problem: Problem L, je NP-poln, ce velja, da je NP-tezek in da
je hkrati Ly € NP.

Krepko NP-poln problem: Problem je krepko NP-poln, ¢e velja, da ostane
NP-poln, ¢eprav vse njegove numeri¢ne parametre omejimo na polinom-
sko dolzino.

Razmerja med opisanimi pojmi bolj nazorno prikazuje slika 2.3.

|| NP-tezki

NP-polni

~

Slika 2.3: Razmerja med razredi P, NP, NP-tezki in NP-polni ob predpostavki
P # NP.
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Dokazovanje NP-polnosti (NP-tezkosti) poteka s pomocjo prevedbe nekega
drugega problema, za katerega vemo, da je NP-poln (NP-tezek), na nas prob-
lem.

Ker ne poznamo algoritma, ki bi lahko probleme iz razreda NP resil v poli-
nomskem c¢asu, se predpostavlja neenakost teh dveh razredov, torej P £ NP.
Zavedati pa se moramo, da ta neenakost Se ni bila dokazana (ali ovrzena),
zato vprasanje ostaja odprto. Polinomsko omejen ¢as se smatra za razumno
rastocega in posledi¢no obvladljivega, medtem ko je eksponenten cas neob-
vladljiv, zato sta ta dva razreda posebej zanimiva.

Problem polnjenja kosev v svoji odlocitveni obliki je NP-poln (pravzaprav
je tudi krepko NP-poln). Velja naslednji izrek:

Izrek 2.1.1. Naslednji problem je NP-poln: Pri danem primerku problema
polngenja kosev I odloci, ali je I reslyiv z dvema kosema.

Dokaz. Dokaz izreka poteka s pomocjo prevedbe problema razdelitve (angl.
partition problem), ki je NP-poln, na zgornji problem. Pri problemu razdelitve
nas zanima, ali lahko dano mnozico celih stevil razdelimo na dve podmnozici,
tako da bosta vsoti Stevil v vsaki podmnozici enaki. Dokaz je povzet po [3]: Ob
danem primerku problema razdelitve cy,...,c,, sestavimo problem polnjenja
kosev, tako da je:

QCZ'
T = 7.
Z Z?:l Cj
Dva kosa zadostujeta natanko takrat, ko obstaja podmnozica S C 1,...,n, da

velja ZjeS c; = Zj¢$ c¢;. Zgornja sestava x; namrec zagotavlja, da bo vsota
vseh predmetov v seznamu natanko 2. Ker je kapaciteta posameznega kosa
omejena na 1, mora biti, ¢e zelimo uporabiti le 2 kosa, vsota predmetov v
vsakem kosu natanko 1. To pa je mozno le v primeru, ko obstaja podmnozica
S. O

Ker je njegova odloc¢itvena oblika NP-poln problem, je polnjenje kosev,
kakor Se veliko drugih prakti¢nih problemov, NP-tezek optimizacijski problem.

2.2 Izpeljani problemi

V poglavju 2.1 smo si ogledali najosnovnejsi problem polnjenja kosev. Poleg
njega pa obstaja Se veliko izpeljanih problemov z dodatnimi zahtevami ali
omejitvami. Nekatere med njimi (in Se zdale¢ ne edine) si bomo pogledali v
nadaljevanju.
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2.2.1 Omejitev kardinalnosti

Pri omejitvi kardinalnosti' (angl. cardinality constrained bin packing) os-
novnemu problemu polnjenja koSsev dodamo zahtevo, da Stevilo predmetov
v posameznem kosu ne preseze maksimalnega dovoljenega Stevila predmetov v
kosu Npae-

Za primer poglejmo, ali lahko nalogo s slike 2.2 preuredimo tako, da zadosti
dodatni omejitvi, da so v vsakem kosu lahko najve¢ trije predmeti. Resitev
prikazuje slika 2.4.

Slika 2.4: Primer polnjenja kosev z omejitvijo kardinalnosti. Uporabljen je isti
primer kot na sliki 2.2 z dodatno omejitvijo N,,.. = 3. ReSitev je se vedno
optimalna.

Kot primer prakticne uporabe naj navedemo problem polnitve vsebnikov
z izrabljenim jedrskim gorivom, predstavljen v [11]: V trajnem odlagaliscu
izrabljenega jedrskega goriva se gorivni elementi hranijo v posebnih vsebnikih
(angl. canisters). Seveda zelimo minimizirati Stevilo vsebnikov, saj vecje
Stevilo predstavlja visje stroske odlagalis¢a, upostevati pa moramo tudi, da
lahko v vsak vsebnik spravimo le omejeno stevilo elementov. Za resitev prob-
lema uporabimo algoritme za resevanje problema polnjenja kosev z omejitvijo
kardinalnosti.

Ker se bomo s to vrsto izpeljanega problema podrobneje ukvarjali v praktic-
nem delu naloge, je prav, da problem polnjenja kosev z omejitvijo kardinalnosti

IKardinalnost konéne mnozice je tevilo elementov v mnozici.
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Se formaliziramo:

e Dan je seznam nenegativnih stevil zq,..., 2, < 1 in maksimalno Stevilo
predmetov v posameznem kosu N, € N.

e I3cemo m € N in razpored f:{1,...,n} — {1,...,m}, da velja

Z r; <1 in {x:|f(@) = j}H < Noaz za vsak j € {1,...,m},
i:f(1)=j

pri cemer je m minimalen.

Problem polnjenja kosev z omejitvijo kardinalnosti ostaja NP-tezek, ravno
tako kot osnovni problem. Formalni dokaz lahko najdemo v [11].

2.2.2 Omejitev razredov

Pri omejitvi razredov (angl. class constrained bin packing) vsakemu pred-
metu x; dodamo e razred (oziroma barvo) ¢; € N iz nabora razredov Q.
Osnovni problem dodatno omejimo z zahtevo, da stevilo razlicnih razredov v
posameznem kosu ne preseze dolocenega Stevila Qe € N. Zaradi smiselnosti
dodatne omejitve se navadno zahteva Q.. < |Q|.

Primer uporabe polnjenja koSev z omejitvijo razredov je podrocje videa
na zahtevo, kjer zelimo konstruirati streznik, ki bo zmogel obdelati najvecje
stevilo zahtev glede na pricakovano popularnost filmov v bazi [§].

7 aplikativnega staliSca so zanimive tudi naslednje variante omejitve razre-
dov:

e V kosu so lahko samo predmeti enega razreda. Primer se pojavi pri
lo¢evanju odpadkov, kjer imamo kose za steklo, embalazo in papir.

e Dovoljene so samo kombinacije nekaterih razredov znotraj enega kosa.
Primer iz vsakodnevnega nakupovanja: v isti vrecki ni zazeleno nositi
zivil in pralnega praska.

2.2.3 Dvo- in veédimenzionalno polnjenje kosev

Pri klasi¢cnem dvodimenzionalnem (angl. two-dimensional) problemu polnjenja
kosev moramo dane predmete x; pravokotne oblike razporediti v najmanjse
stevilo enakih kosev kvadratne oblike. V osnovni problem torej dodamo Se eno
dimenzijo.
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Podobno pri ve¢dimenzionalnem (angl. multi-dimensional) problemu pol-
njenja kosev dodamo ve¢ dimenzij. Posebej pogosta je tridimenzionalna oblika,
pri kateri upostevamo dolzino, Sirino in visino predmetov ter koSev.

Tezji problemi s tega podroc¢ja dovoljujejo tudi rotacijo predmetov znotraj
kosa, kar znatno poveca tezavnost iskanja zadovoljive resitve, saj moc¢no poveca
prostor resitev. Mozno je tudi, da so predmeti nepravilnih oblik. Posebej
tridimenzionalni problem ima veliko podrocij aplikacij, npr. pri razporejanju
predmetov na tovornjake, v omare ipd.

2.2.4 Kosi razlicnih velikosti

Pri tej varianti polnjenja kosev (angl. wariable size bin packing) dovoljujemo
kose razli¢nih velikosti. Navadno imajo razlicno veliki kosi razli¢no ceno, zato
se naloga iz minimiziranja stevila koSev spremeni v minimiziranje skupne cene
uporabljenih kosev.

Kot primer navedimo razporejanje poslov med procesorje razlicnih zmog-
ljivosti in poslediéno cen. Zelimo, da so vsi posli koncani v zadosti kratkem
casu, pri ¢cemer zelimo, da je cena procesorjev, ki jih potrebujemo za izvrsitev
vseh poslov, najmanjsa mozna.

2.3 Podobni problemi

Za konec tega poglavja si oglejmo Se dva znana problema, ki se mo¢no navezu-
jeta na problem polnjenja kosev.

2.3.1 Problem nahrbtnika

Problem nahrbtnika (angl. knapsack problem) je NP-tezek optimizacijski prob-
lem, saj je odlocitvena oblika NP-poln problem [5]. Imamo n predmetov z
dolocenimi velikostmi (tezami) in vrednostmi (cenami). Z njimi zelimo napol-
niti nahrbtnik omejene nosilnosti C),.., tako da se le-ta ne bo strgal in bomo
dosegli najvecjo ceno v njem.

Problem nahrbtnika (glej [6]) lahko torej formuliramo kot:

e Dana je mnozica predmetov X = {z;|i = 1,...,n}. Za vsak predmet x;
poznamo njegovo velikost ¢; € Z* in vrednost p; € Z*. Poznamo tudi
nosilnost nahrbtnika C),,. € N.
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e Zelimo poiskati mnozico Y C X, da velja:

Z C; S Cmax in

T, €Y

Z p; je maksimalna.
;€Y

Podobnost s polnjenjem koSev je ocitna, ¢e si zamislimo, da lahko upora-
bimo ve¢ nahrbtnikov. Ta problem je znan pod imenom problem maksi-
malne kardinalnosti polnjenja kosev (angl. mazimum cardinality bin pack-
ing problem): Na voljo imamo M,,,, koSev kapacitete C,q, in n predmetov
z dolocenimi tezami, zelimo pa maksimizirati stevilo predmetov, ki jih lahko
spravimo v kose, ne da bi presegli dano kapaciteto in stevilo kosev.

2.3.2 Problem razreza

Problem razreza (angl. cutting-stock problem) lahko opisemo na sledeci nacin:
Na zalogi imamo neomejeno stevilo kosov nekega materiala (npr. lesenih desk)
standardnih dolzin Ly, Lo, . . ., L. Zelimo izpolniti naroéila s strank, pri ¢emer
vsako narocilo sestavljajo zahteve po n; kosih dolzine [; za ¢ = 1,...,s, tako
da bomo porabili kar najmanj materiala oziroma da bo odpadnega materiala
¢im manj.

Ce stevilo razliénih standardnih dolzin materiala omejimo na k = 1, postane
problem razreza zelo podoben osnovnemu problemu polnjenja kosev (tudi brez
te zahteve pa obstaja podobnost s polnjenjem kosev razli¢nih velikosti). Glavna
razlika med problemoma je, da imamo pri polnjenju kosev predmete z veliko
razlicnimi velikostmi, pri razrezu pa imamo predmete z le nekaj razlicnimi
velikostmi. Razlog za uporabo razliénih klasifikacij za ta dva problema je ver-
jetno v tem, da so se za njuno resevanje tradicionalno uporabljale drugacne
metode [1].



Poglavje 3

Aproksimacijski algoritmi

3.1 Lastnosti

Zaradi NP-tezkosti problema polnjenja kosSev in sploSnega prepricanja, da
polinomski algoritem za iskanje resitve za NP-tezke probleme ne obstaja, je
posebno pri problemih vecjih razseznosti nesmiselno stremeti k natanéni resitvi,
saj bi njeno iskanje vzelo veliko prevec casa. Zato se raje zadovoljimo s pri-
blizno resitvijo, pri kateri na ra¢un natanc¢nosti pridobimo na hitrosti resevanja.
Algoritmu, ki vraca priblizno resitev nekega problema v okviru znanih maksi-
malnih napak, pravimo aproksimacijski algoritem.

3.1.1 Osnovni pojmi

Glede na nacin razporejanja predmetov in vpogled, ki ga imajo v prihajajoce
predmete, lahko algoritme razdelimo v tri skupine:

1. Sprotni algoritmi (angl. on-line): Ti algoritmi razporejajo predmete v
takem vrstnem redu, kot predmeti prihajajo, brez poznavanja naslednjih
predmetov. Odlocitev je dokoncna: ko je predmet enkrat razporejen v
kos, ga ni ve¢ mozno premakniti.

2. Naknadni algoritmi (angl. off-line): Ti algoritmi pred zacetkom raz-
porejanja poznajo vse predmete v seznamu in jih po potrebi predhodno
uredijo.

3. Polsprotni algoritmi (angl. semi on-line): Pri teh algoritmih so zahteve
glede na sprotne algoritme nekoliko omiljene. Lahko je nekaj predme-
tov znanih vnaprej (prihajajo v paketih), lahko je dovoljeno premikanje
nekaterih predmetov po razporeditvi v kos ipd.

13
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Za kasnejse potrebe definirajmo Se naslednja pojma:

Odprt kos je kos, v katerega je dovoljeno dodajati nove predmete. Tak kos
ne sme biti poln.

Zaprt kos je kos, v katerega novih predmetov ni ve¢ dovoljeno dodajati. Tak
kos je lahko poln, ni pa to obvezno.

Algoritem mora koS oznaciti za zaprtega, ko je le-ta poln, lahko pa ga za
zaprtega oznaci Ze prej.

3.1.2 Kakovost algoritmov

Seveda se postavlja vpraSanje, koliksno je odstopanje resitev aproksimaci-
jskih algoritmov od optimalne resitve OPT(I), ki predstavlja najmanjse stevilo
kosev, ki jih potrebujemo za resitev primerka problema polnjenja kosev I.
Zagotovo velja:

OPT(I) > Y x]. (3.1)
i=1
Oglejmo si dve meri za ocenjevanje kakovosti aproksimacijskih algoritmov:

Absolutni koli¢nik najslabsega primera (angl. absolute worst-case ratio)
R4 za aproksimacijski algoritem A, ki resuje problem polnjenja kosev, je
podan kot:

R4 =sup{A(I)/OPT(I)}, (3.2)
I

kjer A(I) oznacuje stevilo kosev, ki jih uporablja resitev algoritma A za
primerek 1.

Asimptoti¢ni koli¢nik najslabsega primera (angl. asymptotic worst-case
ratio) R za algoritem A je podan kot:

Ry = Jim sup{A(D)/OPT()|OPT(1) > k}. (3.3)

Za vsak algoritem ocitno velja naslednje razmerje med asimptoticnim in
absolutnim koli¢nikom najslabsega primera:

Ra > RY. (3.4)

Za aproksimacijski algoritem A problema P pravimo, da je r-aproksimacijski
algoritem za P, ¢e obstaja konstanta r > 1, da je R4 < r za vsak primerek
problema I.
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Izrek 3.1.1. Za problem polnjenja koSev ne obstaja p-aproksimacijski algo-
ritem za p < %, razen ce je P = NP.

Dokaz. Izrek je posledica izreka 2.1.1 in je povzet po [7]. Privzemimo, da ob-
staja p-aproksimacijski algoritem za p < % Spomnimo se problema razdelitve,
ki smo ga v omenjenem izreku uporabili za dokaz NP-polnosti: za ta problem
je OPT(I) = 2. Na§ algoritem mora torej vrniti resitev z m < pOPT(I) = 3
kosi, torej lahko uporablja samo 2 koSa. Tak algoritem bi nasel optimalno
reSitev in s tem natancno resil problem razdelitve. ]

3.2 Trivialna resSitev

Kaksen algoritem bi resil problem polnjenja kosev, kot je opisan v 2.17 Gotovo
si lahko zamislimo preprost in precej naiven algoritem, ki vsak predmet raz-
poredi v svoj kos. Rezultat na primeru s slike 2.2 (ta primer bomo uporabljali
tudi za vse ostale algoritme) prikazuje slika 3.1. Siva polja oznacujejo prazne
dele kosev.

Slika 3.1: Rezultati primera s slike 2.2, ¢e uporabimo trivialno resitev, ki vsak
predmet razvrsti v svoj kos.

Seveda nam je takoj jasno, da bodo resitve tega algoritma zelo dale¢ od op-
timalnih, saj bo algoritem vsaki¢ potreboval natanko n kosev. V nadaljevanju
si zato poglejmo nekaj preprostih algoritmov, ki dosezejo boljsi rezultat.
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3.3 Sprotni algoritmi

Predvidevamo lahko, da sprotni aproksimacijski algoritmi ponujajo manjso
stopnjo optimizacije zaradi pomanjkanja vpogleda v naslednje predmete sez-
nama. Vendar v doloc¢enih primerih iz realnega zivljenja nimamo moznosti
uporabe algoritmov, ki zahtevajo poznavanje vseh predmetov pred zacetkom
razvrscanja.

Prva dva algoritma iz tega razdelka sodita med t.i. poZresne algoritme, kar
pomeni, da na vsakem koraku izbereta moznost, ki se trenutno zdi najboljsa.

3.3.1 Naslednje ujemanje

Algoritem NF (iz angl. Next Fit) poskusa nov predmet uvrstiti v trenutno
odprti kos. Ce to ni mozno, trenutni kos zapre, odpre nov kos in predmet
uvrsti vanj. V vsakem trenutku je torej odprt natanko en kos. Primer delovanja
algoritma prikazuje slika 3.2.

Slika 3.2: Primer s slike 2.2 za algoritem NF. Vidimo, da NF v tem primeru
potrebuje en kos ve¢ od optimalnega.

Algoritem NF ima linearno ¢asovno zahtevnost O(n) in konstantno pros-
torsko zahtevnost O(1). Glede kvalitete resitve pa veljajo naslednje trditve
(povzeto po [2]):

1. Za vsak primerek I velja: NF(I) < 20PT(I) — 1.
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2. R?\?F - 2.

3. Koli¢nik se izboljsa, ko se velikost najvecjega predmeta v seznamu manjsa.

3.3.2 Prvo ujemanje

Glavna pomanjkljivost algoritma NF je v tem, da algoritem prehitro zapre
kos, ki Se ni docela poln: zapre ga takoj, ko nekega predmeta ne more uvrstiti
vanj, ¢eprav je v kosu morda Se dovolj prostora za kak naslednji predmet. To
pomanjkljivost poskusa odpraviti algoritem FF (iz angl. First Fit).

Algoritem FF poskusa nov predmet uvrstiti v prvega od odprtih kosev, ki
je dovolj velik za predmet. Ce takega kosa ni, algoritem odpre nov kos, pri
tem pa ne zapre nobenega od prejsnjih. Vsi kosi torej ostajajo odprti do izteka
algoritma, razen seveda tistih, ki jih uspemo napolniti do vrha.

Primer delovanja prikazuje slika 3.3.

Slika 3.3: Primer s slike 2.2 za algoritem FF. V tem primeru algoritem FF
doseze enako stevilo kosev kot NF'| vendar to ni pravilo.

Ob ustrezni implementaciji lahko za algoritem FF dosezemo ¢asovno zah-
tevnost O(nlogn) [2]. Njegova prostorska zahtevnost je linearna O(n). Vidimo,
da sta obe zahtevnosti vecCji od zahtevnosti algoritma NF. Glede kvalitete
resitve pa velja naslednje (povzeto po [2]):

1. Za vsak primerek I velja: FF(I) < [{£OPT(I)].
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=T

3. Obnasanje v najslabsem primeru se mocno izboljsa, ¢e so velikosti vseh
predmetov manjse od %

3.3.3 Omejitve ujemanj

Ce za odlocanje, v katerega od odprtih kogev z dovolj prostora bomo uvrstili
nov predmet, uporabimo drugacno pravilo, si lahko zamislimo Se precej algo-
ritmov, ki so podobni algoritmu FF. Omenimo dva primera:

1. Algoritem BF (iz angl. Best Fit) predmet razvrsti v tisti kos, v katerem
po dodajanju tega predmeta ostane najmanj prostora, torej izbere naj-
boljse ujemanje.

2. Algoritem WF (iz angl. Worst Fit) predmet razvrsti v tisti kos, v
katerem po dodajanju ostane najve¢ prostora.

Vsem tem algoritmom je skupna ena lastnost: Nov koS odprejo samo, ce
predmeta ne morejo uvrstiti v nobenega od ze odprtih kosev. Lahko recemo,
da gre za poljubno ujemanje, algoritme s to lastnostjo pa vcasih oznacujemo
kot algoritme AF (iz angl. Any Fit).

Zanima nas, kaksne so razlike med temi algoritmi s stalisca kvalitete nji-
hovih resitev. Poglejmo si naslednji izrek:

Izrek 3.3.1. Ce je A algoritem AF, potem velja: R¥y < RY < R¥y.[2]

Ugotovitev ni spodbudna, saj pove, da katerikoli sprotni algoritem s poljub-
nim ujemanjem ne more doseéi rezultata, ki bi bil boljsi od algoritma FF. V
nadaljevanju si bomo zato pogledali, kako je rezultat mozno izboljsati.

3.3.4 Izboljsave sprotnih algoritmov

Zmnacilnost algoritmov, ki uporabljajo poljubno ujemanje, je, da ne odprejo
novega kosa, dokler lahko predmet uvrstijo v katerega od ze odprtih, kar pa,
kot pove izrek 3.3.1, ni klju¢ do priblizanja optimalni resitvi.

Kronolosko prvi algoritem, ki je presegel algoritem FF, je algoritem RFF (iz
angl. Refined First Fit), predstavljen v ¢lanku [9]. RFF razdeli predmete glede
na njihovo velikost v skupine, ki ustrezajo intervalom D = (0, 3], B, = (3, ],
B, = (%, %] in A = (%, 1], in podobno razdeli tudi kose. Nato z uporabo
algoritma FF razporedi predmete iz vsake skupine v kose iste skupine. Izjema



3.3 Sprotni algoritmi 19

je skupina Bs, kjer je vsak 6. predmet obravnavan drugace: razporejen je
v enega od obstojecih kosev iz skupine A ali pa se zanj odpre nov kos iz te
skupine. Na ta nacin se doseze, da se obcasno odpre nov kos, v katerega
lahko kasneje razporedimo predmet, ki je vecji od % V omenjenem clanku je
tudi pokazano, da je casovna zahtevnost algoritma RFF O(nlogn) in da velja
R%pp = 2. Prostorska zahtevnost je seveda O(n).

Delovanje algoritma RFF prikazuje slika 3.4. Uporabljeni so bili prilagojeni
intervali D = (0,3], By = (3,4], By = (4,5] in A = (5,10]. V Zelji po boljsi
ilustraciji delovanja algoritma smo edini predmet iz skupine By obravnavali,
kot bi bil 6. po vrsti.

Slika 3.4: Primer s slike 2.2 za algoritem RFF. Vsak uporabljeni ko§ ima
oznaceno skupino, ki ji pripada. Predmet iz skupine By je obarvan temno
sivo.

Zanimiv je tudi algoritem Harmonicy, opisan v ¢lanku [4]. Algoritem je
podoben zgoraj opisanemu RFF', njegova posebnost pa je v tem, da uporablja
omejen prostor. 7 izjemo algoritma NF vsi do sedaj opisani algoritmi upo-
rabljajo neomejen prostor, saj kosev ne zaprejo, dokler ti niso polni. V praksi
si tega pogosto ne moremo privosciti, zato je omejitev Stevila kosev, ki jih
algoritem uporablja v nekem trenutku, pogosto nujna. Harmonicg uporablja
K intervalov I, tako daje I, = (27, ¢l zal <k < K in Ix = (0, ]. Predmeti
so razdeljeni v skupine glede na to, v kateri interval sodijo po velikosti. Tudi
kosi so razdeljeni na tak nacin, pri ¢emer je v vsakem trenutku lahko odprt le en
kos iz posamezne skupine (torej skupno najve¢ K kosev). Algoritem predmete
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razporeja na sledeéi nacin: Ce je v kosu e prostor, predmet razporedi v kos,
ki ustreza skupini predmeta, sicer pa ta koS zapre, odpre novega in predmet
uvrsti vanj. Prostorska zahtevnost algoritma je torej O(K), ¢asovna pa O(n).
Dokazano je, da za Harmonicg velja:

li % =T, =1.69103...[2

Aim Ry 69103 ...[2]

Delovanje algoritma Harmonicgk prikazuje slika 3.5. Uporabljeni so bili
prilagojeni intervali A = (0, 3], B = (3,5] in C' = (5, 10].

Slika 3.5: Primer s slike 2.2 za algoritem Harmonicg pri K = 3.

Omenjena algoritma sta sluzila za osnovo mnogim zapletenejSim algorit-
mom, ki so se trudili izboljsati asimptotiéni kolicnik najslabSega primera.
Trenutno najboljSo spodnjo mejo predstavlja naslednji izrek:

Izrek 3.3.2. Za vsak sprotni algoritem A velja RY > 1.540. [2]

3.4 Naknadni algoritmi

Pri sprotnih algoritmih smo spoznali, da najvecji problem predstavljajo veliki
predmeti, t.j. predmeti, ki so vecji od %, saj jih tezko uvrstimo v koS, sploh ce
je ze delno zapolnjen. Zato se pojavi ideja, da bi velike predmete obravnavali
najprej, preostali prostor pa poskusili zapolniti z manjsimi. Na tem principu
temeljijo algoritmi, ki jih bomo spoznali v nadaljevanju.
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3.4.1 Padajoce prvo in padajoce najboljSe ujemanje

Algoritma FFD (iz angl. First Fit Decreasing) in BFD (iz angl. Best Fit
Decreasing) sta izpeljanki prej predstavljenih algoritmov FF in BF. Za oba je
znacilno, da predmete najprej uredimo po velikosti v padajotem vrstnem redu,
nato pa nad dobljenim seznamom izvedemo algoritem FF oziroma BF.

Ce se spet spomnimo primera s slike 2.2, bi oba algoritma dosegla identi¢no,
optimalno resitev (ki je Ze prikazana na omenjeni sliki). Prostorska in ¢asovna
zahtevnost ostaneta nespremenjeni glede na sprotna algoritma.

Za algoritma FFD in BED velja tudi (povzeto po [2]):

—

0 __ oo _ 1
1. RFFD_RBFD_ .

SO

2. Rprp = Rprp =

3. Obstajajo seznami, kjer BFD doseze boljse rezultate kot FFD, obstajajo
pa tudi seznami, kjer je FF'D boljsi.

Hitro se postavi vpraSanje, ali lahko z druga¢nimi algoritmi dosezemo boljse
rezultate. Odgovor je da, vendar ima izboljsanje svojo ceno, in sicer povecanje
casovne zahtevnosti preko linearne in preko O(nlogn), kar je pogosto nespre-
jemljivo.

3.4.2 Zhangov algoritem

V clanku [10] predstavljeni algoritem je zanimiv, ker ima linearno ¢asovno
zahtevnost. Deluje na sledec¢i nac¢in: Na zacetku velike predmete razporedimo
vsakega v svoj kos. Kose, ki Se niso polni, oznac¢imo kot aktivne in odprte ter
jih osteviléimo v poljubnem vrstnem redu. Preostale predmete razvrstimo po
naslednjih pravilih:

1. Ce obstaja odprt aktiven kos, poskusamo predmet uvrstiti v kos z naj-
nizjim indeksom. Ce to ni mogoce, ta kos zapremo in uporabimo dodaten
kos:

(a) Ce je dodaten kos ze odprt in je v njem dovolj prostora, predmet
uvrstimo vanj.
(b) Drugace dodaten kos zapremo, za predmet odpremo novega in ga

oznacimo kot dodatnega.

2. Ce odprt aktiven kos ne obstaja, odpremo nov kos, vanj uvrstimo pred-
met in ga oznac¢imo za aktivnega.
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Delovanje Zhangovega algoritma prikazuje slika 3.6. Aktivni kosi so ostevil¢eni
v narascajocem vrstnem redu. Za algoritem velja Ry = %

Slika 3.6: Primer s slike 2.2 za Zhangov algoritem. A in D oznacujeta aktivne
oziroma dodatne koSe.

Algoritem lahko modificiramo, da uporablja konstanten prostor: Na zacetku
odpremo samo en koS, v katerega uvrstimo prvi velik predmet. Ko ta kos
zapremo, odpremo naslednjega, v katerega najprej uvrstimo naslednji velik
predmet. Tako sta v vsakem trenutku odprta najvec¢ dva kosa: en aktivni in
en dodatni. Opisani algoritem je pravzaprav polsprotni, saj moramo vnaprej
poznati le velike predmete.

3.5 Algoritmi za polnjenje kosev z omejitvijo
kardinalnosti

V ¢lanku [11] so predstavljeni trije algoritmi, ki so prirejeni posebej za problem
polnjenja kosev z omejitvijo kardinalnosti. Vsem algoritmom je skupno, da
seznam predmetov najprej sortirajo po padajotem vrstnem redu (tako kot na
primer algoritem FFD). V vsakem koraku je izbran nabor N, predmetov, s
katerimi se napolni en kos. S C' je oznacena preostala kapaciteta trenutnega
kosa. Pri izboru prvega predmeta torej velja C' = C,,42, z vsakim dodanim
predmetom pa se C' zmanjsa za velikost le-tega. Opisani postopek se ponavlja,
dokler niso razvrscéeni vsi predmeti.
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Algoritmi za izbor nabora predmetov uporabljajo sledece kriterije:

e Algoritem 1 vsaki¢ izbere najvecji predmet, za katerega velja x; < C/k,
pri ¢emer je k = Nyaq, - - ., 1. Delovanje algoritma prikazuje slika 3.7.

e Algoritem 2 za prvi predmet izbere najvecji predmet, za katerega velja
x; < C, ostalih N,,.. — 1 predmetov pa izbere tako, da vsakic izbere
najvecji predmet, za katerega velja x; < C/k, k = Ny — 1,..., 1.
Delovanje algoritma prikazuje slika 3.8.

e Algoritem 3 prvih [N,,q./2] predmetov izbere tako, da za vsakega od
njih izbere nakljucni predmet, ki zadosca pogoju x; < C. Preostale
predmete pa izbere tako, da za vsakega od njih izbere najvecji predmet,
ki zadosca pogoju x; < C/k, k = | Npaz/2], ..., 1.

Slika 3.7: Primer s slike 2.2 za Algoritem 1, pri ¢emer je N0 = 3. V prvem

koraku algoritem izbere predmete, ki ustrezajo pogojem x; < %, r; < g in

Vsi trije algoritmi sodijo med naknadne algoritme, saj za delovanje zahte-
vajo urejen seznam predmetov. Hitro lahko vidimo, da je prostorska zahtevnost
vseh algoritmov konstantna, saj v vsakem koraku zapolnijo en kos, ki ga kas-
neje ne uporabljajo vec. Casovna zahtevnost teh treh algoritmov pa je ob
primerni implementaciji O(nlogn).
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Slika 3.8: Primer s slike 2.2 za Algoritem 2, pri ¢emer je N, = 3. V prvem
koraku algoritem izbere predmete, ki ustrezajo pogojem z; < 10, x; < % (noben
predmet ne ustreza pogoju) in x; < %
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Prakti¢ni preizkus

Sedaj je cas, da spoznane algoritme za reSevanje problema polnjenja koSev
preizkusimo tudi v praksi. Osnovni namen eksperimenta je raziskati, koliksen
vpliv ima omejitev kardinalnosti na kakovost resitve algoritmov. So algoritmi,
razviti posebej za problem polnjenja kosev z omejitvijo kardinalnosti, zaradi
svoje specificnosti boljsi od algoritmov za reSevanje osnovnega problema? To
je vprasanje, na katerega bomo skusali odgovoriti v nadaljevanju.

4.1 Prilagoditve algoritmov

Za potrebe eksperimenta so bili poleg vseh treh algoritmov iz ¢lanka [11] izbrani
Se algoritma FFD in RFF ter Zhangov algoritem. Ker slednji resujejo osnovni
problem polnjenja kosev, jih je bilo potrebno nekoliko prilagoditi za dodatno
omejitev kardinalnosti. Modifikacije so bile sledece:

e Algoritem FFD predmet uvrsti v prvi kos, v katerem je dovolj prostora
in v katerem je Stevilo predmetov manjse od N,,qz.

e Podobno algoritem RFF predmet uvrsti v prvi kos ustrezne skupine, v
katerem je dovolj prostora in dovolj malo predmetov.

e Zhangov algoritem (aktivni ali dodatni) kos zapre tudi v primeru, ko je
v njem Se dovolj prostora za trenutni predmet, vendar je bilo dosezeno
maksimalno dovoljeno stevilo predmetov v kosu.

Vsi algoritmi so kot vhodni podatek prejeli po velikosti (padajoce) urejen
seznam, ceprav algoritem RFF tega ne zahteva. Algoritmi so bili implementi-
rani v programskem okolju Matlab (glej dodatek A).

25
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4.2 Eksperimentalna primerjava algoritmov

Prvi eksperiment je sluzil za medsebojno primerjavo algoritmov s stalisca
kakovosti resitve. Zanimalo nas je, kako se algoritmi, razviti posebej za reseva-
nje problema polnjenja kosev z omejitvijo kardinalnosti, obnesejo v primerjavi z
algoritmi za resevanje splosnega problema. Podoben eksperiment je bil opravl-
jen ze v ¢lanku [11], vendar z dvema pomembnima razlikama: Za primerjavo s
splosnimi algoritmi je bil uporabljen samo algoritem FFD, seznami predmetov,
na katerih je preizkus potekal, pa niso vsebovali velikih elementov.

Kot v omenjenem eksperimentu je bila tudi tokrat uporabljena vrednost
Npaz = 4. Za kapaciteto kosev je bila izbrana C,,,. = 1 kot najbolj splosna.
Ker smo v teoreticnem delu videli, da najvecji izziv algoritmom predstavlja-
jo veliki predmeti, je nas preizkus potekal na stirih razlicnih tipih seznamov
predmetov, vseh dolzine n = 100:

e seznami brez velikih predmetov,

e seznami z 10% velikih predmetov,

e seznami s 30% velikih predmetov in
e seznami s 50% velikih predmetov.

Vsi seznami so bili generirani z uporabo Matlabovega psevdonaklju¢nega
generatorja Stevil, ki uporablja enakomerno porazdelitev, pri ¢emer je bila
upostevana zgornja sestava seznamov. Porazdelitev prikazuje tudi slika 4.1.
Eksperiment je bil ponovljen 10000-krat, vsaki¢ nad novo generiranimi sez-
nami.

— — — brez velikih

10% velikih
— — — 30% velikih
— — — 50% velikih

15+

P(z)

Slika 4.1: Porazdelitev velikosti predmetov za posamezne tipe seznamov.
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Za vsak seznam je bila izracunana teoreti¢na spodnja meja za problem
polnjenja kosev z omejitvijo kardinalnosti:

ZT‘Z— Z; n

OPT(I) = =1 4.1

() = (222254, 12, (@)

ki je sluzila kot priblizek za optimalno resitev. Da bi dolo¢ili kakovost posamez-

nega algoritma, smo uporabili razmerje med resitvijo algoritma in optimalno
resitvijo A(I) / OPT(I).

Rezultate testiranj prikazujejo slike 4.2 do 4.5 (zaradi vecje preglednosti je

prikazanih samo prvih 500 iteracij), povprecne vrednosti pa so zbrane v tabeli
4.1.

povprecje | brez velikih | 10% velikih | 30% velikih | 50% velikih
FFD 1.1273 1.0933 1.0348 1.0418
RFF 1.3318 1.3199 1.3251 1.3323
Zhang 1.3606 1.3530 1.2680 1.2581
Algoritem 1 | 1.0262 1.0698 1.1421 1.2059
Algoritem 2 | 1.0493 1.0552 1.0504 1.0440
Algoritem 3 | 1.0256 1.0571 1.0992 1.1434

Tabela 4.1: Povprecne vrednosti kvocienta A(I)/OPT(I) za izbrane algoritme
pri razli¢no sestavljenih seznamih.

Kot je razvidno iz slik, se rezultati od seznama do seznama precej razliku-
jejo, tako ce pogledamo isti algoritem, kot ¢e primerjamo razlicne algoritme.
Tako obnasanje je pricakovano, saj za vsak algoritem obstajajo seznami, ki so
zanj bolj ali manj ugodni, prav tako pa obstajajo seznami, ki so ugodni za
nekatere algoritme, za druge pa ne. ObnaSanje algoritmov na enem samem
seznamu nam zato pove bolj malo, mnogo bolj zgovorno pa je povprecje.

Rezultati za sezname brez velikih predmetov so konsistentni z rezultati
predhodnih testiranj iz ¢lanka [11], kar daje nasemu eksperimentu dodatno
tezo. Pri seznamih s 50% velikih predmetov se postavlja vprasanje, ali je
uporabljeni priblizek 4.1 za OPT(I) Se ustrezen. Zaradi definicije velikih pred-
metov je namrec jasno, da za vsak velik predmet v seznamu potrebujemo nov
kos. Stevilo velikih predmetov posledi¢no neposredno vpliva na optimalno
stevilo potrebnih koSev, kar bi bilo pri tako velikem delezu velikih predmetov
dobro upostevati za bolj pravilno razmerje A(I) / OPT(I).

Rezultati eksperimenta dobro pokazejo, kako se kakovost resitve posamez-
nega algoritma spreminja glede na delez velikih predmetov. Opazimo lahko, da
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Zhangov algoritem najvec pridobi z visjim delezem velikih predmetov, medtem
ko so pri algoritmu RFF razlike nesignifikantne in vpliv deleza velikih pred-
metov najmanjsi. Podobno kot za Zhangov algoritem velja tudi za algoritem
FFD, le da je izboljsanje nekoliko manjse.

Pri vplivu deleza velikih predmetov na algoritme za reSevanje problema
polnjenja kosev z omejitvijo kardinalnosti nas eksperiment pokaze na pomem-
bno razliko, ki je bila pri predhodnih testiranjih spregledana. Tako Algoritem
1 kot Algoritem 3 namre¢ moc¢no poslabsata kakovost svoje resitve, ko se delez
velikih predmetov veca. Razlog za poslabsanje je v tem, da oba algoritma
velike predmete poskusata uvrstiti v kos Sele na koncu, kar se izkaze za slab
pristop, saj je kos, napolnjen na tak nacin, pogosto ze preve¢ poln, da bi lahko
sprejel velik predmet. Algoritem 3 je ob velikem delezu velikih predmetov
nekoliko boljsi zaradi svoje nakljucnosti, ki mu omogoca, da kot prvi predmet
kdaj izbere tudi enega izmed velikih predmetov. Nasprotno pa je Algoritem 2
veliko manj obcutljiv na velike predmete, saj za prvi predmet vedno izbere na-
jvecjega moznega, preostanek kapacitete kosa pa poskusa zapolniti z manjSimi
predmeti.

Ce primerjamo algoritme med sabo, hitro vidimo, da se Zhangov algoritem
in algoritem RFF odrezeta slabse od algoritma FFD. Za algoritem RFF je
taksno obnasanje delno pricakovano, saj je bil zamisljen kot sprotni algoritem,
vsi ostali pa so naknadni. Slabsi dosezki Zhangovega algoritma so verjetno
posledica linearne casovne zahtevnosti.

Vsi trije algoritmi za polnjenje koSev z omejitvijo kardinalnosti dosezejo
boljse rezultate od algoritma FFD za sezname z malo (do 10%) ali ni¢ velikimi
predmeti. Najbolj zanimiv pa je Algoritem 2, ki ostaja konkurencen algoritmu
FFED tudi ob povecevanju deleza velikih predmetov v seznamu.

Kot zanimivost Se omenimo, da je bil v zacetni fazi testiranja izveden tudi
eksperiment s seznami z enakimi delezi velikih predmetov, vendar sestavljenimi
iz celih $tevil z intervala (0, 10]. Rezultati niso navedeni, ker so bili trendi
spreminjanja kvalitete resitve glede na delez velikih predmetov v seznamu in
medsebojnih primerjav algoritmov podobni. Razlika pa je bila v povpreénem
razmerju A(I) / OPT(I), ki je bilo pri celostevilskih seznamih manjse, kar kaze
na to, da se z omejitvijo na cela stevila (sploh z relativno majhnega intervala)
lazje priblizamo optimalni resitvi zaradi mnogo manjsega prostora resitev.



A(l) / OPT(l)

A(l) / OPT(l)

4.2 Eksperimentalna primerjava algoritmov

145
14

1.35

#

| oty A
\ A | ‘ﬂ\ ‘.\ H \m\ “0 LA A “l‘
\‘M 1T AN

‘ﬂl

il

il “V

Y
il Wi

I i

\/H

Al i

29

FFD
! RFF
iy MHF\ il LA ”‘ W 'Ul"“” ‘u' I Il.iu'.u PR TR Al /Zx?ging
iy
1.05 \“I.'ILH" ”’k,hll‘ w” L:Lm” w‘” N u,.‘ Wu mln‘ |I“‘!.‘f\ | 1,’\]\ h i ’u’ .':'n“i':l I/ ‘, I “.W“‘, '”v”xmu I 1“,.:”\! ,‘,',\ | w‘ | M“\“”' ,“iun ~— —Alg2
L LMI IRV l‘ [I” ! ’1 M‘ Ly | Ll 1]‘ i M] 1 ! ‘\’l'l'll 3‘ ! i I! h“‘ “\J :\"f Wi Hh Alg3
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
iteracije
Slika 4.2: Rezultati eksperimentalne primerjave algoritmov za sezname brez
velikih predmetov.
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Slika 4.3: Rezultati eksperimentalne primerjave algoritmov za sezname z 10%
velikih predmetov.
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Slika 4.4: Rezultati eksperimentalne primerjave algoritmov za sezname s 30%

velikih predmetov.
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Slika 4.5: Rezultati eksperimentalne primerjave algoritmov za sezname s 50%

velikih predmetov.
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4.3 Povecevanje dovoljenega Stevila predme-
tov v kosu

7 drugim eksperimentom smo zeleli preveriti, kako se izbrani algoritmi obnasajo,
ko povecujemo najvecje dovoljeno stevilo predmetov v enem kosu. Ob N4 >
n omejitev kardinalnosti namre¢ nima ve¢ vpliva, zato se problem polnjenja
kosev z omejitvijo kardinalnosti prevede kar na osnovni problem.

Za potrebe eksperimenta smo generirali sezname predmetov dolzine n =
100 pri C,ee = 1. Uporabili smo dva tipa seznamov: sezname brez velikih
predmetov in sezname s 50% velikih predmetov, ki so bili generirani na isti
nacin kot pri prvem eksperimentu. Dovoljeno stevilo predmetov v kosu smo
spreminjali kot Npee = 2,3,...,%. Meja 7§ se je v zacetnih fazah eksperimenta
izkazala za dovolj veliko za dosego konvergence, zato N,,., nismo povecevali
preko nje. Eksperiment je bil ponovljen 1000-krat, rezultati pa so predstavljeni
na slikah 4.6 in 4.7. Prikazano je povprecno sStevilo kosev v odvisnosti od
maksimalnega dovoljenega stevila predmetov v kosu.

FFD
RFF
Zhang
Algl

\ — — —Alg2

Alg3

Nma:c
Slika 4.6: Rezultati povecevanja N,,., za sezname brez velikih predmetov.

Kot pricakovano se kvaliteta resitve (vsaj v vecini primerov) izboljsuje ob
povecevanju N,,.., dokler ne dosezemo meje, ko N,,., nima vec¢ vpliva in ome-
jujoci faktor postane kapaciteta posameznega kosa. Kako hitro dosezemo kon-
vergenco, je odvisno od deleza velikih predmetov v seznamu: pri velikem delezu
ima N, mnogo manjsi vpliv, zato je konvergenca dosezena hitreje, kar se
pokaze pri seznamih s 50% velikih predmetov.

Zanimivo je, da pri seznamih brez velikih predmetov vsi trije algoritmi, ki
privzeto upostevajo omejitev kardinalnosti, dosezejo najboljse rezultate ravno
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Slika 4.7: Rezultati povecevanja N,,., za sezname s 50% velikih predmetov.

pri Npae = 4, kar je nastavitev, ki je bila uporabljena pri predhodnih testiran-
jih, z vecanjem N,,., pa se njihovo delovanje nekoliko poslabsa. Zakaj prihaja
do takega obnasanja, bi bilo morda pametno podrobneje raziskati.

Podobno se zgodi pri seznamih s 50% velikih predmetov, kjer pri Algoritmu
1in Algoritmu 3 pri majhnih N,,,, prihaja do nepricakovanih skokov v kvaliteti
resitve. Tako obnasanje lahko razlozimo s samim delovanjem obeh algoritmov,
saj pri majhnem N,,,, koS zacnemo polniti z ve¢jimi predmeti kot pri velikem.

Opazimo lahko, da povecevanje N,,.. nima velikega vpliva na kvaliteto
reSitve za izbrane algoritme. Algoritmi za reSevanje sploSnega problema tudi
pri neomejujocem N,,,, ne dajejo boljsih resitev kot algoritmi, prirejeni za
omejitev kardinalnosti. Izjema je algoritem FFD, ki pri ve¢jem N, doseze
nekoliko boljse rezultate pri seznamih brez velikih predmetov, kar pa je lahko
zgolj nakljucje, saj je bil eksperiment opravljen na relativno majhnem stevilu
seznamov.




Poglavje 5
Zakljucek

Kot smo videli v teoreticnem delu, je polnjenje kosev problem z veliko moz-
nostmi prakticne uporabe. Zaradi njegove zahtevnosti je smiselno razvijati
aproksimacijske algoritme za resevanje tega problema, ki nam ob sprejemljivi
casovni zahtevnosti zagotavljajo dovolj kvalitetno priblizno resitev.

V pri¢ujocem diplomskem delu smo se ukvarjali s primerjavo aproksimaci-
jskih algoritmov za resevanje bolj specificnega problema polnjenja kosev z ome-
jitvijo kardinalnosti z aproksimacijskimi algoritmi za reSevanje splosnega prob-
lema. Kot so pokazali eksperimenti, so vsi trije specificni algoritmi v povprecju
boljsi od uporabljenih splosnih algoritmov za sezname brez velikih predmetov
ali z majhnim delezem le-teh, in to ob primerljivi ¢asovni zahtevnosti. V takih
primerih je torej priporoc¢ljiva uporaba specificnih algoritmov. V primeru sez-
namov z vecjim delezem velikih predmetov pa se od preizkusenih algoritmov v
povprecju najbolje obnese splosni algoritem FFD, vendar specificni Algoritem
2 ne zaostaja veliko, kar ga dela zanimivega tudi za take sezname.

Zanimivo je, da lahko s predstavljenimi specificnimi algoritmi brez poslab-
Sanja kvalitete resitve resujemo tudi splosni problem polnjenja kosev, seveda ob
primerno nastavljenem najvec¢jem dovoljenem stevilu predmetov v kosu. Kot
najboljsi izmed trojice se spet izkaze Algoritem 2. Povzamemo torej lahko, da
je Algoritem 2 v splosnem zelo dobra alternativa algoritmu FFD, v dolo¢enih
primerih pa ga celo prekasa in je zato bolj priporocljiv za sezname z majhnim
delezem velikih predmetov.
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Dodatek A

Uporabljeni algoritmi

A.1 Algoritem FFD

function [ m ] = FFD( X, Cmax, Nmax )
Ckosi = 0; % seznam zasedenosti koSev
Nkosi = 0; % seznam Stevila predmetov v ko&ih

for i=1:numel (X)
[~, idxs] = find(Ckosi + X(i) <= Cmax);
idx = find(Nkosi(idxs) < Nmax, 1, ’first’);
if numel(idx) ==
Ckosi = [Ckosi 0];
Nkosi = [Nkosi 0];
idx = numel(Ckosi);
else
idx = idxs(idx);

end

Ckosi(idx) = Ckosi(idx) + X(i);

Nkosi(idx) = Nkosi(idx) + 1;
end

m = numel (Ckosi);

end

A.2 Algoritem RFF

function [ m ] = RFF( X, Cmax, Nmax )

34
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B2 = 6; % konstanta za skupino B2
B2_count = 0; 7 Stevec za skupino B2
m= 0;

% meje intervalov
lim A = 0.5 * Cmax;

1lim B1 = 0.4 * Cmax;
1lim B2 = 1/3 * Cmax;
% seznami zasedenosti koSev
CA = 0;
CB1 = 0;
CB2 = 0;
CD = 0;
% seznami Stevila predmetov v koiih
N_A = 0;
N_B1 = 0;
N_B2 = 0;
ND = 0;

for i=1:numel(X) % vsak predmet razporedimo v ko§
if X(i) > 1lim B2 & & X(i) <= 1lim Bl
B2_count = B2_count + 1;
end
% za skupino A
if X(i) > lim A || (B2_count == B2 & & X(i) > 1im B2 & & X(i) <= 1lim_B1)
if B2_count == B2
B2_count = 0; % ponastavitev Ztevca
end
[~, idxs] = find(C_A + X(i) <= Cmax);
idx = find(N_A(idxs) < Nmax, 1, ’first’);

if numel(idx) == 0 %
C.A = [CA 0];
NA = [NA 0];
idx = numel(C_A);
else

idx = idxs(idx);

end
C_A(idx) = C_A(idx) + X(i);
N_A(idx) = N_A(idx) + 1;

% za skupino Bl
elseif X(i) > 1lim Bl
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[~, idxs] = find(CB1 + X(i) <= Cmax);
idx = find(N_B1(idxs) < Nmax, 1, ’first’);
if numel(idx) == 0 %

CB1 = [CB1 0];

N.B1 = [N_B1 0];

idx = numel (C_B1);
else

idx = idxs(idx);

end
CB1(idx) = CB1(idx) + X(i);
N_B1(idx) = N_B1(idx) + 1;

% za skupino B2
elseif X(i) > 1im_B2

% za skupino

[~, idxs] = find(CB2 + X(i) <= Cmax);
idx = find(N_B2(idxs) < Nmax, 1, ’first’);
if numel(idx) ==

CB2 = [CB2 0];

N B2 = [NB2 0];

idx = numel(C_B2);

else
idx = idxs(idx);
end
CB2(idx) = CB2(idx) + X(i);
N_B2(idx) = N_B2(idx) + 1;

o

else

end

[~, idxs] = find(CD + X(i) <= Cmax);
idx = find(N.D(idxs) < Nmax, 1, ’first’);
if numel(idx) ==

CD = [CD 0];

ND = [ND 0];

idx = numel(CD);
else

idx = idxs(idx);

end
C.D(idx) = CD(idx) + X(i);
ND(idx) = ND(idx) + 1;

end



A.3 Zhangov algoritem

% konZno Stevilo uporabljenih kogev
if C.A(1) >0

m =m + numel(C_A);
end
if CB1(1) > 0

m = m + numel(C_B1);
end
if CB2(1) > 0

m = m + numel(C_B2);
end
if C.D(1) >0

m = m + numel(CD);
end

end

A.3 Zhangov algoritem

function [ m ] = Zhang( X, Cmax, Nmax )
% velike predmete razporedimo v aktivne koZe

Ckosi = X(X > 0.5 * Cmax); % seznam zasedenosti koSev

Nkosi = ones(1l, numel(Ckosi)); ’%seznam Stevila predmetov v ko&ih
Akosi = ones(1, numel(Ckosi)); % seznam odprtih koZev

Cdod = 0;

Ndod = 0;

num_dod = 1;
for i=numel(Ckosi)+1:numel (X)
idx = find(Akosi == 1, 1, ’first’);
if numel(idx) ==
Ckosi = [Ckosi X(i)];
Nkosi [Nkosi 1];
Akosi [Akosi 1];
elseif Ckosi(idx) + X(i) > Cmax || Nkosi(idx) == Nmax
Akosi(idx) = 0;
if Cdod + X(i) <= Cmax & & Ndod < Nmax

Cdod = Cdod + X(i);
Ndod = Ndod + 1;
else

num_dod = num_dod + 1;
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Cdod
Ndod =
end

X(@);

|
[N
..

else
Ckosi(idx)
Nkosi (idx)
end

Ckosi(idx) + X(i);
Nkosi(idx) + 1;

end

m = numel (Ckosi) + num_dod;

if Cdod == 0 % dodatni koS ni bil nikoli uporabljen
m=m- 1;

end

A.4 Algoritem 1

function [ m ] = Algl( X, Cmax, Nmax )
m = 0;
while numel(X) > O
C = Cmax;
m=m+ 1;
for i = Nmax:-1:1
idx = find(X <= C/i, 1, ’first’);
if numel(idx) > O
C=C - X(idx);
X(idx) = [1;
end
end
end
end

A.5 Algoritem 2

function [ m ] = Alg2( X, Cmax, Nmax )
m= 0;
while numel(X) > O
m=m+ 1;
idx = find(X <= Cmax, 1, ’first’);
C = Cmax - X(idx);



A.6 Algoritem 3

X(idx) = [1;
for i = Nmax-1:-1:1
idx = find(X <= C/i, 1, ’first’);
if numel(idx) > O
C=C - X(idx);
X(idx) = [1;
end
end
end
end

A.6 Algoritem 3

function [ m ] = Alg3( X, Cmax, Nmax )
m = 0;
k = floor(Nmax/2);
while numel(X) > O
m=m+ 1;
C = Cmax;
for i = Nmax:-1:k+1
idxs = find(X <= C);
if numel(idxs) > O
idx = randi(numel(idxs), 1, 1);
C = C - X(idxs(idx));
X(idxs(idx)) = [1;
end
end
for i = k:-1:1
idx = find(X <= C/i, 1, ’first’);
if numel(idx) > O
C=C - X(idx);
X(idx) = [1;
end
end
end
end

39



Slike

2.1
2.2
2.3
24

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

Shema polnjenja kosev. . . . . . . . .. ... .. ... ... 5
Primer polnjenja kosev. . . . . . . .. ..o 6
Razmerja med razredoma Pin NP. . . . ... ... .. ... .. 7
Primer polnjenja kosev z omejitvijo kardinalnosti. . . . . . . . . 9
Primer za trivialni algoritem. . . . . . .. ... ... ... ... 15
Primer za algoritem NF. . . . . .. .. ... ... ... ... .. 16
Primer za algoritem FF. . . .. .. ... ... ... .. ... .. 17
Primer za algoritem RFF. . . . .. .. ... ... ... ... .. 19
Primer za algoritem Harmonicg. . . . . . . . . . . ... ... .. 20
Primer za Zhangov algoritem. . . . . . . . ... ... ... ... 22
Primer za Algoritem 1. . . . . . . . . .. ... .. ... ... .. 23
Primer za Algoritem 2. . . . . . . . ... . ... ... .. ... 24
Porazdelitev velikosti predmetov. . . . . . . .. ... ... ... 26
Eksperiment 1 - Seznami brez velikih predmetov. . . . . . . .. 29
Eksperiment 1 - Seznami z 10% velikih predmetov. . . . . . .. 29
Eksperiment 1 - Seznami s 30% velikih predmetov. . . . . . .. 30
Eksperiment 1 - Seznami s 50% velikih predmetov. . . . . . .. 30
Eksperiment 2 - Seznami brez velikih predmetov. . . . . . . .. 31
Eksperiment 2 - Seznami s 50% velikih predmetov. . . . . . .. 32

40



Tabele

4.1 Povpreéne vrednosti kvocienta A(I)/OPT(I)

41



Literatura

1]

[6]

[7]

8]

[10]

J. M. V. de Carvalho, “LP models for bin packing and cutting stock prob-
lems,” European Journal of Operational Research, st. 141, str. 253273,
2002.

E. G. Coffman, M. R. Garey, D. S. Johnson, “Approximation algorithms
for bin-packing: A survey,” v zborniku Approximation Algorithms for
NP-Hard Problems, PWS, Boston, 1997, str. 46-93.

B. Korte, J. Vygen, Combinatorial Optimization: Theory and Algorithms,
4. izdaja, Berlin: Springer, 2008, pogl. 18.

C. C. Lee, D. T. Lee, “A simple on-line packing algorithm,” Journal of
ACM, st. 3, zv. 32, str. 562-572, 1985.

B. Robi¢, Aproksimacijski algoritmi, 2. izdaja, Ljubljana: Fakulteta za
racunalnistvo in informatiko, 2008, pogl. 1, 2, 3 in 6.

B. Vilfan, Osnovni algoritmi, 12. izdaja, Ljubljana: Zalozba FE in FRI,
2002, pogl. 6.

V. V. Vazirani, Approximation Algorithms, 1. izdaja, Berlin: Springer,
2001, pogl. 9.

E. C. Xavier, F. K. Miyazawa, “The Class Constrained Bin Packing Prob-
lem with applications to Video-on-Demand,” Theoretical Computer Sci-
ence, St. 1-3, zv. 393, str. 240-259, 2008.

A. C. Yao, “New algorithms for bin packing,” Journal of ACM, st. 2, zv.
27, str. 207-227, 1980.

G. Zhang, X. Cai, C. K. Wong, “Linear-time-approximation algorithms
for bin packing,” Operation Research Letters, st. 5, zv. 26, str. 217-222,
2000.

42



LITERATURA 43

[11] G. Zerovnik, J. Zerovnik, “Constructive heuristics for the canister fill-
ing problem,” Central European Journal of Operations Research, DOI
10.1007/s10100-010-0164-5 , 2010.



	maja remic
	Remic

