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Povzetek

Subdivizija je postopek generiranja gladkih krivulj ali ploskev iz konéne mnozi-
ce zacetnih kontrolnih tock, definiranih na regularni mrezi. Ta je v primeru
krivulj kar podmnozica celih stevil, medtem ko je pri generiranju ploskev od-
visna od topologije povezanosti kontrolnih tock. Subdivizijska shema doloca
pravilo, po katerem na vsakem koraku izracunamo nove tocke na zgosceni mrezi
— dodamo namre¢ vmesne tocke in tako v limiti dobimo krivuljo ali ploskev.

Linearne subdivizijske sheme dolo¢ajo nove tocke kot linearne kombinacije tock
prejsnjega nivoja. Maska a = (as)aezs vsebuje koeficiente linearnih kombinacij
in doloca pravilo za izracun kontrolnih tock k-tega nivoja

k k—1
Pt =" a. 2Pk
BELS

S pomocjo implementacije linearnih subdivizijskih shem v okolju MATLAB
sem zelel s primeri prikazati nekaj druzin subdivizijskih shem, kot so sheme
iz kardinalnih B-zlepkov, interpolacijske sheme in tenzorski produkti shem.
Prav tako sem na primerih preveril nekatere pogoje, ki morajo veljati, da
subdivizijske sheme generirajo zvezne in gladke krivulje ali ploskve.

Kljuéne besede: subdivizija, subdivizijska shema, kardinalni B-zlepek,
osnovna limitna funkcija



Abstract

Subdivision is the process of generating smooth curves or surfaces from a finite
set of initial control points, defined on a regular mesh. In the case of curves
this is simply a subset of integers, while with generating surfaces it depends
on the topology of the control points. The subdivision scheme determines the
refinement rule by which new points are calculated on a denser mesh - by
adding in-between points we get a curve or surface in the limit.

Linear subdivision schemes calculate new points as linear combinations of
points from the previous level. The subdivision mask a = (a4)aezs contains
the linear combination coefficients and so determines the refinement rule for
calculating points of the kth level:

k k—1
Pt =" a, 2Pk
Bezs

By implementing linear subdivision schemes in the MATLAB environment
I aimed to present through examples several types of subdivision schemes,
including schemes from cardinal B-splines, interpolation schemes and tensor
product schemes. Also through examples I checked various conditions for the
continuity and smoothness of curves and surfaces, generated by subdivision
schemes.

Key words: subdivision, subdivision scheme, cardinal B-spline, basic limit
function



Poglavje 1
Uvod

Subdivizija je metoda za konstrukcijo gladkih krivulj ali ploskev iz diskretnih
podatkov (konéne mnozice zacetnih tock). Po pravilih, ki jih dolo¢a subdivizij-
ska shema, na vsakem koraku izra¢unamo nove “vmesne”tocke in tako v limiti
dobimo krivuljo ali ploskev, ki v nekem smislu aproksimira zacetne tocke. Od
subdivizijske sheme so tako odvisne lastnosti dobljenega konstrukta, kot sta
zveznost in odvedljivost. Obic¢ajno Zelimo hitro in uc¢inkovito generirati gladke
krivulje in ploskve. V tem primeru namrec¢ lahko subdivizijska shema skupaj z
zacetnimi tockami sluzi tudi kot ucinkovita predstavitev krivulje oz. ploskve,
ki jo generira, kar je lastnost, ki je zanimiva zlasti v racunalniski grafiki in
geometrijskem oblikovanju.

Poglejmo si nalogo subdivizjske sheme v splosni obliki:

Najprej definiramo zacetno mrezo indeksov, ki bo v splosnem podmnozica
77, kjer s pomeni dimenzijo kon¢nega konstrukta.
Za s = 1 torej generiramo krivuljo, zacetni indeksi pa so kar podmnozica celih
stevil. Mnozica

P={P;,,icZ}CR?

je tako mnozica zac¢etnih kontrolnih tock. Urejene so po naras¢ajoc¢em indeksu,
in ce jih med seboj povezemo, dobimo t.i. kontrolni poligon. S subdivizijo
zelimo generirati nove tocke med obstojec¢imi (pa tudi namesto obstojecih),
zato moramo mrezo indeksov v vsakem koraku zgostiti. Najbolj naravna izbira
je, da interval med mreznimi tockami razpolovimo. Dobili bomo torej nove
mrezne tocke na razpoloviscih intervalov med mreznimi tockami prejSnjega
nivoja, na k-tem nivoju subdivizije pa bo tako tocka P¥ ustrezala mrezni tocki
27k,
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Za s = 2, torej pri generiranju ploskev, je potrebno najprej dolociti topologijo
povezanosti mreznih (in s tem tudi kontrolnih) tock, saj so v dveh dimenzijah
moznosti dolo¢anja sosednosti razlicne. Najbolj znana je topologija kvadratne
mreze, kjer za sosedne tocke P;; vzamemo S§tiri tocke, in sicer Pi_; j, Piy1,
P,;_y in P ;4. Na analogen nacin kot prej na vsakem nivoju subdivizije
dodamo k mreznim tockam Se razpolovisca daljic med sosednjimi tockami
prejsnjega nivoja in s tem zgostimo indeksno mrezo. Na k-tem nivoju bo
tako kontrolna tocka P; ustrezala mrezni tocki 27(4, j).

Povedali smo torej, kako bomo urejali in indeksirali tocke, ni¢esar pa nismo
povedali o na¢inu njihovega izracuna. V resnici imamo tu zelo svobodno izbiro
in zato loc¢imo veliko druzin subdivizijskih shem glede na nekatere osnovne
lastnosti. Omenimo jih samo nekaj.

Stacionarne subdivizijske sheme uporabljajo isto pravilo za izracun novih
tock na vseh nivojih. Njihovo nasprotje so nestacionarne sheme, kjer je
pravilo za nove tocke lahko na vsakem koraku drugacno, zato je v splosnem
analiza v smislu lastnosti limitnih krivulj oz. ploskev, ki jih generirajo, mnogo
tezja.

Linearne subdivizijske sheme izracunajo nove kontrolne tocke kot afine kom-
binacije kontrolnih tock prejsnjega nivoja, kar zaradi enostavnosti operacij
pomeni hitro generiranje limitne krivulje, poleg tega pa jih lahko, kot bomo
videli, enostavno predstavimo.

Loc¢imo tudi interpolacijske in aproksimacijske subdivizijske sheme. Pri
prvih na vsakem nivoju subdivizije ohranimo vse tocke prejSnjega nivoja, kar
pomeni, da limitna krivulja interpolira tocke zacetnega kontrolnega poligona.
Pri aproksimacijskih subdivizijskih shemah to v splosnem ne drzi.

V tem diplomskem delu se bomo ukvarjali s stacionarnimi linearnimi subdivi-
zijskimi shemami.

Stacionarna linearna subdivizijska shema je dolocena z masko a, ki je zaporedje
koeficientov

a = (aqo)aczs-

Pri tem gre za s = 1 za shemo za generiranje krivulj, za s = 2 pa shema
generira ploskev. Pravilo za izracun kontrolnih tock na k-tem nivoju je glede
na masko a naslednje:

Pt =" a, 2Pk (1.1)
BELS



Pri enachi (1.1) predpostavljamo, da so tocke Pg definirane za vse indekse £,
kljub temu da jih je v praksi samo kon¢no mnogo. Podobno za koeficiente a,,
predpostavimo, da je a, = 0 za o ¢ I, kjer je I konéna mnozica indeksov, za
katere so koeficienti a,, nenicelni.

Opazimo tudi, da so za s = 1 indeksi koeficientov a,_2s vselej sodi za sode «
in vselej lihi za lihe «, kar pomeni, da bomo za s = 1 imeli dve pravili, in sicer

Py = ara-2F5 ' =) ayPiT;
BEZ BEZ

za tocke s sodimi indeksi in

k k—1 k—1
P2a+1 = Z a2a+1726p/g = Z a2ﬁ+1Pa_3
BEZ BEZ

za tocke z lihimi indeksi.

Analogno dobimo za s = 2 §tiri razlicna pravila glede na sodost oz. lihost
obeh komponent indeksa posamezne kontrolne tocke. Namrec

k _ Z k-1
P2a1+1,2a2+1 - a251+172f82+1pa1*ﬁ17a2*52’
(61, B2)€Z?
k _ E k—1
P2a1+1,2a2 - a251+1:252pa1—ﬂ17a2—ﬂ27
(61, B2)€Z?
k _ k—1
P2a172042+1 - z : a2517252+1palfﬁ1702*52’
(B1, B2)€Z?
k _ E k—1
P2a1,2a2 - a251,2/82po¢1—ﬂ17012—52'
(61, B2)€Z?

V splosnem bi tako za dimenzijo s dobili 2° pravil za izra¢un novih kontrolnih
tock.

Kot primer linearne subdivizijske sheme si oglejmo Chaikinov algoritem, znan
tudi kot "rezanje kotov”, kar je dober opis ideje algoritma, saj nove kontrolne
tocke vsaki¢ dobimo kot delilne tocke na cetrtini in treh cetrtinah daljic starega
kontrolnega poligona. Novi kontrolni poligon tedaj izgleda tako, kot bi staremu
“odrezali kote”.
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Slika 1.1: Chaikinov algoritem.

Slika 1.1 prikazuje zacetni kontrolni poligon in tri korake Chaikinovega al-
goritma.

Formalno so pri Chaikinovem algoritmu tocke k-tega nivoja definirane kot

3 1
Pj = pr__f + Zf)ik_17

1 3
P2kz'+1 = 4 ik:ll + Zpik_l-

Maska algoritma je torej

ag = ag =

Y

a1 = Qg —

= |

Iz slike 1.1 pa tudi iz enacb za izracun novih kontrolnih tock je razvidno, da je
Chaikinov algoritem aproksimativna subdivizijska shema, saj ne ohranja tock
prejsnjega nivoja. Izkaze se, da je v tesni povezavi s kardinalnim B-zlepkom
stopnje 2 in zato konvergira k zvezno odvedljivi krivulji.

Vec o subdivizijskih shemah in B-zlepkih sledi v drugem poglavju, kjer si bomo



bolj natanko ogledali povezave med njimi.

V tretjem poglavju bomo obravnavali stacionarne linearne sheme na splosno
in si ogledali nekaj izrekov o njihovi konvergenci in gladkosti krivulj, ki jih
generirajo.

V ¢cetrtem poglavju bomo nekaj pozornosti namenili interpolacijskim shemam.
Ogledali si bomo shemo na stirih tockah (angl. four point scheme) in njeno
ustreznico na Sestih tockah.

Zadnje poglavje pa bomo posvetili subdiviziji v dveh dimenzijah, torej generi-
ranju ploskev. Omejili se bomo na subdivizijo na regularni mrezi s tenzorskimi

produkti enodimenzionalnih shem, ki jih bomo spoznali v prvih stirih poglav-
jih.

Skozi vsa poglavja se bomo ustavljali le pri elementarnejsih dokazih izrekov in
lastnosti. Veliko ve¢ poudarka bo na prikazu njihove veljavnosti na primerih,
pri ¢emer nam bo v pomo¢ implementacija linearnih subdivizijskih shem v
okolju MATLAB. Vse slike, ki bodo sledile v nadaljnjih poglavjih, bodo namre¢
plod funkcij, ki sem jih implementiral v ta namen.



Poglavje 2

Subdivizijske sheme iz
kardinalnih B-zlepkov

B-zlepki so odsekoma polinomske funkcije, s pomocjo katerih je mo¢ konstru-
irati gladke krivulje na danih kontrolnih tockah. Iz njih bomo izpeljali linearne
subdivizijske sheme, ki konvergirajo k istim gladkim krivuljam. V splosnem so
vozli B-zlepkov lahko poljubni in veckratni, za nas pa bodo pomembni samo
kardinalni B-zlepki, ki imajo za enostavne vozle cela stevila.

Kardinalni B-zlepek stopnje m je funkcija B,, z naslednjimi lastnostmi:

1. B,, € C™'(R), zozitev By,|i+1) pa je polinomska funkcija stopnje
najve¢ m za vsak i € Z.

2. Bp(x)>0zax € (0,m+1)in By,(x) =0zax ¢ (0, m+1).
3. Y ez Bm(x —i) =1zaVz e R

4. Vsako funkcijo f € C™™1 s polinomskimi zozitvami na intervalih (4,7 +
1), € Z, je mo¢ enolicno zapisati kot linearno kombinacijo funkcij
B, (-—i),i € Z.

Naj bo torej B,, B-zlepek stopnje m. Tedaj lahko na kontrolnih tockah
Py, Py, ..., P, definiramo krivuljo s predpisom

Ct) = zn:PiBm(t —49). (2.1)

Krivulja C je zvezna in (m — 1)-krat zvezno odvedljiva, tocke na krivulji pa
lezijo v notranjosti konveksne lupine tock Py, Ps, ..., P,,.

8



Slika 2.1: Zlepek Bj, kjer je razlicen od 0

Podobno lahko za mnozico tock {P;;,1=1,2...,ny, j = 1,2,...,no} na pod-
lagi B-zlepka B,, definiramo ploskev S kot

ny na

S(u,v) = Z Z P;; By (u—i)Bp(v —j)

i=1 j=1

Za ploskev S ravno tako velja, da je zvezna in (m — 1)-krat zvezno odvedljiva
ter lezi v konveksni lupini kontrolnih tock {P; ;, i =1,2...,n1, 7 =1,2,...,na}.

Oglejmo si kot primer funkcijo By, definirano s predpisom
x; zaz€|0, 1],
Bi(x) =<} 2—ua; zaxz €|l 2],
0; sicer.
Ni tezko preveriti, da je funkcija By kardinalni zlepek stopnje 1. Njen graf na
intervalu [0,2], kjer je razlicna od 0, je prikazan na sliki 2.1.

Za B; definirajmo Se primer krivulje C; po enacbi (2.1). Kontrolne tocke
v ravnini naj bodo P; = (0,0), P, = (1,1), P; = (2,1) in P, = (3,0), pri
¢emer smatramo, da je kontrolni poligon zaprt in je torej Py, = P, Dobimo
torej krivuljo

Ci(t) =) PiBi(t—1i)
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Slika 2.2: Krivulja, ki jo generira zlepek Bj na kontrolnih toc¢kah (0,0), (1,1),
(2,1) in (3,0)

ki je za t € [1, 5] kar kontrolni poligon, ki ga dolo¢ajo docke Py, Ps, P3, P4 in
P;, kar je vidno na sliki 2.2. Velja C}(i + 1) = P;. Krivulja je zvezna, vendar
v kontrolnih tockah ni odvedljiva, zato je C; € C°.

Pri dolo¢anju B-zlepkov visjih stopenj je koristna naslednja lastnost:
Bii(x) = / B, () dt. (2.2)
z—1

Vemo, da je B; kardinalni B-zlepek stopnje 1. Predpostavimo, da je B,, kardi-
nalni B-zlepek m-te stopnje in pokazimo, da je tedaj B,,.1, definiran z enac¢bho
(2.2), res kardinalni B-zlepek stopnje m + 1:

1. Ker je B,, € C™ ! in odsekoma polinom, je f;_l B, (t)dt € C™ in tudi
odsekoma polinom.

2. By,y1 je res pozitivna na (0, m + 2) in ni¢elna povsod drugod.
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3. Y iz Bmi(x —1) =1, saj je

> Bz —i) = Z/ t)dt = Z/ m(t—i)d

€L €L iE€EZ

:/ ZBm(t—i)dt:/ ldt=2—(z—1)=1
w_liGZ z—1

4. Vzemimo poljubno f € C™ s polinomskimi zozitvami na intervalih
(1,i+1), 1 € Z. Tedaj za f’ velja po indukcijski predpostavki

i€EZ
I s tem
flz) = f t)dt = / ZB t—i)dt = Zaz/ =
z—1 i€Z
= ZOéi mt1(t — 1)
€7

kar pomeni, da smo f zapisali z linearno kombinacijo premaknjenih kar-
dinalnih B-zlepkov stopnje m + 1.

Funkcija By, 1, definirana z enacbo (2.2), je torej res kardinalni B-zlepek sto-
pnje m + 1.

Zdaj lahko iz B-zlepka stopnje 1 izracunamo B-zlepek stopnje 2:
x?/2; zax €0, 1],

B T B —5E2+3l'_3/27 Z&[L‘E[17 2]7
Bg(x)—/m_l Bl(t>dt_ (33—3)2/2, za T € [27 3]7
0; sicer.

Graf B, je izrisan na sliki 2.3. Enako kot prej poglejmo Se primer krivulje,
ki jo generira By. Vzemimo iste kontrolne tocke Py, Py, P53, P4 v ravnini in

definirajmo
4
= PiBy(t—1)
i=1

Krivuljo Cy(t) za t € [1,5] vidimo na sliki 2.4. Vidna je razlika v gladkosti v
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Slika 2.3: Zlepek Bs, kjer je razlicen od 0

primerjavi s krivuljo Cy, ki smo jo definirali z B-zlepkom stopnje 1, kar nam
je zagotavljalo samo zveznost. Z zlepkom B, pa smo zagotovili, da je Cy € Ct,
torej ima Cy zvezen Se prvi odvod.

B-zlepki imajo Se eno zanimivo lastnost, ki jo bomo izkoristili pri subdivizijskih
shemah. Velja namrec

B, (z) = Z Wjm B (22 — j),

JEZ

kjer je nenicelnih koeficientov a;,, le konéno mnogo.

Ce to upostevamo v enacbi (2.1), ki doloéa krivuljo na kontrolnih tockah Py,



13

15
1 ) 0 i
05} ]
of © o
IR 0.5 1 15 2 25 3

Slika 2.4: Krivulja, ki jo generira zlepek By na kontrolnih toc¢kah (0,0), (1,1),

(2,1), (3,0), (0,0)
P, ..., P,, dobimo

C(t) = Y PB,(t—i)

€L

i€Z  jEZ

= Z P; Z Aj—2im B,

i€Z  jEZ

% — j)

(2t - )

= Z(Z Aj—2im Pi)Bm(2t - ])

JEZ jJET.

Ce oznacimo PY := P; in definiramo

k+1 __ k
P = <§ @ 9im P}

jET

)
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dobimo zaporedje nivojev kontrolnih tock, za katerega velja

t)=> PIB,(t—i)=Y P/B,(2t—i)=..=Y PIB,(2" -1

€L €L €L

Dobili smo torej subdivizijsko shemo z zac¢etnimi kontrolnimi tockami PY, P,

., PY in masko a = (a;,,)jez, kjer je m stopnja ustreznega kardinalnega B-
zlepka. Tocka P¥ ustreza mrezni tocki 27%i. Z visanjem nivoja k se tocke P¥
blizajo krivulji C in v limiti tudi lezijo na njej.

Za m =1 je na primer
1 1

kar pomeni, da so koeficienti maske ap; = ag;1 = % in a;; = 1, ustrezna
subdivizijska shema pa je
1

2P

1
2

Pk+1 Pk

za tocke s sodimi indeksi in
Pyl =P}

za tocke z lihimi indeksi. Opazimo, da ta shema ohranja vse tocke prejsnjih
nivojev, zato je interpolacijska. Kot bomo videli, je med shemami, porojenimi
z B-zlepki, ta tudi edina taka. Geometrijsko gledano v novem nivoju ohranimo
stari kontrolni poligon, dodamo pa mu Se razpolovisc¢a stranic. Zato je ocitno,
da v limiti dobimo kar originalni kontrolni poligon, kakrsnega smo dobili tudi
s krivuljo C1, ki smo jo definirali z B-zlepkom prve stopnje.

Poglejmo Se primer, ko je m = 2. Z integriranjem enacbe (2) od z — 1 do
x, kot veli pravilo (2.2), dobimo zvezo

1 3 3 1

Lin aj9 = agy = 3. Ustrezna

Maska, ki jo dobimo, je torej age = az2 = ; 2

subdivizijska shema pa deluje po pravilu
1

3
Pk+1 _Pk _Pk
R I
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za tocke s sodimi indeksi in

Plzcztull = pr—l + P

za tocke z lihimi indeksi.

To shemo smo videli ze v uvodu - gre za Chaikinov algoritem. Zdaj vemo,
da Chaikinov algoritem v limiti generira krivuljo kardinalnega zlepka stopnje
2, ki je zvezna in enkrat zvezno odvedljiva. Primer konvergence Chaikinovega
algoritma kaze slika 2.5.

Oglejmo si Se izracun koeficientov a; ., pri splosnem m. Racunajmo

Bu(t) = Y ajmBn(2t - j)

JEZ
/ Bu(t)dt = > ajm / B (2t — j) dt
z—1 jez z—1
Bune) = Yot [
jez 20—j5-2
2x—j—1 2x—j
Bpii(z) = }:awn—</‘ B (ﬁﬁ+l/ Bm@wﬁ)
= 2 \Joe—jo 2w—j—1
1 , :
Bni(z) = Z @j,m §(Bm+1(237 —j = 1)+ Bpy1(2z — j))
JEL
1 .
Bui(z) = Y 5(@i—tm + @) By (22 — )
JEL
Ker pa je
Boja(r) = Z @jmt1 Bmi1 (22 — j),
JEL
velja
1
Ajm+1 = §(aj71,m + aj,m) (23)

kar nam da rekurzivno zvezo med koeficienti a; ,,, kratek premislek pa pripelje
tudi do splosne formule

1
ajmzzm(m;f ) j=0,1,...,m+1. (2.4)
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Poglavje 2: Subdivizijske sheme iz kardinalnih B-zlepkov
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Slika 2.5: Konvergenca Chaikinove sheme (modre tocke) h kardinalnemu
zlepku stopnje 2 (rdeca krivulja).

Pokazimo z indukcijo, da formula (2.4) velja. Za m = 1 smo videli ap; =

1 -
a1 = 5 may; =

1, kar se ujema z naso formulo. Predpostavimo torej, da ta

velja za m. Po enacbi (2.3) dobimo:

Ajm+1

1
5(@jfl,m + ajm) =
1 1 1
() ()
2 Jj—1 J
(02 ()
J—1 J

9—(m+1) (m + 2>

j )

kar pomeni, da zveza (2.4) velja tudi za m + 1 in je ta tako dokazana.

Subdivizijske sheme iz B-zlepkov so podlaga za splosnejse linearne sheme, ki
jih bomo opisali v naslednjem poglavju.



Poglavje 3

Splosne linearne sheme

Pri subdivizijskih shemah iz prejSnjega poglavja nam je njihova konstrukcija iz
kardinalnih B-zlepkov zagotavljala konvergenco in gladkost ustreznega zlepka
tudi za limitno krivuljo sheme [1]. V splosnem takega zagotovila za linearne
sheme ni in pri nakljuénem izboru koeficientov maske a = (a4)aeczs se nam
prav lahko zgodi, da shema divergira.

Poglejmo tak primer. Vzemimo subdivizijsko shemo z masko

1
ap = 1 ap=1
3 1
az = 1’ as = —~
Subdivizijski pravili sta tore;:
3kt Lop
Pgi = ZP§—11 + ZPf '

1

4
Oglejmo si nekaj korakov take subdivizije. Prikazuje jo slika 3.1. Ocitno je,
da shema divergira. Dovolj je divergenca za eno zacetno mnozico tock, saj
za konvergentno shemo zahtevamo, da konvergira k limitni krivulji za vsak
zacetni kontrolni poligon.

k _ k—1 k—1
P2i+1 - Pi—l + Pz

V nadaljevanju si bomo ogledali nekatere pogoje za konvergenco linearnih sub-
divizijskih shem . Preden pa to storimo, si poglejmo, kaj natanko imamo v mi-
slih, ko govorimo o konvergentnih subdivizijskih shemah. Pri analizi lastnosti

17
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Slika 3.1: Divergenca sheme z masko [1 4 3 -1]/4 na zaprtem zacetnem kon-

trolnem poligonu na tockah (0,0), (0,1), (1,1) in (1,0).
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limitnih krivulj oz. ploskev je potrebno vsako njihovo komponento obravnavati
posebej. V resnici torej neodvisno obravnavamo zaporedja kontrolnih tock v R
in je konvergenco subdivizijske sheme dovolj definirati na eni komponenti [1].
Tocke k-tega nivoja bomo zaradi jasnosti tedaj oznacevali z f¥, kjer f* € R
ustreza mrezni tocki 2 %a.

Definicija 3.1. Subdivizijska shema S je konvergentna, ce za vsako zacetno
zaporedje kontrolnih tock f° = {f°, a € Z*} obstaja zvezna funkcija f € C(R?),
da velja

m  [(S*fO)or-1q — f(27'Q)| =0 za VYa€Z' 1€ ZT, (3.1)

I<k—o0
in Ce za vsaj eno zacetno zaporedje fO ta funkcija ni identicno enaka nic.

Z oznako S*f° mislimo na k-ti nivo subdivizijske sheme S pri zacetnem
zaporedju f°, limitno funkcijo pa tako oznacimo z S f9. Stevilo [ v defini-
ciji potrebujemo zato, ker zelimo, da subdivizijska shema konvergira za vsako
mrezno tocko 27, ki smo jo morda definirali $ele v I-tem nivoju subdivizije
in v zacetnem zaporedju kontrolnih tock Se ni doloc¢ena.

Kot obi¢ajno pa konvergenca po tockah ni edina moznost, zato vpeljimo Se
pojem enakomerne konvergence.

Definicija 3.2. Subdivizijska shema S je enakomerno konvergentna, ce za
poljubno kompaktno mnoZico Q0 C R® in za vsak € > 0 obstaja Stevilo K (g,Q) €
Z, da velja

1(S¥ e — f(27%)| <&, 2aVk > K(g,Q), Ya € Z° N 2FQ. (3.2)

Ekvivalentna formulacija je, da zahtevamo, da za vsa zaporedja f° € [°°(Z*)
velja

. k £0 ) _
Jim [[STS7 = (55l = 0,
kjer f(zr) pomeni zaporedje (f(27%®))aczs-

Norma || - ||o je tu definirana kot

1/ee =sup {|fal, a€Z}, f*el™(Z),
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oziroma v funkcijskem primeru

1fllse = sup{lf(2)], = eR},feCR).

Poglejmo zdaj preprost potreben pogoj za enakomerno konvergenco linearne
subdivizijske sheme S.

Trditev 3.1. Naj bo S enakomerno konvergentna linearna subdivizijska shema
z masko a = {an, a € Z°}. Tedaj velja:

Y ay2a=1 za Vy€EE, (3.3)

€S

Tukaj E, pomeni mnozico skrajnih tock hiperkocke dimenzije s. Za s = 1 je
torej By = {0,1}, za s = 2 pa Ey = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. V vsakem
izmed subdivizijskih pravil mora torej vsota nastopajocih koeficientov znagati
1, sicer shema gotovo ne bo enakomerno konvergentna.

Dokaz: Naj bo f° tako zacetno zaporedje tock, da f = S®f° #£ 0. Zaradi
zveznosti f obstaja vsaj kaka mrezna tocka 27l (torej | € Z*t, o € Z°), da je

f(27la) # 0.
Naj bo € okolica take tocke 2 'a.. Za dovolj velik k tedaj veljata zvezi:

27'a 427"y € Q za y€E, .
27'a—27F13 € Q za y€A, (3.5)

kjer je A = {f; ay1253 # 0, v € Es}. Ker je maska a konc¢na, je konéna tudi
mnozica A, zato lahko enacba (3.5) res velja za dovolj velik k.

Za k > [ velja

k— k—
kak—loHr'y = Z a2k*la+'y—2,6’fﬁ b= Z a'y+2,8f2k71171a_5- (36>

BEZS B€Zs
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Za shemo S smo predpostavili, da je enakomerno konvergentna, zato za Ve > 0
obstaja K(e,Q), da za Yk > K(g,Q) velja

[fohmtary — F2Ta+ 275y <e,

A, — [T a2 p) <6,

ali drugace

fé“k_laﬂ = f(2’la + Z’k’y) +nr, Vv € Es, |nkl <e, (3.7)
pitiary = JQTla+ 2B 10, VBEA, [Ghpl < (3.8)

Ce vstavimo (3.7) in (3.8) v (3.6), dobimo

fRTla+27 )+, = Z ayi25(f (27 a = 27M19) 6 )
ez

fla+27ry) — Z ayroaf (27 a = 27M) = —py + Z Ay+250k,8
Bezs Bezs

in v limiti, ko posljemo k — o0,

f27) = D arsepf27')] < (L4 ) lagies))

Bezs Bezs
F2Ta) (1 =) ariesl < (14 ) lasres)):
Bezs Bezs

Ker pa je ¢ poljubno majhen in ker f(27'a) # 0, sledi

Z ayrop =1 za Vvye€E,,
BeLs

kar smo zeleli pokazati in s tem je dokaz koncan.

Da pogoj (3.3) res ni zadosten, preverimo na primeru. Vzemimo linearno
subdivizijsko shemo z masko ay = a5 = % in a = a = a3 = a4 = %.
Ocitno za to shemo velja lastnost (3.3), vendar pa nam slika 3.2 pokaze, da
shema v resnici divergira.
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Na tem mestu definirajmo za subdivizijsko shemo S z masko a linearni operator

TU =) a,¥(2-—a).

a€Zs
Tedaj velja

D (SF (2P —a) = > fATH ) (2 — ), (3.9)

a€Zs a€Zs

kar bomo potrebovali pri dokazih v nadaljevanju. Dokaz zveze (3.9) naredimo

z indukcijo.

Zak=1:

> (Sf)a¥2r—a) =Y (Z aa_zﬁfg> (22 —a) =

a€eZs a€Zs \BeZs
ngZaa 25V (22 —a) = Zfﬁz U2z —20—7) =
BEZs o€l BELs YEZLS

YooY a2 —B) =)= [HTV)(x - 5).

BELS YEZS BELS

Indukcijski korak:

Z (SHFLFY W (2M 1y — ) = Z <Z aa—mskfg) V(2 —a) =

a€EZS a€Zs \PELs

DS aas¥ (2 —a) =D S D a, W2 e —28—9) =
BeZs <Y/ BeZs NEZS

NS et - f) ) = Y ST (25 - )

BEZ* YEZLS BETS

in po indukcijski predpostavki

> SE (T (2F = fTHTV)(2"x - B) =
BELS BEZS

T2k - B),

BELS

kar smo zeleli pokazati.
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Navedimo Se eno lastnost, ki jo bomo uporabili v nadaljevanju, vendar je ne
bomo dokazali (dokaz se nahaja v [3]). Naj bo 1) € C'(R®) funkcija, ki zadosca
pogoju

Zw(a:—a)zl, x € R,

a€Ls

in naj bo S subdivizijska shema z masko, ki ima lastnost (3.3). Ce je S
enakomerno konvergentna, tedaj velja

Jim 3 (S o) = 574" (3.10)

Poseben primer limitne funkcije dobimo, e vzamemo za f° zaporedje 4, ki
ga definiramo kot {0,0, @ € Z°}, kjer je

[ 1, ¢ea=(0,..,0),
Oa0 = { 0, sicer. (3.11)

Funkcijo ¢ = §%°¢, ¢e obstaja, imenujemo osnovna limitna funkcija subdi-
vizijske sheme S.

Trditev 3.2. Ce je S enakomerno konvergentna subdivizijska shema z ma-
sko a = {an, a € Z°}, potem je funkcija ¢ = S0 enolicno dolocena in ima
naslednje lastnosti:

o  p(x)=Tp(x) = Z anp(2r — ), x € R’ (3.12)
a€Zs
e D plr—a)=1 zeR’ (3.13)
a€ls
o  Zawsak f0jeS>®f0 = Z flo(-—a) (3.14)
a€Zs

Dokazimo samo drugo tocko.

Vzemimo sledece zaporedje zacetnih kontrolnih tock:

P={f=1aecz}.
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Ker je shema enakomerno konvergentna, vemo da velja lastnost (3.3) in dobimo

(Sfo)a = Z aa—2,@f§ = Z Qg—28 = 1 zaVo € 7°

BELS BELS

in zato induktivno velja

(S*f%)a = Z aa—QﬁSk_lfg = Z Ao-28 =1 zaVa € Z°.

BELS BELS

Ocitno je torej, da bo limitna funkcija v tem primeru S* = 1 in od tod dobimo

1=5%f(z) = Z flo(z —a) = Z o(x —a), zaVreR?

a€Zs a€Zs

S tem smo dokazali lastnost (3.13).

Pokazimo Se, da je ¢ res enolicno dolocena. Naj bo torej 1 neka druga funkcija,
ki zadosca lastnostim (3.12), (3.13) in (3.14). Pokazali bomo, da je teda]

V=g
Po tockah (3.12) in (3.9) velja za vsak k > 1

Y R@—a)="Y SRz —a).
a€zs a€ls
Ker za 1) velja tocka (3.13), sledi po enacbi (3.10)
§%f0w) = lim Y (S*f)atp(2'x —a) = Y [z~ a).

a€Zs €L

Ce za f° vzamemo f° = ¢, dobimo

p(x) = S%0(z) = Z dao¥(x — ) =Y(x), zaVre R

a€EZLs

torej je ¢ res enolicno dolocena.

Oglejmo si nekaj primerov osnovnih limitnih funkcij za sheme, ki smo jih ze
videli.

Slika 3.3 prikazuje konvergenco subdivizijske sheme z masko ay = ay = % in
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a1 = 1, torej tisto, ki smo jo izpeljali iz kardinalnega B-zlepka prve stopnje, na
zacetnih podatkih §. Kot je vidno na sliki, ima ta shema za osnovno limitno
funkcijo natanko zlepek B;. Podobno je na sliki 3.4 vidna konvergenca za
shemo iz B-zlepka stopnje 2. Tudi v splosnem sheme iz B-zlepkov za zacetno
zaporedje 0 konvergirajo natanko k ustreznemu B-zlepku.

Slika 3.5 pa prikazuje Se z vidika osnovne limitne funkcije divergenco sheme z
masko ag = a5 = % na =ay=a3=a4 = %. Vidno je namrec, da za zacetno
zaporedje 0 shema ne konvergira k zvezni funkciji.

Konvergenca, ki jo prikazujeta sliki 3.3 in 3.4, v resnici ni presenetljiva. V
prvem poglavju smo namrec ze videli, da za B-zlepke B,, velja

B, (z) = Z ajmBm (27 — j),

JEL.

poleg tega zlepek B,, ustreza lastnostim (3.13) in (3.14). Subdivizijska shema
z masko

m—+1

A = Ag,m = Q_m( j

), J=0,1,...,m+1,

je enakomerno konvergentna in njena osnovna limitna funkcija ¢ = 59 je
natanko B,, zaradi enoli¢nosti osnovne limitne funkcije.

Osnovna limitna funkcija je pri obravnavi subdivizijskih shem pomembna pred-
vsem zaradi lastnosti (3.14), saj to pomeni, da je zveznost in gladkost limi-
tnih funkcij za poljubne zacetne podatke enakovredna zveznosti oz. gladkosti
osnovne limitne funkcije.
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Slika 3.3: Konvergenca osnovne limitne funkcije za subdivizijsko shemo iz B-
zlepka 1. stopnje. Kontrolne tocke so modre, rdeca krivulja je zlepek Bj.
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Slika 3.4: Konvergenca osnovne limitne funkcije za subdivizijsko shemo iz B-
zlepka 2. stopnje. Kontrolne tocke so modre, rdeca krivulja je zlepek Bs.
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[811118]/10.
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Naslednje pomembno orodje pri obravnavi subdivizijskih shem so karakteri-
sti¢ni polinomi. Tu se bomo omejili na primer, ko je s = 1 in s subdivizijo
generiramo enodimenzionalne krivulje. Za subdivizijsko shemo S z masko
a = (aq)acz definiramo karakteristiéni Laurentov polinom sheme S kot ([2])

a(z) = Z an2%.

Q€L

V zacetku tega poglavja smo videli, da sta potrebna pogoja za konvergenco

sheme S
Za2a =1, Za2a+1 =1,

Q€L a€EZ

kar za karakteristi¢ni polinom a pomeni
a(l) = Zaala = Zaga +Za2a+1 =141=2
a€Z a€Z a€cZ
in po drugi strani
a(=1) = aa(-1)* = s — Y a1 =1-1=0
Q€L Q€L a€Z

Od obeh je druga lastnost bolj zanimiva, ker pomeni, da je polinom a deljiv s
faktorjem z + 1.

S to lastnostjo je povezan obstoj subdivizijski shemi S prirejene sheme Sy
z lastnostjo

dft = Sydft! (3.15)
kjer je f* = S*f%in (df*)e = 2"(fii1 — f1).
Pokazimo, da taka shema S res vselej obstaja.

Ker je a Laurentov polinom, deljiv s faktorjem z + 1, je Laurentov polinom
tudi oM, ki ga definiramo kot

a0 () = 222 22)
z+1
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Maska, ki jo definira polinom a(), dolo¢a ravno shemo S, kot bomo pokazali.

Oznac¢imo z Fj rodovno funkcijo kontrolnih to¢k k-tega nivoja. Velja

f5+1 = Z aa—2,8fg7

BEL

kar zapiSemo z rodovnimi funkcijami takole

Fri(z) = ka+1za = Z (Z aa_25f§> z

A€l a€Z \BEZ
- A e = YA Y
BEL a€Z BEZL YEZ
= DAY a2 = al) - Fyl(2?)
BEZ YEZL
Torej je
Fri1(2) = a(2) F(2). (3.16)

Oglejmo si zdaj rodovno funkcijo zgoraj definiranih diferenc

Hy(z) = ) (df)az"=2") (fis1 -

(1Y a€Z
_ N 1
= 2} fiT =20y fit =28 (CF(z) - Fu(2))
BEZ a€Z
11—z
= 2F F
. k(2)

Opazimo, da velja Hy 1(2) = aV(z) - Hy(2), saj je

1—2 1—1=2

Hip(z) = 2k Fiy1(z) = 2k+1 . a(z) Fp(2?)
1—22
_ k 2
= 2a(z)-2 R ZFk(z )
2z - a(z)

= ?Hk(f) = aW(2) - Hi(2?).

To pa ustreza zvezi (3.16), kar pomeni, da Laurentov polinom

2z
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res doloca masko sheme S, ki izpolnjuje pogoj (3.15).
Enacbo (3.15) lahko zapisemo krajse z uvedbo operatorja (Af)y = fat1 — fa-

Tedaj dobimo
1
AS - islA,

saj velja

(Aka>a _ (Afk+1>a _ fki-% o fk+1 — 2_k_1(dfk+1)a

« o

1
= 27F1(8ydf*), = (éslAf’“)a za VYo € 7.

Shema S je izjemnega pomena zaradi naslednjega izreka, ki poda potreben in
zadosten pogoj za konvergenco subdivizijske sheme S.

Izrek 3.1. Subdivizijska shema S je enakomerno konvergentna natanko takrat,
ko iz mje 1zpeljana subdivizijska shema %Sl enakomerno konvergira k nicelni
funkciji za poljubne zacetne podatke f°.

Izrek bomo dokazali samo v eno smer (=).

Recimo torej, da je S enakomerno konvergentna. Po definiciji (3.2) torej za
vsak £ > 0 in vsako odprto omejeno 2 C R obstaja K (e, (), da velja:

1(S¥ £ — f(27%a)| <&, zaVk > K(g,Q), Ya € Z° N 2°Q.

Vzemimo torej poljubno I C R. Naj bo f* = S*f, in oy € 2¥I N Z. Velja

(A )aol = |50 — fa

< fE = (ST 2 Mo + 1))

+ (972 g+ 1)) = (S*f) (2 ay)|
+ (5= 2 ag) - fE,

3¢,

A

N
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saj so zaradi enakomerne konvergence S in zveznosti S* f0 za dovolj velik k
vsi trije ¢leni manjsi od €. Tako smo pokazali, da je

_ 1 _
[((Af ool = [(ASF ol = (GHAF ao| < 32,
zato shema %Sl enakomerno konvergira k nicelni funkciji.
Dokaz obratne smeri je bolj zapleten in ga ne bomo navajali. Nahaja se npr.
v [3]. Oglejmo si raje kak primer sheme %Sl za kako ze znano subdivizijsko
shemo.
Vzemimo najpreprostejsi B-zlepek, tj. funkcijo By, ki smo jo definirali v dru-

gem poglavju. Shema, ki jo porodi zlepek Bj, ima masko ag = ay = %, a; = 1.
Njen karakteristi¢cni Laurentov polinom je torej

1 1 1
a(z) = STt §z2 = 5(1—1—2)2.

Shema %Sl ima torej karakteristicni polinom

1 22(1+2)% 1 1
— (1) = - = — 1 = — 2
5 (2) 012 2z(z+ ) 2(z+z),
kar pomeni, da je ustrezna maska a; = ays = % Tako sode kot lihe tocke

bodo tako poloviéne vrednosti tock prejsnjega nivoja, kar o¢itno pomeni, da
bo shema %Sl konvergirala proti nic¢elni funkciji. Graficni prikaz na naklju¢nem
zaporedju f° je viden na sliki 3.6.

Na enak nacin si oglejmo Se shemo z masko

. 1
ap — a5 = - 1IN a1 = a2 — a3 — a4 — —.

5 10
Laurentov polinom za to shemo je

1 1
a(z) = 1—0(8 +z+ 22+ 28+ 20+ 82 = 1—0(1 +2)(8 — Tz + 822 — 72° +82%).
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1.5 1.5
i 1
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15 151
1 1F
0.5f 05F
0 0
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k=4 k=8

Slika 3.6: Konvergenca 151 k nicelni funkciji za shemo z masko [3 1 3]
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Slika 3.7: Nekaj korakov 15 za shemo z masko [8 111 1 8]/10
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Ustrezna rodovna funkcija za shemo %Sl je torej

la(l)(z) _ 22(1+42)(8 — Tz 482 — T2% + 82%)
2 20(1 + z)
1
= — (82— 722+ 82" — 72" +82°),

10

_T

o L . > : . 10

Na sliki 3.7 je vidno, da ta shema ne konvergira enakomerno k nicelni funkciji
in zato originalna shema ni enakomerno konvergentna (za zacetne podatke f°

smo zopet vzeli nakljuéna Stevila med 0 in 1).

kar pomeni, da je maska za %Sl enaka @] = a3 = a5 = = in ay = a4 =

S karakteristicnimi Laurentovimi polinomi si lahko pomagamo tudi pri dolo¢anju
gladkosti limitnih krivulj subdivizijskih shem. Velja namrec¢ naslednje:

Izrek 3.2. Naj bo S subdivizijska shema s karakteristicnim Laurentovim poli-

o o) = (1;;Z>Vq(z). (3.17)

Ce shema S,, ki ustreza Laurentovemu polinomu q, enakomerno konvergira,
potem je
S*§ = e C"(R)

in za vsako zaporedje kontrolnih tock f° velja

d_SOOfO — SSOAVfO
dxv

Dokaza tu ne bomo navedli (najti ga je moc¢ v [3]). Oglejmo si posledice tega
izreka na primeru.

Za shemo iz kardinalnega B-zlepka stopnje 2 vemo, da konvergira k zvezni
in odvedljivi krivulji (za zacetne podatke § celo kar k B-zlepku samemu).
Laurentov polinom za to shemo je

1 3 3 1
a(z) = 2 + 17 + 122 + 123'
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Preverimo s pomocjo zgornjega izreka, da je res S5 = ¢ € CL.

Ustrezni Laurentov polinom ¢(z) je za v =1

2 1
q(z) = 1jz a(z) = §(Z + 222 + 2%).

Maska, ki ustreza shemi S, je torej a; = a3 = % in a; = 1. Opazimo, da
je S1 v resnici kar shema, ki ustreza kardinalnemu B-zlepku stopnje 1, le da
ima zamaknjene indekse. Njena osnovna limitna funkcija je tako premaknjen

zlepek By, kar pomeni, da je S; enakomerno konvergentna in zato ¢ € C!.



Poglavje 4

Interpolacijske sheme

Kot smo povedali ze v prvem poglavju, se subdivizijske sheme lo¢ijo na interpo-
lacijske in aproksimacijske. Za prve velja, da tocke, generirane na poljubnem
nivoju subdivizije, lezijo tudi na limitni krivulji, medtem ko za druge to v
sploSnem ni res.

V drugem poglavju smo videli, da je med shemami, ki jih porodijo kardinalni B-
zlepki, interpolacijska samo tista, ki smo jo izpeljali iz zlepka B;. Ta ni posebe;j
zanimiva, saj generira kar originalni kontrolni poligon in je tako limitna krivulja
v splosnem zvezna, ne pa tudi odvedljiva. V tem poglavju si bomo ogledali dve
interpolacijski shemi, ki poleg zveznosti zagotavljata tudi odvedljivost limitne
krivulje. To sta stiritockovna in Sesttockovna interpolacijska shema.

Ker interpolacijske sheme ohranjajo obstojece tocke, za njihovo masko velja
A2q = 0n3, @ € Z za nek B € Z. Brez izgube splosnosti lahko predpostavimo,
da je § =0, zato velja

A0, = 5a,07 a € 2.

Sode tocke (k4 1)-tega nivoja so tako ze dolocene. Pri ra¢unanju lihih tock pa
se bomo drzali ideje, da si pomagamo z interpolacijskim polinomom okoliskih
tock in za liho tocko (k + 1)-tega nivoja vzamemo kar njegovo vrednost v
ustrezni mrezni tocki.

38
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4.1 Stiritockovna shema

Kot pove ze ime sheme, bomo pri Stiritockovni shemi s polinomom interpolirali

4 tocke. Pri izrac¢unu tocke fé?fl bomo uporabili tocke fF, fF, in z’l:—2' Za

k = 1 tako za izracun tocke pri M , torej v razpoloviscu intervala [, + 1],
potrebujemo tocke fP . 2, f1, m &2-

Interpolacijskega polinoma p; skozi tocke (i — 1, f ), (¢, f0), (¢ + 1, f2,) in
(i + 2, f2,) ni tezko izracunati in je enak

pi(z) =
_ ($—i)(x—i_—61)(x—z'—2)fio_1 (x—z'—{—l)(x—;‘—l)(x—i—Q)fio
(x—i+1)(x—i)(zx—1—2) 0 (x—i+1)(z—i)(z—i—1) 0
—92 i+1 6 i+2°

Tocko f3;,, definiramo kot vrednost p;(#54):

21 +1 1 9 1
1 0 0 0

Dobimo torej subdivizijsko shemo s praviloma
AR
9 1
k+1 _ k k k
faiy1 = __f +—f ‘|‘E - 16 1+
Osnovna limitna funkcija za to shemo je vidna na sliki 4.1, slika 4.4 pa prikazuje
primer krivulje, ki jo generira.

Konvergenca sheme in zveznost osnovne limitne funkcije nista vprasljivi in
ju ne bomo posebej preverjali. Glede gladkosti pa se izkaze, da Stiritockovna
shema generira C!, ne pa tudi C? limitne krivulje. Da bi to preverili, si moramo
ogledati obnasanje ustreznih shem S in S,;. Iz Laurentovega polinoma za
stiritockovno shemo in formule (3.17) dobimo

1
aV(z) = §22(—1 + 2+ 827 + 823 + 21 — 29).



40 Poglavje 4: Interpolacijske sheme

1.2

-25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2 2.5

Slika 4.1: Osnovna limitna funkcija stiritockovne interpolacijske sheme.

Da shema Sy konvergira, bomo preverili s konvergenco sheme %82 proti nicelni
funkciji. Zopet z uporabo formule (3.17) izracunamo

1
a?(z) = Zz(_l + 22 + 627 +22° — 2*).

Na sliki 4.2 je vidna “numeri¢na” enakomerna konvergenca osnovne limitne
funkcije sheme %SQ proti 0, kar je potrditev, da S; konvergira in torej Stiri-
tockovna shema generira vsaj C! limitne krivulje.

Za shemo S5 pa se izkaze, da ni konvergentna. Slika 4.3 prikazuje stanje po
5 in po 10 korakih subdivizije na zaporedju f° = 4, kjer je vidno, da shema
divergira. To za §tiritockovno shemo pomeni, da generira C', ne pa tudi C*
limitne krivulje, kar smo zeleli preveriti na tem primeru.

Da osnovna limitna funkcija za §tiritockovno shemo ni v C2, lahko Se bolj
neposredno vidimo tudi numeri¢no. Deljena diferenca f[zy, ..., T+ ;] zaporedja
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1 1
0.8 08
0.6 0.6
04t b 0.4F 1
0.2f 1 0.2 4
-0.2r 1 -0.21 B
-04r -0.4
-0.61 -0.6
-0.8f -0.8f
s 0 05 1 15 2 25 o5 o 05 1 15 2 25 s
k=3 k=6

Slika 4.2: Konvergenca osnovne limitne funkcije sheme %Sg, ki ustreza
Stiritockovni shemi, k nicelni funkciji.

(o, f(0)), vy (Tn-1, f(xn—1)) je definirana rekurzivno takole [4]:

flaw] = flaw),
f[$k+1, ey $k+j] - f[xk, ooy Thtj—1 .

Tptj — T

f[xka ) $k+j] =

Za deljene diference velja tudi za nas pomembna lastnost

lim TQyeeny T =
R L ] n!

Zaradi zgoscanja mreznih tock na vsakem koraku subdivizije avtomatsko velja
(Zoy ey ) — (&, ..,€), kar pomeni, da lahko z deljenimi diferencami n + 1
zaporednih tock ocenjujemo vrednost n-tega odvoda v dani tocki.

Vzemimo npr. deljeno diferenco dj, = ¢x[—27%,0,27%], Kjer je ¢x(z) = f4 .
Tedaj bo za dvakrat zvezno odvedljivo funkcijo ¢ moralo veljati

¢ (0)
21

khm Spk[_Q_ka 07 2_k] =
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k=5

Slika 4.3: Stanje po 5 in 10 korakih subdivizije z zacetnim zaporedjem ¢ s
shemo S5, ki ustreza stiritockovni shemi.

kjer je ¢ limitna funkcija subdivizijske sheme pri danem zacetnem zaporedju
f°. Za f° = § dobimo za prvih 12 iteracij stiritockovne subdivizijske sheme
naslednje vrednosti:

k 1 2 3 4 ) 6
di | -2.7344 | -3.1641 | -3.6689 | -4.2539 | -4.8996 | -5.5863

k 7 8 9 10 11 12
dy | -6.2989 | -7.0274 | -7.7651 | -8.5083 | -9.2545 | -10.0024

Ocitno je, da vrednosti d; ne konvergirajo in torej osnovna limitna funkcija
stiritockovne sheme vsaj v tocki 0 nima drugega odvoda.
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25 ; ; . . . . . 25
T~

2 2
15 15

1 1
05 4 os5f

of 0

.
15 -1 05 0 05 1 15 2 25 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25
k=0 k=1
25 25
N PN

2 2+
15 15

1 1t
05F 1 o5f

of 0

L L L L L L L L
15 -1 -05 0 05 1 1.5 2 25 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25
k=2 k=8

Slika 4.4: Krivulja, ki jo generira stiritockovna interpolacijska shema na tockah
(0,0), (-1,1), (0,2), (1,2) in (2,1) (zaprt kontrolni poligon)
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4.2 Sesttockovna shema

Povsem podobno, kot smo pri Stiritockovni shemi s polinomom interpolirali 4
tocke, interpoliramo lahko tudi 6 tock v pricakovanju, da bomo s tem dosegli
Se vecjo stopnjo gladkosti limitne krivulje.

Za izracun tocke ffzfrll bomo tako potrebovali polinom pete stopnje, ki in-

terpolira tocke fF,, fF,, fF, fE., fE, in fE 5, oziroma njegovo vrednost v

tocki @ Po analognem racunu kot za Stiritockovno shemo dobimo:

150 150 25 3
k+1 k k ko _ 29 sk 2tk
Zi+l 256f 256f 256f 256 e 956 it2 T 956 Jitw:
2ki+1 — ka

Na sliki 4.5 je izrisana osnovna limitna funkcija za Sesttockovno interpolacijsko
shemo, primer krivulje, ki jo generira, pa je na sliki 4.8.

1.2

-0.2 I I I I I I I

Slika 4.5: Osnovna limitna funkcija Sesttockovne interpolacijske sheme.
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Ponovno se pri zveznosti osnovne limitne funkcije ne bomo posebej zadrzali, saj
je vidno iz slike 4.5, da ta ni sporna. Izkaze pa se, da smo s povecanjem stopnje
interpolacijskega polinoma pridobili en razred gladkosti. Limitne krivulje, ki
jih generira Sesttockovna shema, so namre¢ v C?, ne pa tudi v C3, kar je vec,
kot smo dosegli pri stiritockovni interpolaciji.

Zopet namesto dokaza preverimo raje to dejstvo samo na primeru. Zanimali
nas bosta ustrezni shemi S5 in S5, vendar sheme S, ne bomo izracunali, saj si
bomo konvergenco S5 ogledali posredno s konvergenco %Sg proti 0.

Iz Laurentovega polinoma za Sesttockovno interpolacijsko shemo in pravila
(3.17) izra¢unamo Laurentov polinom za ustrezno shemo Ss:

1
) 22(3 =92 — 727 +452° + 4521 — 72° — 920 + 327).

a(3)( 2)
Enakomerna konvergenca osnovne limitne funkcije sheme %Sg k nicelni funkciji
je vidna na sliki 4.6. Posledica tega je, da je enakomerno konvergentna tudi
shema S5, zato so limitne krivulje Sesttockovne sheme res v C2.

0.8 0.8

0.6 0.6
0.4 0.4 1
0.2 1 0.2f 1
AN bt IS | S
-0.21 1 -0.2 J

-0.4 4 -04

-0.61 -0.6

-0.8 1 -0.8
T T I I S T e e B T R T

k=3 k=6

Slika 4.6: Konvergenca osnovne limitne funkcije sheme %Sg, ki ustreza
Sesttockovni shemi, k nicelni funkciji.

Da limitne krivulje niso v C?, pa vidimo tako, da si ogledamo osnovno limitno
funkcijo sheme S3, oziroma njeno divergenco. Ta je prikazana na sliki 4.7, kjer
je vidno stanje po 4 in 8 korakih subdivizije.
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2

4 k=8

Slika 4.7: Stanje po 4 in 8 korakih subdivizije z zac¢etnim zaporedjem J s shemo
S3, ki ustreza Sesttockovni shemi.

25 . . . . . . . 25 . . . . . . .
2 E 2}
15F 1 sl
1+ ] 1+
05F 1 05
of ] of
-5 -1 -05 0 05 1 15 2 25 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25
k=0 k=1
25 . . . . . . . 25 : : : : : : :
2F E 2F E
150 i 15f E
1t E 1+ E
05F i osf E
of ] of E
-5 -1 -05 0 05 1 15 2 25 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25
k=2 k=8

Slika 4.8: Krivulja, ki jo generira Sesttockovna interpolacijska shema na tockah
(0,0), (-1,1), (0,2), (1,2) in (2,1) (zaprt kontrolni poligon).
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Tenzorski produkti
subdivizijskih shem

V tem poglavju bomo nekaj pozornosti posvetili Se shemam za generiranje
ploskev. Omejili se bomo na posebne subdivizijske sheme, ki jih dobimo iz
enodimenzionalnih shem s tenzorskim produktom. Topologija povezanosti tock
bo torej kvadratna mreza, ki smo jo omenili ze v uvodu.

Imejmo torej dve linearni subdivizijski shemi, ki generirata krivulje, z maskama
(@0)acz In (bg)sez. Njun tenzorski produkt je subdivizijska shema, ki generira
ploskve na kvadratni mrezi in ima masko (c,),ez2, pri cemer velja

Cij = Qi - bj za i € Z, j € 7. (51)

Vzemimo za primer subdivizijsko shemo iz kardinalnega B-zlepka stopnje 1 in
si oglejmo njegov tenzorski produkt s samim seboj, ki ga oznac¢imo z Sy ;. Po
enachi (5.1) sledi

Cij =

(?) (j) zai,j € {0,1,2}.

47
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Dobimo torej 9 nenicelnih koeficientov in sledeca subdivizijska pravila:

Py; o5

Pait1)

Py 9j 11

Poit12j41

1
Z(Pm + P+ Pyt Pija),

1
§<pi,j + Pi,jfl)>

1

P

Osnovno limitno funkcijo dobimo kot limitno krivuljo na zaporedju ¢ - 9, ki
ima vrednost 1 v tocki (0,0), povsod drugje pa vrednost 0. Slika 5.1 prikazuje
osnovno limitno funkcijo za shemo S ;.

Slika 5.1: Osnovna limitna funkcija za tenzorski produkt sheme iz zlepka By s

samo seboj.

Masko tenzorskega produkta lahko hitro izracunamo iz mask obeh ’sodelujocih’
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shem. Naj bosta S in Sy enodimenzionalni subdivizijski shemi z maskama a
in b. Ce zapiSemo (nenicelne) koeficiente obeh mask v vodoravna vektorja a
in b, velja, da je matrika C', definirana kot

C =a’ b,

ravno matrika nenicelnih koeficientov maske tenzorskega produkta shem S; in
S,. Paziti je potrebno kvecjemu Se na indekse elementov, saj se v maski ti ne
pri¢nejo nujno z (1, 1).

Oglejmo si se dva primera tenzorskih produktov.

Enako kot za B-zlepek stopnje 1 lahko samo s seboj tenzorsko pomnozimo
shemo iz B-zlepka stopnje 2. Ustrezna matrika je

1
C=-(1,3,3,1)"-(1,3,3,1) =

16
1 331
113993
161399 3
1 331

Graf osnovne limitne funkcije za to shemo je na sliki 5.2.

Oglejmo si Se produkt sheme iz B-zlepka stopnje 1 s §tiritockovno interpo-
lacijsko shemo. Za to shemo je maska

1
C=—(1,2,1)"(-1,0,9,16,9,0, -1) =

32
1 -1 0 9 16 9 0 -1
=— | -2 0 18 32 18 0 -2
32 ’

-1 0 9 16 9 0 -1

njena osnovna limitna funkcija pa je izrisana na sliki 5.3.
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Slika 5.2: Osnovna limitna funkcija za tenzorski produkt sheme iz zlepka Bs s
samo seboj.

Slika 5.3: Osnovna limitna funkcija za tenzorski produkt sheme iz zlepka B; s
Stiritockovno interpolacijsko shemo.
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5.1 Primer: stiskanje slik

Mozna uporaba subdivizije v dveh dimenzijah je tudi za stiskanje slik. Ce si
mislimo sliko kot matriko urejenih trojk I, tako da je

Iij = (Rij, Gij, Byj),

kjer so R;;, G; in B;; po vrsti vrednosti za rdeco, zeleno in modro komponento
tocke (i, ), lahko namesto celotne slike shranimo le tocke na regularni mrezi,
ki je podmnozica indeksne mnozice matrike I. Namesto matrike I imamo torej
matriko J, kjer je

Jm‘ = Iki,kj; k € N.

Tocke, ki jih matrika J ne vsebuje, pa dolo¢imo s subdivizijo na matriki J.

Ker zelimo tocke, ki pripadajo originalni sliki, ohraniti, pridejo v postev le
interpolacijske subdivizijske sheme. Slike 5.4, 5.5 in 5.6 prikazujejo po vr-
sti rekonstruirano sliko s polovico, tretjino in ¢etrtino originalnih tock. Za
subdivizijo smo uporabili Stiritockovno interpolacijsko shemo (oziroma njen
tenzorski produkt s samo seboj).

Slika 5.4: Originalna slika (levo) in slika, rekonstruirana z interpolacijsko sub-
divizijsko shemo na 50% tock prvotne slike (desno).

Stiskanje slik s subdivizijo na tak nacin je zelo neoptimalno, saj ne uposteva
prav nobenih informacij o sami sliki, kot so oblike robov in ploskev. Za boljse
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rezultate bi morali v metodo vkljuciti tudi uporabo tovrstnih informacij. Me-
toda, ki smo jo omenili, bi se obnesla dobro le pri slikah z zveznimi barvnimi
prehodi, saj je to slikovna ustreznica gladkih ploskev, ki smo jih Zeleli generirati
s subdivizijskimi shemami.

Slika 5.5: Originalna slika (levo) in slika, rekonstruirana z interpolacijsko sub-
divizijsko shemo na 33% tock prvotne slike (desno).

Slika 5.6: Originalna slika (levo) in slika, rekonstruirana z interpolacijsko sub-
divizijsko shemo na 25% tock prvotne slike (desno).
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