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Abstract

Fullerene graphs are 3-connected 3-regular planar graphs with only pentagonal
and hexagonal faces. The name comes from chemistry, where they can be used
as a tool for modelling and analysis of carbon molecules. In this thesis, we will
first make a basic overview of graph theory, where we focus on the fullerene
family of graphs.

Then we will analyze the structure of cyclic edge-cuts of fullerene graphs
of sizes 6 and 7, distinguishing between degenerate and non-degenerate cyclic
edge-cuts, regarding the arrangement of the 12 pentagons. We will prove that
if there exists a non-degenerate cyclic 7-edge-cut in a fullerene graph, then the
graph is a nanotube unless it is one of the two exceptions presented. We will
determine that there are 57 configurations of degenerate cyclic 7-edge-cuts,
and we will list all of them.

In the 3rd chapter of the thesis, we will show that the diameter of a fullerene
graph G of order n is at least Q(y/n) and at most n/5 + 1. Moreover, if G is
not a (5, 0)-nanotube its diameter is at most n/6+5/2. As a consequence, we
improve the upper bound on the saturation number of fullerene graphs. We
also report improved lower and upper bounds on the independence number

and on the smallest eigenvalue of fullerene graphs.

Math. Subj. Class. (MSC 2010): 05C75,05C12,92E10

Keywords:
graph theory, fullerene, chemical graph theory, diameter, cyclic edge-cut, nanotube, satu-

ration number, independence number
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Povzetek

Fulerenski grafi so 3-povezani 3-regularni ravninski grafi, ki imajo le lica veliko-
sti 5 in 6. Izhajajo iz kemije, kjer sluzijo kot orodje za analizo ter modeliranje
molekul, ki jih sestavlja le ogljik. V tej diplomski nalogi najprej naredimo
osnovni pregled ¢ez teorijo grafov, pri ¢emer se bolj osredoto¢imo na druzino
fulerenov.

Nato podrobneje analiziramo strukturo cikliénih prerezov fulerenov veliko-
sti 6 ter 7, pri cemur glede na lego petkotnikov razlocujemo med degeneriranimi
in nedegeneriranimi ciklicnimi prerezi. Dokazemo, da so vsi fulereni ki pre-
morejo nedegeneriran ciklicni 7-prerez, razen dveh navedenih izjem, v obliki
nanocevke. Poleg tega si sistematicno ogledamo vseh 57 razlicnih konfiguracij
degeneriranih cikliénih 7-prerezov.

V drugem delu te diplomske naloge najprej dokazemo, da je diameter po-
ljubnega fulerena G najmanj Q(/|V(G)|) in najvec ¢ + 1, ¢e pa G ni nano-
cevka tipa (5,0), je diameter najvec¢ n/6+5/2. S pomocjo tega rezultata nato
pokazemo zgornjo mejo za nasicenost fulerenov. Poleg tega izboljsamo spodnjo

mejo za najmanjso lastno vrednost ter za neodvisnost fulerenskih grafov.

Math. Subj. Class. (MSC 2010): 05C75,05C12,92E10

Kljuéne besede:
teorija grafov, fuleren, kemijska teorija grafov, diameter, ciklicni prerez, nanocevka, nasi-

cenostno Stevilo, neodvisnostno stevilo
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Poglavje 1

Uvod

Teorija grafov je eno izmed zelo pomembnih podrocij v diskretni matematiki. Ukvarja se s
posebnimi matemati¢nimi strukturami, ki jim pravimo grafi. Z grafi lahko zelo uc¢inkovito
modeliramo odnose v najrazlicnejsih modelih, na skoraj kateremkoli podrocju, ki si ga
lahko zamislimo... od molekularne kemije, do planiranja urnikov ali trgovskih poti, pa
vse do analize socialnih, prijateljskih ter poslovnih odnosov znotraj nekega omrezja.

Zacetki teorije grafov segajo ze zelo dalec, ze v leto 1735, ko se je Svicarski matematik
Leonhard Euler lotil problema Konigsbergskih mostov na prav poseben nacin, tako da
je problem modeliral v grafu. Reka Pregel deli mesto Konigsberg na stiri dele, ki jih
povezuje sedem mostov. Vprasanje je bilo ali se lahko nedeljski sprehajalec sprehodi po
vseh sedmih mostovih natanko enkrat tako, da se na koncu vrne v izhodisce. Euler je
problem resil v clanku Sedem mostov Konigsberga, ki je bil objavljen leta 1736. Z njim je
postavil temelje sodobne teorije grafov. Kot smo omenili v prvem odstavku, se je teorija
enostavnih obhodov z leti mocno razsirila v ve¢ smereh.

V diplomskem delu se bom osredotocil na kemijsko teorijo grafov, ki se ukvarja s
preucevanjem grafov, ki po strukturi in nekaterih matematicnih lastnostih odrazajo realne
kemijske lastnosti ter strukture. Pri tem so v kemijski teoriji grafov najbolj zanimive
molekule ogljika, saj lahko le-te zavzamejo ogromno razlicnih stabilnih struktur. Dolgo so
znanstveniki zmotno mislili, da so ¢iste strukture ogljika le diamant, grafit, ter Se nekatera
amorfna stanja, dokler niso leta 1985 Harold Kroto, James Heath, Sean O’Brien, Robert
Curl in Richard Smalley z univerze v Riceu odkrili prvi fuleren, Buckminsterfulleren Cygy,
glej sliko 1.1. Za odkritje so leta 1995 dobili tudi Nobelovo nagrado. Od takrat se razvoj
fulerenov neprenehoma §iri ter dobiva nove in nove razseznosti.

Fulereni imajo pomembno vlogo tako v sodobnih tehnologijah, kot v naravi, ki nas

obdaja. Ogljikova vlakna so zelo lahka ter ekstremno mocna, ter se industrijsko upora-
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bljajo za izdelavo izjemno trdnih, a kljub temu lahkih materialov. Znanstveniki menijo,
da bomo neko¢ lahko nekatere vrste fulerenov, ki so v obliki nanocevk, uporabili za mikro
transport molekul razlicnih velikosti. Obstajajo teorije, da se je prvo zivljenje na zemljo

preneslo v ogljikovih Zogah, podobnih Cgg, na sliki 1.1.

Slika 1.1: Struktura molekule Buckminsterfullerene — Csg. Dvojna ¢rta na sliki predstavlja
dvojno ogljikovo vez v molekuli.



Poglavje 2
Osnovno o grafih

V tem poglavju na kratko predstavim potrebno predznanje, ki ga mora bralec za razume-

vanje kasnejsih poglavij osvojiti.

2.1 Teorija grafov

Graf je najpreprosteje re¢eno mnozica objektov, stvari, ki se imenujejo vozlis¢a (vcasih
tudi tocke) in so povezane s povezavami. Teorija grafov je veja matematike in rac¢unal-

nistva, ki raziskuje znacilnosti grafov.

2.1.1 Osnovno o grafih

Naj bo V' kon¢éna neprazna mnozica in naj bo E poljubna druzina dvo-elementnih pod-
mnozic mnozice V. Potem lahko bolj formalno opisemo kot par G = (V, E). Element u, v
iz mnozice E pisemo krajse kot uwv; temu elementu intuitivno pravimo povezava. Kadar
je povezava uv element mnozice F, pravimo, da sta tocki u in v sosednji v grafu G in
pisemo u ~¢g v (ali samo u ~ v). Za povezavi pravimo, da sta sosednji, ¢e imata kako
skupno krajisce. Vcasih lahko te definicije tudi malo razsirimo. Tako lahko predstavimo
usmerjene povezave, kKjer relacija sosednosti ni vec¢ simetricna (to so usmerjeni grafi), ali
pa relacijo sosednosti med dvema elementoma posplosimo tako, da ena povezava deluje
nad poljubno mnogo elementi (to so hipergrafi).

Strukture, ki jih lahko predstavimo z grafi v smislu teorije grafov je moc¢ najti povsod,
zato lahko veliko praktiénih problemov prevedemo v jezik grafov. Naj nastejem nekaj

enostavnih primerov:
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Naj bodo znanstveni ¢lanki vozliséa v sistemu. Usmerjena povezava iz clanka A do

¢lanka B obstaja le, ¢e A citira ¢lanek B.

Naj bodo ljudje vozlisca nasega sistema. Povezava med dvema osebama obstaja, ce

sta ti dve osebi v prijateljskem odnosu.

Naj bo vseh dvanajst tonskih visin mnozica vozlis¢ nasega grafa. Povezava naj bo
v tem primeru trozvok ali cetverozvok, ki zveni dobro glede na glasbeno teorijo.
Tak graf je primer hipergrafa, saj v tem primeru povezava ne poteka med dvema

vozlis¢ema, temve¢ med tremi ali Stirimi vozliSci.

Grafe lahko razsirimo z vpeljavo utezi, ki so pozitivna stevila prirejena vsaki po-
vezavi. Ce na primer graf predstavlja mrezo cest ali zelezniskih prog, lahko utezi

predstavljajo dolzine vsake ceste, oziroma zelezniske proge.

Zelo znana uporaba grafov je v metodi mreznega planiranja — izra¢un planiranega

trajanja projektov.

Vcasih obravnavamo tudi ti. multigrafe, ki imajo:

e vzporedne povezave — ve¢ povezav nad istim parom tock;

Kadar zelimo poudariti, da govorimo o grafih brez zank in vzporednih povezav, ta-

kim grafom recemo enostavni grafi. V tem diplomskem delu bomo vedno govorili le o

enostavnih grafih.

2.1.2 Formalna notacija grafov

Stopnjo tocke u v grafu G oznacimo z deg(u) ali dg(u) in je definirana kot stevilo povezav

grafa GG, ki imajo tocko u za svoje krajisce. Tockam stopnje 0 pravimo izolirane tocke,

tockam stopnje 1 pa listi. Najmanjso stopnjo tocke grafa G oznac¢imo z §(G), najvecjo pa
z A(G).

Definicija 2.1 Graf G je regularen, ¢e velja §(G) = A(G), in d-regularen, ce velja d =

0(G)

= A(G). Grafom, ki so 3-regularni, pravimo tudi kubi¢ni grafi.

Lema 2.2 (O rokovangu.) Za vsak graf G velja

S degqlv) = 2|E(G).

veV(Q)
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Posledica 2.3 Za r-reqularni graf G velja:
r-[V(G)] =2|E(G)].

Posledica 2.4 Vsak graf ima sodo mnogo tock lihe stopnje.

Definicija 2.5 Graf G je dvodelen, ¢e lahko mnozico tock V(G) zapisemo kot disjunktno
unijo dveh podmnozic A, B C V(G) tako, da je za vsako povezavo uv € E(G) ena od

tock u, v vsebovana v mnozici A, druga pa v mnozici B; kompaktno zapisano

A in B imenujemo mnoZici dvodelnega razbitja grafa G.

2.1.3 Operacije nad grafi

Vcasih moramo z grafi operirati ter jih nekoliko spreminjati. Iz grafa G lahko odstranimo

tocko u € V(G). Dobimo nov graf G — u, za katerega velja:
o V(G —u)=V(G)\ u;
e F(G — u) sestavljajo vse povezave iz E(G), ki za krajisce nimajo u.

Iz grafa G lahko odstranimo tudi povezavo e € E(G). Dobimo nov graf G — e, za

katerega velja:
e V(G —e)=V(Q)

e F(G—e)=FE(G)\e.

2.1.4 Sprehod, pot ter komponente grafa

Definirajmo izraze, s katerimi bomo kasneje lazje opisali premikanje po grafu ter strukturo

poljubnega grafa.

Definicija 2.6 Naj bo G graf in naj velja vy, vy, ..., v, € V(G) ter ey, eq,..., e € E(G).
Zaporedje tock in povezav S = vgeivieavs ... U_1€0k, Kjer je e; = v;_qv;, imenujemo
sprehod v grafu.

Sprehod je enostaven, Ce so vse povezave eq,€s, ..., er med seboj razlicne. Enostavni
sprehod je pot, kadar so vse tocke vy, v1,. .., v; med seboj razlicne. Ce poleg zgornjega

velja tudi vg = vy, takemu sprehodu pravimo tudi cikel.
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Ni tezko videti, da ce obstaja v nekem grafu med poljubnima vozlis¢ima sprehod,

obstaja med njima tudi pot.

Definicija 2.7 Hamiltonski cikel grafa G dobimo, ¢e v G najdemo sklenjeno pot, ki
obis¢e natanko vsa vozlisca grafa. Grafu, ki premore hamiltonski cikel, pravimo tudi

hamiltonski graf.

Definicija 2.8 Tocki sta v isti povezani komponenti, ce med njima obstaja pot.

2.1.5 Povezanost grafa

Nekateri grafi imajo veé¢ povezav kot drugi. Ce ze pogledamo primer grafa prijateljev na
Facebook-u, ni tezko ugotoviti, da so nekateri deli tega omrezja bolj gosto prepleteni kot

drugi. V teoriji grafov lahko definiramo lastnost — povezanost grafa.

Definicija 2.9 Graf je povezan, ¢e so vse tocke v njem v isti povezani komponenti. Graf

G je po tockah k-povezan, ce velja:
e (G ima vsaj k + 1 tock;

e Za vsako mnozico tock K C V(G), modci |K| < k, velja, da ¢e iz G odstranimo vse

tocke iz K, je graf Se vedno povezan.

Najvecjo konstanto k, za katero je graf k-povezan, imenujemo povezanost grafa ter to

ozna¢imo s k(G).

2.1.6 Podgrafi

Graf H je podgraf grafa G, ¢e velja
V(H) CV(G) in E(H)C E(G).

Relacijo oznac¢imo z H C G. Podgraf H je wpet, ¢e velja V(H) = V(G). Podgraf je

induciran z mnozico tock A C V(G), ce velja:
V(H)=A in E(H)={uv|uv e E(G) in u,v € A}.

Tak induciran podgraf lahko oznacimo tudi z H = G[A].
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2.1.7 Dominantna mnozica

Dominantna mnoZica v nekem grafu je prav posebna podmnozica vozlisc, ki se uporablja v

mnogih dokazih, uporabili pa jo bomo tudi v tem diplomskem delu, zato jo tu definiramo.

Definicija 2.10 Naj bo G enostaven graf. Mnozica vozlis¢ U C V(G) dominira graf G,
¢e velja, da je vsako vozlisce v € V(G) bodisi element mnozice U, bodisi obstaja vozlisce
u e U, da velja uwv € E(G).

2.1.8 Obarvljivost grafov

V teoriji grafov pravimo barvanje grafa posebni vrsti oznacevanju grafovskih objektov
(vozlisca, povezave, lica). Tako lahko npr. dolo¢imo v grafu vsakemu vozliséu svojo barvo
na tak nacin, da nobena povezava ne povezuje vozlisci z enako barvo. Postopku pravimo
barvanje grafa po vozlis¢ih. Problem je zelo zivljenski, naj opiSem en primer:

V danasnjem casu ima ze vsak prenosni racunalnik zmoznost povezovanja na brezzi¢na
omrezja. Podobno je v danasnjem casu v vsako veCje mesto poplavljeno z premnogimi
razli¢nimi brezzicnimi omrezji. Na zalost imajo Wi-Fi brezzi¢na omrezja le ozek frekvenéni
pas. Da se izognemo interferenci, morajo vsa razlicna omrezja na nekem prostoru oddajati
podatke na enem izmed trinajstih kanalov. Tako lahko problem z lahkoto prevedemo v

teorijo grafov:
V(G): Brezziéne dostopne tocke;

E(G): Povezava med dostopnima tockama je natanko takrat, ko obe dostopni tocki po-

krivata skupno povrsino (kjer bi potencialno lahko prislo do interference).

Ce v nagem sistemu uspesno najdemo 13-barvanje pripadajocega grafa GG, smo s tem
resili problem.
Barvanje grafov je zelo Sirok ter zanimiv problem, ki ima tudi veliko aplikativno vre-

dnost. Spodaj sta formalno definirani najpomembnejsi barvanji grafov:

Barvanje tock

Definicija 2.11 Naj bo G poljuben graf, ter k € N. Preslikavi f: V(G) — {1,2,...,k}
pravimo k-barvanje grafa G po tockah, ¢e za poljubna u,v € V(G) velja: wv € E(G) =
f(u) # f(v). Ce ima graf k barvanje po povezavah, pravimo tudi, da je k-obarvljiv.

Kromaticno Stevilo, x(G), je najmanjse Stevilo, tako da je G x(G)-obarvljiv.
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Dolocitev kromaticnega stevila grafa je v splosnem zelo tezak, celo N P-tezak pro-
blem. K temu problemu zato pristopamo z dolocevanjem zgornjih in spodnjih mej, ter z

razpoznavanjem lastnosti za kromaticno Stevilo.

Trditev 2.12 Velja:
1. 1-obarvljivi grafi so natanko grafi brez povezav;
2. 2-obarvljivi grafi so natanko dvodelni grafi;
3. x(K,) =n;

2, cejensod
4. x(Cn) =

3, drugace.

Barvanje po povezavah

Definicija 2.13 Naj bo G poljuben graf, ter k € N. Preslikavi f : E(G) — {1,2,...,k}
pravimo k-barvanje grafa G po povezavah, ¢e za poljubna k,l,m € V(G) velja: k ~ 1,1 ~
m € E(G) = f(kl) # f(Im). Ce ima graf k barvanje po povezavah, pravimo tudi, da je
k-obarvljiv po povezavah.

Kromaticno stevilo, X'(G), je najmanjse Stevilo, tako da je G x'(G)-obarvljiv.
Trditev 2.14 Naslednje trditve so ekvivalentne:

e Graf je dvodelen;

o Graf je 2-obarvljiv;

o Graf ne vsebuje nobenega lihega cikla.

2.1.9 Izomorfizem grafov

Naj bosta G in H neka grafa. Preslikava f: V(G) — V(H) je izomorfizem, Ce velja:
e f je bijekcija;
e uwv € E(G) < h(u)h(v) € E(H).

Za taka grafa pravimo, da sta izomorfna, relacijo pa oznac¢imo z G ~ H. Ce funkcija ni
identiteta, ter ce je graf G kar enak grafu H, takemu izomorfizmu pravimo tudi avtomor-

fizem.
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2.1.10 Grafovske invariante

Invariante grafov so lastnosti grafa, ki jo imajo vsi grafi, ki so si med sabo izomorfni.

Spodaj je nastetih nekaj invariant grafa:
. [V(G)
e H(G)
e Stevilo komponent
e Stevilo tock stopnje k, za poljuben k
e Stevilo trikotnikov
e dvodelnost
e Stevilo mostov.

V splosnem izomorfizem dveh grafov ovrzemo tako, da najdemo tako invarianto, ki je pri
obeh grafih razlicna. Na pameten in hiter nacin dokazati izomorfizem dveh grafov pa je
zelo tezko. V resnici nihée ne zna toc¢no dolociti, ali problem dolocanja izomorfizma spada

v razred P ali NP polnih problemov.

2.1.11 Matrike grafov

Naj bo G graf z mnozico tock V(G) = wvy,vs,...,v, ter mnozico povezav E(G) =
€1,€2,...,€Em.

Matrika sosednosti A(G) je n x n matrika, definirana takole:

@11 Q2 - Aip
Qg1 Q22 --- A2p 1, v~ G
aij = )
0, sicer.
Ap1 Ap2 - Ann

Inciden¢na matrika B(G) je n x m matrika, definirana takole:

bll b12 e blm

bar bay -+ Doy 1, vi€ej
. Aij = _
0, sicer.

bnl an bnm
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2.2 Ravninski grafi

Graf je ravninski, ¢e ga je mogoce narisati v ravnini brez medsebojnega sekanja povezav.

Vsaki taki predstavitvi grafa G v ravnini pravimo ravninska vloZitev grafa G.

Slika 2.1: Primer ravninskega grafa.

Vlozitev grafa razdeli ravnino na povezane dele, ki jim pravimo lica. Eno od teh lic je
neomejeno, ter mu pravimo zunanje lice. Mnozico lic grafa G ozna¢imo z F(G). Vsako
lice meji na nekaj sosednjih lic. DolZina lica f je stevilo lic, ki lezijo na robu lica f,
kar oznac¢imo z [(f). Lemo o rokovanju ze poznamo, za ravninske grafe pa velja Se ena

razli¢ica.
Lema 2.15 Za vsak ravninski graf velja

> U =2E@G).

JEF(G)

Dokaz. Vsaka povezava grafa G meji na natanko dve lici. Opazimo lahko, da ¢e seStejemo
dolzine vseh lic v grafu G, pri tem vsako povezavo stejemo natanko dvakrat. Odtod sledi

zgornja enakost. 0
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2.2.1 Eulerjeva formula

Izrek 2.16 (Eulerjeva formula za enostavne grafe) Naj bo G ravninski graf. Potem
velja

V(G| = [EG)| + |F(G)] = 2.

Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo po Stevilu vozlise. Ce je |V(G)| = 1, potem
|E(G)| =0 ter |F(G) = 1|. Torej velja

1+0+1=2.

Poglejmo si se indukcijski korak, ko [V(G)| > 1. Izberimo poljubno povezavo ter jo

skréimo, da dobimo ravninski graf G'. Vemo:
o V(&) =[V(G) -1
o [E(G)]=[E(G) -1
o [F(G)]=I[F(G).

Od tod sledi:

V()| =BG+ F(G@)] = V(G +1=(B(G)]+1) + |F(G)]
= V(&) =BG+ |F(&)|
= 2

4

Glede na obseg tega diplomskega dela ni potrebe po razsirjanju Eulerjevega izreka na

ravninske multigrafe ali ravninske grafe z ve¢ komponentami.

2.2.2 Prerez grafa

Vcasih lahko iz grafa odstranimo taksne povezave, da nas graf razpade na ve¢ komponent.
Mnozici taksnih povezav pravimo tudi prerezna mnoZica grafa. Ker bomo o prerezih v tej

diplomski nalogi veliko govorili, je prav, da jih na tem mestu definiramo.

Definicija 2.17 (Prerez grafa) Razbitju mnozice vozlis¢ nekega grafa na dve disjunk-
tni mnozici pravimo prerez grafa. Mnozici povezav, ki imajo svoja krajis¢a v razlicnih

mnozicah razbitja, pravimo prerezna mnozica. Takim povezavam pravimo tudi prerezne
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povezave. Ce v vsaki komponenti razbitega grafa obstaja cikel, takemu prerezu pravimo

ctklicni prerez.

2.2.3 Povezanost grafa

Povezanost grafa je zelo Siroka tema teorije grafov.

Definicija 2.18 Graf G je k-povezan po povezavah, ¢e ga z odstranitvijo poljubnih k-
povezav ne moremo razbiti na dve komponenti. Ce je k najmanjse stevilo robov, tako
da v vsaki preostali komponenti obstaja cikel, pravimo, da je graf po povezavah ciklicno

k-povezan.

Vedeti moramo, da obstaja Se povezanost po vozliscih, ki je pa v tej diplomski nalogi

ne bomo potrebovali.

2.2.4 Dualni graf

Definicija 2.19 (Dualni graf) Naj bo G ravninski graf. Dualni graf od grafa G ozna-

¢imo z G*. To je ravninski graf z naslednjimi lastnostmi:
e V(G*) = F(G);
o BE(G*) ={uv | u,v € F(G) in u,v stasosednjiliciv G} .
Iz zgornje definicije lahko opazimo:
e Lice velikosti k grafa GG ustreza tocki stopnje k grafa G*;
e Tocka stopnje k grafa GG ustreza licu grafa grafa G*;
e Povezava grafa GG ustreza povezavi grafa G*;
e Zanka v (G ustreza mostu v G*;
e Most v G ustreza zanki v G*;
e (Cikel grafa G ustreza prerezu grafa G*;

e Minimalni prerez grafa G ustreza minimalnemu ciklu grafa G*.
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2.3 Fulereni

Leta 1985 so Richard Smalley, Robert Curl, James Heath, Sean O’Brien in Harold Kroto
odkrili spojino Cyg, ki se je kasneje izkazala za prvi fuleren, ti. Buckminsterfulleren.
Takrat se je zacelo kemijsko raziskovanje fulerenov. V kemiji predstavlja fuleren molekulo,
sestavljeno iz ogljikovih atomov, razporejenih v obliki sfere, elipsoida ali cevke. V fulerenu
atomi ogljika tvorijo le petkotnike ter Sestkotnike, pri tem pa je vsak atom ogljika povezan
z natanko tremi atomi ogljika. Ker vemo, da ima ogljik stiri valen¢ne elektrone, mora
torej biti ena izmed treh vezi okrog vsake fulerenske molekule dvojna.

Matematiki so ime fulereni prevzeli iz kemije ter fulerenske grafe intuitivno definirali

kot ravninske kubi¢ne 3-povezane grafe z lici dolzin 5 in 6.

2.3.1 Osnovno o fulerenih

Ce oznacimo nas fulerenski graf z G, stevilo petkotnih lic s p, ter z h stevilo Sestkotnih

lic, kahko izrazimo osnovne grafovske koli¢ine na enostavnejsi nacin:
|F(G)| =p+h; [V(G)| = (5p+6h)/3; |E(G)| = (5p+ 6h)/2.
Lema 2.20 Vsak fulerenski graf ima natanko 12 petkotniskih lic.

Dokaz. Naj bo GG poljuben fulerenski graf. Zgornje koli¢ine Stevila lic, povezav ter vozlis¢

vstavimo v Eulerjevo formulo za ravninske grafe. Tako dobimo:

_5p—|—6h_5p+6h
3 2

Od tod direktno sledi p = 12. O

V(G| = [E(G)] + [F(G)] tp+th=2

Posledica 2.21 S pomocjo zgornjega izracuna lahko lepse izrazimo Stevilo vozlis¢ in po-

vezav v fulerenu:

V(GQ) =2h+20 ter |E(G)|=3h+30

Slika 2.2 prikazuje najmanjsi mozni fuleren, ki nima nobenega Sestkotnika, torej h = 0
ter p = 12, tabela 2.1 pa prikazuje stevilo neizomorfnih fulerenov glede na zgoraj izrazene

grafovske kolicine.
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IV

L

Slika 2.2: Prikaz najmanjsega fulerena na 20 tockah, ki je sestavljen iz samih petkotnikov
- dodekaeder. Ni tezko presteti, da ima dodekaeder 20 vozlis¢, 30 povezav ter 12 lic, ki so
sami petkotniki.

[V TIEG)] ] [F(G)]

Stevilo lic dolzine 6 ‘ Stevilo fulerenov ‘

20 30 12 0 1
22 33 13 1 0
24 36 14 2 1
26 39 15 3 1
28 42 16 4 2
30 45 17 3 3
32 48 18 6 6
34 o1 19 7 6
36 o4 20 8 15
38 57 21 9 17
40 60 22 10 40
42 63 23 11 45
44 66 24 12 89
46 69 25 13 116
48 72 26 14 199
20 75 27 15 271
92 78 28 16 437
45 81 29 17 280
26 84 30 18 924
o8 87 31 19 1205
60 90 32 20 1812

Tabela 2.1: Prikaz stevila najmanjsih neizomorfnih fulerenov glede na stevilo vozlisc,
povezav, lic ter Sestkotnikov.
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2.3.2 Hamiltonost fulerenov

Matematiki so do sedaj preucevali ze mnogo lastnosti fulerenov, npr. nasi¢enostno stevilo
[4], diameter [18], neodvisnostno Stevilo [20] ter cikli¢ni prerezi [27], ki si jih bomo tudi
mi kasneje podrobneje ogledali. Eden izmed pomembnejsih problemov v zvezi s fulereni
je tudi vprasanje, ¢e so vsi fulereni hamiltonski grafi.

Racunalnisko preiskovanje, pa tudi intuicija mnogih matematikov pritrjuje zgornjemu
vprasanju, vendar te domneve doslej e nukomur ni uspelo dokazati ali ovreci. Ze leta
1973 je Ewald [11] dokazal, da v poljubnem fulerenu G nek cikel sreca vsa lica, iz Cesar
direktno sledi naslednja lema:

V(&)
3

Lema 2.22 Najdaljsi cikel v fulerenu vsebuje vsaj vozlisc.
Dokaz. Vzemimo Ewaldov cikel [11], ki v nekem fulerenu obisce vsa lica. Najvecje lice
v naSem grafu je Sestkotnik, ker pa je graf 3-regularen, se cikel vsakega lica dotika v vsaj

dveh vozlis¢ih. Torej ni tezko videti, da tak cikel vsebuje vsaj % vozlisc. U
Leta 2002 je T. Dosli¢ v [5] prisel do naslednjega rezultata:

Lema 2.23 Vsi fulereni z najvec 176 vozliséi so hamiltonski grafi.

Zmano je, da ima vsak ravninski graf tak cikel, ki je tudi dominantna mnozica, torej
ima vsaka povezava tega grafa eno krajisce na takem ciklu. Iz tega dejstva lahko hitro

izboljsamo mejo za dolzino najdaljsega cikla v fulerenu.

Lema 2.24 Naj bo G poljuben fulerenski graf. Najdaljsi cikel v G vsebuje vsaj m

vozlisé.

Dokaz. Naj bo C' dominirajoci cikel v G. Ker ima vsaka povezava e € E(G) krajisce na
ciklu C' in je G 3-povezan, mora biti G — C' mnozica izoliranih vozlis¢. Torej velja:

e Vsaka tocka v € V(G — (') ima vse tri sosede na ciklu C;

e Vsaka tocka ¢ € C' ima vsaj dva soseda, ki prav tako lezita na ciklu C, ter kve¢jemu
enega soseda s € V(G — C).

Torej lahko trdimo, da velja

V(G)|

V(G-0) <=

Dominirajoci cikel torej vsebuje vsaj w vozlisc. 0
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Naslednje, do sedaj znane, izboljsave spodnjih mej so prikazane v spodnjem seznamu:

e Jendrol’ in Owens [22] sta dokazala spodnjo mejo %”;

e Kral’, Pangréc, Sereni in Skrekovski [26] so dokazali spodnjo mejo %” — %;

6n+2
7

e Erman, Kardos in Miskuf [10] so dokazali spodnjo mejo , za fulerene, ki imajo

veé kod 380 vozlisc.

2.3.3 Spiralna metoda

V casu hitre rasti racunske moci racunalnikov, se je za lazjo predstavitev fulerenov pojavila
potreba po kodiranju fulerenov in matematiki so v ta namen razvili mnogo algoritmov
za kodiranje fulerenov. Eden izmed teh je tako imenovana spiralna metoda, ki jo v [16]
opisujeta Fowler in Manolopoulos. Nekaj casa so matematiki mislili, da velja naslednja

hipoteza o spiralni metodi:

Hipoteza 2.25 Pouvrsino fulerenskega poliedra lahko odvijemo v povezan spiralni trak pet-
kotnikov in Sestkotnikov, ki si delijo povezavo, tako da si vsako novo lice na spirali deli

povezavo §
e svojim predhodnikom na spirali in
e pruim licem v dosedangi spirali, ki ima Ze odprto povezavo.

Primer spiralne predstavitve lahko vidimo na sliki 2.3.

Ta metoda nam omogoca preprosto kodiranje fulerenov, vendar ima svoje pomanklji-
vosti. Na zalost je namre¢ zgornja hipoteza napacna, saj obstaja fuleren na 380 tockah, za
katerega ne moremo najti spiralnega zapisa, kljub temu pa imajo skoraj vsi fulereni vsaj en

pravilen zapis v spiralni metodi. Pogosto pa imajo fulereni veliko spiralnih predstavitev.
Lema 2.26 Naj bo G fulerenski graf. Potem ima G najvec 6|V (G)| spiralnih kod.

Dokaz. Da zacnemo spiralno predstavitev, si moramo najprej izbrati zacetno lice, nato
eno izmed sosednjih lic, ter na koncu dolociti orientacijo, v kateri bomo lica oznacevali.
Fuleren na n vozliscih ima 33” povezav, kjer lahko vsako povezavo vidimo tudi kot zacetni
dve sosednji lici. Pri vsakem takem paru lahko izberemo eno izmed dveh lic za zacetno
lice ter nato Se eno izmed dveh orientacij.

Torej dobimo najvec 37” -2 -2 = 6n spiral. O



2.3. Fulereni 29

7/

Slika 2.3: Primer spiralne predstavitve fulerena. Pripadajoca koda je:

(5,5,5,6,5,6,5,6,5,5,5,5,5,5,5,6).

Naslednja pomanjkljivost se pojavi, ¢e zelimo iz dane spiralne kode konstruirati nove
fulerene. Znano je, da za dano Stevilo vozlis¢ n obstaja O(n?) razliénih fulerenov, kjer
ima po zgornji lemi vsak najve¢ 6n spiralnih kod. To pomeni O(n'®) potencialno dobrih
spiralnih kod, saj so nekatere lahko med seboj enake. Stevilo moznih kandidatov za kode
pa seveda raste bistveno hitreje, saj nam vsako zaporedje dvanajstih petic in § — 10 Sestic
742

12
eksponentno stevilo potencialnih spiralnih kod, ter le n'°, torej polinomsko stevilo dobrih

lahko predstavlja potencialno kodo za nek fuleren. Ce povzamemo, imamo ( ), torej
spiralnih kod. Vidimo torej, da iskanje novih fulerenov s pomocjo naklju¢nega generiranja

potencialnih spiralnih kod ni zelo preprosto.

2.3.4 Stabilnost fulerenov ter njihova uporaba

Matematic¢ni opis fulerenskih grafov opisuje ogromen razred grafov, ki bi lahko v naravi
predstavljale molekulo iz samih ogljikov. Seveda pa vsak graf iz matemati¢ne druzine fu-
lerenov ni stabilna kemijska molekula. Stabilnost molekule je v realnem zivljenju odvisna
od zahtevnejsih grafovskih invariant, ki segajo globoko v teorijo grafov, med drugim pa
tudi motivirajo iskanje novih grafovskih invariant, ki bi bili v dobri korelaciji s stabil-
nostjo fulerenskih molekul. Naj omenim nekaj fulerenskih lastnosti, ki so v precej dobri

korelaciji s stabilnostjo molekul:

Izoliranost petkotnikov: Bolj kot so petkotniki v fulerenskem grafu izolirani ter dalec
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stran drug od drugega, vecja je verjetnost, da bo pripadajoc¢a molekula stabilna.

Uravnotezenost incidenéne matrike: Ce ima nek fuleren v svoji incidenéni matriki
priblizno polovico lastnih vrednosti pozitivnih (o0z. negativnih), je to dober znak,

da bo pripadajoc¢a molekula tudi bolj stabilna.

Stevilo popolnih prirejanj: Kot smo omenili, vsako vozlisée v fulerenskem grafu meji
z natanko eno dvojno vezjo. Ta lastnost je direktno povezana z obstojem popolnega

prirejanja v fulerenskem grafu.

V zadnjem desetletju lahko na podroc¢ju fulerenov opazimo velik napredek tako na
matematicnem kot na fizikalnem in kemijskem podroc¢ju. Motivacija za to je v izrednih
lastnostih, ki jih imajo karbonski materiali. So namrec zelo trpezni in odporni na vrocino,
nekateri pa so tudi superprevodniki. V reviji Popular science tako najdemo ¢lanek o upo-
rabi fulerenov v oklepnih vozilih, ¢loveskih §¢itih. V reviji Chemistry and Biology najdemo
clanek, ki opisuje fulerene kot lahkoaktivirajoca antibakterijska sredstva, v medicini pa
so strokovnjaki ze uspeli uporabiti lastnosti fulerenov v boju proti specifi¢ni vrsti rakovih
celic — melanoma.

Ker pa je fulerenskih kemijskih oblik ogromno, jih lahko razdelimo na ve¢ podrazredov.

Spodaj bom nastel glavne izmed njih:

Buckyball gruce: Najmanjsi predstavnik je Cy (nenasi¢en dodekaeder) in najbolj po-
gost je Cgo. Izraz Buckyball v teoriji grafov pomeni fuleren vlozen na sfero, pri
¢emer si nobeni dve lici dolzine 5 ne delita povezave. Buckyballi so tudi najbolj

pogosti fulereni, ki jih najdemo v naravi.

Dvodelna molekula: Podoben razred kot Buckyball, le da sta tu dva Buckyballa pove-

zana v eno molekulo z ogljikovo verigo.

Nanocevke: Prazne cevcice zelo majhnih dimenzij, ki imajo enojne ali vecplastne stene.

Potencialna uporaba se pojavlja v elektroniki ter medicini. Ve¢ o nanocevkah v [27].

Megacevke: Imajo vecji diameter kot nanocevke in lahko imajo stene razlicnih debelin.

Potencialna uporaba v kemiji je transport molekul razlicnih velikosti.

Polimeri: S pomocjo visoke temperature in tlaka se ustvarjajo verige (2- ali 3- dimenzi-

onalne) ogljikovih atomov.

Nanocebulice: Sfericni delci, ki bazirajo na ve¢ ogljikovih ovojih Buckyball jeder. Po-

tencialno podroc¢je uporabe so maziva.
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V naslednjem razdelku se bomo Se podrobneje posvetili specificnemu razredu — nanocev-

kam, saj bomo tudi v drugem poglavju diplomskega dela v veliki meri govori o njih.

2.3.5 Nanocevke

Nanocevke so podrazred mnozice fulerenov, ki imajo cilindriéno obliko, na vsaki strani
pa se zakljucijo s sfericno hamiltonsko strukturo. Zanimiv je tudi razred t.i. odprtih
nanocevk, ve¢ o tem v [35].

Fulerenski graf je manocevka, c¢e ga lahko lo¢imo na cilindricni del, ki vsebuje le
Sestkotnike in dva krovna grafa, izmed katerih vsak vsebuje natanko Sest petkotnikov
ter morebiti tudi kak Sestkotnik. V krovnem grafu se mora vsaj eden od petkotnikov do-
tikati cilindriénega dela, ki ima sledeco strukturo: Vsebuje obroce Sestkotnikov, ki imajo
sredisca v hi, he, ..., hy, ki jih lahko zlozimo enega na drugega. Naj bosta a; in ay dva
enotska vektorja pod kotom 60°, tako da lahko za poljubna sosedna Sestkotnika v nekem
obroc¢u recemo h; — h;_1 = aq ali h; — h;_1 = ao. Na tak nac¢in dobimo odprto nano-
cevko, ki ji lahko definiramo tip (p1,p2), kjer je p; Stevilo pojavitev enotskega vektorja
a;,7 = 1,2. Ni tezko videti, da lahko vektorja a; in ay vedno izberemo tako, da p; > ps.
Par koeficientov (py, pe) v enacbi r = pya; + paas dobro opise strukturo take nanocevke.

Za boljso predstavo glej sliko 2.4. Pravimo, da je p; 4+ po Sirina nanocevke.

ZL
ar Di1a1 + p2a2

Slika 2.4: Primer nanocevke tipa (6, 2).

Nanocevkam tipa (n,0) pravimo, da so cikcak; nanocevki tipa (n,n) pa lahko recemo
tudi naslonjac¢ (oba tipa sta zrcalno simetriéna). Preostalim nanocevkam brez zrcalne
simetrije pa pravimo kiralne nanocevke. V luéi te definicije lahko vidimo Buckmin-
sterfulleren Cyo kot prvega v vrsti druzine nanocevk tipa (5,5) z enim samim obrocem
Sestkotnikom v cilindriénem delu, glej sliko 2.5.

Nanocevke, ki so zanimive na podrocju raziskovanja novih materialov, imajo pogosto
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+

Slika 2.5: Buckminsterfulleren — Cjo je najmanjsa nanocevka tipa (5,5).

razmerje med dolzino in premerom zelo veliko, toda strukturo nanocevk lahko najdemo
tudi v mnogih drugih fulerenih. Za dva nedegenerirana ciklicna prereza po povezavah
pravimo, da sta vzporedna, ¢e oba razdelita nanocevko na taki komponenti, ki vsebujeta
istih Sest petkotnikov, ter ce pripadajoca obroca Sestkotnikov nimata skupnega lica. Takim
obrocem Sestkotnikov pravimo plasti, maksimalno Stevilo vzporednih plasti pa predstavlja
dolZino nanocevke. Cilindri¢ni del nanocevke bi torej lahko opisali tudi kot skupina vec

vzporednih plasti, ki nimajo skupnih lic.



Poglavje 3
Cikli¢éni prerezi v fulerenih

Prva lastnost fulerenov, ki si jo bomo v tej diplomski nalogi podrobneje ogledali, so cikli¢ni
prerezi fulerenov po povezavah. Spomnimo se, da bomo vedno obravnavali le prereze po
povezavah, jim bomo pravili kar prerez.

Dosli¢ je dokazal, da so fulerenski grafi po povezavah ciklicno 4-povezani [5] in 5-
povezani [6]. Leta 2006 sta Qi in Zhang [30] predstavila poenostavljen Dosli¢ev dokaz
5-povezljivosti, dokazala pa sta tudi, da so fulereni ciklicno 5-povezani. Fulereni ciklicno
ne morejo biti ve¢ kot 5-povezani, saj vsebujejo 12 petkotnikov, tako da imamo najmanj
12 cikliénih 5-prerezov, ki jih dobimo tako, da izberemo 5 povezav, ki obkrozajo vsakega
izmed petkotnikov. Seveda lahko na podoben nacin iz vsakega Sestkotnika dobimo cikli¢ni
6-prerez. Poimenujmo taksne 5- ter 6-prereze trivialni prerezi. Kardos in Skrekovski (23]
sta karakterizirala vse netrivialne 5- in 6-prereze, neodvisno od tega sta netrivialne cikli¢ne
5-prereze karakterizirala Kuntar in Marusic [28]. V [27] smo karakterizirali tudi 7-prereze.
V tej diplomski nalogi naredimo pregled vseh zgoraj omenjenih prerezov v fulerenih. V

nadaljevanju bo izraz prerez vedno predstavljal cikli¢ni prerez.

3.1 Cikli¢éni 5- ter 6-prerezi fulerenov

Ni tezko videti, da obro¢ Sestkotnikov v nanocevki predstavlja nedegeneriran cikliéni 6-
prerez. V [23] sta Kardos in Skrekovski dokazala, da so nanocevke edini grafi, ki premorejo
ciklicne 5- in 6-prereze, kljub temu pa obstajajo fulereni, ki premorejo nedegenerirane
ciklicne k-prereze, za nek k > 7. Kardos, Krnc, Luzar in Skrekovski smo v [27] opisali
nedegenerirane cikli¢cne 7-prereze, ter dokazali, da izmed vseh obstajata natanko dva taka,
ki nista iz druzine nanocevk.

Pomembna definicija v tem razdelku je prerezni vektor. Naj bo G fuleren, v katerem
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neki k-prerez oznacimo s C' in naj bo H ena od komponent grafa G — C, ki naj vsebuje
povezave C'. Naj bodo e; = viwy, es = vows, ..., e = vpwy povezave prereza C, kot se
ciklicno pojavijo okrog komponente H, ter naj velja v; € V(H) zai=1,2,... k. Naj bo
«; dolzina sprehoda po zunanjem licu med v; in v;41 minus ena (pri tem predpostavimo,
da velja v, 1 = v1). Vidimo lahko, da o; = —1, ¢e v; = vi41.

V tej diplomi poimenujem zaporedje [x1, Zo, . . ., xx] a prerezni vektor v(C'). Brez tezav
vidimo, da so vrednosti v tem vektorju lahko le —1,0, 1,2 ali 3, saj so velikosti lic v grafu
G lahko le 5 ali 6. Za primer vzemimo prerezni vektor konfiguracije 6D02 iz slike 4, ki je
enak [—1,1,0,0,0, 1].

Vsak cikliéni prerez razdeli graf G' na dve komponenti, izmed katerih imata obe svoj
prerezni vektor. Glede na nek prerez C' naj bosta ta dva vektorja [xy,za,..., x| ter
(Y1, Y2,y - s Uk Ce je C nedegeneriran, se vse povezave iz C' dotikajo le Sestkotnikov, od
koder lahko vidimo, da mora veljati z; +1y; = 2za ¢ =1,2,..., k. Ocitno torej en prerezni
vektor doloca drugega. V zvezi z vsoto prereznega vektorja lahko opazimo Se eno lepo

lastnost, podano v naslednji lemi.

Lema 3.1 Naj bo C' nedegeneriran k-prerez v fulerenu G in naj bo X = (x1, 2, ..., 1)

eden 1zmed prereznih vektorjev. Potem velja Zle r; =k.

Da dokazemo zgornjo lemo, uporabimo razsiritev rezultata iz [23, Lema 1], ki ga

obnovimo spodaj.

Lema 3.2 Naj bo C ciklicni prerez v fulerenu G in naj bo H ena izmed komponent grafa
G —C'. Naj bosta ny in ny stevilo vozlis¢ stopnje ena in dva, naj bo f5 stevilo petkotnikov,

I pa velikost zunanjega lica v H. Potem 6 — f5 = 4ny + 2ny — L.

Dokaz. Naj bo m = |E(H)|, naj bo ng = |v € V(H), deg(v) = 3| in naj bo fs Stevilo

Sestkotnikov v H. Potem
ny + 2ng + 3n3 =2m = 5f5 + 6f¢ + L.
Ce uporabimo Eulerjevo formulo, lahko recemo tudi:
ni+mngtnz+ f5+ fe+1—m=2.
Ko uporabimo ti dve enacbi, dobimo

6—f5:4n1+2n2—l.



3.1. Cikli¢ni 5- ter 6-prerezi fulerenov 35

g

Dokaz leme 3.1. Naj bo H spet komponenta G — C', ki ji pripada prerezni vektor X.
Graf H ima potem n; vozlis¢ stopnje 1 in ng vozlis¢ stopnje 2, tako da 2n, +ny = |C| = k.
H ima tudi Sest petkotnikov.

Velikost zunanjega lica H je

k k
l:k’—f-ZOZZ:in—i-ng—f-ZO[z
i=1 =1

Po drugi strani vemo

= 4711 + 2%2,
torej
k
ZO&Z' = 27”&1 + ng = k,
=1

kar dokaze lemo. O

Tip prereznega vektorja je kompakten zapis prereznega vektorja, pri katerem izpustimo
koordinate z vrednostjo 1, na primer tip prereznega vektorja [2,1,1,0,1,2,0] je [2,0,2,0].
Ce so v tipu nekega prereznega vektorja zaporedoma sama razliéna stevila, pravimo, da je
tak prerez nanocevicen. To izhaja iz dejstva, da e se slucajno zgodi, da sta dve zaporedni
koordinati v tipu prereznega vektorja enaki, to pomeni, da v prereznem vektorju nastopajo
smerni vektorji v vseh treh razlicnih smereh. Seveda mi vemo, da je fuleren nanocevka
natanko takrat, ko obstaja tak ciklicni nedegeneriran prerez, ki vsebuje najve¢ dva razlicna
smerna vektorja.

Ce je prerez nanotubiéen, potem vsako podzaporedje vektorja, ki je oblike 2,1, ..., 1,0
in vsebuje k£ enic, pomeni v prerezu k + 1 zaporednih pojavitev enotskega vektorja a; ter,
na enak nacin, vsako podzaporedje z [ enicami tipa 0,1,...,1,2 pomeni v prerezu [ + 1

zaporednih pojavitev enotskega vektorja as. Zdaj lahko re¢emo naslednje:

Trditev 3.3 Fuleren ima obliko nanocevke natanko takrat, ko v njem obstaja nanotubicen

prerez. Ce je ta prerez tipa (p1,p2), potem je velikost prereza py + po.

Spodaj bom nastel nekaj znanih rezultatov v zvezi z netrivialnimi cikli¢nimi 5- in 6-
prerezi. Oznac¢imo z Gy druzino fulerenskih grafov, sestavljenih iz dveh krovnih grafov,

ki ju sestavlja le Sest petkotnikov, ter k plasti Sestkotniskih obrocev, glej sliko 3.1.
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Slika 3.1: Grafi G}, so edini fulerenski grafi, ki premorejo netrivialni cikli¢ni 5-prerez.

Izrek 3.4 Fuleren ima netrivialen ciklicni 5-prerez natanko takrat, ko je izomorfen grafu

G, za neko naravno Stevilo k > 1.

Posledi¢no lahko trdimo, da so vsi netrivialni ciklicni prerezi v druzini fulerenov ne-
degenerirani. Za razliko od cikli¢nih 5-prerezov pa obstajajo netrivialni ciklicni 6-prerezi,

ki so degenerirani.

Izrek 3.5 Obstaja natanko sedem mneizomorfnih grafov, ki lahko nastanejo kot kompo-
nente degeneriranih ciklicnih 6-prerezov z manj kot est petkotniki (glej sliko 3.2). Nada-
lje, grafi z 1 petkotniki so enolicni za v = 0,1,2,3,4, za © = 5 pa obstajata natanko dva

taka grafa.

Nedegenerirani cikliéni 6-prerezi imajo, podobno kot pri 5-prerezih, obliko nanocevk.

V [23] je podana naslednja karakterizacija:

Izrek 3.6 Fuleren ima nedegeneriran ciklicni 6-prerez natanko takrat, ko ima obliko na-

nocevke tipa (p1,p2), kjer velja (a) ali (b):

(a) p1+p2=06;

(b) p1 =5, po =0 zwsaj 2 obrocema Sestkotnikov.

3.2 Cikliéni 7-prerezi v fulerenih

Do sem smo ponovili rezultat Kardosa in Skrekovskega v [23]. Ugotovili smo, da poleg
trivialnih lahko na lep nacin pridemo do prav vseh fulerenskih cikli¢nih 5- in 6-prerezov.

V tem razdelku pa si bomo pogledali, kako je s 7-prerezi.
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Slika 3.2: Degenerirani cikli¢ni 6-prerezi.

3.2.1 Degenerirani cikliéni 7-prerezi

Najprej bomo razmisljali o degeneriranih 7-prerezih. Nasteli bomo vse degenerirane ci-
klicne 7-prereze in prisli do vseh 57 neizomorfnih grafov, ki lahko nastanejo kot kom-
ponente degeneriranega ciklicnega 7-prereza z manj kot 6 petkotniki. Pri generiranju
konfiguracij smo si pomagali z operacijami O, O, in Os, predstavljenimi v [23]. Vsaka
izmed operacij O;,i € 1,2, 3 rahlo spremeni cikli¢ni k-prerez C' v nov prerez C;. Nastejmo

kratke opise teh operacij (primere delovanja operacij lahko vidimo na sliki 3.3):

(O1) Ce komponenta H vsebuje vozlisce stopnje ena, potem lahko z uporabo Oy ciklicni

k-prerez C' spremenimo v ciklicni (k — 1)-prerez CY.

(O9) Ce komponenta H vsebuje dve sosednji vozliséi stopnje 2, potem lahko z uporabo O,

ciklicni k-prerez C' spremenimo v ciklicni k-prerez Cs.

(O3) Ce so vozliica zunanjega lica komponente H zaporedoma stopenj 2 in 3, potem lahko

z uporabo Oz ciklicni k-prerez C' spremenimo v ciklicni k-prerez Cs.
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Slika 3.3: Operacije Oy, Os in Oj.

Vse ciklicne prereze v fulerenih (glej [23, Theorem 1]) lahko skonstruiramo z uporabo
treh operacij. Pri tem se moramo zavedati, da lahko operacijo O3 uporabimo le takrat,
ko komponenta H Ze vsebuje natanko Sest petkotnikov, zato med rekonstrukcijo degene-
riranih cikliénih prerezov iz trivialnih operacije O3 nikoli ne uporabimo. V sliki 3.4 lahko
vidimo primer rekonstrukcije degeneriranega ciklicnega 7-prereza, slika 3.5 pa vsebuje

seznam vseh degeneriranih ciklicnih 7-prerezov po povezavah.
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Slika 3.4: Primer konstrukcije.
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V tabeli 3.1 za vsakega izmed grafov na sliki 3.5 dolo¢imo naslednje lastnosti:
e Stevilo petkotnikov (fs);

e Stevilo Sestkotnikov (fs);

e Stevilo vozlise (v);

e prerezni vektor;

e konfiguracije, ki nastanejo ob uporabi operacij O; ali Oy;

e konfiguracije, ki nastanejo ob uporabi inverzne operacije O .
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D52 D53 D54 D55 D56

Slika 3.5: Degenerirani cikli¢ni 7-prerezi po povezavah.
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‘ cut H fs ‘ fe ‘ v ‘ cut-vector ‘ O, ‘ O ‘ 02_1

DO1L| O] 1|7 —1,1,0,0,0,0, 6D01 | - D05

D02 1|07 [—1,0,1,0,0, 6D02 | - D05, D06

DO3| 1|07 1,1,0,0,1,— 6D02 | - D05, D06

Do4f| 10| 7 |[-1,1,0,1,—1, 6D02 | - D06, D07

DO5| 1119 [0,0,0, 1,0, - D01, D02, D03 | D08

D06 | 21019 —1,1,0, 1,0, 6D03 | D02, D03, D04 | D08, D09, D10

DO7( 21019 —1,1,1,0,0, 6D03 | D04 D09, D10

DO8 | 2| 1|11 [0,0,1,0,1, - D05, D06 D11, D12

D09 | 3]0 |11 0,0,1, 1,0, - D06, D07 D11, D13

DO 3|0 |11 | [-1,1,1,0,1, 6D04 | D06, DO7 D12, D13, D14, D15

D11 3] 1|13 0,1,0, 1,0, - D08, D09 D16, D17

D12 3|1 |13 0,0,1, 1,0, - D08, D10 D17, D18

D13 4]0 |13 0,0,2,0,1, - D09, D10 D17, D19

Di4 | 4|0 |13| [-1,2,0,1,1, 6D05 | D10 D18, D20

D5 40|13 [-1,1,1,1,0, 6D05 | D10 D18, D19, D20, D21, D22

D16 || 4 | 1 |15 0,1,1,0,1, - D11 D23, D24, D25

D17 4|1 |15 0,1,0,1, 1, - D11, D12, D13 | D24, D25, D26, D27

D18 | 4 | 1 |15 0,0,1, 1,1, - D12, D14, D15 | D27, D28, D29, D30

D19 5] 0 |15 0,0,2,1,0, - D13, D15 D27

D20 5|0 |15 [-1,2,0,2,0, 6D06 | D14, D15 D29, D30, D31

D21 | 5|0 |15 [-1,1,2,0,1, 6D06 | D15 D30, D32

D22 5|0 |15 [-1,1,1,1,1, 6D06 | D15 -

D23 5| 1|17 0,1,1,1, 1, - D16 D34

D24 | 5| 1 |17 0,1,1, 1,0, - D16, D17 D35

D25 5| 1|17 0,1,1,0,2, - D16, D17 D36

D26 || 4 | 2 |17 0,1,1,0,1, - D17 D35, D36, D37

D27 5| 1|17 0, 1,0, 2,0, - D17, D18, D19 | D37, D38

D28 || 4| 2 |17 0,1,0, 1,1, - D18 D38, D39, D40

D29 | 5| 1 |17 0,0, 2,0, 2, - D18, D20 D40, D41

D30 5| 1|17 0,0,1, 2,0, - D18, D20, D21 | D40, D42

D315 |1 (17| [-1,2,1,0,1, 6D07 | D20 D41, D42

D32 5|1 (17| [-1,2,0,1,1, 6D07 | D21 D42, D43

D33 5|1 |17 [-1,1,1,1,1, 6D07 | - D43

D34 51| 2|19 0,1,1,1, 1, - D23 -

D35 51| 2|19 0,1,1,1, 1, - D24, D26 D44

D36 | 51| 2|19 0,1,1, 1,0, - D25, D26 D45

D37 51| 2|19 0,1,1,0,2, - D26, D27 D46

D38| 51| 2 |19 0,1,1,0,1, - D27, D28 D46

D39 51| 2|19 0,1,1,1, 1, - D28 -

D40 | 5 | 2 | 19 0,1,0, 1,2, - D28, D29, D30 | D47, D48

D41 51| 2 |19 0,0,2,1,0, - D29, D31 D48

D42 | 5| 2 | 19 0,0,2,0,1, - D30, D31, D32 | D48, D49

D43 5] 2 |19 0,0,1,1,1 - D32, D33 D49
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‘ cut H fs ‘ fe ‘ v ‘ vector ‘ O, ‘ O ‘ 02_1

D44 5 [3]21[[0,1,1,1,1,1,1] D35 -

D45 | 5 | 3 [21[[0,1,1,1,1,0, 2] D36 D50

D46 | 5 | 3 [21[[0,1,1,1,0,1, 2] D37, D38 D51

D47 [ 5 | 3 [21[[0,1,1,0,1,2,1] D40 D52

D48 | 5 | 3 [21[[0,1,0,2,0,1,2] D40, D41, D42 | D52, D53

D49 | 5 | 3 [21[[0,1,0,1,1,1, 2] D42, D43 D53

D50 | 5 |4 [23[[0,1,1,1,1,1,1] D45 -

D51 5 |4[23[[0,1,1,1,1,0,2] D46 D54

D52 | 5 | 4[23[[0,1,1,0,2,0,2] D47, D48 D55

D53 | 5 | 4[23[[0,1,1,0,1,1,2] D48, D49 D55

D54 5[5 [25[[0,1,1,1,1,1,1] D51 —

D55 | 5 | 5[25[[0,1,1,1,0,1, 2] D52, D53 D56
D56 56 [27[[0,1,1,1,1,0,2] |- [ D55 | D57
D57 [ 5[ 7[29[[0,1,1,1,1,1,1] |- | D56 E |

U

Tabela 3.1: Degenerirani cikliéni 7-prerezi po povezavah.

3.2.2 Nedegenerirani cikli¢ni 7-prerezi po povezavah

V tem razdelku bomo govorili le o nedegeneriranih cikli¢nih 7-prerezih po povezavah. Do-
kazali bomo, da so nedegenerirani cikli¢ni 7-prerezi po povezavah, vsi, razen dveh izjem,
vsebovani v fulerenskih grafih, ki so v obliki nanocevk. Obstajata torej natanko dva fule-
rena, ki imata nedegenerirane cikli¢ne 7-prereze po povezavah in nista v obliki nanocevke.
Preostale fulerene, ki premorejo nedegeneriran ciklicni 7-prerez in so nanocevke, bomo
zdaj natancéno karaktizirali.

Zaradi ciklicne 5-povezljivosti fulerenov po povezavah vemo, da nanocevke z velikostjo
prereza p; + p2 < 5 ne obstajajo. Glede nanocevk, za katere velja p; + po = 5, je bilo
v [23] ze dokazano, da obstajajo le take, ki so tipa (5,0), ter da so njihovi krovni grafi
enoli¢no doloceni (glej izrek 3.4).

Zato pa obstaja veliko moznih tipov nanocevk za p;+p, = 6. Ce pogledamo minimalne
krovne grafe prerezov tipa (6,0), vidimo da obstaja 5 takih minimalnih krovnih grafov,
(3.3), glej
sliko 3.6. Vsi ti krovni grafi so taki, da jih ni mogoce pomanjsati, ne da bi zaradi tega

med 6-prerezi pa so Se trije enoliéni krovni grafi, ki imajo tipe (5,1), (4,2) in

pridobili degenerirano povezavo. Spodaj je najkrajsi seznam krovnih grafov, tako da vsi
preostali mozni krovni grafi nanocevk, za katere velja p; + py = 6, vsebujejo (natanko)
enega od teh kot podgraf.

Ce zelimo ohraniti velikost prereza v neki nanocevki tipa (6,0), lahko uporabimo le

operacijo O ! torej dodamo obro¢ Sestkotnikov. To lahko storimo, saj se v prereznem
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Slika 3.6: Najmanjsi krovni grafi nanocevk tipa (p1, p2), kjer p; + p2 = 6.

vektorju vrednost 2 namre¢ ne pojavi. Sklepamo, da za ta tip nanocevk torej ni nobenih
drugih krovnih grafov.

Krovne grafe, ki tipa (p1, p2) !, kjer p, > 0, lahko vedno razsirimo le z uporabo O, ",
torej z dodajanjem Sestkotnika. To je vedno mogoce, saj v pripadajoc¢em prereznem vek-
torju zagotovo obstaja vsaj ena pojavitev stevila 2. Pri tem lahko opazimo, da se tip
krovnega grafa ne spremeni. Na ta nacin lahko najdemo Se pet krovnih grafov za nano-
cevke tipa 5,1 in Se dodatnih sedem krovnih grafov tipov (4,2) ter (3,3). Za ilustracijo
glej sliko 3.7. Ce povzamemo, smo skupaj nagli 5+6+ 848 = 27 razlicnih krovnih grafov.

Slika 3.7: Vsi ostali krovni grafi tipa p; + ps = 6 in py > 0 so izpeljani iz trivialnih z
uporabo O; .

!Tip krovnega grafa Gx je enak tipu neke nanocevke, ki se na eni strani zakljuéi z Gx.
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Izrek 3.7 Fulerenski graf G ima nedegeneriran ciklicni 7-prerez natanko takrat, ko ima

obliko nanocevke tipa (p1,p2) pri cemer velja
(a) p1+p2=7; ali
(b)  p1+p2 <6, in G ni izomorfen enemu izmed Stirih grafov iz slike 3.8;

razen v primeru, c¢e je G izomorfen enemu izmed dveh grafov iz slike 3.9.

(5,0) (6,0) (4,2) (3,3)

Slika 3.8: Edini stirje fulereni oblike nanocevke s p; 4+ py < 6, ki nimajo nedegeneriranih
ciklicnih 7-prerezov po povezavah.

GRS

Slika 3.9: Edina fulerena, ki nista v obliki nanocevke, vendar vseeno premoreta nedege-
neriran ciklicni 7-prerez.

Dokaz. Ni tezko videti, da oba grafa na sliki 3.9 vsebujeta nedegeneriran cikli¢ni 7-prerez.
Naj bo G nanocevka tipa (p1,p2). Tu ne bomo obravnavali primerov, kjer p; +py > 8,
ker se bo v drugem delu dokaza izkazalo, da ima vsak fuleren, ki vsebuje nedegeneriran
cikliéni 7-prerez in je nanocevka, debelino kve¢jemu 7.
V nanocevkah s p; + po = 7 lahko za cikliéni 7-prerez uporabimo kar povezave v
cilindriénem delu, ki jih je (zaradi nacina, po katerem je tip prereza definiran) natanko 7.
Naj bo zdaj p; + ps = 6. Loceno bomo obravnavali primere tipov (5, 1), (4,2), (3, 3)
in (6,0).
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Nanocevke tipa (5,1) imajo vedno take krovne grafe, ki vsebujejo Sestkotnik, zato
lahko v vseh takih nanocevkah najdemo konfiguracijo, prikazano na sliki 3.10, kjer lahko

najdemo nedegeneriran cikli¢ni 7-prerez.

Q"
SSe

Slika 3.10: Krovni graf nanocevke tipa (5, 1), ki vsebuje nedegeneriran ciklicni 7-prerez.

V nasprotju s primeri tipa (5, 1) minimalni krovni grafi nanocevk tipov (4, 2) ter (3, 3)
ne vsebujejo nobenega 6-lica. Torej vidimo, da obstajajo tudi fulereni takih tipov, ki
nimajo nedegeneriranega ciklicnega 7-prereza. V resnici je, za oba izmed tipov (4,2),
(3,3), tak fuleren kar najmanjsi iz svoje druzine fulerenov, medtem ko vsi ostali primerki
iz obeh druzin fulerenov tak prerez premorejo. Na sliki 3.11 sta prikazana najmanjsa

predstavnika vsakega izmed obeh tipov. 0]

Slika 3.11: Dve najmanjsi nanocevki tipov (4, 2) (zgoraj) in (3, 3) (spodaj).

Obravnavati moramo le Se primer tipa (6,0). Za ta primer obstaja pet moznih krovnih
grafov (glej sliko 3.6). Le prvi izmed krovnih grafov na sliki nima 6-lica, sosednjega
s prereznimi povezavami, zato mora druzina nanocevk, ki ima na obeh koncih cilindra
prav ta graf, nujno imeti vsaj dve plasti Sestkotniskih obrocev, saj drugace tak graf ne
premore nedegeneriranega ciklicnega 7-prereza. V vseh ostalih krovnih grafih s slike 3.6
pa obstajata vsaj dve povezavi, ki nista sosednji z nobenim petkotnikom in sta lahko

vsebovani v prerezu.
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Ce pr + p» = 5, potem p; = 5 in p, = 0. Spomnimo se, da za nanocevke tega
tipa obstaja le en sam tak krovni graf. Tu moramo biti pozorni na poseben primer, ko
cilindri¢ni del take nanocevke vsebuje le eno plast Sestkotnikov med krovnima grafoma.
Edini robovi v tem grafu, ki niso sosednji s 5-lici, so robovi med Sestkotniki znotraj
Sestkotniskega obroc¢a med krovnima grafoma. Takih robov pa je le pet, torej ciklicnega
7-prereza tu ni mogoce najti. Ce bi po drugi strani ta nasa nanocevka vsebovala dve
ali ve¢ plasti Sestkotnikov, bi lahko robove med plastmi uporabili za izgradnjo prereza
velikosti 7.

Sedaj bomo dokazali Se drugo smer trditve. Naj bo G fuleren in C' nedegeneriran
cikliéni 7-prerez v G. Naj bo H ena izmed komponent grafa G —C. Ce je C' nanotubicen,
potem je po definiciji G nanocevka, za katero velja p; + ps = 7.

Denimo, da je C' nek nedegeneriran cikli¢ni 7-prerez v grafu GG. Zdaj bomo pogledali
na prerezni vektor glede na vrednosti, ki se pojavljajo v koordinatah.

Ce se v prereznem vektorju pojavi vrednost —1, to sovpada z vozliséem stopnje
1 v eni iz med komponent. Ni tezko videti, da, kadarkoli je prerezni vektor oblike
[...,a,—1,b,...], lahko z odstranitvijo pripadajoce tocke stopnje 1 v grafu najdemo za
eno povezavo krajsi cikliéni prerez z novim prereznim vektorjem [...,a—1,b—1,...] (glej
sliko 3.12). Nas nenanocevicen nedegeneriran cikliéni 7-prerez lahko torej zaradi pojavitve
vrednosti —1 v prereznem vektorju skrajSamo v nedegeneriran ciklicni 6-prerez, ki pa je
po izreku 3.6 vsebovan v nanocevki. Ker sta oba prereza v istem grafu, je moral biti ze
zacetni graf nanocevka.

Spomnimo se, da vsakemu prerezu pripadata dva prerezna vektorja, kjer velja, da je
vsota istoleznih koordinat enaka dve. Tako lahko v grafu G' s prerezom C', ki v prereznem
vektorju v(C') vsebuje vrednost 3, recemo, da ima njegov kompliment istolezno koordinato

z vrednostjo —1, iz ¢esar po zgornjem sklepanju sledi, da je G nanocevka.

Slika 3.12: Ce prerezni vektor od k-prereza vsebuje vrednost —1, ga lahko spremenimo v
(k — 1)-prerez.

Obravnavati moramo torej le Se prerezne vektorje, ki v koordinatah vsebujejo vrednosti
iz 0,1,2. Denimo, da C' ni nanotubicen prerez, torej vsebuje dve zaporedni koordinati
z[...,0,0,...]ali [...,2,2,...]. V nasem primeru je tip prereznega vektorja lahko le
2,2,2,0,0,0], [2,2,0,2,0,0] ali [2,2,0,0]. V tabeli 3.2 so nasteti vsi mozni prerezni

vektorji, ki lahko nastanejo iz teh treh tipiv.
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2,2,2,0,0,0] | [2,2,0,2,0,0] [2,2,0,0]

2,2,2,1,0,0,0] | [2,1,2,0,2,0,0] | [2,2,1,1,1,0,0], [2,2,1,1,0,0, 1]

2,1,2,2,0,0,0] | [2,2,1,0,2,0,0] | [2,1,2,1,1,0,0], [2,1,2,1,0,0,1]
2,2,0,1,2,0,0] | [2,1,1,2,1,0,0], [2,1,2,1,0,1,0]
2,2,0,2,0,0,1] | [2,1,1,1,2,0,0], [2,1,1,2,0,1,0]

Tabela 3.2: Vsi mozni prerezni vektorji, ki imajo nenanocevicen tip prereznega vektorja.

Pripravljeni smo, da dokazemo naslednji izrek:

Izrek 3.8 Naj bo G poljuben fuleren. Za vsak nedegeneriran ciklicni 7-prerez po povezavah

v grafu G velja ena izmed spodnjih trditev:
e Prerez je del nanocevke s p1 4+ ps < 7;
e Prerez je del enega izmed dveh posebnih grafov s slike 3.9;

e Prerez je del grafa, ki ne more obstajati.

Dokaz. Zdaj se bomo sprehodili skozi vsakega izmed moznih nedegeneriranih prereznih
vektorjev, ki smo jih nasteli v tabeli 3.2. Spodnja analiza dokonca trditev, ki jo dokazu-

jemo. Na vseh slikah so prerezi prikazani z pikcasto crto.

[2,2,2,1,0,0,0]: Poglejmo si konfiguracijo na sliki 3.13. Opazimo, da lice A ne more biti
petkotnik. Ker je A 6-lice, lahko prerez spremenimo v nedegeneriran cikliéni 5-
prerez s prereznim vektorjem [2,2,0,0,1]. To je v nasprotju z izrekom 3.4, ki pravi
da je edini prerezni vektor nedegeneriranih cikli¢nih 5-prerezov po povezavah oblike

[1,1,1,1,1]. Graf s takim prerezom torej ne more obstajati.

[2,2,2,1,0,0,0]-prerez [2,2,0,0,1]-prerez

Slika 3.13: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,2,2,1,0,0,0].

[2,1,2,2,0,0,0]: Poglejmo konfiguracijo na sliki 3.14. Podobno kot v prejsnjem primeru
mora biti lice A dolzine 6. Spet dobimo nedegeneriran ciklicni 5-prerez s prereznim
vektorjem [2,1,0,1, 1], po izreku 3.4 lahko spet trdimo, da taksna konfiguracija ne

more obstajati.
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[27 1a 27 2; 07 07 0]-prerez [27 17 07 ]-7 1]—prerez

Slika 3.14: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,1,2,2,0,0, 0].

[2,1,2,0,2,0,0]: Primer lo¢imo na dva podprimera glede na velikost lica A na sliki 3.15.

Ce je A 5-lice, lahko nas prerez spremenimo v degeneriran 6-prerez s prereznim
vektorjem [2,0,1,0,1,1]. Taka konfiguracija pa po izreku 3.5 ne more obstajati,
saj sta taka degenerirana prerezna vektorja dolzine 6, ki imata v eni komponenti
natanko 5 petkotnikov, le [2,0,1,1,1,0] in [0,1,1,1, 1, 1].

Ce je A Sestkotnik, lahko nas prerez spremenimo v nedegeneriran 6-prerez s prere-

znim vektorjem [2,0, 1,1, 1, 1], ki je nanocevicen. Po izreku 3.6 vemo tudi, da se tak

prerez zgodi v nanocevki s p; + po < 6. Ni tezko opaziti, da je nas graf nanocevka
tipa (5,1).

ali

[2,1,2,0,2,0,0]-prerez I [2,0,1,0,1,1]-prerez I 2,0,1,1,1, 1]-prerez

Slika 3.15: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,1,2,0,2,0,0].

[2,2,1,0,2,0,0]: Primer spet lo¢imo na dva podprimera glede na velikost lica A na sliki 3.16.

Ce je A velikosti pet, konfiguracija spet ne more obstajati, saj lahko prerez spreme-
nimo v degeneriran 6-prerez s prereznim vektorjem [2, 1,0, 1,0, 1], po izreku 3.5 pa

takega prereza ni.

Ce pa je A Sestkotnik, lahko nas prerez (podobno kot v zgornjem primeru) spreme-
nimo v nedegeneriran ciklicen 6-prerez s prereznim vektorjem [2,1,0,1, 1,1}, ki je
nanocevicen; opazimo lahko, da je vsebovan v nanocevki tipa (4,2). Ker je prerez
nedegeneriran, novi pridobljeni 6-prerez prereze Sest Sestkotnikov, ki so obkrozeni le
s petkotniki. Zato vemo, da v tem primeru ne gre za enega izmed posebnih primerov

grafov s slike 3.8.

[2,2,0,1,2,0,0]: Primer lo¢imo na dva podprimera glede na velikost lica A na sliki 3.17.
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ali

[2,2,1,0,2,0,0]-prerez [2,1,0,1,0,1]-prerez [2,1,0,1,1, 1]-prerez

Slika 3.16: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,2,1,0,2,0,0].
Ce je A petkotnik, smo spet prisli do konfiguracije, ki ne more obstajati. Najdemo
lahko namre¢ nov degeneriran cikliéni 6-prerez s prereznim vektorjem [2,0,1, 1,0, 1].

Ce pa je A sestkotnik, lahko spet najdemo nanoceviéni prerez s prereznim vektorjem

[2,0,1,1,1,1]; ta je vsebovan v nanocevki tipa (5, 1).

ali

2,2,0,1,2,0,0]-prerez [2,0,1,1,0,1]-prerez [2,0,1,1,1,1]-prerez

Slika 3.17: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,2,0, 1,2, 0, 0].

[2,2,0,2,0,0,1]: Primer lo¢imo na dva podprimera glede na velikost lica A na sliki 3.18.

Ce je A petkotnik, spet pridobimo prerezni vektor [2,2,0,1,0,0], ki ga je nemogoce

realizirati.

Ce je A sestkotnik, lahko najdemo nedegeneriran ciklicni 6-prerez s prereznim vek-
torjem [2,2,0,1,1,0]. Ta prerez sicer ni nanocevicen, vendar je, po izreku 3.6,
vsebovan v nanocevki, za katero velja p; + ps < 6. Opazimo lahko, da se to zgodi v

nanocevkah tipa (5,0) z vsaj dvema obro¢ema Sestkotnikov v cilindricnem delu.

2,2,0,2,0,0, 1]-prerez [2,2,0,1,0,0]-prerez [2,2,0,1,1,0]-prerez

Slika 3.18: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,2,0,2,0,0, 1].

[2,2,1,1,1,0,0]: Ce je lice A na sliki 3.19 petkotnik, lahko najdemo degeneriran cikli¢ni

G-prerez s prereznim vektorjem [2,1,1,0,0, 1], ki je nemogo¢ za realizacijo.
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Ce pa je lice A gestkotno, lahko najdemo nanocevicen prerez z pripadajoéim vek-
torjem [2,1,1,0,1,1]. Ta je vsebovan v nanocevki tipa (3,3). Ker je prerez nede-
generiran, novi pridobljeni 6-prerez prereze Sest Sestkotnikov, ki so obkrozeni le s

petkotniki. Zato vemo, da v tem primeru ne gre za enega izmed posebnih primerov

grafov s slike 3.8.

ali

2,2,1,1,1,0,0]-prerez [2,1,1,0,0, 1]-prerez [2,1,1,0,1, 1]-prerez

Slika 3.19: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,2,1,1,1,0,0].

[2,2,1,1,0,0,1]: Oglejmo si lice A iz slike 3.20.

Ce je lice A petkotnik, lahko najdemo degeneriran cikliéni 6-prerez s prereznim

vektorjem [2,2,1,0,0,0], ki je nemogo¢ za realizacijo.

Ce je A sestkotnik, lahko v grafu najdemo nedegeneriran cikliéni 6-prerez, za ka-
terega izrek 3.6 pravi, da se lahko zgodi le v nanocevkah. Se veé: z lahkoto lahko
preverimo, da tak primer ne more obstajati. Opazimo namrec, da je taka nanocevka

tipa (4,1). Seveda vemo, da nanocevke teh tipov ne obstajajo.

[2,2,1,1,0,0,1]-prerez [2,2,1,0,0,0]-prerez 2,2,1,0,1,0]-prerez

Slika 3.20: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,2,1,1,0,0, 1].

[2,1,2,1,1,0,0]: Ce je lice A na sliki 3.21 petkotnik, lahko najdemo krajsi prerez s prere-
znim vektorjem [2,1,0,0,1, 1], ki je po izreku 3.5 nemogo¢ za realizacijo.

Ce je lice A Sestkotnik, lahko najdemo krajsi nanoceviéni prerez s prereznim vek-

torjem [2,1,0,1, 1, 1]; pripadajoci prerez se pojavi v druzini nanocevk tipa (4,2).

[2,1,2,1,0,0,1]: Ce je lice A na sliki 3.22 petkotnik, lahko najdemo krajsi prerez s prere-

znim vektorjem [2,1,2,0,0,0], ki je po izreku 3.5 nemogo¢ za realizacijo.
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ali

2,1,2,1,1,0,0]-prerez ' [2,1,0,0,1,1]-prerez [2,1,0,1,1, 1]-prerez
Slika 3.21: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,1,2,1,1,0,0].
Ce je lice A Sestkotnik, lahko najdemo krajsi nanoceviéni nedegeneriran cikliéni 6-

prerez s prereznim vektorjem [2, 1,2, 0, 1,0]. Ta se lahko pojavile v druzini nanocevk

tipa (5,0), z najmanj dvema plastema Sestkotnikov.

[2,1,2,1,0,0, 1]-prerez [2,1,2,0,0,0]-prerez [2,1,2,0,1,0]-prerez

Slika 3.22: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,1,2,1,0,0, 1].

[2,1,1,2,1,0,0]: Ce je lice A na sliki 3.23 petkotnik, lahko najdemo krajsi prerez s prere-
znim vektorjem [2,0,0,1,1, 1], ki je po izreku 3.5 nemogo¢ za realizacijo.
Ce je lice A Sestkotnik, lahko najdemo krajsi, nanoceviéni nedegeneriran cikliéni 6-
prerez s prereznim vektorjem [2,0, 1,1, 1, 1], pripadajo¢ prerez pa najdemo v druzini

nanocevk tipa (5, 1).

[2,1,1,2,1,0,0]-prerez [2,0,0,1,1,1]-prerez [2,0,1,1, 1, 1]-prerez

Slika 3.23: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,1,1,2,1,0,0].

[2,1,2,1,0,1,0]: Spet poglejmo lice A iz slike 3.24.

Ce je A petkotnik, lahko najdemo degeneriran 7-prerez z komponento petih 5-lic ter
nekaj 6-lic s prereznim vektorjem [2,1,2,0,1,0,0]. Vidimo lahko, da v tabeli vseh
degeneriranih 7-prerezov po povezavah 3.1 tega vektorja ni, torej sledi, da takega

prereza ni mogoce realizirati.
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Ce je lice A Sestkotnik, lahko najdemo krajsi nanoceviéni nedegeneriran cikliéni 6-
prerez s prereznim vektorjem [2,0, 1,1, 1, 1], ki smo ga dobili Ze zgoraj in za njegov

prerez vemo, da se pojavlja v druzini nanocevk tipa (5, 1).

ali

2,1,2,1,0,1,0]-prerez I [2,1,2,0,1,0,0]-prerez I [2,1,2,0,2,0,0]-prerez

Slika 3.24: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,1,2,1,0,1,0].

[2,1,1,1,2,0,0]: Primer spet lo¢imo glede na velikost lica A, pri ¢emer najprej predpo-

stavimo, da je A Sestkotnik.

Pod to predpostavko lahko najdemo krajsi nanocevi¢ni nedegeneriran cikli¢ni 6-
prerez s prereznim vektorjem [1,1,1,1,1,1] (glej sliko 3.25), kjer se pripadajoci
prerez pojavi v nanocevkah tipa (6,0). Ker je prerez nedegeneriran, novi pridobljeni
6-prerez prereze Sest Sestkotnikov, ki so obkrozeni le s petkotniki. Zato vemo, da v

tem primeru ne gre za enega izmed posebnih primerov grafov s slike 3.8.

2,1,1,1,2,0,0]-prerez  L,1,1,1,1,1)-prerez ©[0,1,1,1,1, 1]-prerez

Slika 3.25: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,1,1,1,2,0,0].

Predpostavimo zdaj, da je A petkotne oblike. Najdemo lahko degeneriran 7-prerez
s prereznim vektorjem [0, 1,1, 1,1, 1]. Tzrek 3.5 pravi, da torej obstaja natanko ena
konfiguracija s takim prerezom. V tej konfiguraciji lahko najdemo komponento, se-
stavljeno iz petih petkotnikov in enega Sestkotnika in ji pripada tisti izmed obeh pre-
reznih vektorjev, ki vsebuje koordinato z vrednostjo 0. Slika 3.26 prikazuje dobljeno
komponento. Problema ne moremo resiti na standarden nacin, saj graf ni nujno na-
nocevka, o¢itno pa ga je mogoce realizirati. Da dobimo ve¢ informacij, uporabimo
drugo stran prereza — kompliment originalnega prereznega vektorja [0, 1,1, 1,0, 2, 2].
Naj bodo A, B, C' in D lica, kot so oznacena na sliki 3.26. Locili bomo nekaj
primerov glede na njihove velikosti. V vseh primerih se bomo srecali s prerezom,

ki ima dve zaporedni koordinati z vrednostjo 1. Tak prerez oznacimo s C; ter bo

potekal skozi lica A, B, C, D ter skozi najvisja dva Sestkotnika, narisana na isti sliki.
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Ko so vsa stiri lica Sestkotniska, lahko najdemo nanocevicen 6-prerez s prereznim
vektorjem (1,1,1,1,1,1) .

Ko je vsaj eno izmed teh lic petkotno, lahko najdemo degeneriran cikli¢ni prerez.
Zaradi izreka 3.5 ter zaradi obstoja dveh zaporednih enic v prereznem vektorju od C
sledi, da je izmed A, B, C, D eno ali pa sta dve lici petkotne oblike. Ce je le eno lice
petkotno, potem lahko zaradi simetrije obravnavamo le dva primera: deg(A) = 5
ali deg(B) = 5.

[0,1,1,1,0,2,2]-prerez izjema 1 [4, 3]-nanocevka

Slika 3.26: Prikaz komponente prereznega vektorja [0,1,1,1,0,2,2]: standardna situacija
ter primera, ko sta A ali B petkotnika.

Ce je deg(A) = 5, lahko najdemo 6-prerez s prereznim vektorjem [0, 1,1, 1,1, 1], kar
lahko na enoli¢en nacin realiziramo s konfiguracijo 6D07 na sliki 3.2. Dobimo graf
na sredini slike 3.26, ki je izomorfen levemu grafu na sliki 3.9 in nima nanocevi¢nega

prereza, zato ta fuleren ni nanocevka.

Podobno, ¢e je B petkotnik, spet lahko najdemo 6-prerez s prereznim vektorjem
[0,1,1,1,1, 1], kar lahko na enolic¢en nacin realiziramo z grafom na sliki 3.26, kjer je

prikazan njegov nanocevi¢ni prerez. Vidimo, da je to nanocevka tipa (4, 3).

izjema 2

Slika 3.27: Graf, pridobljen iz prereznega vektorja [0,1,1,1,0,2,2], v primeru ko sta dve
izmed lic A, B, C, D petkotniski.

V naslednjem primeru sta izmed lic A, B, C'in D natanko dve izmed njih petkotnika.
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Najdemo lahko degeneriran prerez z Stirimi 5-lici v notranjosti. Edina taka konfi-
guracija ima prerezni vektor [1,1,0,1,1,0], ki ima med koordinatami z vrednostjo
0 dve koordinati z vrednostjo 1. Iz tega lahko vidimo, da sta petkotniski lici lahko
le Ain D. Tudi ta konfiguracija je enoli¢na in jo lahko vidimo na sliki 3.27. Graf je
izomorfen desnemu grafu na sliki 3.9, vendar pa ni nanocevka, saj v njem ne obstaja

nanocevicen prerez.

[2,1,1,2,0,1,0]: Poglejmo Se lici A in B na sliki 3.28.

Ce sta obe lici Sestkotnika, lahko najdemo nanocevicni prerez pripadajocim vektor-

jem [1,1,1,1,1, 1], o¢itno se pojavlja v nanocevkah tipa (6, 0).

Ce je vsaj eno izmed oznacenih lic petkotnik, lahko najdemo degeneriran prerez s
prereznim vektorjem, ki ima tri zaporedne koordinate z vrednostjo 1. Edini dege-
neriran prerez, ki premore prerezni vektor take oblike ima pet petkotnikov v no-
tranjosti, torej je edini primer, ki nam preostane, ¢e je natanko eden izmed A in
B petkotnik. V taksnem grafu lahko vedno najdemo prerez s prereznim vektorjem

(2,1,1,1,2,0,0], glej sliko 3.28. Torej so smiselni le primeri iz prejsnjega analize.

[2,1,1,2,0,1,0]-prerez [2,1,1,1,2,0,0]-prerez [2,1,1,1,2,0,0]-prerez

Slika 3.28: Prikaz komponente prereznega vektorja [2,1,1,2,0,1,0].

S tem zaklju¢imo dokaz izreka 3.8. U
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Poglavje 4

Nekaj novih rezultatov v fulerenskih
grafih

Spoznali smo ze fulerenske grafe in veliko njihovih lastnosti. Vemo tudi, da so lastnosti
grafov pogosto tesno povezane s stabilnostjo teh molekul v realnem svetu, zato je bilo
veliko lastnosti ze natanéno preucenih. V tem poglavju si bomo pogledali nekaj novih
mej, ki nam dajejo Se nekoliko natancénejso sliko o fulerenih.

Najprej bomo v prvem razdelku pogledali spodnjo mejo diametra fulerenov, nato pa
si bomo v sledecih razdelkih s pomocjo te nove spodnje meje podrobneje pogledali Se
nekatere druge lastnosti fulerenov, kot so nedvodelnost grafa, neodvisnostno stevilo grafa
ter nasicenostno Stevilo grafa.

Vsebina tega poglavja je nastala na raziskovalnem obisku v Zagrebu, vendar je clanek

Se v pripravi.

4.1 Spodnja meja diametra v fulerenih

Definicija 4.1 Diameter grafa G (D(G)) je najvecja izmed najkrajsih poti med poljub-

nima vozliséema iz V(G); torej:
D(G) = max, vev(c)da(u, v)

Vcasih diameter oznacimo tudi z diam(G).

Diameter nekega fulerena je povezan z njegovo obliko: diametri fulerenov z ikozae-
dri¢no simetrijo so majhni, po drugi strani pa so diametri nanocevk linearni glede na

stevilo vozlisé. Zelo znan rezultat [18], ki govori o diametrih ravninskih grafov glede na
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njihovo maksimalno stopnjo pravi, da stevilo vozlis¢ raste kve¢jemu eksponentno glede na

diameter:

Trditev 4.2 (Friedman, Pratt) Naj bo G ravninski graf z maksimalno stopnjo 3. Po-

tem ima G kvecjemu 292G+ _ 1 yozlise.

Iz tega direktno sledi logaritemska spodnja meja za diameter.

Hipoteza 4.3 Naj bo G ravninski kubicni graf na n vozliscih. Potem:
diam(G) > [logy(n +1)] — 1.

Na sliki 4.1 lahko vidimo primer grafa, za katerega zgoraj omenjena meja res drzi.
Logaritemsko obnasanje diametra je namre¢ tesno povezano s prisotnostjo velikih lic.
Zelo intuitivno se je torej vprasati, ¢e za fulerenske grafe, ki imajo velikost lic omejeno s

6, morebiti obstaja boljsa spodnja meja diametra.

Slika 4.1: Ravninski kubi¢ni graf, v katerem diameter res raste logaritemsko glede na
Stevilo vozlisc.

Prav zaradi omejitve velikosti lic nam je uspelo pokazati, da je v fulerenih diameter
vsaj reda Q(y/n). Za ta dokaz je kljuéno opaziti, da v neskonéni Sestkotniski mrezi
stevilo vozlisé, enako oddaljenih od neke tocke, raste linearno z razdaljo. V naslednji lemi
raziScemo, kako se ta rast obnasa ob prisotnosti petkotnikov. Glavna ideja je v bistvu
preprosta, vendar ¢e jo zelimo formalizirati, moramo uvesti nekaj nove terminologije.

Naj bo G fulerenski graf in naj bo Nj(x) mnozica takih tock v G, ki so za k oddaljene
od tocke z. Poimenujmo mnozico Ni(z) kar k-sosescina, vozliséu iz k-soseséine pa recimo
k-vozlisce. Ni tezko videti, da ima vsako k-vozlis¢e vse svoje sosede v eni izmed (k — 1),
k ali (k + 1)-sosescin, torej a € Ni(z) = N(a) C Ny_1(x) U Ni(z) U Niipqi(x).
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Naj bo k = d(a,x). Za izbran z in poljubno vozliste a # x spodaj definiramo vrednost

vozliséa (v(a)).

1
vi@) = ING) N g

iEN (a)Vey1 ()

Vidimo lahko, da nam v(a) v bistvu meri stevilo vozlis¢, ki jih a doprinese h (k +
1)-sosescini, pri ¢emer upoStevamo, da ¢e je nekje (k + 1)-vozlisée sosedno z dvema k-

vozliséema, tako vozlisée k vrednosti obeh k-sosedov! doprinese le % Torej velja tudi

(N(w)| = > v(i).

i€NE_1(z)

Lema 4.4 Naj bo G poljuben fuleren in naj bo x € V(G). Potem velja: |Ni(z)| <
|Np—1(x)| + 3, kjer je k > 1.

Dokaz. Opazimo, da mora vsako k-vozlisée imeti vsaj enega soseda iz (k — 1)-soses¢ine.

Ker velja Vi(z) = > oy, | (o) v(4), je dovolj pokazati, da:

S i) < I (@) + 3.

i€Vi_1(x)

Ni tezko videti, da velikost k-sosesCine povecujejo le tista (k — 1)-vozlisca, ki imajo
vrednost vecjo kot 1, torej vidimo, da sta problemati¢ni le vrednosti % ter 2.

Najprej bomo pokazali, da vozlis¢ z vrednostjo 2 v nasem grafu, razen v 1-soses¢ini ni.
Vzemimo torej poljubno vozlisée y, da velja v(y) = 2, in naj bo to vozlisée v k-soses¢ini,
kjer je k > 1. Vozlisce y ima natanko dva (k+1)-soseda, ki ju oznacimo z a; in as; tretjega
soseda iz (k —1)-sosescine pa ozna¢imo z b. Ker a; in ay razen y nimata nobenega drugega
k-soseda, morajo vse najkrajsSe poti med njima ter vozliStem z nujno potekati skozi y.
Seveda mora imeti tudi b vsaj enega (k — 2)-soseda, ki ga ozna¢imo s ¢. Naj bo f tisto
lice, ki se dotika tock ¢, b in y, ter brez skode za splosnost recimo, da se f dotika tudi a;.
Poglejmo si zdaj pot med z in aq, ki gre mimo b ter poteka po drugi strani lica f. Glede

na velikost lica f lo¢imo dva primera:
|f| = 6: Nasli smo alternativno pot med x in a;.

|f| = 5: Nasli smo celo krajso pot med z in ay, dolzine k.

ntuitivno je k-sosed poljubno sosednje k-vozlisce.
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V obeh primerih omenjena pot ne gre skozi y, torej smo dobili protislovje.

Sedaj vemo, da je najvecja vrednost vozlis¢ v k-soseséini (k > 1) lahko kvecjemu
enaka %; takim vozlis¢em bomo rekli tudi tezka vozlisca. Zdaj bomo pokazali, da ce je
neko k-vozlisce tezko, potem obstaja na razdalji 2 Se en natanéno dolo¢en (k — 2)-sosed,
ki je tezak.

Vzemimo torej poljubno tezko vozlisée y, torej v(y) = %, in naj spet velja k = d(x,y) :
k > 1. Spet vidimo, da ima y natanko dva k + 1-soseda, ki ju oznacimo z a; in ag, pri
¢emer je naj bo a; povezan Se z nekim drugim k-vozliscem. Podobno kot zgoraj ima y
natanko enega (k — 1)-soseda, ki ga oznac¢imo b, ta pa ima vsaj enega (k — 2)-soseda, ki

ga oznacimo s c.

Podobno kot zgoraj naj bo f lice, ki se dotika vozlis¢ y, b ter c¢. Ni tezko videti, da ce
se ap dotika lica f, potem lahko na drugi strani lica f najdemo alternativno pot do aq, ter
pridemo do popolnoma enakega protislovja kot v prejsjnem primeru. Torej sklepamo, da
se f nujno dotika vozlis¢a a,. Oznacimo vozlisée d tako, da si na licu f vozlis¢a zaporedno
sledijo: as,y,b, ¢, d. Ce se sprehajamo po licu f ni tezko videti, da da(d, az) < 2, ker pa

je as v (k + 1)-soses¢ini, mora veljati tudi:

dg(z,c) +dg(c,d) + dg(d, a) k+1;
k—2+1+dg(d,as) > k+1;
dG(d7 &2)

v

v
N

Ce zgornji dve trditvi povezemo, dobimo 2 > de(d,as) > 2, kar pomeni, da je d
iz. (k — 1)-soses¢ine Opazimo, da je vozlisce ¢ tezko; rekli bomo tudi, da ¢ tvori y. Ce
dobro pogledamo, vidimo, da tvorjenje poteka v natanko doloc¢eni smeri, v obeh korakih
namreé le sledimo tisti povezavi, ki k vrednosti trenutnega vozliséa doprinese 1. Zelimo
torej vedeti, koliko tezkih vozlisc je lahko v neki k-sosescini, pri tem pa vemo, da je vsako
tezko k-vozlisce tvorjeno iz natanko dolocenega tezkega (k — 2)-vozliséa. Zaradi enoli¢no
dolocenega tvorjenja tudi ni tezko videti, da tezko (k — 2)-vozlisée ne more tvoriti dveh

tezkih k-vozlisc.
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Ker je, ne glede na graf in mesto zacetka, stevilo tezkih vozlis¢ tako v 2-sosescini, kot
v 3-sosescini kvec¢jemu enako 6 (dovolj je pogledati najslabsi mozni primer Sestkotniske
mreze na sliki: 4.2), lahko glede na zgornji razmislek trdimo, da v nobeni nadalnji soseséini
ni ve¢ kot Sest tezkih vozlisé. Tako pridemo do naslednje neenakosti, ki smo jo zeleli
dokazati:

S i) <6 g + (INea(2)] = 6) - 1 = | Ner ()] + 3.

HM}

/ /.‘

Slika 4.2: Sestkotniska mreza, v kateri je zacetno vozlisce rdece, z zeleno in modro pa sta
pobarvani 2- in 3-sosesc¢ina, v katerih so s ¢rno piko oznacena tezka vozlisca. Vidimo, da
je v obeh sosescinah le Sest tezkih vozlisc.

Naslednji izrek nam da spodnjo mejo za diameter v fulerenih.

Izrek 4.5 Naj bo G poljuben fuleren. Potem velja diam(G) = Q(+/|V(G)]).

Dokaz. Naj velja n = |V(G)|. Za vsako vozlisce v € V(G) obstaja obstaja tako

stevilo k£ € N da nobeno vozlisce iz V(G) ni oddaljeno od v za vec kot k, torej k =
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max;cv(e)da(i,v). Po zgornji lemi ni tezko videti, da spodnja neenakost drzi:

k k
k(k+1
n:Zni(v)gl—i-Z%B:l—l—?)w.

, ’ 2
=0 =1

Iz zgornje enacbe lahko hitro izrazimo k > —% + %n — %, po drugi strani pa ni tezko
videti, da je k vedno manjsi ali kve¢jemu enak diametru grafa, torej diam(G) > k, iz cesar

dobimo dokaz izreka. O

Naj na tem mestu spomnim, da govorimo o spodnji meji diametra. Pri nanocevkah,
o katerih smo veliko govorili v prejsnjem poglavju, je diameter pogosto veliko vecji, celo
asimptoticno linearen glede na stevilo vozlisé. O zgornji meji diametra bomo govorili v

naslednjem razdelku.

4.2 Zgornja meja diametra v fulerenih
V tem razdelku dokazemo naslednji izrek:
Izrek 4.6 Naj bo F' fuleren na n vozliséih. Potem,

diam(F) < — +

)

>3
B | Ot

razen v primeru, ée je F nanocevka tipa (5,0). V tem primeru lahko izrazimo n kot
n=10k, k € N, ter velja:

t+1, k=2
diam(F)={ 2, ke {34}
t—1, k>5.

Preden nadaljujemo, predstavimo Se nekaj potrebnih definicij in notacij. Ce sta si
vozlis¢éi x in y sosedni, to zapiSemo kot x ~ y. Naj bo F' fulerenski graf in naj bo v
poljubno vozlisée v njem. Definirajmo L{ = {v} kot zacetno plast ter Fj kot mnozico lic,
sosednjih s v. Zdaj lahko induktivno definiramo Se L kot mnozico vozlis¢, sosednjih z
F? ., ki niso vsebovana v L} ;. Podobno naj bo F} mnozica lic, sosednjih z L7, ki niso
vsebovana v F ;. Za povezavo e = uw; u,w € V(F) pravimo, da je vhodna povezava v

LY

voceu € V(LY ) inw € V(LY). Ce je e vhodna povezava v LY, potem tudi recemo,

da je e izhodna povezava iz L] ;. Vozlisce u je v tem primeru izhodno vozlisce, w pa



4.2. Zgornja meja diametra v fulerenih 61

vhodno vozlisée. Opazimo lahko, da vozlis¢e ne more biti vhodno in izhodno hkrati, ter
da vozliscéa v zadnji plasti niso nikoli izhodna (lahko se tudi zgodi, da nobeno izmed njih
ni vhodno).

V definicijah 2.17 ter 2.18 smo ze definirali izraza cikli¢ni prerez ter ciklicno povezanost

po povezavah, v prejsSnjem poglavju pa smo videli, da drzi naslednja trditev:

Trditev 4.7 Vsi ciklicno po povezavah 5-povezani fulereni imajo enolicno strukturo na-

nocevke tipa (5,0). Vsi preostali fulereni so ciklicno po povezavah 6-povezani.

Ker je vsako lice v F' dolzine 5 ali 6 ter vsako vozlisce stopnje 3, takoj sledi naslednja

lema:

Lema 4.8 Za vsako vozlisce x € V(L ), i > 1, obstaja vozlisce y € V(LY), tako da
d(z,y) < 2.

Neenakost v zgornji lemi je tesna natanko takrat, ko je x izhodno vozlisce, saj v
nasprotnem primeru obstaja vozlisce y € V(LY), tako da x ~ y. Opazimo tudi, da ce
x € V(LY), potem je d(z,v) lahko tudi 3 (glej sliko 4.3).

Slika 4.3: Vozlisce v je zacetno vozlisce — L§ = {v}. Lica, sosednja z v, pripadajo mnozici
Fy; vozlisca, sosednja z Y (razen v) pa tvorijo prvo plast L}. Razdalja med v in x € LY
je tri.

Ce to zdruzimo z lemo 4.8, lahko trdimo:

Lema 4.9 Naj bo x € V(LY). Potem d(v,x) < 2i+ 1.

Zdaj bomo pokazali, da Ce je mnozica Lj dovolj majhna, je mnozica Lj , prazna, tj.

ko pridemo do “konca”fulerena.

Lema 4.10 Naj bo i > 2 in |V(LY)| < 12. Potem velja L}, , = 0.
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Dokaz. Predpostavimo najprej, da L} inducira graf, ki ne premore cikla. V tem primeru
velja FY = (), torej velja tudi LY, = L?,, = (), kar smo hoteli pokazati.

i

Denimo torej, da v grafu, induciranem z L}, obstaja nek cikel, ter ga oznacimo s C.
Po trditvi 4.7 mora obstajati vsaj 5 vhodnih povezav v L?.

Ce je teh povezav natanko pet, potem je C kar 5-lice oziroma je F' nanocevka tipa
(5,0). Torej sledi LY, = LY, = 0.

Ce pa je teh vhodnih povezav v L? Sest ali ve¢, imamo kvec¢jemu pet izhodnih povezav
iz L ;. S podobnim argumentom pridemo do dejstva, da Lj ; ne vsebuje cikla ali pa

vsebuje cikel C’; ki je 5-lice v F. OJ

Oglejmo si $e naslednjo lemo, ki govori o razdaljah med zadnjimi plastmi.

Lema 4.11 Naj bo x vozlisce v zadnji plasti Lj,. Potem mora obstajati vozliscey € Lj_4,
tako da d(y,z) < 3.

Dokaz. Iz leme 4.10 vemo, da je Lj_ , prazna mnozica. Torej, tudi ¢e Lj , ni prazen,
ne premore nobenega izhodnega vozlisca iz njega. Torej je vsako vozlisce iz Lj_ ; sosedno
nekemu vozliscu y iz L}. Poleg tega lema 4.8 pravi, da obstaja tako vozlisce z v Lj_,,

da d(y,z) <2, torej d(z, z) < 3 (pri tem je vozlisée y izhodno vozlisce). O
Zdaj lahko zacnemo z glavnim dokazom izreka 4.6.

Dokaz izreka 4.6. Naj bo F' poljuben fulerenski graf. Izrek bomo dokazali v dveh delih.
V prvem delu bomo dokazali, da je diameter od F" kvecjemu 7 + %, ¢e F' ni nanocevka
tipa (5,0). V drugem delu bomo zgornjo mejo za diameter dokazali Se za nanocevke tipa
(5,0).

Denimo torej, da F' ni nanocevka tipa (5,0). Naj bo v poljubno vozlisée v F'. Dokazali
bomo, da d(u,v) < 2 + 2 za vsako vozlisée u € V(F).

Naj bo Lj prva taka plast, ki vsebuje manj kot 12 vozlis¢ glede na vozlisce v. Po
lemi 4.10 je torej ena izmed plasti L oz. L, zadnja plast v naSem fulerenu. S pomocjo

leme 4.9, lahko dolo¢imo razdaljo od v do izhodnega vozlisca x € V(L}_,):
dlv,z) <2(k—1)+1=2k—-1. (4.1)

To je torej razdalja od v do zadnje plasti s kvecjemu 12 vozliséi. Ko doloc¢imo sSe
preostalo dolzino med izhodnim vozliscem z ter “koncem”fulerena, bo prvi del dokaza
koncan.

Naj bo dj; maksimalna razdalja med vozliséi v zadnji plasti ter izhodnim vozlis¢em v
Ly, plasti, ter naj bo C,,, = |[V(LY) UV(LY_;)|. Glede na dy, lo¢imo tri primere.
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e dy; = 3: Po lemi 4.8 lahko tako sklepamo, da L}, # 0, torej |V (L}, )| > 1. Zaradi
nepraznosti Lj; vemo tudi, da Lj ne vsebuje cikla. Po trditvi 4.7 mora obstajati
najmanj Sest vhodnih vozlisc v Ly. Ker je vsaj eno vozlisce v plasti Lj_ |, so v Ly

vsaj tri izhodna vozliséa. Sledi C,, > 10.

o dy = 2: Ocitno je, da je v tem primeru Lj,, = (. Naj bo x € L} tako vozlisce,
da je njegova razdalja do najblizjega vozlisca iz L] , enaka 2. Po definiciji x ne
more biti vhodno vozlisce, zato lahko po trditvi 4.7 sklepamo, da je v L} vsaj sedem
vozlisc. Sledi C,, > 7.

e dy = 1: V tem primeru je V(L}) zadnja plast, torej C,,, > 1.

S pomocjo izrac¢unanih mej lahko konéno izra¢unamo diameter. Po (4.1) je diameter
od F' enak:

diam(F) < d(v,z) + dy <2k — 1+ dyy, (4.2)

kjer je x izhodno vozlisce plasti Lj_,. Po drugi strani za fuleren F' z n vozlisci velja:

k-1
n = VLG + VL) + D VI + VLY UV (L) £ 14104 12(k = 2) + Co
=2
ali
1
1z (4.2) in (4.3) dobimo
. n 1 n
dlam(F)§6+6(13—C’m)—1+dM:6+C'. (4.4)

Zdaj bomo zgoraj izracunane rezltate, vkljucili v (4.4) ter dolo¢ili zgornjo mejo za kon-
stanto C'. Najvecja konstanta se zgodi pri dy; = 3, kjer velja C,,, > 10, iz Cesar sledi, da
C< g S tem je prvi del dokaza izreka 4.6 zakljucen.

Denimo zdaj, da je F' nanocevka tipa (5,0) na n vertices. Opazimo, da je n = 0
(mod 10) oz. da za stevilo vozlis¢ velja n = 10k, k € N. Diameter grafa je v dolocen z
najbolj oddaljenima vozliScema, v tem primeru ta vozlis¢a pripadata razlicnima krovnima
grafoma in lezita na samih 5-licih. Ni tezko izracunati, da izrek drzi za k € {2,3,4,5}.

Za k > 5 bomo izrek dokazali z indukcijo glede na stevilo vozlis¢c. Naj bo £ > 5 ter

predpostavimo, da izrek drzi za vse (5,0)-nanocevke na 10k vozliséih. Nanocevko tipa
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(5,0) na 10(k+ 1) vozliséih lahko pridobimo tako, da v cilindri¢ni del grafa dodamo $e eno
vzporedno? plast Sestkotnikov. Ta konstrukcija nam zgradi (5, 0)-nanocevko z dodanimi

desetimi vozlisci (glej sliko 4.4).

Slika 4.4: Primer (5, 0)-nanocevke.

Po lemi 4.8 vidimo, da se nas diameter poveca za 2 oz.

10k 10(k+1
diam(F')zdiam(F}%—Q:i—1+2:M

-1,
)

s cemer je nas dokaz dokoncan.

4.3 Nedvodelnost grafa

Definicija 4.12 Poljuben graf je k-nedvodelen, ce obstaja taka mnozica povezav Ey moci
k, da je G — Fy dvodelen graf.
Nedvodelnost grafa G, ¢(G) je najmanjse tako stevilo k, da je graf G’ k-nedvodelen.

V [7] je bilo pokazano, da lahko nedvodelnost fulerenskega grafa uéinkovito izra¢unamo
s pomoc¢jo minimalno-utezenega popolnega prirejanja v nekoliko transformiranem origi-
nalnem fulerenu. V istem clanku lahko preberemo tudi, da za poljuben fulerenski graf G
velja o(G) > 6, ter da je ta spodnja meja ostra. Avtorji tudi pokazejo, da v fulerenih
z ikozaedricno simetrijo velja (G) /|V(G)| (glej [7], Proposition 11 in Corollary 12).
Tudi ¢e pogledamo numeric¢ne rezultate vse kaze na to, da nedvodelnost od G glede na
|V (G)| asimptotiéno ne more rasti hitreje, kot so avtorji predlagali v naslednji hipotezi,

ki je prav tako v [7]:

2Veé podrobnosti o vzporednih prerezih smo opisali v prejénjem poglavju.
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Hipoteza 4.13 Naj bo G fulerenski graf. Velja:

o) <[22

Med pisanjem clanka smo avtorji mislili, da lahko s pomocjo leme, podobne lemi 4.4 na
enostaven nacin dokazemo tudi hipotezo o nedvodelnosti, vendar se je izkazalo, da zadeva
ni tako preprosta. Pred nekaj meseci so Dvofak, Lidicky in Skrekovski v [9] dokazali

spodnji izrek, ki aproksimacijsko potrdi zgornjo hipotezo 4.13.

Izrek 4.14 Naj bo G fulerenski graf z n vozliséi. Potem je

p(G) = O(Vn).

Izrek 4.14 bomo v nadalnjih razdelkih uporabili pri dokazovanju nekaterih drugih

izboljsanih mej.

4.4 Neodvisnostno Stevilo
Naslednja lastnost, ki jo bomo pri fulerenih preucili je neodvisnostno stevilo [13].

Definicija 4.15 Mnozica I C V(G) je neodvisna, ¢e za vsaki dve vozliséi u,v € I velja

wv ¢ E(G). Neodvisnost grafa G (a(G)) je mo¢ najvecje neodvisne mnozice od G.

Neodvisnost fulerenskih grafov je pritegnila veliko pozornosti ne le zaradi korelacije
s stabilnostjo ogljikovih molekul [13], temve¢ tudi v kontekstu raziskovanja neodvisnih
mnozic kot potencialnih modelov za spajanje kemijskih struktur, kot so prosti radikali
ali halogenski atomi. Tesna zgornja meja za neodvisnost grafa fulerenskih grafov je bila
ugotovljena v [5], in sicer a(G) < § — 2.

Spodnje meje za vse 3-obarvljive grafe so bile grafe iz enostavne meje a(G) > n/3 v
[21] bistveno izboljsane na a(G) > 2n. Se boljsa meja a(G) > 2—C/n je bila ugotovljena
v [20], vendar le za poseben razred ikozaedri¢nih fulerenov.

Trenutno Se ne poznamo nobene tesne spodnje meje za fulerenske grafe. Najboljsa
meja, o(G) > %n, ki jo lahko najdemo v [21] namre¢ ni ni¢ boljsa od splosne spodnje
meje za poljubne ravninske kubi¢ne grafe brez trikotnikov. Numeriéni poskusi kazejo, da
ta meja Se zdale¢ ni optimalna, ter namigujejo, da je spodnja tipa a(G) > 5 — Cy/n.
Ta opazovanja so objavljena v dveh hipotezah doktorske disertacije od S. Daugherty ([2],

stran 96). Prva od obeh hipotez pravi, da je minimalno mozno neodvisnostno stevilo
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fulerena dosezena pri ikozaedri¢nih fulerenih, druga hipoteza pa poda tocno napoved

spodnje meje neodvisnostnega Stevila pri fulerenih.

Hipoteza 4.16 ([2], Conjecture 5.5.2) Naj bo G fulerenski graf. Potem

n V(G)]
G)>—-—-3 .
a(@) 2 5 15
Opazimo lahko, da je konstanta % tocno polovicna konstanta < %) iz hipoteze

4.13.
Tu imamo Se eno hipotezo, ki opisuje relacijo med diametrom ter neodvisnostnim

stevilom ter se pojavi med hipotezami v Graffiti [17]:

Hipoteza 4.17 ([17], Conjecture 912) Za vsak fulerenski graf G drzi, da o(G) >
2(diam(G) — 1).

Zdaj bomo v splosnem za vse fulerenske grafe dokazali asimptoti¢no ostro spodnjo
mejo za neodvisnostno stevilo ter s tem v izreku 4.18 potrdili hipotezo 4.16, nato pa v

trditvi 4.19 za dovolj velike fulerene potrdili hipotezo 4.17.

Izrek 4.18 Obstaja fiksna konstanta C' > 0, tako da velja o(G) > § — Cy/n, kjer je G

poljuben fulerenski graf na n vozliscih.

Dokaz. Naj bo G fulerenski graf na n vozliséih. Z uporabo zgornje meje ¢(G) ([9])
lahko vidimo, da pametna odstranitev najve¢ C’y/n robov (tu je C" konstanta) iz grafa
G povzroc¢i pridobitev dvodelnega vpetega podgrafa G'. Vsaj ena od obeh komponent
dvodelnega grafa G vsebuje vsaj 5 vozlis¢ in ocitno je to neodvisna mnozica grafa G'.
Poimenujmo to neodvisno mnozico z W', mnozico odstranjenih robov pa M. Vemo, da
je mnozica odstranjenih robov prirejanje (glej [7]), ter da je vsaka povezava iz M v celoti
vsebovana v eni izmed obeh komponent dvodelnega grafa GG'. Tudi v najslabsem moznem
primeru, Ce je vsaka povezava iz M vsebovana v komponenti na vozliscih W', je povezav
iz M kvecjemu C’y/n. Vidimo torej, da vozliséa mnozice W, ki se ne dotikajo nobenega

izmed robov iz M, tvorijo neodvisno mnozico v grafu G, ki ima moc¢ vsaj § — Cy/n. [
Izreka 4.6 in 4.18 nam podata naslednjo trditev.

Trditev 4.19 Naj bo G fulerenski graf na n voziscih. Ce je n dovolj velik, potem

a(G) > 2(diam(G) — 1).
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Dokaz. 7 uporabo mej, dobljenih v izreku 4.6 ter 4.18 ni tezko videti, da za dovolj velik

n drzijo naslednje neenakosti:

a(G) > - -C

g 9 <_ + 1) — 1> 2(diam(G) — 1).

Trditev 4.19 torej za vse dovolj velike fulerene potrdi tudi hipotezo 4.17.

4.5 NajmanjSa lastna vrednost
Naslednja lastnost, ki jo obravnavamo, je najmanjsa lastna vrednost fulerenskega grafa.

Definicija 4.20 Naj bo G poljuben graf in naj bo A(G) njegova matrika sosednosti. Ce

je A lastna vrednost matrike A(G), pravimo, da je A lastna vrednost grafa G.

V [15] so Fowler, Hansen in Stevanovié¢ postavili naslednjo hipotezo o najmanjsi lastni

vrednosti fulerenov:

Slika 4.5: Buckminsterfullerene — fuleren z najve¢jo minimalno lastno vrednostjo.

Opazimo lahko, da sta hipotezi 4.21 in 4.13 med sabo povezani z rezultatom o Lapla-
ceovih lastnih vrednostih (Godsil, Royle, [19] stran 293):

Izrek 4.22 Naj bo G poljuben graf na n vozliscih. Potem velja: bip(G) < 2 ueo(G).

Z bip(G) smo oznacili stevilo povezav v maksimalnem dvodelnem podgrafu od G,
torej bip(G) = |E(G)| — ¢(G). pe(G) je najvecja Laplaceova lastna vrednost grafa G. O

Laplaceovih lastnih vrednostih lahko preberemo ve¢ v 13. poglavju [19], za potrebe v tem



68 Poglavje 4. Nekaj novih rezultatov v fulerenskih grafih

poglavju pa bo dovolj, ¢e poznamo enakost 1i.(G) = 3 — A\, (G), kjer je A\, (G) najmanjsa
lastna vrednost grafa G.
3

Ce to relacijo priklju¢imo v izrek 4.22, lahko v luéi enakosti bip(G) = on — o(Q)

dobimo naslednjo zgornjo mejo za A,(G) v odvisnosti od ¢(G):
4
M(G) < =3+ ESO(G)‘

Ce zdaj upostevamo izboljsano zgornjo mejo ¢(G), pridemo takoj do naslednje zgornje

meje najmanjse lastne vrednosti fulerenskih grafov.

Izrek 4.23 Naj bo G fulerenski graf na n vozliséih. Potem obstaja konstanta C, tako da
velja:

A(G) < —3+ %

Posledi¢no lahko tako za vse dovolj velike fulerenske grafe pritrdilno odgovorimo hi-
potezi 4.21.

4.6 Nasicenost grafa

Zadnja lastnost, ki jo v tem poglavju obravnavam, je nasicenost grafa, ki je povezana s

prirejanji. Spomnimo se definicije prirejanja ter nekaj sorodnih pojmov:

Definicija 4.24 Prirejanje je taka mnozica M C FE(G), kjer poljubni dve povezavi iz M
nimata skupnega vozlisca.

Vozliscéu, ki se dotika neke povezave iz M pravimo, da je pokrito z M.

Vcasih imamo v grafu G tako prirejanje, da ga ne moremo povecati z nobeno izmed
preostalih povezav iz F(G). Takemu prirejanju pravimo tudi maksimalno prirejanje.

Popolno prirejanje je tako prirejanje, ki v nekem grafu pokrije vsa njegova vozlisca.

Vsako popolno prirejanje je hkrati torej tudi maksimalno.

O popolnih prirejanjih v fulerenskih grafih je zapisanih veliko zanimivih clankov, ki
analizirajo njihovo strukturo, velikost ter ostale lastnosti ([25, 5, 24]), po drugi strani pa
je bilo posvecene zelo malo pozornosti razredu maksimalnih prirejanj, kljub temu da so ta

prirejanja potencialno uporabna v dolocenih matematicnih modelih absorbiranja dimerov.
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Definicija 4.25 Nasicenost grafa G, s(G), je velikost najmanjSega moznega izmed vseh

maksimalnih prirejanj.

Nasicenost fulerenskih grafov opisuje Dosli¢ v svojih ¢lankih [5, 8], kjer postavi nasle-

dnjo spodnjo ter zgornjo mejo za nasi¢enostno stevilo:
Izrek 4.26 Obstaja koncna konstanta, da za vsak fulerenski graf G na n tockah velja:

— < <
o =s@)=

o3

— clog, n.

V tem razdelku bomo z uporabo novega rezultata o spodnji meji diametra za fulerene

izboljsali zgornjo mejo za nasi¢enostno stevilo.

Izrek 4.27 Naj bo G poljuben fulerenski graf na n vozliscih. Potem obstaja taka konstanta
c>0, da s(G) <5 —Cy/n.

Dokaz. Naj bo G fulerenski graf na n vozlis¢ih. Za njegov diameter D(G) lahko upora-
bimo spodnjo mejo:
D(G) > Dy = C/n.

Vzemimo torej taki dve vozlisci vy in vp,, ki sta na razdalji Dy, ter oznacimo neko naj-
krajso pot med njima s P. Zaporedoma oznacimo vozlis¢a na najkrajsi poti med ug in
v Z Uy, Ui, ..., Up,—1,V, ter jih razdelimo na mnozici Iy, I;, glede na sodost oz. lihost

njihovega indeksa, ter pri tem opazimo, da velja |Iy| = PD%—H)_‘

Slika 4.6: Neodvisna mnozica na c¢y/n vozliscih.
Naj bo My mnozica takih povezav, za katere velja eden izmed spodnjih pogojev:
1. Povezava je iz E(G — I) in se dotika neke tocke iz I3;

2. Povezava je iz E(G—1Ij) in je v G sosednja neki povezavi, ki se dotika poljubne tocke
iz. Iy. Pri tem pazimo, da se te povezave ne dotikajo med sabo (za lazjo predstavo
glej sliko 4.6.
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Oznacimo z M poljubno maksimalno prirejanje, ki ga razsirimo iz mnozice M,. Ve-

n=IbD - Vidimo, da je M, tudi maksimalno

likost dobljenega prirejanja ne more preseci
prirejanje v G, zato si poglejmo zgornjo mejo velikosti tega prirejanja, iz ¢esar sledi pra-

vilnost izreka.

(Cy/n+1)
R D s e BUC S
= - I m— —cy/n.
2 2 2 2



Novl 1zz1vi

V zadnjih razdelkih smo postavili tesno spodnjo mejo diametra fulerenskih grafov, ter s
pomocjo tega rezultata v kombinaciji z nedavnim rezultatom o nedvodelnosti vsaj delno
potrdili Se hipoteze 4.13, 4.21, 4.16 ter 4.17.

Kateri pa so Se ostali problemi, podobni zgornjim; torej ne prevec tezki ter ne prevec
dolgi? Zelo verjetno je, da bo spodnja meja diametra uprabna Se pri izboljSevanju drugih
invariant, koreliranih z razdaljo, ki jih tukaj ne obravnavamo, npr. njihova ekscentricnost
ali razdaljne vsote. Tehnike, ki smo jih uporabili pri dokazovanju, bi lahko uporabili tudi
na drugih razredih grafov, npr. na razsirjenih druzinah fulerenov. Se en izziv bi lahko
bil tudi tocen izrac¢un rasti v lemi 4.4, iz éesar bi sledila toé¢na® spodnja meja diametra
ter verjetno Se nekaj z njo povezanih tocnih mej. Tudi opazovanje fulerenov z izoliranimi
petkotnimi lici bi lahko bilo porodilo druga¢ne meje; taki fulereni imajo namrec¢ vecje
prereze po povezavah, zato bi intuitivno morali imeti manjse diametre.

V tem diplomskem delu sem poskusal na zanimiv nac¢in prikazati nekaj precej svezih

ugotovitev na podrocju kemijske teorije grafov, ter predstaviti nekaj Se odprtih izzivov.

Iskreno upam, da Vam je bilo branje tega diplomskega dela v veselje in v izziv.

3Ne le aproksimacijsko to¢na, kot smo to naredili v [1].
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