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Povzetek

Rang matrike nad realnimi stevili lahko dolo¢imo na ve¢ ekvivalentnih nacinov.
Zanimivo pa je, da ¢e uporabimo te definicije ranga za matrike nad tropskim
polkolobarjem, dobimo lahko razlicne vrednosti. To pomeni, da nacini, s
katerimi lahko dolo¢imo rang, niso ve¢ ekvivalentni. V diplomskem delu
se osredoto¢imo na tri definicije rangov: rang doloc¢en z najvecjo regularno
poddeterminanto matrike, vrsticni in pa stolpi¢ni rang. S primerom bomo
pokazali, da z razsiritvijo tropskega polkolobarja dosezemo boljsi priblizek
realnih stevil, torej, da so opisane definicije rangov matrik nad razsirjenim

tropskim polkolobarjem zopet ekvivalentne.

Kljucne besede: tropska algebra, tropski polkolobar, determinanta ma-

trike, odvisnost vektorjev, singularnost matrike, tropski rang



Abstract

Rank of a real matrix can be defined in many equivalent way. It is interesting
that the rank of a matrix over the tropical semiring can vary according to
these definitions, which means that the ways in which we can determine rank
are no longer equivalent. In the thesis we focus on three rank definitions;
rank of a matrix determined by the maximum regular minor, row rank and
column rank. We demonstrate with example that with the extension of trop-

ical semiring we can achieve similar results to those over reals.

Keywords: tropical algebra, tropical semiring, determinant of a matrix,

dependence of vectors, singular matrix, tropical rank



Poglavje 1
Uvod

Rang matrike, kot ga poznamo v realnem linearnem svetu, nas nikakor ne
more presenetiti. Poznamo veliko nacinov, kako dolo¢imo rang, a ta je ne
glede na nacin, vedno enak. Vendar pa tega ne moremo reci za range matrik
nad tropskim polkolobarjem. Prav lahko se zgodi, da naletimo na matriko,
katere vrsticni rang je drugacen od stolpi¢nega. V tem diplomskem delu raz-
iskujemo, zakaj je temu tako.

Polkolobar je struktura, ki mu do strukture kolobarja manjkajo aditivni in-
verzi. Natancneje, nicelni element ima vedno aditiven inverz, medtem ko ga
ostali elementi imajo ali pa¢ ne. Polkolobar, ki vsebuje vsa taka nenegativna
Stevila, ki nimajo svojega aditivnega inverza, imenujemo nenegativen polko-
lobar. Prav taka sta tudi tropski in razsirjeni tropski polkolobar, ki ju bomo
definirali v poglavju 2.1 in 2.2. Ker stevila nimajo aditivnega inverza, v ne-
negativnih polkolobarjih operacija odstevanja enostavno ne more obstajati.
Tropski polkolobar je algebrai¢na struktura, v kateri sta operaciji sestevanja
in mnozenja definirani drugace kot so nas ucili v prvem razredu osnovne sole.
Na racunanje v tropski matematiki se lahko hitro privadimo. Z malo vaje se
kar hitro prepricamo o njegovi enostavnosti.

Postavlja pa se vprasanje, kako in zakaj se s spremembo operacij seStevanja
in mnozenja, spremenijo metode za dolocitev ranga matrike. Ali se le te

sploh spremenijo? Na to vprasanje lahko odgovorimo tako, da nam Ze znane
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definicije ranga preiskusimo na tropskih matrikah.

1.1

Cilji

V diplomski nalogi zelimo odgovoriti na naslednja vprasanja:

1.

2.

Kaj je tropski in kaj razsirjeni tropski polkolobar?
Kaksne so lastnosti tropskega in razsirjenega tropskega polkolobarja?

Kako sestevamo in mnozimo tropske matrike?

. Ali lahko rang tropske matrike dolo¢imo z determinanto?

. Ali lahko govorimo o tropski odvisnosti vrstic oziroma stolpcev ma-

trike?
Kdaj in zakaj je rang tropske matrike enak 07

Kako lahko najdemo matriko, kjer znani nacini, s katerimi lahko dolo¢im

rang, niso ekvivalentni?

. Ali je rang neke matrike nad tropskim polkolobarjem vedno enak nje-

nemu rangu nad razsirjenim tropskim polkolobarjem?

V Zelji odgovoriti na zastavljena vprasanja, potrebujemo kar nekaj no-

vega znanja. Zato smo v diplomskem delu zaceli povsem od zacetka in po-

stopoma dopolnjevali nase znanje o tropski matematiki in tropskih rangih.

Tako smo lahko poiskali matriko, ki smo jo obravnavali nad tropskim in tudi

nad razsirjenim tropskim polkolobarjem ter ugotavljali podobnosti oziroma

razlike rangov med strukturama.



Poglavje 2
Aritmetika v tropski algebri

Da bi lahko raziskali kako se rangi matrik obnasajo v tropski algebri, moramo
najprej pripraviti prostor. Tropska matematika je definirana nad posebno
algebraicno strukturo, (RU—{oo}, &, ®), ki jo imenujemo tropski polkolobar.
Operaciji, ki jih lahko uporabljamo sta sestevanje in mnozenje realnih stevil,

ki pa ju je potrebno redefinirati:

r @y =max{z,y}
rTOQYyY=r+y

Lahko opazimo, da sta seStevanje in mnozenje v tropski matematiki lazji
in hitrejsi operaciji. Da je temu tako, lahko vidimo v tabelah 2.1 in 2.2.
Lahko omenimo, da lahko v tropski matematiki racunamo s polinomi in

opazujemo krivulje. O tem si lahko preberemo v [7].

2.1 Lastnosti tropskega polkolobarja

Tropska matematika je matematika nad idempotentim (a @ a = a) tropskim
polkolobarjem, v katerem sta definirani ze opisani operaciji ¢ in ®. Ker je
realnim stevilom potrebno dodati e —oo, bomo za vsa taka stevila RU{—o0}

uporabili oznako R.
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@1 2 3 4 5 6 7 ®©l/1 2 3 4 5 6
1171 2 3 4 5 6 7 112 3 4 5 6 7
212 2 3 4 5 6 7 213 4 5 6 7 8
313 3 3 4 5 6 7 314 5 6 7 8 9 10
414 4 4 4 5 6 7 415 6 7 8 9 10 11
515 5 5 5 5 6 7 516 7 8 9 10 11 12
6|6 6 6 6 6 6 7 6|7 8 9 10 11 12 13
A A Y (Y (Y (R 718 9 10 11 12 13 14

Tabela 2.1: Sestevanje Stevil v tropski ~ Tabela 2.2: Mnozenje stevil v tropski

matematiki matematiki

Ce zelimo raziskati lastnosti tropskega polkolobarja, se moramo vpragati,
ali imata na novo definirani osnovni aritmeti¢ni operaciji enake lastnosti in
pravila, kot seStevanje in mnozenje v linearni algebri. Poglejmo si primer
komutativnosti, asociativnosti in distributivnosti ter pokazimo naslednje tr-

ditve.

Trditev 2.1 Operaciji ® in © sta komutativni.

Dokaz. Brez skode za splosnost privzemimo, da velja a < b. Pokazati

moramo, da je

abb=bda
in

a®b=b®a
Tako lahko hitro ugotovimo, da ker je a < b, je

max{a, b} = max{b,a}

in zato

a®b=bDa
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Podobno pokazemo tudi komutativnost mnozenja. Ker je
a+b=b+a,

sledi
a®b=boa

Trditev 2.2 Operaciji ® in © sta distributioni.
Dokaz. Pokazati moramo, da velja
a®bdc)=(@0b)d(adb),
kar je ekvivalentno pogoju

a + max{b, ¢} = max{a + b,a + ¢}

Trditev 2.3 Operaciji & in © sta asociativni.
Dokaz. Zelimo pokazati asociativnost vsote, torej
(a®b)Dc=ad (bdc).
Po definiciji lahko zapisemo
max{max{a, b}, c} = max{a, max{b,c}}.

Obe strani strani sta enaki najvecjemu stevilu a, b ali c. O

Dokazali smo, da komutativnost, asociativnost in distributivnost vedno
veljajo. Preverimo Se obstoj nevtralnega in inverznega elementa. Za opera-
ciji tropskega seStevanja in mnozenja obstajata nevtralna elementa, ki pa se
razlikujeta od nevtralnih elementov v nam ze poznani aritmetiki. Nevtralni

element za seStevanje v tropski algebri je —oo, saj je

@ (—o00) = max{z,—oco} = x,
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medtem ko je nevtralni element za mnozenje enak 0, ker
rO0=2+0=u=z.

Zanimivo je to, da Pascalov trikotnik v tropski algebri izgleda tako:

Kaj pa inverzni element? Poljubnemu stevilu a poskusimo poiskati na-
sprotno Stevilo b, tako da bo a & b = —oo. Tako Stevilo ne obstaja, saj ne
moremo zadostiti pogoju max{a,b} = —oo. Ugotovimo, da razen nevtral-
nega elementa, poljubno Stevilo nima aditivnega inverza in tako operacija

odstevanja v tropski algebri ne obstaja.

2.2 Razsirjeni tropski polkolobar in lastnosti

Sedaj bomo nas ze obstojeci tropski polkolobar ustrezno razsirili na razsirjeni
tropski polkolobar in zapisali njegove lastnosti. Vec¢ lahko o razsirjenem trop-

skem polkolobarju izvemo v [4] in [5].

V grobem je osnovna ideja novega pristopa v posplositvi (R, ®,®) na
strukturo polkolobarja z delno idempotentno vsoto, ki razlikuje med vsoto
enakih elementov in vsoto razlicnih elementov. Teoreticno je nas polkolobar
sestavljen iz disjunktnih unij dveh kopij R, oznacenih z R in R”. Ti dve kopiji

zlepimo skupaj z —oo in tako ustvarimo novo mnozico T = RU {—oc} UR".

Ker smo z R oznaéili RU {—o0}, bomo namesto R” U {—occ} uporabljali
oznako R”. Da pa bomo lahko na novo pridobljeni pristop uporabljali, mo-

ramo poznati pravila in lastnosti. Naj bodo a,b € R, a”,b* € R in z,y € T.
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Definicija 2.4 Relacija < na T je definirana kot:
1. —oo < z,Vx € T\{—00};
2. za realnt Stevili a < b, velja a < b,a < b”,a” < b in a” < b”;
3. a<a” za vsea € R.
Nauceno utrdimo s primerom.
Primer 2.5 Naj velja a < b < c in a,b,c € R, potem
—oco<a<a’" <b=<b' <c=<c”

Definicija 2.6 Operaciji @ in ® nad razsirjenim tropskim polkolobarjem de-

finiramo s predpisi:
1. —co®zxr=x® —00 za vsak x € T,
2. x @y =max{x,y}, dex #y;
3. a®a=ad"®a’=ad";
4. —00@r =06 —00=—00, za vsak x € T;
5. a®b=a+0b za vse a,b € R;
6. A ©Ob=a0b =a"Ob = (a+b)".
S definicijo operacij ¢ in ® lahko razsirjeni tropski polkolobar oznac¢imo

s trojico (T, &, ©®).

Obravnavajmo Se osnovne lastnosti, ki veljajo za razsirjeni tropski polo-

kolobar. Primere, ki vkljucujejo —oo, bomo zaradi trivialnosti izpustili.

Trditev 2.7 Operaciji ® in © sta komutativni.
abb=bda

a®b=b0Oa
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Dokaz. Dokaz sledi iz lastnosti 2.1 ter 2. in 3. tocke iz definicije 2.6. [J
Trditev 2.8 Operaciji ® in © sta asociativni.

Dokaz. Dokaz trditve je zgolj tehnicen. V vseh primerih moramo zgolj
obravnavati enakost pod istimi pogoji. Zaradi velikega Stevila moznih kom-

binacij, bomo enakost preverili le na primeru, ko velja a, b, c € R.

adc, b<a
(a®b)®c=<a"®c, a=b
bde, a<b

Obravnavajmo Se vsak del¢ek posebe;j.

a, c=<a
atbec=4qad", a=c
c, a=<c
a’, c=Xa
a’ ®c= T
c, a=<c¢
in

b, ¢=<b

bdec=<0D, b=c

¢, b=<c

Izpisimo vse mozne rezultate pod danimi pogoji.

(a, b,c<a
a’, b<a,a=c ali a=b,c=<a
(a®b)dc=< 0, a,c<b
b, a=bb=c

L ¢ a,b=<c

Ravno tako preverimo drugo stran enakosti in tako dobimo:
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a®b, c=<b
adbdc)=cadt’, b=c
a®ec, b<c

S korakom globlje dobimo naslednje rezultate:

a, b=<a
adb=<a", a=0b
b, a<b
a, b=<a
a®b’ =
b”, a=<b
a, c=<a
ac=<a", a=c
¢, a=<c
Dobimo naslednje rezultate:
(
a, b,c < a

a’, b=a,a=c ali a=b,c=a

(adb)Bc=< b, a,c=<b
b¥, a=bb=c
c, a,b<c

(
Opazimo lahko, da enakost velja, torej operacija @ je asociativna. Po-

dobno lahko asociativnost preverimo za mnozenje ©. U
Trditev 2.9 Operaciji ® in © sta distributivni.

Dokaz. Podobno kot smo dokazali trditev 2.8, dokazemo tudi distribu-

tivnost in se zaradi tehni¢nosti dokaza omejimo le za a, b, c € R.

a®b, c¢=<b
a®(bdc)=1 adGe, b<c
a®b’, b=c
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in

a®b, ¢=<b
(a@b)®(a®c)=3 a®Gec, b=c
(a®b)Y”, b=c

Ker smo enakost velja, smo dokazali distributivnost. O



Poglavje 3
Tropske matrike

Naj za vsako pozitivno stevilo n, M, (R) oznacuje mnozico n x n matrik z
elementi iz R. Za tropski matriki A, B € M,(R) definirajmo sestevanje in

mnozenje s predpisoma:

(A® B);; = Ai; ® By;

(A® B), @Am@BkJ

Zaradi enostavnosti bomo v nadaljevanju za produkt dveh matrik A ® B
uporabljali AB.

Operaciji @ in ® inducirata strukturo polkolobarja na M, (R), pri ¢emer

sta identicna matrika

[ 0 —00 —oo_
-0 0
I =
—00
—00 -0 0

in nicelna matrika

11
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Definirajmo e transponirano matriko A” matrike A. Ce je A = (ay),

potem je transponirana matrika enaka
A" = (ay)

in velja

(AB)" = BT AT,

tako, kot Ze poznamo iz linearne algebre.

Vidimo, da so pravila racunanja s tropskimi matrikami enaka tistim iz
linearne algebre. Ista pravila veljajo tudi za matrike nad razsirjenim tropskim

polkolobarjem T.

3.1 Tropska determinanta

Definirajmo determinanto tropske matrike in spoznajmo metodo za racunanje
le-te. Najprej pa se spomnimo kaj je permutacija. Permutacija je bijektivna
preslikava o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Mnozico vseh permutacij n elemen-
tov oznacimo s S,. Pri definiciji determinante iz realne linearne algebre smo
potrebovali Se predznak permutacije, ki nam pove ali je permutacija soda ali
liha. Predznak permutacije nam pove ali naj pripadajoce elemente v matriki
sestejemo ali odstejemo. Predznaka v tropski algebri sicer ne bomo potre-
bovali, saj smo ze omenili, da operacija odstevanja tukaj ne obstaja. Kljub
temu je definicija tropske determinante podobna definiciji determinante iz

realne linearne algebre:

det A = |A| = @(alg(l) Tt ana(n))7

ogE€Sy
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kjer je S, mnozica vseh permutacij na {1,...,n}.

Opazimo, da lahko det A izracunamo tudi kot vsoto ¢lenov po sodih per-
mutacijah in po lihih permutacijah, medtem ko se lihe permutacijev realni

algebri odstejejo.

Al = D (a100) o) © D (10(1)-notm)-

€A, cESn\An
Ekvivalentno lahko tropsko determinanto izracunamo s pomocjo minorjev
ali z razvojem determinante. Minor je poddeterminanta determinante, ki jo
dobimo tako, da izpustimo enako Stevilo vrstic in stolpcev. Oznaéimo ga

z A;j, kjer izpustimo i-to vrstico in j-ti stolpec. Determinanta A je potem

Al = D a5l Al
J

enaka

za vsak fiksni 1.

Tropska determinanta matrike A je lahko druga¢na od determinante ma-
trike A nad razsirjenim tropskim polkolobarjem. Osredoto¢imo se na izra¢un

determinante z dolocanjem permutacij in si poglejmo naslednji primer:

Primer 3.1 Izracunajmo determinanto matrike nad tropskim in razsirjenim

tropskim polkolobarjem.

Vse permutacije treh elementouv:

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
123/ \1 32/ \213/'\231/'\312/'\321)
Vsaka permutacija doloci element v vsaki vrstici. Te elemente zmnozZimo

wn tako dobimo vmesne rezultate:
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1. permutacija: 1©0© 3 =4

2. permutacija: 1 ©6©1 =8

3. permutacija: 4©1©3 =38

4. permutacija: 4 ©6© —4 =06

5. permutacija: —1 0101 =1

0. permutacija: —1©0® —4 = -5

Na koncu vmesne rezultate sestejemo: 4B8B8B6H 1B —5. V idempoten-
tnem tropskem polkolobarju je |A| = 8, medtem ko je v razsirjenem tropskem
polkolobarju |A| = 8.

Primerjamo determinanto iz linearne algebre in tropske algebre. Opazimo

lahko naslednje lastnosti tropskih determinant.

Trditev 3.2 1. Determinanti matrike in njene transponiranke sta enaksi.

Al = |AT].

Dokaz.

|A| = @(alg(l)...ang(n))

O'ESTL

= @(GT(I)I---CLT(n)n)

TES’n

= |A"]
O

2. Ce wrstico ali stolpec v matriki pomnozimo s skalarjem o € R, se de-

terminanta pomnozi s skalarjem c.
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Dokaz.
ayi; - Aip
det |aa;; -+ aa;| = @ (alg(l)...aaw(i)...ang(n))
. . O'ESn
| dnl T Apn |
= oA

Zgorngi dokaz velja za mnozZenje vrstice s skalarjem. Podobno lahko

dokazZemo za mnoZenje stolpca, pomagamo pa si z 1. tako da uporabimo,

AT, O

3. Ce v matriki zamenjamo dve vrstici ali dva stolpca, se njena determi-

nanta ne spremeni.

Dokaz.
‘A| = @ (ala(l)---aio(i)---aja(j)---ano(n))
O'GSn
= D (@1o(1)- o)+ ic (i) Ona(m)
€Sy
= |4]

Zamenjamo lahko zaradi komutativnosti mnozenja na R. Enak dokaz
velja za zamengjavo stolpcev, s tem da matriko A najprej transponiramo
po tocki 1. Il

1. in 2. tocka iz trditve 3.2 veljata tudi za determinante iz realne linearne
algebre, medtem ko 3. tocka velja le za determinante iz tropske algebre.
Spomnimo se, da ¢e matriki iz realne algebre zamenjamo dve vrstici ali dva
stolpca, se njena determinanta pomnozi z (—1).

S pomocjo determinante lahko dolo¢imo rang matrike nad tropskim in
razsirjenim tropskim polkolobarjem. Ker pa vemo, da rang matrike lahko
doloc¢imo tudi z dolo¢anjem odvisnosti vrstic ali stolpcev, definirajmo Se trop-

sko odvisnost.



16 POGLAVJE 3. TROPSKE MATRIKE

3.2 Tropska odvisnost vektorjev in tropska

singularnost matrike

Pri linearni algebri smo se naucili, da lahko rang matrike lazje in hitreje
dolo¢imo, ¢e najdemo neko odvisnost med vrsticami oziroma stolpci matrike.
Zato poskusimo ugotoviti kaj pomeni tropska odvisnost v tropski matriki in

kako jo dolo¢imo.

Definicija 3.3 Vektorji vy, ...vm, nad R so tropsko odvisni natanko tedaj, ko

obstaja mnozica U C {1,...,m} in velja

D= @ o

€U je{l,..mIN\U

Q1, ...y Oy NE SMeEjo biti vsi enaki —oo. Sicer so tropsko neodvisni.

Primer 3.4 Naj bodo vy = (0,1)7, vy = (1,2)7 in vz = (2,0)" vektorji nad
tropskim polkolobarjem. Poisc¢imo tropsko odvisne vektorje.

Takoj lahko opazimo enakost vy in vy, Ce
lvy =1©(0,1) = (1,2) = v,.

Vektorja v, in vy sta tropsko odvisna. Preverimo se za vektorja vy in vs.

Predpostavimo, da sta vektorja tropsko odvisna. Veljati mora naslednje:
a1(0,1) = a3(2,0).
Zmnozimo po komponentah in dobimo:
(a1, a1+ 1) = (az + 2, an).
Resitev dobimo, ce resimo sistem dveh linearnih enacb z dvema neznankama:
;] = g + 2

ar+1=aqay
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Sistem enach lahko resimo tako, da v drugo enacbo za o vstavimo kar prvo
enacbo in tako dobimo:

a9+ 3 = ao.

Resitev je mogoca samo za ag = —oo. Vstavimo Se v prvo enacbo in tako
tudi ay = —o0. Ker sta oy in ay enaki —oo, sta vektorja vy in vs tropsko
neodvisna.

Definicija 3.5 Vektorji vy, ...v, nad R so tropsko odvisni, ¢e obstajajo
taksni

A1y ey Oy € R,

da velja

a1v1 P ... B a v, € RrR”

N Qq, ..., Qy, niso vsi —oo. Ce vektorji niso tropsko odvisni so tropsko neod-

VISNA.

Opomba 3.6 Vektor, ki ima vse vrednosti v R, vedno lezi v tropsko odvisni

mnozict.
Definicijo preiskusimo na primeru in poisc¢imo tropsko odvisnost.

Primer 3.7 Naj bodo vy = (0,1)T, vy = (1,2)T, vz = (2,0)T, vy = (2v,0")T
vektorji v razsirjenem tropskem polkolobarju. Preverimo tropsko odvisnost.
Pogleymo najgprej vektorja vy in vy. Takoj opazimo, da ce vsaki komponenti
vektorja vy pristejemo 1, dobimo vy. Torej lahko zapisemo

lvy v, = 1©(0,1) @ (1,2)
= (1,2)®(1,2)
(1,2) e R”
in sta tropsko odvisna. Vektorja vy in vs sta tropsko neodvisna, saj ne obsta-

jata taki stewili oy in ag, da je

=v
oV D vy € R .
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oy . . .. . ey 74
Preveriti moramo, da nobena kombinacija ayvy @ asve ni element R za no-
bena oy, € R. Denimo, da to velja za neka ay in ay. Potem mora biti
vektor

(0 ® (ag+2), (g +1) B ) € R”.

Ker sta aq, o € R, mora biti

a1 = Qg + 2
m

oy + 1= Q.
Sistem lahko resimo le, ce sta oy = ag = —00.

Nazadnje si pogleymo se prvi in cetrti vektor. Vektorja vy in vy sta tropsko

odvisna, kar lahko preverimo tako
(—o0)vy Bve = (—00)®(0,1)(27,07)
= (27,0") eR".
Definirajmo se tropsko singularnost matrike A.

Definicija 3.8 Matrika A € M, (T) je tropsko singularna, ée je |A| € R

Drugace je A tropsko reqularna.

Sedaj pa povezimo tropsko odvisnost vektorjev s tropsko singularnostjo
matrike. Singularnost matrike A v realni linearni algebri pomeni, da je de-
terminanta A enaka 0. Determinanta matrike A je 0 natanko tedaj, ko so vse
vrstice oziroma stolpci med seboj odvisni. Rang take matrike je takrat enak
1. Ali lahko to isto lastnost posplosimo tudi v tropski algebri? Poglejmo si

na primeru.

Primer 3.9 Naj bo dana tropska matrika

A=

w N =

2 3
3 4
4 5
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Takoj opazimo, da so vrstice matrike med seboj tropsko odvisne, saj
201 ® luy D vg = (3,4,5) @ (3,4,5) @ (3,4,5) e R".

Izracunajmo Se njeno determinanto.

. 1 2 3 12 3 12 3

Sode permutacije. , , .

1 2 3 2 31 3 1 2
‘ y 12 3 1 2 3 1 2 3

Lihe permutacije. , , .
1 3 2 2 1 3 3 21

Pri linearni algebri bi determinanto izracunali tako, da bi sesteli skupaj

vse sode permutacije in nato odsteli sestevek lihih permutacij. 'V tropski alge-
bri tega me moremo storiti, saj vemo, da odstevanje tu ne obstaja. Poglejmo
kaj dobimo, ko izracunamo produkte elementov, pripadajoce posameznim per-

mutacijam in jth zdruzimo glede na sodost in lihost permutacije:
[Al=09®909)d(9d909) =9".

Opazimo, da je v primeru 3.9 vrednost sodih permutacij enaka vrednosti
lihih permutacij. Ce ne bi bili v tropski algebri in bi lahko odstevali, bi se
sode in lihe permutacije med sabo odstele in determinanta bi bila enaka 0,

kar pa bi pomenilo singularnost matrike.

V nadaljevanju bomo dokazali naslednji izrek, ki povezuje tropsko singu-

larnost in tropsko odvisnost.

Izrek 3.10 Vrstice n x n matrike A so tropsko odvisne, natanko tedaj ko je

A tropsko singularna.

V zelji, da izrek tudi dokazemo, moramo definirati Se nekaj pojmov in
pomoznih lem. Najprej bomo tropsko matriko predstavili z utezenim usmer-

jenim grafom G = G4 n x n matrike A = [a;;]. Utezen usmerjen graf je
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definiran z mnozico vozlisc V' = {v1,..., v, }, povezav E = {eq i}, ki po-
vezuje dve vozlisci s tezo a;;, ki pa ni enaka —oo. S pomocjo teze povezav

lahko izracunamo tezo poti P, ki je kar vsota tez povezav, ki jih pot P zajema.

Z dou(v) vozlista v ozna¢imo Stevilo vseh povezav, ki izhajajo iz vo-
zlis¢a v in z di(v) pa Stevilo povezav, ki se stekajo v v. Poti, kjer je
dout (V) = din(v) = 1 za vsako vozlisce v poti, recemo enostaven cikel. Eno-
staven cikel dolzine 1 je zanka. S k-multiciklom C v usmerjenem grafu de-
finiramo unijo disjunktnih enostavnih ciklov, kjer je vsota njihovih dolzin
enaka k. Permutacijo o zapiSimo kot produkt py...u; disjunktnih cikliénih
permutacij, kjer vsaka permutacija o ustreza n-multiciklu iz G 4. Najvecja
teza poti v grafu je enaka najvecji vrednosti danih permutacij, kar pa vemo,

da je determinanta matrike A.

Vsako vozlisée v usmerjenem grafu ima zanko in zato lahko zapisemo:

Opomba 3.11 Dan je graf G, kjer je di,(v) > 1 oziroma dyy(v) > 1, za
vsako vozlisce v € V. Potem se vsako vozlisce iz grafa G nahaja v enostavnem

ciklu.

Vpeljimo oznako A < 07, ki oznacuje take tropske matrike, kjer je za
vsak element a;; matrike A velja a;; < 0”. Predpostavimo e, da |A| # —o0.

Lahko zapisemo sledec¢o lemo:

Lema 3.12 Ce wvsak stolpec (oziroma vrstica) n x n matrike A < 0" vse-
buje element enak 0¥ ali dva elementa, ki sta enaka 0, potem je matrika A

singularna.

Dokaz.  Izberemo si neko permutacijo, kjer je dosezena determinanta.
Brez skode za splosnost si lahko izberemo identicno permutacijo in pred-
postavimo da ne vsebuje elementov 0 ali 0. Z G’y oznacimo zmanjsan
graf matrike A, ki ga dobimo tako, da grafu G4 odstranimo vse povezave

s tezo < 0. Za tak graf G’y vemo, da nima zank in da je za vsako vozlisce
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v; €V, doye > 1. Po grafu G, se sprehajamo po povezavah s tezo 0 in tako
iStemo novo permutacijo, ki bo k determinanti prispevala sumand 0. Ampak
graf G’y ima po opombi 3.11 enostaven cikel C' = (v, iy, «ovs Vi, ixs Vigis) S
tezo 0 ali 0" in cikel na njih nam skupaj z zankami dolo¢ajo novo permuta-
cijo, ki pa ima v matriki same 0. Clen determinante je na teh mestih zato

enak 0. To pa je v nasprotju z najvecjo vrednostjo determinante A dokler

U)(Uil’i27 P TR ) vik,il) - w<vi1,i17 ceey Uik,ik)’ O

Tako smo pripravili vse za dokaz naslednjega izreka.

Izrek 3.13 Ce je A n x n tropska matrika katere vrstice so tropsko odvisne,

potem je A tropsko singularna.

Dokaz. 7 r; oznacimo i-to vrstico matrike A. Vrstice so tropsko odvisne,
Ce za take vrednosti oy, ..., o, € R, ne vse enake —oo, velja ayri @...Bayr, €
R
Dolo¢imo «a,, = —oo. Tako nam ostane prvih (n — 1) vrstic, ki so tropsko
odvisne. Z indukcijo navzdol lahko pokazemo, da je vsaka poddetereminanta
A, ; singularna.
Sedaj upostevajmo, da so vsi a; € R. Vsako vrstico r; matrike A pomnozimo
z «; in tako dobimo @, r; € R". Z [; oznacimo maksimalno vrednost za vsak
stolpec j. Ce §; = b, namesto 3; raje vzamemo b;. Ce je Bj = —oo za nek j,
ga zamenjamo s poljubnim realnim Stevilom. Matrika A’ je torej pridobljena
tako, da vsak stolpec j matrike A z 3; zadosca pogojem iz leme 3.12. Ker te

operacije ne vplivajo na singularnost, je A singularna. O

Dokaz izreka 3.10 bo sledil iz izreka 3.13 in leme 3.14.

Lema 3.14 Vrstice vsake singularne n X n matrike so tropsko odvisne. Ko
je |A| # —o0, so koeficienti odvisnosti o definirani kot o; = (| A;4]), za nek

fiksen 7 € 1,...,n, kjer je w predpis, ki

7 (IL®,0) = (RU{—occ}, maz,+)
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in za katerega velja w:a” v« a, T a— a in T —00 — —00.
Preden dokazemo lemo, definirajmo Se:

Definicija 3.15 MnoZica vrstic r1, ..., 1, ima napako ranga k, ce obstaja k

stolpcev c;,, ..., ¢j,,, da je a;;, = —00, zavse 1 <k <mninl<u<k.

Izberimo si matriko in dolo¢imo napako ranga.

Primer 3.16
2 —oc0 2 —©
A=|-00 —00 —00 2
1 —o0 —o0 —o0

Opazimo, da ima le drugi stolpec vse elemente enake —oo, zato je napaka

ranga enak 1.

Trditev 3.17 Dana je n X n matrika A. |A| = —oo natanko tedaj, ko ima

za nek 1 < k <n, matrika A k vrstic z napako ranga n + 1 — k.

S pomocjo napake ranga, dokazimo lemo 3.14.

Dokaz. [Lema 3.14] Naj velja naslednja hipoteza

(|A|)V = (an...a,m)”,

na katero ne vpliva mnozenje vrstic ali stolpcev z danim realnim Stevilom «.
V nadaljevanju se osredoti¢imo na vrstice, ki jih oznac¢imo z ry,...,r, dane
matrike A. Za popoln dokaz leme bi morali upostevati matrike, katere deter-
minanta |A| # —oo in matrike z determinanto |A| = —oo. Zaradi obseznosti
dokaza, se osredotoc¢imo le na matrike z |A| = —cc.

Determinanta matrike A je lahko enaka —oo le v primeru, ko so vsi koefici-
enti odvisnosti v prvem stolpcu matrike A, a; = |A;1|, enaki —oo. Pois¢emo
najvecjo m X m podmatriko A’, ki ima detrminanto razlicno od —oco in

najvecjo v-vrednost. 7 indukcijsko predpostavko privzamemo, da je m =
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n — 1, saj za n ze vemo, da je |A] = —oo. Poleg tega, je dovolj najti od-
visnost med £ vrsticami. Po predlogu 3.17 in z indukcijo, ugotovimo, da je
k =mn. Vsi vpisi v prvem stolpcu so zato —oo.

Lema je v celoti dokazana v [4]. O
Izrek 3.10 sedaj sledi iz izreka 3.13 in leme 3.14.

S pomocjo tropske determinante in tropske odvisnosti lahko dolo¢imo

rang tropske matrike.
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Poglavje 4
Rangi tropskih matrik

V literaturi, ki sem jo prebrala, sem zasledila veliko razlicnih, med seboj
ekvivalentnih, definicij rangov in jih lahko pois¢emo v [1], [2], [3] in [6]. Po-
sebnost tropskega sveta pa je ravno v tem, da nam razlicne definicije rangov,
ki v realnem svetu sovpadajo, lahko predstavijo razlicne rezultate. Torej
med sabo niso ve¢ ekvivalentne. V nadaljevanju je predstavljena vsota dveh
razlicnih matrik, enkrat obravnavana v tropskem, drugic v razsirjenem trop-
skem polkolobarju. Zelim pokazati, da se rezultati v tropskem polkolobarju
razlikujejo od rezultatov v razsirjenem tropskem polkolobarju. Najprej pa Se

nekaj definicij.

V prejsnjem poglavju smo definirali tropsko determinanto, tropsko od-
visnost in singularnost. Te definicije bomo pridno uporabili pri racunanju
tropskega ranga. Tropski rang bomo definirali na tri razlicne nacine, pred-

stavljeni pa so spodaj.

4.1 Tropski rang

Osredotoc¢imo se najprej samo na tropski polkolobar. Najprej bomo za
izracun ranga tropske matrike A uporabili njeno determinanto. Zopet lahko

izhajamo iz linearne algebre: rang matrike A je velikost najvecje podmatrike

25
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matrike A z nenicelno determinanto. Podobno lahko zapisemo tudi definicijo

tropskega ranga.

Definicija 4.1 Tropski rang matrike A € R™™ je enak najvecjemu takemu

stevilu r, da ima matrika A tropsko reqularno v x r podmatriko.

Primer 4.2 Izberimo si neko nenicelno matriko A in izracunajmo realni in

3 5
4 6

Virstici matrike sta nad R neodvisni in zato mora biti determinanta matrike

tropski rang te matrike.

A:

A razlicna od 0.

|A] =18 — 20 = —2

Rang matrike A je zato enak 2.

Na drugi strani, pa opazujemo to isto matriko A nad R. Opazimo, da je ma-
trika A tropsko singularna, saj je vrednost sodih permutacij enaka vrednosti
lthth permutaciy:

306=9=504.

Preveriti moramo Se morebitno singularnost podmatrike matrike A. Podma-

trika je reqularna, zato je stevilo r, ki ga iscemo enak 1.

Rang matrike lahko dolo¢imo tudi s pomocjo ugotavljanja odvisnosti vr-
stic oziroma stolpcev. Za matriko A definirajmo Se vrsti¢ni rang rkg(A) in

stolpi¢ni rang rkc(A).

Definicija 4.3 Vrsticni rang matrike A je maksimalno stevilo tropsko neod-

visnih vrstic te matrike.

Definicija 4.4 Stolpicni rang matrike A je maksimalno stevilo tropsko ne-

odvisnih stolpcev te matrike.
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Primer 4.5 Zopet si ogleymo zgornjo matriko iz primera 4.2 in izracunajmo
vrsticni in stolpicni rang.

Opazimo, da sta vrstici tropsko odvisni in velja
1®(3,5) = (4,6).

Ker ni tropsko odvisnih vrstic in rkr(A) = 1.
Enako wvelja za stolpce. Tudi stolpca sta tropsko odvisna, tako da lahko
zapisemo

20 (3,4) = (5,6)

in rkc(A) = 1.

Ker pa vemo, da se lahko vrsti¢ni in stolpi¢ni rang razlikujeta, pois¢imo

Se tak primer matrike, s katero se o tem lahko prepricamo.

Primer 4.6 Naj bo dana matrika

0 —oo 0 0
A= 0 0 -0 —00

-0 0 0 —00

Doloc¢imo range matrike.

Tropski rang rkp = 3, saj lahko najdemo 3 x 3 regularno podmatriko, kot je

na primer
0 —-oo O
det | 0 0 —oo
—oo 0 0

Vrsticni rang rkgr dolocimo tako, da preverimo morebitno odvisnost vrstic.
Za trojico vektorjev moramo poiskati take konstante o, B in vy, da bo veljala

vsaj ena od enakosti:
a® (0,—00,0,0)® 5 ® (0,0, —00,—0) =7 ® (—00, 0,0, —00),

a® (0,-00,0,0) By © (—00,0,0,—00) = 5 (0,0, —0c0, —00),
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m
B® (0,0, —00,—0) By O (—00,0,0,—00) = a ® (0, —00,0,0)

Ugotovimo, da v vsakem od sistemov enakosti veljajo le, koa = = v = —o0.

Vrstice so meoduvisne in vrsticni rang rkr = 3.

Stolpicni rang doloc¢imo podobno, le da ugotavijamo odvisnost stolpcev. Za

konstante «, 8, v in §, mora veljati vsaj ena od enakosti:
a® (0,0,—00)® O (—00,0,0) &y ©® (0, —00,0) = ® (0, —00, —0),

a®(0,0,—00) B L O (—00,0,0) B ©® (0, —00, —0) = v ©® (0, —00, 0),
a® (0,0,—00) &y ® (0,—00,0) & O (0, —00, —0) = © (—00,0,0),
B O (—00,0,0) B~y ® (0, —00,0) B d® (0, —00,—00) = a® (0,0, —00),
a® (0,0,—00)® O (—00,0,0) =7 (0,—00,0) ®  ® (0, —00, —00),
a®(0,0,—00)®y® (0,—00,0) =B (—00,0,0)® ® (0, —00, —0),
a®(0,0,—00) B 6 ® (0,—00,—00) = O (—00,0,0) &y ©® (0, —00,0).

Zopetl resimo vse sisteme treh enacb s stirimi neznankami in ugotovimo, da
so vsi sistemi resljiv, ¢e velja a = f =v =09 = —o0. Stolpci so neodvisni in

zato je stolpicéni rang rke = 4.

4.2 Razsirjeni tropski rang

Definicije zgoraj opisanih rangov so enake tudi v razsirjenem tropskem pro-
storu. Drugac¢no je le preverjanje tropske singularnosti, saj je matrika A
singularna, ce

|A| € R”
in tropske odvisnosti, kjer mora biti rezultat

a1 D ... D oV, € R



4.3. PRIMERJAVA TROPSKEGA IN RAZSIRJENEGA TROPSKEGA
RANGA 29

Posebnost, ki jo najdemo v razsirjenem tropskem polkolobarju in je ni v

tropskem polkolobarju, je naslednji izrek:

Izrek 4.7 Tropski rang je vedno enak vrsticnemu rangu in ta je vedno enak

stolpicnemu rangu. ([4], Theorem 3.4)

Prav tako razsirjeni tropski rang iz primera 4.2 predstavi enake rezultate,

zato se raje posvetimo primeru, s katerim bomo ilustrirali zgornji izrek.

4.3 Primerjava tropskega in razsirjenega trop-

skega ranga

Izberimo si neko matriko A, za katero bomo dolocili tropski, vrsti¢ni in

stolpi¢ni rang nad tropskim in razsirjenim tropskim polkolobarjem.

A:

o O O
— =
ot W N

Najprej dolo¢imo vse tri range za matriko A nad tropskim polkolobarjem.

Zaradi idempotentnosti tropskega polkolobarja velja
Ad A=A

1. Tropski rang: S pomocjo sodih in lihih permutacij bomo dolocali sin-
gularnost podmatrik. Matrika A je singularna, saj je vrednost sodih
permutacij enaka vrednosti lihih permutacij (6 4 @ 3). Nato moramo
preveriti vseh devet 2 X 2 poddeterminant in se prepricati o singularno-

sti vseh. Takoj lahko opazimo regularnost podmatrike (spodaj desno)

13
1 5|

Zato je tropski rang matrike A (rkp) enak 2.

A=
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2. Vrsticni rang: Poiskati moramo take konstante a, 5 in v, da

a®(0,1,2)s5(0,1,3) =v®(0,1,5),

a®(0,1,2) v (0,1,5) =5 (0,1,3)
in
8®(0,1,3) dy®(0,1,5) =a®(0,1,2).

Vse tri sistem enacb lahko resimo le, ¢e a = f = v = —o0. Vrstice so

neodvisne in vrsti¢ni rang (rkg) je zato enak 3.

. Stolpi¢ni rang: Poiskati moramo konstante o, 3 in v, da bo veljala vsaj

ena od enakosti:
a® (0,000 (1,1,1) =y (2,3,5),

a®(0,0,0)®v0(2,3,5) =06 (1,1,1),
in

LOLL1)dy®(2,3,5)=a®(0,0,0).
Druga enakost bo veljala, ¢e je o = 5, 8 = 4 in v = 0. Stolpci so
tropsko odvisni, zato je rkg < 3.

Preverimo sSe za pare vektorjev. Poiskati moramo konstante «, £ in -,

da bo veljala vsaj ena od enakosti:
a®(0,0,0)=p06(1,1,1),

a®(0,0,0) =7y (2,3,5)
in
LO(L,1,1)=y3(2,3,5).
Za o = 1 in f = 0 velja prva enakost in stolpca sta odvisna. Tako

ostanejo samo Se posamezni vektorji, ki pa so neodvisni in zato je rkc =

1.
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Poglejmo si Se rezultate, ki jih dobimo za matriko A @ A nad razsirjenim

tropskim polkolobarjem.

o 1v 2
AA= |0V 1v 3
o 17 5

1. Tropski rang: Ker so vsi elementi matrike A & A iz @V, lahko takoj
opazimo, da so vse poddeterminante prav tako iz R’ in so zato vse

podmatrike singularne. Tropski rang je potem rkp = 0.

2. Vrsticni rang: Preverjamo tropsko odvisnost vrstic. IS¢emo konstante

a, B in v, da bo:

a® (0", 17,28 8o (07,17,3) @y o (0,1V,5") e R".
To je vedno res, saj so ze vsi elementi matrike A iz R” in zato so vrstice

tropsko odvisne. Vrsticni rang rkg je zato enak 0.

3. Stolpicni rang: Preverimo Se tropsko odvisnost stolpcev. Zaradi enakih
razlogov kot pri vrsticnem rangu, lahko zapisemo, da so stolpci tropsko

odvisni in zato je stolpicni rang rkc enak 0.
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Poglavje 5

Zakljucek

V matematicnem svetu so polkolobarji vse okoli nas. Pravzaprav je mate-
maticna struktura, mnozica naravnih Stevil, s katero se srecujemo vsak dan,
polkolobar. Zato ni ni¢ ¢udnega, da je veliko literature posvecene raziskavi

polkolobarjev.

Tropska matematika poteka nad tropskim polkolobarjem (RU{—o0}, max, +),

s spremenjenima operacijama seStevanja in mnozenja. Pritropskem sestevanju
vzamemo maksimalni element, pri tropskem mnozenju pa Stevila enostavno
sestejemo. Pravzaprav je tako rac¢unanje lazje in hitrejse, in je bolj uporabna
pri optimizaciji. Takoj pa se pojavi vprasanje; ali se zaradi druga¢nega nacina
racunanja, spremenijo osnovne lastnosti seStevanja in mnozenja? Pokazali
smo, da lastnosti, kot so komutativnost, asociativnost in distributivnost, Se
vedno veljajo, tako v tropskem kot tudi v razsirjenem tropskem polkolobarju.
Razsirjeni tropski polkolobar, vsebuje dve kopiji realnih stevil R in R” in zle-
pljeni skupaj tvorita novo mnozico T = RU {—oo} UR".

Tudi rac¢unanje z matrikami nam ne prestavlja tezav. Postopek sestevanja
kot tudi mnozenja tropskih matrik je popolnoma enak kot pri linearni alge-
bri, seveda z redefiniranima operacijama sestevanja @ in mnozenja ®. Ker
pa v tropski matematiki ne obstaja operacija odstevanja, problem nastopi

pri izracunu determinante. Definicija tropske determinante se ujema z de-
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finicijo permanente iz linearne algebre, vendar pa je tropska determinanta
lahko povsem drugacna kot determinanta v linearni algebri. Pravzaprav se
lahko determinanti razlikujeta ze v tropskem in razsirjenem tropskem polko-
lobarju.

Kot nam je ze poznano iz linearne algebre, lahko s pomocjo determinante
doloc¢imo rang matrike. To lahko storimo tako v tropskem, kot tudi v razsirjenem
tropskem polkolobarju. Rang matrike lahko dolo¢imo tudi tako, da opazu-
jemo odvisnost vrstic ali stolpcev matrike. Ker pa so osnovne racunske ope-
racije definirane drugace, moramo paziti, kdaj so si vrstice oziroma stolpci
odvisni.

Iz linearne algebre vemo, da ne glede na katerega izmed zgornjih nacinov,
s katerim lahko dolo¢imo rang matrike, je ta vedno isti. Zanimivo pa je,
da za range matrik nad tropskim polkolobarjem to ni nujno res. Prav hitro
lahko najdemo matriko, katere je rang, ki ga izracunamo s pomocjo determi-
nante, lahko drugacen kot vrsti¢ni oziroma stolpi¢ni rang. Ker nas to lahko
zavede, bi se temu radu izognili. Zato tropski polkolobar ustrezno razsirimo
na razsirjeni tropski polkolobar, kjer se lastnosti determinant matrik bolj

priblizajo lastnostim realnih matrik.
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