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Povzetek

Primerjanje krivulj je v ra¢unalnistvu pogost in pomemben problem. Krivulje
se pogosto primerja kot diskretne mnozice tock, npr. z izra¢cunom Hausdorffove
razdalje. Tak pristop lahko vodi v nezelene rezultate. Fréchetova razdalja, ki
jo predstavimo v nalogi, je naravna metrika za podobnost krivulj, saj uposteva
tako krivulje v celoti kot njihovo parametrizacijo. Obstaja tudi diskretna
razli¢ica Fréchetove razdalje, ki prav tako uposteva tok krivulj, vendar ima v
praksi precej hitrejSe primitivne operacije.

Namen diplomskega dela je predstavitev razsitirev algoritmov za izracun
Fréchetove razdalje iz poligonalnih krivulj na gladke krivulje z dolocenimi
omejitvami. V nalogi podamo konkretne algoritme za izracun odlo¢itvenega in
optimizacijskega problema Fréchetove razdalje za gladke krivulje pri podanih
nekaterih primitivnih operacijah. Dokazemo, da ohranita kombinatori¢no
casovno kompleksnost algoritmov, ki delujejo nad poligonalnalnimi krivuljami,
t.j. O(n?) za odloéitveni problem ter O(n*log®n) za optimizacijski problem,
kjer sta krivulji sestavljeni iz n elementarnih delov.

Algoritme preizkusimo v praksi in ugotovimo, da imajo za prakti¢no
uporabo prepocasne primitivne operacije, zato je v praksi Se vedno bolj

smiselno uporabiti diskretno razli¢ico Fréchetove razdalje.

Kljuéne besede: krivulje, Fréchetova razdalja, parametricno iskanje



Abstract

Comparing curves is an important and common problem in computer sci-
ence. Curves are usually compared as sets of points, for example using the
Hausdorff distance. Such an approach can lead to unrealistic results. Fréchet
distance, which we explain in this thesis, is a natural measure of similarity
between curves because it uses the curves in their entirety and respects their
parametrization. There exists a discrete variant of the Fréchet distance which
also respects the flow of the curves. In practice, this variant has a much
better performance because of simpler primitive operations.

The purpose of this thesis is to show the extension of algorithms for
computing the Fréchet distance from polygonal curves to smooth curves, with
some limitations. We provide concrete algorithms for solving the decision
and optimization problems of Fréchet distance for smooth curves, provided
some primitive operations are available. We prove that such algorithms make
the same number of primitive operations as algorithms for polygonal curves:
@) (n)2 for the decision problem and O(n2 log? n) for the optimization problem,
when the curves consist of n joined elementary pieces.

We conclude that the running times of the primitive operations of these
algorithms are too large to be useful in practice, and that the discrete variant

of the Fréchet distance is still a better option.

Keywords: curves, Fréchet distance, parametric search



Poglavje 1
Uvod

Problem primerjanja krivulj se v racunalnistvu pojavlja pogosto. Primerjanje
je pomembno predvsem na podroc¢ju racunalniske grafike, racunalniskega vida,

robotike, analize signalov. Pri tem sta pomembni vprasanji:
e kako definiramo podobnost med krivuljama?
e kako ucinkovito se da podobnost izracunati?

Poznanih je kar nekaj metrik in nac¢inov primerjanja krivulj, za katere
obstajajo ucinkoviti algoritmi, vendar ne dajo nujno dobrih rezultatov. Nekaj
takih metrik je opisanih v poglavju 2]

Fréchetova razdalja se imenuje po francoskem matematiku Maurice René
Fréchetu in je metrika za primerjanje krivulj, ki v nasprotju z npr. Hausdor-
ffovo metriko ne deluje na mnozici tock, ampak uposteva tudi tok krivu-
lje. Fréchetova razdalja je bila pogosto uporabljena, recimo za ucinkovito
poenostavitev krivulj [I], iskanje po prostorocno pisanih dokumentih [20],
aproksimacijsko iskanje najblizjega soseda [15] ter v geografskih informacijskih
sistemih (GIS) [10].

Za boljso predstavo si oglejmo naslednjo prispodobo o Fréchetovi razdalji
planarnih krivulj f in ¢g: naj pes stoji na zacetku krivulje g, njegov lastnik
pa na zacetku krivulje f. Lastnik vodi psa na povodcu po krivulji g, sam pa

se giblje po krivulji f, pri ¢emer se oba lahko premikata le naprej, dokler ne
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prideta do koné¢ne tocke svoje krivulje. Tedaj je Fréchetova razdalja najmanjsa
dolzina povodca, ki omogoca, da se pes in njegov lastnik premakneta od

zacetka do konca svojih krivulj pri navedenih omejitvah.

1.1 Pregled podrocja

Alt in Godau sta v [2] predstavila algoritem za izrac¢un odloc¢itvenega problema
Fréchetove razdalje poligonalnih krivulj casovne zahtevnosti O(n?), kjer sta
poligonalni krivulji sestavljeni iz O(n) odsekov. Predstavila sta algoritem,
ki Fréchetovo razdaljo za poligonalne krivulje izracuna v ¢asu O(n?logn).
Za izracun Fréchetove razdalje krivulj ob dolocenih dodatnih predpostavkah
obstaja tudi 1+¢ aproksimacijski algoritem skoraj linearne casovne zahtevnosti
[T1]. Algoritem za izracun preprostejse variante Fréchetove razdalje, diskretne
Fréchetove razdalje, je bil predstavljen v [I4] in ima ¢asovno zahtevnost
O(n?).

Fréchetova razdalja se lahko razsiri tudi na iskanje razdalje mnozice krivulj.
Naivni algoritem za iskanje Fréchetove razdalje k krivulj ima ¢asovno zah-
tevnost O(n"‘ log n), poleg tega obstaja 2-aproksimacijski algoritem casovne
zahtevnosti O(n?logn) [12].

Obstajajo tudi algoritmi za izracun Fréchetove razdalje v bolj kompleksnih
metricnih prostorih, recimo geodezi¢na Fréchetova razdalja znotraj preprostih
poligonov [16] in na konveksnih poliedrih [I7]. Chambers et al. predstavijo
drugo verzijo Fréchetove razdalje v veckotniku z luknjami, kjer tudi povodec
predstavlja zvezna funkcija [9].

Fréchetovo razdaljo je mozno razsiriti na iskanje razdalje med ploskvami, re-
cimo med preprostimi poligoni [8]. Buchin et al. so pokazali, da je odloc¢itveni
problem Fréchetove razdalje za preproste ne samo-sekajoce poligone z lu-
knjami, in samo-sekajoce preproste poligone NP-tezek [7].

Buchin et al. predstavijo algoritem za iskanje lokalno korektnih Fréchetovih
prirejanj poligonalnih krivulj ¢asovne zahtevnosti O(n?logn) ter algoritem

za iskanje diskretnega lokalno korektnega Fréchetovega prirejanja casovne
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zahtevnosti O(n?) [6].
Vsi znani algoritmi za izrac¢un odlocitvenega problema Fréchetove razdalje
imajo, ne glede na dimenzijo prostora, v katerem sta krivulji definirani, skoraj

kvadrati¢no ¢asovno zahtevnost, spodnja meja zahtevnosti tega problema pa
je Q(nlogn) [5.

1.2 Cilj naloge in rezultati

Rote je v [19] opisal, kako bi iskanje Fréchetove razdalje lahko razsirili na
splosne gladke krivulje, kar je bil povod za za pisanje naloge. Cilj naloge je
bil predstaviti ter implementirati algoritem za iskanje Fréchetove razdalje
zlepkov gladkih krivulj.

Predstavimo algoritem kombinatoriéne casovne zahtevnosti O(nm) za
odlocitveni problem Fréchetove razdalje zlepkov n in m gladkih krivulj ter
algoritem kombinatori¢ne ¢asovne zahtevnosti O(nm log? (nm)) za optimiza-
cijski problem.

Konkretno implementiramo in preizkusimo algoritem za odlocitveni pro-
blem Fréchetove razdalje na primeru zlepkov, sestavljenih iz daljic ter kroznih
odsekov. Predstavimo splosno ogrodje za implementacijo optimizacijskega
algoritma Fréchetove razdalje, vendar ga zaradi kompleksnosti krivulj preiz-

kusimo zgolj nad poligonalnimi krivuljami.

1.3 Organizacija dela

Struktura naloge je sledeca:

e V poglavju [2| opiSemo nekaj razlicnih alternativ za dolocanje razdalj

med krivuljami.

e V poglavju [3| formalno definiramo Fréchetovo razdaljo, diagrame krivulj
ter mnozice prostih in prepovedanih tock diagramov. Definiramo tudi

odlo¢itveni in optimizacijski problem Fréchetove razdalje.
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e V poglavju {4| opiSemo potrebno teoreticno ozadje ter algoritem odloci-
tvenega problema Fréchetove razdalje nad zlepki gladkih planarnih

krivulj.

e V poglavju [5| opisemo parametricno iskanje ter algoritem optimiza-
cijskega problema Fréchetove razdalje nad zlepki gladkih planarnih

krivulj.

e V poglavju [6] predstavimo rezultate konkretne implementacije za dva
razreda krivulj: sklenjene daljice ter sklenjene krozne odseke. Opisemo
probleme, ki se pri taki implementacijo pojavijo ter ideje za nadaljne

raziskave.
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Metode za primerjanje

podobnosti krivulj

2.1 Hausdorffova metrika

Ena od moznosti racunanja razdalj med krivuljami je Hausdorffova metrika.

Kot vhod vzame dve neprazni mnozici tock in je definirana kot

51 (A, B) = inf la — b inf ||a —b|| ).
u(A, B) maX@elg;gBHa ”’i‘QE;EA”“ H)

Hausdorffovo razdaljo lahko uporabimo za primerjanje podobnosti krivulj
tako, da krivulje primerno vzoréimo, npr. v tockah presecisé. Ker Hausdorffova
razdalja v izracun ne vkljucuje toka krivulje, saj jih obravnava kot mnozice
tock, vcasih ni najboljsa moznost za dolocanje podobnosti krivulj. Tak primer
prikazuje slika[6.1] ki je povzeta po [3].

Casovna zahtevnost za izracun Hausdorffove razdalje poligonalnih krivulj

velikosti n, m delov je enaka O(nm).
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Slika 6.1: Primer dveh krivulj z majhno Hausdorffovo razdaljo toda veliko
Fréchetovo razdaljo.

2.2 Dinamiéno ¢asovno krivljenje (angl. dyna-
mic time warping)

Dinamicno casovno krivijenje se je prvic pojavilo v 60. letih kot mera
za primerjavo zvocnih zapisov. Podobno kot Hausdorffova razdalja tudi
dynamic time warping deluje nad mnozicama tock. Naj bo T = {t1,ts,...,t,}
zaporedje ¢asovnih vrednosti ter A = {aj,as,...,a,}, B = {b1,ba,...,b,}
vrednosti funkcij pri vrednostih parametra ¢;. Dinami¢no ¢asovno krivljenje

je definirano kot:
oprw (A, B) = main Z [b; — a4l
(i,4)€0
kjer je 0 = {01,09,...,0,}, 0; € [1,n]* zaporedje, za katero velja:

e monotonost: za vse (a,b), (¢,d) € o kjer velja a < ¢ velja tudi b < d.

e zveznost: za vse 0; = (4, Y;), Oir1 = (Tiv1, Yry1) velja x;q — x; < 1,

Yier — Yy < 1.

Ker dinamic¢no ¢asovno krivljenje uporablja mnozice tock, je potrebno za
njegovo uporabo pri primerjanju krivulj le-te prej vzorciti, vendar pri tem
uposteva tudi tok krivulj [13].

Casovna zahtevnost izracuna dinami¢nega Gasovnega krivljenja poligonal-

nih krivulj velikosti n in m delov je enaka O(nm).
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2.3 Razdalja med krivuljami, ki temelji na

odklonu

Naj bo f : [a,b] — R? krivulja v ravnini. Naj bo s : [a,b] — R funkcija

dolzine loka krivulje f, definirana kot

st = [ 17wl

kjer | f'(x)| oznacuje dolzino tangentnega vektorja krivulje f pri parametru t.

Odklon (ang. turning angle) oy : [a,b] — R krivulje f je definiran kot

kjer je k(s) ukrivljenost krivulje f v odvisnosti od dolzine loka s, ki je

definirana kot L 'y
Ay =y

o ($/2 +y/2)3/2‘
Arkin et al. uvedejo metriko, ki temelji na primerjanju funkcij odklona
krivulj [4]. Naj bo ay funkcija odklona krivulje f. Potem lahko podobnost
krivulj f : [a,b] — R? in g : [a,b] — R? dolo¢imo s primerjanjem funkcij

odklonov ay, ay:

1/2

(7.9 = las = eyl = ([ (arts) — ay(5)as)

Ker je vrednost tako definirane d(f, g) odvisna tudi od rotacije krivulj f

in g, lahko rezultate se nekoliko izboljsamo:

1/2

on(t.0) =i ( [ (ag(s) — als) + ops)

V primeru primerjanja dveh poligonalnih krivulj F, G velikosti n, m de-

lov, v tem vrstnem redu, je ¢asovna zahtevnost izracuna dr(F,G) enaka
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O(nmlog (nm)).

2.4 Fréchetova razdalja

Naj bosta f : A = [la,74] = R?*in g : B = [Ig, rg] — R? ravninski krivulji.

Zvezna Fréchetova razdalja krivulj f in g je definirana kot

op(f,9) = inf max||f(a(t)) —g(B(1)),

a:[0,1]=A t€[0,1]
B:[0,1]—B

kjer sta o in f monotono narasc¢ajoci funkciji, in velja a(0) = 14, a(1) = ra,
B(0) = lg, B(1) = rg. Ko pogoj o monotonosti funkcij a in f umaknemo,
govorimo o sibki Fréchetovi razdalji.

Casovna zahtevnost znanih algoritmov za problem odlo¢anja za poligonalni
krivulji F' in G velikosti n in m delov, v tem vrstnem redu, je enaka O(nm),
casovna zahtevnost znanih algoritmov za izracun toc¢ne Fréchetove razdalje
pa je enaka O(nmlog (nm)).

Naj bo F : [0,n] — V poligonalna krivulja. Definirajmo zaporedje
(F(0),F(1),...,F(n)) njenih tock z o(F). Naj bosta F' in G poligonalni
krivulji n in m odsekov, v tem vrstnem redu, in o(F) = (uq,us,...,uy,),
0(G) = (v1,v9,...,vy,) zaporedja njunih tock. Prirejanje L krivulj F' in G

naj bo urejeno zaporedje parov

(uCLl?vbl)? (ua27vb2)7 SR (uam7vbm)7

kjer velja a; = 1,b; = 1,a,, = p,b,, = q in za vse ¢ € [0, ¢] velja a;11 = a; ali
i1 =a; +1in b1 = b; ali b1 = b; + 1. Diskretna Fréchetova razdalja je

definirana kot

2

Sar(f,g) = min{ max_|lu,, — vy,
L “ie

kjer minimum tec¢e po vseh moznih prirejanjih L.
Casovna zahtevnost izracuna diskretne Fréchetove razdalje poligonalnih

krivulj £ in G velikosti n in m odsekov, je enaka O(nm).
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Fréchetova razdalja upostevata tok krivulj, zato ima primer slike [6.1] veliko

tako zvezno kot tudi diskretno Fréchetovo razdaljo.
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Razumevanje Fréchetove

razdalje

Za formalni opis problema izracuna Fréchetove razdalje najprej definirajmo

nekaj novih pojmov.

Definicija 11.1. Definirajmo diagram D{9 : A x B — {—1,0,1} krivulj
f:A—=R?%in g: B — R? pri razdalji ¢ kot funkcijo

L5 F @) —gtg)ll <e
DI(ty,ty) =9 0 5 |If(ty) —g(ty)] =€
=15 [lf () = g(ty)ll > €

Definicija 11.2. Definirajmo mnoZico prostih to¢k diagrama D9 funkcij
f:A—=R? g: B — R?kot
F.(f.9) = {(a,b) € Ax B| DI(a,b) € {0,1}},
mnozico prostih tock brez meje kot

FZ(f,9) = {(a,b) € Ax B | DI*(a,b) =1},

11
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mnozico prepovedanih tock kot
FZ(f.9) = {(a,b) € A x B| Df*(a,b) = -1},
mnozico mejnih tock pa kot
Fe(f.9) = {(a,b) € A x B| D(a,b) = 0},

Za tocke znotraj F. recemo, da so dostopne (angl. feasible), tocke znotraj

F- pa so prepovedane (angl. forbidden).

Definicija 12.1. Naj bo ovira O zaprta, povezana in maksimalna mnozica
tock, za katero velja O C F-(f,g). Mnozico vseh ovir v diagramu D/9

oznacimo z Of9.

V vseh ilustracijah so obmocja F.F(f, g) obarvana belo, obmoéja F(f, g)
sivo, mnozica tock F2(f,g) pa je predstavljena s ¢rno ¢rto. Vse definirane

pojme ilustrira slika [13.1]

Definicija 12.2. Odlocitveni problem Fréchetove razdalje krivulj f in g je

problem odlo¢anja, ali za podano vrednost € velja dp(f, g) < €.

Definicija 12.3. Naj bosta f : A = [la,ra] = R?*ing: B = [Ig,rg] — R?
krivulji. Naj bo p = (py : I — A,p, : I — B) parametri¢na funkcija, kjer
velja Vt € I : p(t) € F.(f,g). Potem je p monotona pot v diagramu D/, ¢e
velja

Vi <t:pp(t) < pr(t) Apg(t) < pylt).

Slika, prikazuje dve mozni monotoni poti v diagramu.

Trditev 12.4. Za nek € > 0 velja dr(f, g) < € natanko tedaj, ko v diagramu

D19 obstaja monotona pot iz tocke (La,lg) v tocko (ra,rg).

Dokaz.

(=) Po definiciji Fréchetove razdalje o in 3 predstavljata tako monotono pot



13

O,
O3
g
‘ Fo(f,9)

Oy

Slika 13.1: Tlustracija diagrama D/ krivulj f in g. Rde¢i érti prikazujeta
dve mozni monotoni poti.

(v parametri¢ni obliki) v diagramu D79,
(«) Oznacimo s p = (ps : I — A,p, : I — B) monotono pot v diagramu D{*9.
Velja || f(pr(t)) — g(py(t))]] < € za vsako vrednost ¢t € I. Potem velja tudi

max || f(ps(8)) — 9(ps (1)) < &,

od koder sledi

r(f.g) = it 7(a(0) — g(B) < max 15 (0) — alp0)] < =
B8:10,1]—B

Definicija 13.1. Optimizacijski problem Fréchetove razdalje krivulj f in ¢

je problem iskanja tocne vrednosti dg(f, g).
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V nadaljevanju naloge sledi natancen opis algoritmov za odlo¢itveni in

optimizacijski problem razsirjenih na zlepke gladkih krivulj.



Poglavje 4
Resitev odlocitvenega problema

V tem razdelku bomo dokazali, da obstaja algoritem za odloc¢itveni problem
Frechetove razdalje zlepkov gladkih krivulj in ga konstruirali.

V podrazdelku si bomo ogledali nekaj lem in omejitev, ki jih potrebu-
jemo, da lahko algoritem implementiramo. Vecina lem je povzetih po clanku
[19].

V podrazdelku si bomo postopno ogledali algoritme, ki privedejo
do koncnega algoritma za odlocitveni problem, in dokazali njihove ¢asovne
zahtevnosti. Konstruirali bomo algoritem za izra¢un ekstremnih tock ovir v
diagramih, nato bomo definirali intervale v diagramih in ekvivalen¢no relacijo
med njimi. Odlo¢itveni problem nato razdelimo na podprobleme iskanja
dosegljivih tock znotraj enega diagrama. Na koncu vse algoritme zdruzimo v
algoritem odlocitvenega problema Frechetove razdalje zlepkov gladkih krivulj

n in m delov s ¢asovno zahtevnostjo O(nm).

4.1 Predpogoji

Lema 15.1. Naj bo f dvakrat odvedljiva krivulja z odklonom najveé w ter
naj bo ¢ kroznica polmera €, funkcija f pa naj bo v enem od krajis¢ nanjo

tangenina.
(a) Ce je ukrivijenost f povsod strogo vecja od 1/e ter f in c teceta v

15
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isto smer v zacetni tangentni tocki, potem krivulja f ne more doseci

zunanjosti c.

(b) Ce je ukrivljenost f povsod strogo vecja od 1/e ter f in c teceta v
nasprotno smer v zacetni tangentni tocki, potem krivulja f ne more

doseci notranjosti c.

(c) Ce je ukrivljenost f povsod strogo mangjia od 1/e potem krivulja f ne

more doseci notranjosti c.

SN
NN

Slika 16.1: Ilustracije leme m

Dokaz.

(a) Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je krog ¢ enotski s
srediscem v tocki (0,0) zacetna tocka funkcije f je tocka (1,0), tangentni
vektor vy pa kaze navzgor, kot prikazuje slika @ Definirajmo f kot
funkcijo dolzine loka s, a(s) pa naj predstavlja monotono naraséujoco

funkcijo odklona funcije f. Oznac¢imo f ter njen odvod kot

o) = F“)] - [_Sm(“(s”] . (16.)
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(b)

Ker je a(s) po predpostavki monotono narascujoca funkcija, velja
0 < a(s) < ter a(s) > 1. Potem velja & = —sin(a(s)) < 0 ter

& = —sin(a(s)) > —sin(a(s)) - &(s).
Neenacbo lahko integriramo ter dobimo
x > cos(a).

Ker sta arccos(z) ter cot(x) monotono padajoci funkeiji, za —1 <z < 1

dobimo

arccos(z) < «
T cos a

\/ﬁ = cot(arccos(z)) > cot(a) =

Enacbo in neenacho lahko zdruzimo ter preuredimo v

(17.1)

sina

—T-T

V1— 22

integriranje pa nam da konéno mejo za y

y <

y<v1-—a2

Predpostavimo situacijo iz tocke @ Glede na navpi¢no premico [ :
x = 1 kroznica c lezi na njeni levi, kot to prikazuje slika . Da bi
krivulja f lahko presla v notranjost kroznice ¢, bi morala sekali premico
¢, s tem pa bi bil odklon glede na tocko A vecji od m, kar je v nasprotju

s predpostavko.

Dokazimo najprej, da trditev velja ob omejitvi 0 < a(s) < m. Brez

skode za splosnost lahko predpostavimo enako situacijo, kot v tocki @,

kot je prikazano na sliki [16.1](d).
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Po predpostavki velja |é&(s)| < 1. Potem velja & = —sin(a(s)) < 0 ter
& = —sin(a(s)) < —sin(a(s)) - a(s).
Neenacho lahko integriramo ter dobimo
z < cos(a).

Ker sta arccos(z) ter cot(x) monotono padajoc¢i funkeiji, za —1 < z < 1

dobimo

arccos(z) > «
x cos &

A = cot(arccos(z)) < cot(a) =

Enacbo in neenacbo lahko zdruzimo ter preuredimo v

(18.1)

sina

-z

V1—22

integriranje pa nam da kon¢no mejo za y

y >

y>V1—a2

Sedaj odstranimo omejitev 0 < «(s) < w. Predpostavimo, da krivulja
f seka kroznico ¢ v tockah A in B. V tocki K vrednost o doseze
minimum, tangentni vektor vk krivulje f pa v tocki K kaze navzgor,
kot to prikazuje slika [19.1] Ker trditev velja za 0 < a(s) < , del
krivulje f za tocko K lezi zunaj kroznice ¢ polmera ¢, ki je tangentna
na vektor 5. Oznac¢imo navpi¢no premico skozi skrajno levo tocko K’
kroznice ¢ z £. Ker je vrednost a v tocki K po predpostavki minimalna,
kroznica ¢ gotovo v celoti lezi desno od premice . Potem mora krivulja
f sekati premico ¢ dvakrat, s tem pa bi bil odklon glede na tocko K

vecji od m, kar je v nasprotju s predpostavko.
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Slika 19.1: Splosna situacija leme [15. .

O

Lema 19.1. Naj bo f dvakrat odvedljiva funkcija z odklonom najvec , ter

naj bo ¢ kroznica polmera €.

(a) Ce je ukrivijenost f povsod strogo veé od 1/e, potem f lahko seka ¢ v

najvec dveh tockah.

(b) Ce je ukrivljenost f povsod strogo manj od 1/e, potem f lahko seka c v

najvec dveh tockah.
Dokaz.

(a) Naj krivulja f seka kroznico ¢ v tockah A, B, C. Predpostavimo lahko,
da f v tocki A preide v notranjost ¢, v tocki B v zunanjost in v tocki
C nazaj v notranjost, tangentni vektor v, krivulje f pa v tocki A
kaze navzgor, kot to prikazuje slika @ (sicer orientacijo krivulje
obrnemo). Po lemi m krivulja f lezi v notranjosti kroznice ¢ polmera
g, ki je tangentna na f v tocki A. Da krivulja doseze tocko C' mora
dvakrat sekati navpi¢no premico ¢ skozi tocko B, pri tem pa bi bil

odklon glede na tocko A veé¢ji od 7, kar je v nasprotju s predpostavko.
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(b) Naj krivulja f seka kroznico ¢ v tockah A, B, C. Predpostavimo lahko,
da f v tocki A preide v notranjost ¢, v tocki B v zunanjost in v tocki
C nazaj v notranjost, tangentni vektor vz krivulje f pa v tocki B
kaze navzgor, kot to prikazuje slika @ (sicer orientacijo krivulje
obrnemo). S ¢y, ¢y oznaéimo kroznici polmera r, ki sta tangentni na
krivuljo f v tocki B, z Bi, B njuni skrajni tocki, z [y, [y pa navpicni
premici skozi njiju. Potem mora kroznica c v celoti lezati med premicama
l1 in {5, torej krivulja f seka eno od njiju dvakrat, s tem pa bi bil odklon

glede na tocko B vecji od 7, kar je v nasprotju s predpostavko.

O

Lema 20.1. Naj bosta f : A — R? in g : B — R? krivulji z ukrivljenostjo
bodisi strogo vec¢ bodisi strogo manj od 1/e ter odklonom najveé w. Vsaka
vodoravna ali navpicna premica v diagramu D19 seka mejo F.(f,g) najveé

dvakrat.

Dokaz. Preseciséa vodoravne premice z F2(f,g) pri vrednosti y = u so tedaj

natanko presecisca krivulje f s kroznico polmera r in sredisé¢em v tocki g(u).

v diagramu. ]

2

(b)
Slika 20.1: Ilustracija leme m
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/,/‘ -

f

SEN | :
S e | -
I\\ tf f ,' tgl _____ /t/fQ | , tgl L / _

~ i -
I I E— ~ 7

I R
ty -—-- tr1 tyo

(c) (d)

Slika 21.1: Tlustracija moznih situacij ekstremnih tock. Ilustracija @ je
shematicna, oviri O; in Oy se v tockah (tp1,t41), (tr2,t42) stikata.

Definicija 21.1. Najbosta f : A — R?in g : B — R? krivulji z ukrivljenostjo
bodisi vsaj 1/e bodisi najmanj 1/e. Oznacimo s C(e,S) C R? kroznico
polmera ¢ in srediséem S, s Cx (e, S) € R? tangentni vektor take kroznice v
tocki X, z g(u) pa tangentni vektor krivulje g pri vrednosti parametra u.

Definirajmo mnozico ekstremnih tock diagrama kot

ED = {(z,y) € I x J | g(y) € Cle, f(x)) A 3N : Cypy (e, () = X g(y)}.

Grafi¢no lahko primere ekstremnih tock ponazorimo s sliko 21.1} Lahko se
pojavita tudi dva robna primera: slika ponazarja primer, ko krivulja g
vsebuje krozni odsek polmera ¢, krivulja f v tem primeru potuje skozi njegovo
sredisce. Slika @ ponazarja primer, ko sta dela krivulj f in g vzporedna

ter je razdalja med njima €.

Lema 21.2. Naj bosta f : A — R? in g : B — R? krivulji z odklonom

mangjsim od .
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(a) Ce je ukrivijenost krivulje g povsod strogo veé ali strogo manj od 1/e,
ima vsaka navpicna premica v diagramu skozi katero izmed ekstremnih

tock e € E99 2 mnoZico F°(f,g) le skupno tocko e.

(b) Ce je ukrivljenost krivulje g povsod strogo vec ali strogo manj od 1/e,
ima vsaka vodoravna premica v diagramu skozi katero izmed ekstremmnih

tock e € E97 2 mnozico F°(f,g) le skupno tocko e.

Dokaz. Dokazimo prvi primer, dokaz drugega primera je njemu analogen. Naj
bo (t,t,) € B9 ekstremna tocka. Tedaj je krivulja g v tocki g(t,) tangentna
na kroznico ¢ polmera ¢ s srediscem v tocki f(t;). Krivuljo g v tocki g(t,)
razdelimo na dva dela. Za vsak tak del po lema trdimo, da se kroznice c
dotakne le v tocki g(t,), torej se tudi celotna krivulja g kroznice ¢ dotakne le
v tocki ¢(t,). Navpi¢na premica v diagramu skozi (¢s,t,) potem z mnozico

F?(f,g) res nima nobene druge skupne tocke. O

Lema 22.1. Naj krivulja ¢ oznacuje mejo ovire O v F-(f,g). Oznacimo
nagbolj levo (ne nugno ekstremno) tocko z L, ter najvisjo (ne nujno ekstremno)
tocko ovire O z T. Potem med tockama L in T ni nobene ekstremne tocke in

c med L in T tece monotono v smereh x in y.

Dokaz. Predpostavimo, da krivulja tece od tocke L proti tocki T', kot prikazuje
slika [23.1} Potem se lahko iz tocke L nadaljuje v desno ekstremno tocko
R € E!9 s ¢cimer bi v neki tocki navpi¢na premica ¢; sekala krivuljo c trikrat
ali pa se nadaljuje v neko drugo zgornjo ekstremno tocko 7" € E9/, s ¢imer
bi prav tako v neki tocki vodoravna premica ¢y sekala krivuljo ¢ trikrat, kar

je v protislovju z lemo [20.1] ]

4.2 Implementacija
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Slika 23.1: Ilustracija leme .

Definicija 23.1. Naj bodo f; : [t;_1,t;] — R? gladke krivulje, kjer velja
to <t; <--- <t, ter f;i(t;) = fir1(t;). Definirajmo zlepek krivulj f; kot

¢

Zlepke vedno pisemo z velikimi ¢rkami, elementarne krivulje, ki jih se-
stavljajo, pa z malimi ¢rkami. V algoritmih zlepke predstavimo z urejenimi
mnozicami krivulj, uporabili pa bomo tudi naslednji oznaki za meji definicij-

skega obmocja elementarnih krivulj:
Hlln(fl) = ti—l max(fi) = tz

Prevedimo nekaj definicij za splosne krivulje iz razdelka [3|na zlepke krivulj.

Definicija 23.2. Definicijo diagrama prevedimo na zlepka F'in G
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L5 [[F(tr) — G(ta)| <e
DEFC(tp,te) = 0 ; |[F(tr) —G(ta)l =<
=1 ;5 ||F(tr) — G(te)|| > ¢

DES imenujemo mreza diagramov zlepkov F, G.

Definicija 24.1. Definicije prostih, prepovedanih in mejnih tock preve-
dimo na zlepek F' krivulj f1, fo, ..., fn in zlepek G krivulj g1, 92, ..., gm

F.(F.G)= | F.(fi,9;)

fisgj

FHEG) = | F (fi)

fi,gj

F(F,G) = | Fr (fi)

fi,gj

FAF,G) = Fo(fing5)

fi,gj

Definiciji in prikazuje slika [25.1]

Definicija 24.2. Naj bo f(t) = (z(t),y(t)) parametri¢na ravninska krivulja.

Definirajmo vzporedni krivulji f& in f= krivulje f pri oddaljenosti € kot

(/0. ~='(t) (v/(0).~'(t)
0 + 7O 0 + ()

4.2.1 Predpriprava

fr) = f(t) +e

fo(t) = f{t) —e

Predpostavimo, da obstajajo naslednje primitivne operacije, ki so odvisne od

opisa krivulj:

e CIRCLEINTERSECTIONS(f, S,¢): vrne mnozico T C [min(f), max(f)]
vrednosti parametrov krivulje f, kjer so presecisca kroznice polmera e
in sredis¢em v tocki S in krivulje f. Velja |T'| = oo ali |T'| < 2 (mnozica

T je bodisi neskonéna bodisi moéi 2).
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Slika 25.1: Tlustracija mreze diagra- Slika 25.2: Ilustracija vzporednih
mov DG zlepka F krivulj f; in fo  krivulj £ in f= krivulje f pri odda-
ter zlepke G krivulj g1, g2, g3. ljenosti €.

e OFFSETCURVEINTERSECTIONS(f, g,¢): Algoritem vrne mnozico parov
(T, Ty), kjer Ty C [min(f), max(f)] predstavlja mnozico parametrov
krivulje f, T, C [min(g), max(g)] pa mnozico vrednosti parametrov
vzporednih krivulj ¢ in g krivulje g, kjer je (ty € T%,t, € T,) par
parametrov presecisca krivulje f ter krivulje g& ali g-. Predpostavimo,
da glede na obliko krivulj f in ¢ obstaja neka konstanta k, da je moc

izhoda najvec k.

e SPLITATCURVATURE( f, ¢): razdeli krivuljo f v vseh tockah ¢, kjer je
ukrivljenost enaka c. Algoritem vrne mnozico delov krivulje f, pri
katerih je ukrivljenost povsod vecja od ¢, povsod manjsa od ¢, ali pa
povsod enaka c. Predpostavimo, da glede na obliko krivulje f obstaja

neka konstanta k, da je velikost izhoda najvec¢ k.

e SPLITATCOEFFICIENT(f, ¢): razdeli krivuljo f v vseh tockah, kjer je
naklon tangentnega vektorja enak c. Algoritem vrne mnozico takih
delov krivulje f. Predpostavimo, da glede na obliko krivulje f obstaja

neka konstanta k, da je mo¢ izhoda najvec k.
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Naj bo F' zlepek ravninskih krivulj fi, fa, ..., f, in G zlepek ravninskih
krivulj g1, go, ..., gm, € pa testna razdalja. Vsako od krivulj f;, g; lahko z
zaporedno uporabo algoritmov SPLITATCOEFFICIENT ter SPLITATCURVA-
TURE razdelimo na vec¢ delov tako, da je najvecji odklon vsakega dela najvec
7 ter je ukrivljenosti vsakega dela povsod strogo vecja od 1/e, strogo manjsa
od 1/e, ali pa enaka 1/e. Implementacijo predstavlja algoritem .

Ocenimo kombinatori¢no ¢asovno zahtevnost in velikost izhoda algoritma
26.1] Zanka vrstice [3] se izvede n—krat, stevilo obhodov zanke vrstice [4] pa
je po predpostavki algoritma SPLITATCOEFFICIENT omejena s konstanto.
Velikost izhoda je tako O(n), prav taka pa je tudi kombinatori¢na ¢asovna

zahtevnost.

Algoritem 26.1. Predpriprava.

Vhod: zlepek krivulj F' = {f1, fa, ..., fu}, koeficient k, testna razdalja e
Izhod: mnozica predpripravljenih krivulj F”

1: procedure PREPROCESS(F, ¢, k = 0)

N

3: for all f € F'do

4: for all f" € SPLITATCOEFFICIENT(f, k) do
5: F" + F" U SPLITATCURVATURE(f', ¢)

6: return F’

V nadaljevanju predpostavimo, da sta f : A — R? in g : B — R? krivulji,
katerih ukrivljenost je povsod strogo ve¢ od 1/e, strogo manj od 1/e, ali pa

povsod enaka 1/¢ ter njuna odklona manjsa od .

4.2.2 Izraéun ekstremnih tock E/9 E9/

Trditev 26.1. Oznacimo z g, g= vzporedni krivulji krivulje g, kjer je razdalja

med g in g& enaka ¢ ter razdalja med g in g- enaka €. Velja

EN ={(z,y) € Ax B| f(z) = g-(y) V f(x) = 9~ (y)}-
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Dokaz. Sledi iz definicije vzporedne krivulje. m

Trditev nam omogoca, da mnozici ekstremnih tock E/9 ter E9/ lahko
izracunamo z izrac¢unom presecisS¢ pripadajoc¢ih vzporednih krivulj. Pri tem
uporabimo algoritem OFFSETCURVEINTERSECTIONS.

Algoritem predstavlja implementacijo izra¢una ekstremnih tock E/9.
Ker nas zanimajo le ekstremne tocke, od katerih so odvisne skrajne tocke
ovir, izmed Stirih moznih situacij ekstremnih tock izlo¢imo situacijo, ki jo
prikazuje slika [21.1](d).

Ocenimo kombinatori¢no ¢asovno zahtevnost in velikost izhoda algoritma
271} Ker je po predpostavki velikost izhoda OFFSETCURVEINTERSECTIONS
omejena s konstanto, ima zanka vrstice [3| konstantno stevilo obhodov. Velikost
izhoda algoritma ter njena kombinatori¢na casovna kompleksnost sta
torej O(1).

Algoritem 27.1. Izracun ekstremnih tock.

Vhod: krivulji f, g, testna razdalja
Izhod: mnoZica ekstremnih tock E/9

1: procedure EXTREMEPOINTS(f, g, ¢)

20 L+«

3: for all (¢;,t,) € OFFSETCURVEINTERSECTIONS(f, g,¢) do
4: # izlotimo situacijo slike [21.1](d)

5: if [t;| =1 or |t,| =1 then

6: L+ LU{(ty,ty)}

7: return L

4.2.3 Izraéun intervalov I/(u)

mterval.



28 Poglavje 4. Resitev odloc¢itvenega problema

12(v)

(b)

Slika 28.1: Grafi¢na predstavitev intervalov.

Za nas bodo pomembni zgolj navpicni in vodoravni intervali diagrama,
kakrsne prikazuje slika [28.1

Definicija 28.1. Seznam intervalov I (u) je urejena mnozica vseh intervalov
na navpiéni premici diagrama D79 krivulj f in g skozi vrednost u parametra
funkcije f. Seznam intervalov I¢(v) je urejena mnozica vseh intervalov na

vodoravni premici diagrama skozi vrednost v parametra funkcije g.

Trditev 28.2. Velja |[I9(u)| < 3 ter |1 (u)] < 3.

Dokaz. Direktna posledica leme [20.1] O

Definicija 28.3. Naj bo J € [¢(u), J = |[a,b] interval. Definirajmo tip
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(b)
Slika 29.1: Kategorizacija intervalov.

ntervala J kot

( a#b
® ; Vze(ab): DI (z,u)=1
Vz € {a,b} : DI9(z,u) =0

7(J)=4 © ; Vax€la,b]:DM,u)=0
a#b

e ; Vz€(a,b): DI (z,u) =—1
Vz € {a,b} : DI9(z,u) =0

\

Razliéni tipi intervalov so graficno predstavljeni na sliki Iz definicije
je razvidno, da je za dolocitev tipa 7(J) intervala J = [a,b] € I¢9(u) dovolj
izracunati vrednost || f(z) — g(u)|| za poljubni z € (a,b). Ko velja a = b je
interval tipa ©.

Naj se intervali tipa & imenujejo prosti intervali ter intervali tipov & in
® ne-prosti intervali.

Intervale I7(u) pri vrednosti u parametra funkcije f lahko izrac¢unamo,
¢e poznamo presek premice skozi u ter mnozice F2(f,g), kar so natanko
preseciséa kroznice polmera e s srediséem v tocki f(u) in krivulje g. Nekaj
pazljivosti je potrebno, ko krivulja g sestoji iz kroznega odseka polmera ¢,
krivulja f pa potuje skozi njegovo sredisce, kot to prikazuje slika .
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Takrat na premici skozi u lezi en ali ve¢ intervalov tipa ©. V primeru, ko je

takih intervalov vec, je na tocki med prileznimi pari intervalov zagotovo neka

dveh intervalov. Tako ekstremno tocko prikazuje tocka (v, u) na sliki 28.1|[b).
Izracun intervalov I/ (u) predstavlja algoritem [30.1}

Ocenimo kombinatori¢no ¢asovno zahtevnost in velikost izhoda algoritma
30.1} Ko je velikost izhoda algoritma CIRCLEINTERSECTIONS vrstice 2| konéna,
je velikost mnozice ins omejena s konstanto. V nasprotnem primeru ima
zanka vrstice [5| konstantno Stevilo obhodov, torej je tudi v tem primeru

velikost mnozice ins omejena s konstanto. Velikost izhoda in kombinatoricna
kompleksnost algoritma je torej O(1).

Algoritem 30.1. Izracun intervalov.

Vhod: krivulji f, g, vrednost u parametra krivulje f, testna razdalja ¢
Izhod: seznam intervalov I/ (u) v diagramu D79

1: procedure INTERVALS(g, f, u,¢)

2 ins < CIRCLEINTERSECTIONS(g, f(u), )

3 if |ins| = oo then # funkcija ¢ je krozni odsek radija €
4 ins <

5: for all (t,,t;) € EXTREMEPOINTS(g, f,¢) do

6 if u € t; then

7 ms <—ins Uty

ins + SORT(ins U {min(g), max(g)})

I+ 0
10: for i < 0; i <lins|—1; i< i+ 1do
11: I + T U{[ins[i],ins[i + 1]]}
12: return /

4.2.4 Izracun kontrolnih parametrov

Definicija 30.1. Vrednost parametra ¢ imenujemo kontrolni parameter,

ko obstaja ovira O € Of9, ki pri vrednosti parametra ¢ doseze bodisi
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skrajno tocko bodisi seka stranico diagrama krivulj f in ¢g. Oznaéimo s
cf = {c1,¢9,..., ¢}, 01 < g < -+ < ¢ mnozico urejenih kontrolnih parame-

trov funkcije f.

Iz definicije sledi, da so elementi mnozice C/ diagrama krivulj f, g vrednosti
parametra funkcije f vseh ekstremnih tock mnozic E/9 in E97 ter vrednosti
parametra krivulje f vseh presecisc krivulje f s kroznicama polmera ¢ s sredisci
v tockah g(min(g)) ter g(max(g)) (presecis¢a ovir s stranicami diagrama).
[zracun kontrolnih parametrov je podan v algoritmu |31.1]

Ocenimo kombinatoricno ¢asovno zahtevnost in velikost izhoda algoritma
. Velikosti mnozic extys, exty, bottom, top so po predpostavki omejene s
konstanto. Od tod sledi, da imajo zanke vrstic [I1] [13] [I8] konstantno stevilo
obhodov, torej je velikost izhoda, pa tudi kombinatori¢na ¢asovna zahtevnost

O(1).

Algoritem 31.1. Izracun kontrolnih parametrov.

Vhod: krivulji f, g, meji a, b, testna razdalja
Izhod: urejen seznam parametrov ({c1,dy,...,de—1, ¢} Nla, b)) U{a,b}, kjer
S0 ¢;, a < ¢; < b, kontrolni parametri krivulje f, in d; € (¢, ¢i41).
1: procedure CONTROLPOINTS(f, g, a, b, €)
ext; < EXTREMEPOINTS(f, g, €),
ext, - EXTREMEPOINTS(g, f,€)

# preseCiSc€a ovir na spodnji stranici

# presefiSca ovir na zgornji stranici

2

3

4

5: bottom < CIRCLEINTERSECTIONS( f, g(min(g)), ¢)
6

7 top <— CIRCLEINTERSECTIONS( f, g(max(g)), )

8

if |bottom| = oo then bottom < ()
9: if |top| = co then top + ()
10: L+ 0,L'+ 0
11: for all (tf,t,) € ext; do
12: L+ LU{ts}

13: for all (t,,t;) € ext, do
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14: if |t¢| =1 then
15: L+ LU ty
16: # vrednosti ¢; na intervalu [a,!]

17: L <+ (L U top U bottom) N |a,b]

18: for all ¢;,¢;.1 € L do

19: L'« L' U {¢, (¢; +cit1)/2,¢is1} # dodaj vrednosti d;
20: return L' U {a, b}

4.2.5 Izracun skrajnih tock ovire O

Definicija 32.1. Definirajmo relacijo med ne-prostima intervaloma [ €
I9(u), J € I¢(v) kot

I~J < 300 . TcOoOnJCO.

Ko sta u in v zaporedna kontrolna parametra in velja u < v ter I ~ J,
recemo, da se interval I preslika v interval J.
Ocitno je, da je taka relacija ekvivalenéna, elementi istega ekvivalencnega

razreda pa so intervali, ki pripadajo isti oviri O.

Trditev 32.2. Naj bo I € I/(c;) interval tipa ©, I (ciy1) = {J1, Ja, ..., Jo}
pa mnoZica intervalov, kjer sta c;, ciy1 € C7 zaporedna kontrolna parametra.
Potem lahko za d; € (c;, cit1) in mmoZico intervalov I (d;) = { Ky, Ka, ..., K,}
dolo¢imo indeks j, da velja I ~ K; ter indekse iy,1%,...,1,,7 < 2, da velja
Jiy ~ dig ~ oo~ o~ K

Dokaz. Dokazemo s konstrukcijo. Predpostavimo, da je vsaj en interval
mnozice I (¢;) tipa ©. Loc¢imo tri situacije, glede na tipe intervalov mnozic
(), I (d;):

1. © ali @ — © ali @. Slika intervala tipa @ je interval tipa @, slika
intervala tipa © pa je interval tipa ©. Velja |I/(c;)| = |I(d;)], torej so

istolezni intervali mnozic I7(¢;), I7(d;) v relaciji.
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2. 6, @ ali © —» © ali ®. Izkaze se, da za vse take nabore tipov intervalov
obstajajo enolicne preslikave. Ker je naborov veliko, naj si bralec, ki ga

zanima, natancne preslikave ogleda v programski kodiE|.

3. 6, ®ali ® = o, ® ali ®. Ker pri parametru d; nobena od ovir ne
doseze ekstremne tocke, je edina moznost za nastanek te situacije, ko sta
krivulji f in g vzporedni. Potem I7(d;) sestoji iz dveh intervalov tipa
© in enega intervala tipa ©, ki pripada neki ekstremni tocki, in nima
praslike. Tudi v tej situaciji velja |I(c;)| = |I(d;)|, torej so istolezni

intervali mnozic I/ (¢;), I7 (d;) v relaciji.
[

Konstrukcijo zgornjega dokaza uporabimo za implementacijo algoritma
ForLow(I, L), ki za podana I € I/(¢;), L = I7(d;) ali I € I/(d;), L = I/ (ci11)
v konstantnem casu izracuna intervale J; € L, da velja J; ~ I.

Ker se vse skrajne tocke ovire O pojavljajo pri vrednostih kontrolnih
parametrov, lahko trditev [32.2| uporabimo za konstrukcijo algoritma po-
metanja, s katerim izracunamo skrajne tocke ovire O v treh smereh. De-
nimo, da iS¢emo zgornjo skrajno tocko e;, spodnjo skrajno tocko e, ter
desno skrajno tocko e, ovire O na desni strani intervala Jy, ki tej oviri pri-
pada v diagramu D79. Naj bo Cf = {do,c1,d1,¢o,...,co,de}, dg = min(f),
dy = max(f), do < 1, ¢g < dy, Vi € [1,0 —1] : ¢; < d; < ¢;41 mnozica
urejenih parametrov funkcije f, kjer so ¢; € C/ kontrolni parametri ter
I = {IJ(do), I{(c1), I (dy), I! (ey), ..., I (ce), I/ (dy)} mnoZica pripadajocih
mnozic intervalov.

Iz zacetnega intervala Jy € I/(dy) tipa © lahko izra¢unamo ne-proste
intervale J; € I7(c;) ter J! € I7(d;), dokler se ti ne konéajo z intervalom .J}
tipa ©, ko skrajna desna tocka e, ovire O ne obstaja, ali pa z intervalom .Jj
tipa ® pri kontrolnem parametru ¢, 1 < k < £. V slednjem primeru pri

parametru ¢, = e, ovira O, ki doloca ekvivalen¢ni razred [J;] = [J/], doseze

!Programska koda je dostopna na https://bitbucket.org/vucemz/frechet.
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skrajno desno tocko. Vrednosti e; in e, dolo¢imo glede na meje intervalov .J;,
J!.

Glede na trditev [28.2] se lahko ovira O razcepi na najvec dva dela, kot to
prikazuje slika [34.1|(b). V tem primeru za oba dela lo¢eno poiséemo resitve
er,, €, e, ter jih naknadno zdruzimo. Skrajno spodnjo tocko dolo¢imo kot
e, = min,;(ey, ), zgornjo pa kot e, = max;(e;,). Podobno kot za desno skrajno
tocko e, ni nujno, da taka parametra e; in e, obstajata. Parameter e; ne
obstaja, ko se ovira O navidezno nadaljuje nad zgornjo stranico diagrama,
kot je po prikazano na sliki @ Podobno parameter e, ne obstaja, ko se

ovira O navidezno nadaljuje pod spodnjo stranico diagrama, parameter e, pa

ne obstaja, ko se ovira navidezno nadaljuje desno od desne stranice diagrama.

Co C1 C2 Cc3 C4 = €r Cy Co
(. \ |
— ¢ J4

Joit/jl \j /js /
y 2 Jo

ep4----- -

(a) (b)
Slika 34.1: Uporaba trditve[32.2]

Izracun skrajnih tock ovire prikazuje algoritem |34.1}

Ocenimo kombinatori¢no ¢asovno zahtevnost algoritma Ker se po
trditvi [32.2] ovira O razcepi na ve¢ delov v najvec¢ eni od kontrolnih tock,
ima zanka vrstice [11] ve¢ kot en obhod v najvec¢ eni od vrednosti mnozice
C. Velikost mnozice C' se pri vsakem rekurzivnem klicu v vrstici [12| zmanjsa,
zato je Stevilo rekurzivnih klicev O(w), kjer je w zacetna velikost mnozice C'.

Kombinatori¢na casovna zahtevnost algoritma je torej O(w).

Algoritem 34.1. Izracun skrajnih tock ovire.
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Vhod: krivulji f,g, urejena mnozica parametrov C' = {vg,v1,...,Vp_1}
krivulje g, kjer je mnozica C' vsebovana v mnozici (9, interval K; € I9(vp)
tipa ©, testna razdalja e

Izhod: trojka (e, ey, €;) skrajno desne, zgornje in spodnje tocke ovire O

1: procedure OBSTACLEEXTREMES(f, g, C, K;, €)

2: [a, b] +— K;
3: if i > 0 then ¢, < a else ¢, + —
4: if i <r then ¢; + b else ¢; + o0

5: if 7(K;) = ® then e, < v,

6: else if |C| =1 then e, < 0o

7: else

8: {Lo, L1, ..., L.} < INTERVALS(f, g, v1,¢€)

9: ind < FoLrLow(K;,{Lo, L1,...,L,})

10: € < —0O0

11: for all j € ind do

12: (€r;, €p;,€,) + OBSTACLEEXTREMES(f, g,C \ {vo}, Lj, €)
13: er <= MAX(€r, €r,), € <= MAX(ey, €p,), € <= MAX(ey, €,
14: return (e, ey, €;)

4.2.6 Izracun dostopnih tock na prilezni stranici dia-

grama krivulj

Naj bo t € F.(f,g) tocka na levi stranici diagrama D/ krivulj f in g.
Ozna¢imo oviro nad tocko t z O;. Po lemi [I19.1] sta na zgornji stranici
diagrama najvec¢ dva intervala prostih tock, oznac¢imo levi interval z I; ter
desnega z I, oviro desno od intervala I; pa z O,, kot to prikazuje slika [36.1}

Ni nujno, da oviri O; in Oy obstajata.

Lema 35.1. Glede na pozicije ovir O1,Os lahko konstruiramo monotono pot

od tocke t do mnoZic dosegljivih tock Ty, Ty na zgornji stranici F.(f,g).

Dokaz. Dokazimo s konstrukcijo takih dosegljivih intervalov 17, T5. Dovolj je,

da konstruiramo najbolj levo dosegljivi tocki R}, R na intervalih Iy, I3, saj je
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vsaka tocka desno od tocke R. na intervalu I; direktno dosegljiva. Intervala
T1, T, potem lahko definiramo kot T; = {z € I; | x > R.}.

Il I2
T, R, T,

(b)
Slika 36.1: Ilustracija konstrukcije dokaza leme

V primeru, da vzporedna premica skozi t seka oviro Oy, je oc¢itno, da sta
intervala I, I nedosegljiva. Tak primer predstavlja tocka ¢’ na sliki @)

e Konstruirajmo najprej najbolj levo tocko na intervalu I;. Glede na

obstoj ovire O; lo¢imo dva primera:

1. ovira O; ne obstaja. V tem primeru je levi zgornji kot diagrama
direktno dosegljiv iz tocke t, to pa je tudi najbolj leva dosegljiva

tocka znotraj intervala [;. Ta primer predstavlja tocka t’ na sliki

36.1|(0).

2. Ovira O, obstaja. Tedaj t lezi pod njo. Ko velja O; = O,, pot do
intervala I; ne obstaja. Sicer lahko iz toc¢ke t dosezemo spodnjo
tocko Bj ovire O;. Taka tocka B je lahko tudi presecisce leve
stranice diagrama z oviro, in ne nujno ekstremna tocka. Ko je By
ekstremna tocka, nam lema [21.2| zagotovi, da lahko do nje pridemo

preko projekcije By na levi stranici diagrama, kot je to nakazano z
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rdeco ¢rto na sliki [36.1](a]). Lema nam zagotovi, da od tocke
By lahko po meji ovire O; dosezemo skrajno desno tocko R; ovire
O1, ter njeno projekcijo R] na zgornji stranici, ki je najbolj leva

dosegljiva tocka znotraj intervala I.

e Konstruirajmo Se najbolj levo tocko na intervalu I, ¢e ta obstaja.

Ko vzporedna premica skozi tocko t seka oviro O, je ocitno, da pot do
intervala Iy ne obstaja. Naj bo By spodnja tocka ovire O,. Taka tocka
je zagotovo ekstremna, saj sicer interval prostih tock desno od ovire O,

ne bi obstajal.

Oznac¢imo navpicno premico skozi skrajno desno tocko Ry ovire Oy z a

ter vodoravno premico skozi najnizjo tocko By ovire Oy z b.

Pokazimo, kako iz tocke ¢ lahko dosezemo tocko Bs. Loc¢imo dva primera

glede na obstoj ovire Oy:

1. ovira Op ne obstaja. V tem primeru lahko s podobnim premislekom

kot zgoraj dosezemo spodnjo tocko By ovire Os.

2. ovira O; obstaja. Tocka t tedaj lezi pod oviro O;. Po lemi [19.1
mora biti tocka By zagotovo nad oviro O;. Po lemi lahko
pridemo od desne tocke R; ovire O; do presecisca premic a in b,
od tu pa do tocke Bs.

Po meji ovire Oy lahko pridemo od tocke By do skrajne desne tocke Ry
ovire Os, ter od tu do njene projekcije R na zgornji stranici diagrama,

ki je najbolj leva dosegljiva tocka znotraj intervala Is.

Izrek 37.1. Za podani gladki ravninski krivulji f in g obstaja algoritem, ki
pri podani tocki t na stranici diagrama F.(f,g) v ¢asu O(1) izracuna mnozici

Ty, Ty doseglyivih tock iz tocke t na njej prilezni stranici diagrama.
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Dokaz. Dokazimo s konstrukcijo algoritma [38.1] pri tem uporabimo algoritem
34.1| za izracun skrajnih tock ovir ter konstrukcijo v dokazu leme [35.1]

Ocenimo kombinatori¢no ¢asovno zahtevnost algoritma [38.1] Ker sta
mod¢i mnozici vrstic [3] in [ omejeni s konstanto, lahko v konstantnem ¢asu
najdemo indeksa i vrstic[6] [0} ¢e ta obstajata. Velikost mnozice C' vrstice
je prav tako konstantna, torej se algoritem OBSTACLEEXTREMES vrstice
izvede v O(1). Podobno velja tudi za vrstice 20H27 Kombinatori¢na ¢asovna
zahtevnost algoritma [38.1] je torej O(1).

Algoritem 38.1. Izracun zacetnih tock dosegljivih intervalov prilezne stra-
nice.

Vhod: krivulji f, g, vrednost ¢t parametra krivulje g, testna razdalja
Izhod: trojica (rq,79,b), kjer sta ry, ro vrednosti parametra funkcije f zacetnih
tock dosegljivih intervalov na prilezni stranici, b pa dostopnost zgornje
desne tocke diagrama
1. procedure ADJACENT(f, g,t,¢)
r1 < null, 7o < null, b + false
{Lo, L1, ..., L.} < INTERVALS(g, f, min(f),¢)

2:
3
4: {Ty, Ty, ..., Ly} < INTERVALS(f, g, max(g),¢)
5 tp < 00

6 if exists ¢ such that 7(7;) = © then

7 [a,b] < T;,tp < a

# ovira O; obstaja

9: if exists ¢ such that 7(L;) = © and [a,b] < L;,t < a then

10: C < CONTROLPOINTS(f, g, min(f), max(f),¢e)

11: (€, €p, €r) < OBSTACLEEXTREMES(f, g, C, L;, €)

12: # ovira O; sega pod totko t,

13: # ali pa sega do desne stranice diagrama Dg’y
14: if e, <t or e, = oo then return (rq, 7o, false)

15: # ovira O, Ce obstaja, je desno od ovire O,
16: else if e, < tp then r| + e,

17: # ovira O, je levo od desne toZke ovire O,
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18: else ry < e,, return (rqy, rq, true)

19: else 71 < min(f) # ovira O; nad toZko t ne obstaja
20: if exists ¢ such that 7(7;) = © then # ovira O, obstaja
21: la,b] « T;

22: {My, My, ..., M,} + INTERVALS(g, f, (a +b)/2,¢)

23: Ct < REVERSE(CONTROLPOINTS(f, g, min(f), (a +b)/2,¢))

24: (€ry, €hy,€1,) ¢ OBSTACLEEXTREMES(f, g,Cf, M,, €)

25: Cy +— CONTROLPOINTS(f, g, (a + b)/2, max(f),¢e)

26: (€r, €p,, €1) <= OBSTACLEEXTREMES(f, g, Cf, M,, )

27: if MIN(ep,,€p,) >t and e, # oo then 7y < e,, b+ true

28: else b < true # ovira O, ne obstaja
29: return (ry,r,b)

]

4.2.7 Izracun dostopnih tock na nasprotni stranici di-

agrama krivulj

Naj bo t € F.(f,g) tocka na levi stranici diagrama D/ krivulj f in g.
Oznacimo oviro nad tocko t z O ter prvo oviro, ki jo seka vodoravna premica
skozi tocko t z O. Po lemi [19.1] sta na desni stranici diagrama najve¢ dva
intervala prostih tock, oznacimo spodnji interval z I ter zgornjega z I, oviro
nad intervalom I; pa z O, kot to prikazuje slika Ni nujno, da ovire
0, O1, 04 obstajajo.

Lema 39.1. Glede na pozicije ovir Oy, Os, O3 lahko konstruiramo monotono

pot od tocke t do mnozic dosegljivih tock Ry, Ry na desni stranici F.(f,g).

Dokaz. Dokazimo s konstrukcijo takih dosegljivih intervalov Ry, Ry. Dovolj
je, ¢e konstruiramo najbolj levo dosegljivi tocki 7", Ty na intervalih Iy, I.
Intervala Ry, Ry potem lahko definiramo Ry = {z € I, |z > T'} in Ry =
{xelh|x>1T}.

V primeru, ko O = 01, je ocitno, da intervala I, I nista dostopna.
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0, ol I
T )13
I3 0=0,
R
t/ t//1 Il
(b)

Slika 40.1: Ilustracija konstrukcije dokaza leme m

e Konstruirajmo najnizjo dosegljivo tocko na intervalu I;.

Ko je ovira Oy pod tocko t ali pa velja O = O,, interval I; ni dosegljiv.
Ko ovira O ne obstaja, je taka tocka kar projekcija tocke t na interval
[1. Primer take situacije je tocka t’ na sliki @ Ce O nima zgornje
tocke (sega do zgornje stranice diagrama), interval I; ni dosegljiv. Sicer
lo¢imo dva primera glede na lokacijo presecis¢a vodoravne premice skozi

tocko t z oviro O:

1. presecisce se nahaja pod skrajno levo tocko L ovire O. Preko
navpicne premice skozi L lahko dosezemo tocko L, kot to prikazuje
slika [40.1J(al). Od tocke L lahko po lemi po meji ovire dosezemo
najvisjo tocko T

2. presecisée se nahaja nad skrajno levo tocko L ovire O. Od tu

lahko po meji ovire O dosezemo najvisjo tocko 1" direktno, kot to

prikazuje slika [£0.1|(b]).
Najnizja dosegljiva tocka na intervalu I; je projekcija 7" tocke T

e Konstruirajmo Se najnizjo tocko na intervalu I, ¢e ta obstaja. Loc¢imo

dve situaciji:
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1. ovira O ne obstaja, ovira Os pa lezi pod tocko t. Najnizja dosegljiva

tocka na intervalu I, je tedaj kar projekcija tocke t.

2. ovira O obstaja. Lo¢imo dva primera glede na medsebojno pozicijo

ovir O in Os:

(a) O = O,. Takrat je najnizja tocka na intervalu I, kar projekcija
T, zgornje tocke Ty ovire Oy. Ta primer je prikazan na sliki
40.1|(B)).

(b) Ovira Oy lezi nad oviro O. Ozna¢imo navpicéno daljico skozi
skrajno levo tocko Ly ovire Oy z a, vodoravno premico skozi
najvisjo tocko T ovire O pa z b. Po lemi lahko pridemo
od tocke T do presecisca premic a in b, od tu pa do tocke L.
Po lemi lahko pridemo od tocke Ly do zgornje tocke Ts
ovire 09, najnizja dosegljiva tocka na intervalu I pa je tedaj

kar projekcija Ty tocke Ts.

]

Izrek 41.1. Za podani gladki ravninski krivulji f in g obstaja algoritem, ki
pri podani tocki t na stranici diagrama F.(f,g) v éasu O(1) izracuna mnoZici

T, T doseglyivih tock iz tocke t na njej nasprotni stranici diagrama.

Dokaz. Dokazimo s konstrukcijo algoritma [41.1] pri tem uporabimo algoritem
za izracun skrajnih tock ovir ter konstrukcijo v dokazu leme [39.1]

Ocenimo kombinatoriéno ¢asovno zahtevnost algoritma 1.1} Ker so moci
mnozice vrstic [3 M [I5] omejene s konstanto, lahko v konstantnem c¢asu
najdemo indekse 7 vrstic [] Velikost mnozice C' vrstice [11] je omejena
s konstanto, torej se algoritem OBSTACLEEXTREMES vrstice [12| prav tako
izvede O(1). Podobno velja tudi za vrstice in BIH37 Kombinatoricna
¢asovna zahtevnost algoritma je torej O(1).

Algoritem 41.1. Izracun zacetnih tock dosegljivih intervalov nasprotne
stranice.

Vhod: krivulji f, g, vrednost ¢t parametra krivulje g, testna razdalja e
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Izhod: trojica (rq,79,b), kjer sta ry, ro vrednosti parametra funkcije f zacetnih

tock dosegljivih intervalov na nasprotni stranici, b pa dostopnost zgornje

desne tocke diagrama

1: procedure OPPOSITE(f, g,t,¢)

2:
3
4:
5
6
7

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:

r1 < null, o < null, b + false
{Lo, L1,...,L.} + INTERVALS(g, f, min(f),¢)
{Ro, Ry, ..., Rq} < INTERVALS(g, f, max(f),¢)
tp — o0
if exists i such that 7(R;) = © then
[a,b] + R, tp < a
€, +— 00
# ovira O; obstaja
if exists ¢ such that 7(L;) = © and [a,b] < L;,t < a then
C' <+ CONTROLPOINTS(f, g, min(f), max(f),¢)
(e, €, €;) < OBSTACLEEXTREMES(g, f,C, L;, €)
if e, <t then # premica skozi t seka oviro O,

return (rq, o, false)

{My, My, ..., M,} < INTERVALS(f, g,t,¢)
if exists @ such that 7(M;) = © then # ovira O obstaja
Cy < CONTROLPOINTS(g, f,t, max(g), €)
(€r, €, €r) < OBSTACLEEXTREMES(f, g, Cy, M;, €)
# ovira O sega do vrha diagrama
if e, = co then return (r, ro, false)
# ovira O; je nad e., Ce obstaja
else if e, < itp then ry < e,
# ovira O, je pod e,, Ce obstaja
else ry = ¢, return (rq, 79, true)
# ovira O ne obstaja, ovira (O; je nad t, Ce obstaja
else if ¢t <tp then r; <t
# ovira O ne obstaja, ovira (O, je pod t, e obstaja

else ry < t, return (7, ry, true)
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20: # ovira O, obstaja, O; # O,
30: if exists i such that 7(R;) = & and e,» # oo then

31: la,b] < R;

32: if a > ¢ then

33: {Mg, Mj, ..., M)} < INTERVALS(f, g, (a + b)/2,¢€)

34: Cy <— CONTROLPOINTS(g, f, (a 4+ b)/2, max(g), ¢)

35: (er, ep, €;) < OBSTACLEEXTREMES(f, g, Cy, M, €)

36: if e, < oo then

37 ro < €,,b < true

38: else if e, # oo then b <« true # ovira O, ne obstaja
39: return (1,79, b)

4.2.8 Odlocitveni problem

Pokazimo, kako za dani diagram krivulj f,¢ in dana para (Iy,l), (b1, b2)
dosegljivih tock na levi in spodnji stranici diagrama izracunamo dostopne
tocke na zgornji in desni stranici. Algoritma in nam omogocita,
da za eno dosegljivo tocko na levi ali spodnji stranici izracunamo Zzelena
dosegljiva intervala. Algoritma uporabimo na vsaki od stirih tock 1y, ls, by, bs,
za konéni rezultat pa izberemo minimum pripadajocih resitev, kot je prikazano
v algoritmu

Ocenimo kombinatori¢no ¢asovno zahtevnost algoritma [43.1] Ker sta
algoritma ADJACENT in OPPOSITE kombinatori¢ne ¢asovne zahtevnosti O(1),
je tudi algoritem kombinatori¢ne ¢asovne zahtevnosti O(1).

Algoritem 43.1. Izracun zacetnih tock dosegljivih intervalov diagrama.

Vhod: krivulji f, g, dosegljivi tocki [y, l3 na levi stranici diagrama, dosegljivi
tocki by, by na spodnji stranici diagrama, testna razdalja e
Izhod: petorcek (t1,to,71,72,b), kjer sta t,ty vrednosti parametra funkcije

f zacetnih tock dosegljivih intervalov na zgornji stranici diagrama, i, ry
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vrednosti parametra funkcije g zac¢etnih tock dosegljivih intervalov na

desni stranici diagrama, b pa dostopnost zgornje desne tocke diagrama

1: procedure REACHABLE(f, g,11, 2, b1, bo, €)
2: (t11,t12,b1) < ADJACENT(f,g,l1,¢),
3: (t21,t22,by) + ADJACENT(f, g,ls,¢)
4: (t31,t32,b3) < OPPOSITE(g, f,b1,¢€),
5: (t41,t42,by) < OPPOSITE(g, f, ba, €)
6: (r11,712,bs) < ADJACENT(g, f, by, ¢),
7: (r21,722,bs) < ADJACENT(g, f,ba, €)
8: (r31,732,b;7) < OPPOSITE(f, g,11,¢€),
9: (rd1,742,bg) < OPPOSITE(f, g, s, €)
10: ty < MIN(t11,¢21,31,t41),

11: ty <— MIN(t12,122,132,t4))

12: r1 < MIN(r11,721,731,r41),

13: T <— MIN(r12, 122,732, r42)
14: b=">0;VbyVb3VbyVbsVbgVb;Vbg
15: return (ty,ty,71,79,b)

Izrek 44.1. Za podana zlepka F = {f1, fa, ..., fu} in G = {91,92,-- -, gm}
ravninskih gladkih krivuly, obstaja algoritem, ki za dano vrednost € odloci, ali

velja 6p(F,G) < g, in ima kombinatoricno ¢asovno zahtevnost O(nm).

Dokaz. 7 uporabo do sedaj opisanih algoritmov, lahko odloc¢itveni algoritem
konstruiramo kot algoritem (4.1}

Ocenimo kombinatori¢no ¢asovno zahtevnost algoritma [#4.1] Klica algo-
ritma PREPROCESS vrstic [2] in [3] sta ¢asovne zahtevnosti O(n) in O(m), v
tem vrstnem redu, mnozici krivulj F’, G’ pa sta le za konstantni faktor vecji
kot mnozici F, G, torej O(n), O(m), v tem vrstnem redu. Vrstica [10|se zato
izvede O(nm)-krat, njena casovna zahtevnost pa je O(1). Kombinatori¢na
casovna zahtevnost algoritma je torej dominirana s ¢asovno zahtevnostjo

zanke vrstice [§] torej O(nm).



4.2. Implementacija 45

Algoritem 44.1. Odlocitveni problem za ép(F,G).

Vhod: zlepka krivulj F' = {f1, fo, .-, fu}, G = {91, 92, -, gm}, testna raz-
dalja e

Izhod: odlocitev, ali za mnozici krivulj F, G velja 6p(F,G) < ¢

1: procedure DECISION(F, G, ¢)

{fi. f5..... fl,} = F' < PREPROCESS(F,¢),

{91, 65, ...,4.,} =G < PREPROCESS(G,¢)

if [| f{(min(f7)) — g1(min(g))[| < e then
1y < min(g}),12;1 < null
blyy < min(f]), 5211 < null

else return false

fori«+ 1,2,...,n' do

for j <« 1,2,...,m do

H
<

(bli—l—l,j; b22‘+17j, llz‘,j—l—l; l2i,j+1; b@j) <— REACHABLE( i/’ g;, l].@j,
l2i7j, bl@j, bzi,j)

11: return b,
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Poglavje 5

Resitev optimizacijskega

problema

Do sedaj smo konstruirali algoritem, ki resuje odloc¢itveni problem Fréchetove
razdalje za zlepka gladkih ravninskih krivulj. V tem razdelku si bomo ogledali
tehniko z imenom parametricno iskanje. Ogledali si bomo, kako parametri¢no
iskanje deluje v splosnem, nato pa ga bomo uporabili v konstrukciji algoritma

za iskanje optimizacijskega problema Fréchetove razdalje.

5.1 Parametri¢cno iskanje

Naj bo A(A) algoritem, ki za problem odloci, ali velja A < A\*, A > A\* ali
A = X*. Tok algoritma A naj bo odvisen od primerjav vrednosti tq, s, ..., t,.
Parametri¢no iskanje uporabja genericni algoritem A, algoritma A na do
tedaj Se neznanem parametru A\*. Pri tem primerjave problema A postanejo
primerjave vrednosti polinomov t1(\*), ta(A*), ..., t,(A%).

Med izvajanjem algoritma Ay hranimo interval vrednosti I = (I, h), znotraj
katerega zagotovo lezi A*. Na zacetku je I kar interval (—oo,00). Ideja
parametricnega iskanja je, da se interval I pri vsaki primerjavi dovolj zmanjsa,
da se polinoma doti¢ne primerjave na obmocu I ne sekata, torej ju lahko

primerjamo pri kateremkoli parametru ¢ € [I.

47
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Slika 48.1: Ilustracija parametri¢cnega iskanja z uporabo generi¢nega algo-
ritma A,.

To se zgodi po postopku, ki ga prikazuje slika [48.1} kadarkoli primerjamo
polinoma ¢;(\), ;(\), izra¢unamo kriticne vrednosti A1, Ag, ..., A, pri katerih
se rezultat primerjave spremeni. Take kriti¢ne vrednosti so natanko koreni
razlike polinomov ¢;(A) — ¢;(A). Med kriti¢nimi vrednostmi lahko z uporabo
algoritma A poiséemo dve zaporedni vrednosti Ay < A* < Agi1. Interval [
posodobimo kot I M (Mg, Ag+1), ker se polinoma ¢;, ¢; na intervalu (A, Ag11) ne
sekata, ju lahko primerjamo v katerikoli tocki ¢t € I. Seveda lahko v primeru,
ko algoritem A v katerem od korenov r; vrne odgovor A = \*, izvajanje

prekinemo, in kot rezultat vrnemo to¢no vrednost A*.

Prikazimo delovanje parametri¢nega iskanja na primeru iz [I§]. Naj bodo
funkcije f;(\) = a; + b;A ter naj velja b; > 0. Definirajmo funkcijo F'(\) kot
vrednosti mediane mnozice { f1(A), f2(A), ..., fn(A)}. Funkcija F' je monotono
narascajoca. Is¢emo enoli¢no vrednost A\*, da velja F'(A*) = 0. Naj algoritem
A resuje problem F()\) % 0. Casovna zahtevnost algoritma A je O(n), saj
mediano mnozice elementov lahko z algoritmom BFPRT pois¢emo v linearnem

casu. Naj bo Ay genericni algoritem, ki iSce vrednost mediane polinomov
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{i(N%), fo(N), ..., fu(A*)} pri vnaprej neznanem A*. Poglejmo postopek,
ko algoritem primerja polinoma f;, f;. Primerjava je odvisna od kriticne
vrednosti A;;, ki je izrazena po a; 4+ bj\;; = a; + b;)\;;. Potem se s klicem
A(Nij) lahko odlo¢imo, na kateri strani A;; lezi \*, saj za F(\;;) > 0 velja
A< Nij, za F((\i;) < 0 pa velja A* > \;;. Glede na pozicijo \* lahko ustrezno
posodobimo interval /. Ker polinom f; — f; na intervalu I nima korenov,
lahko polinoma f;, f; primerjamo v katerikoli tocki ¢t € I. Ker za iskanje
mediane potrebujemo O(n) primerjav, vsaka pa lahko zahteva klic algoritma
A, je skupna ¢asovna zahtevnost algoritema A,, enaka O(n?).

Ce bi lahko ve¢ korenov \; razlicnih primerjav zdruzili, bi lahko ¢asovno
zahtevnost algoritem Se nekoliko zmanjsali. Naj bo A, vzporedna izvedenka
algoritma A, ki se izvede v N obhodih na P procesorjih. Ker vzporednost
algoritma A, zgolj simuliramo, lahko uporabimo §ibek vzporedni model. V
enem obhodu algoritma A, se izvaja P primerjav polinomov vzporedno.
Kriti¢ne vrednosti (korene razlik takih polinomov) lahko zdruzimo v mnozico
L={Xo,A1,..., \p}, Ao < Ay < -+ < A\gp. Ni potrebno, da je mnozica L
urejena. Z uporabo algoritma za iskanje mediane pois¢emo zaporedni kriti¢ni
vrednosti, da velja A\; < A* < \;11. Pri tem uporabimo kP + kP/2 + kP/4 +
-+ = O(P) primerjav za iskanje median ter O(log P) klicev algoritma A.
Ce je ¢asovna zahtevnost algoritma A enaka O(T4,), je tasovna zahtevnost
parametricnega iskanja enaka O((P + T4 -log P) - N). [1§]

Ker je v praksi pogosto tezko implementirati vzporedni algoritem A,,
lahko namesto njega uporabimo katerikoli vzporedni algoritem, ki izvede vsaj
tiste primerjave polinomov, ki bi jih izvedel tudi algoritem A,. Kot primer si
oglejmo implementacijo vzporednega iskanja z uporabo algoritma za urejanje

QUICKSORT [21].

Izrek 49.1. Z uporabo algoritma za sortiranje QUICKSORT namesto vzpore-
dnega genericnega algoritma A,, lahko za polinome f1, fa, ..., fn izracunamo
interval I v pricakovanem casu O((n+ T4 -logn) -logn), kjer je O(T4)

casovna zahtevnost algoritma A.

Dokaz. Grafiéni prikaz enega obhoda algoritma prikazuje slika V obhodu
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Slika 50.1: Ilustracija enega nivoja parametri¢nega iskanja z uporabo algo-
ritma za urejanje QUICKSORT.

j za vsako mmnozico k izberemo pivotni polinom fi, na sliki je ta oznacen
z rdeco barvo. Primerjave znotraj te mnozice obhoda j so primerjave med
elementom fj, ter ostalimi elementi. Za vsako tako primerjavo polinomov f;, f;
izracunamo mnozico kritiénih tock L, ter vse mnozice zdruzimo v mnozico L.
Zmotraj mnozice kriticnih tock L z uporabo algoritma za iskanje mediane ter
odlocitvenega algoritma A dolo¢i dve zaporedni tocki A;, A;11, med katerima
lezi optimalna vrednost A* ter posodobi interval I. Glede na novi interval I
izracuna rezultat vseh primerjav ter glede na te primerjave razdeli mnozico
na tri dele: polinome manjse od fz, polinome enake fy, ter polinome vecje od
frx. Algoritem tece, dokler vsi polinomi niso urejeni.

Za n vhodnih polinomov je pricakovano stevilo obhodov algoritma QUICK-
SORT O(logn), v vsakem obhodu pa je potrebnih O(n) primerjav za iskanje
median ter O(logn) klicev algoritma A. Pricakovana ¢asovna zahtevnost

parametri¢nega iskanja z uporabo algoritma za urejanje QUICKSORT je torej
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O((n+Ta -logn) -logn). O

Naj bo QUICKSORTPARAMETRICSEARCH(P, A) algoritem, ki nad mnozico

polinomov P in odlo¢itvenim algoritmom A izracuna interval .

5.2 Implementacija

Za optimizacijski problem Fréchetove razdalje podajmo Se nekaj dodatnih
omejitev. Naj bo F' zlepek gladkih algebrai¢nih krivulj fi, fo,..., f, in G
zlepek gladkih algebrai¢nih krivulj g1, gs, . . ., gm, katerih stopnja je omejena.
S tem zagotovimo, da se v diagramu krivulj f;, g; pojavi le konstantno Stevilo
ovir. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo f; : [i — 1,i] — R?
gi : [i —1,i — R% Koordinate mreze diagramov mnozic F, G naj bodo
podane s parom (a,b), a € [0,n], b € [0, m].

Zelimo izracunati natanéno vrednost e* = §z(F,G). Zaénemo z ¢ = 0 in
postopoma povecujemo ¢, dokler v mrezi diagramov ne obstaja monotona pot
iz tocke (0,0) do tocke (n,m). Razdelimo problem iskanja 0z (F, G) na iskanje
stevila g; izmed mnozice kriticnih vrednosti K = {e1,¢9,...,6,}. Vrednost &
je kriticna, ko se v neki diagramu krivulj f;, g;, fi € F,g; € G pojavi eden od

naslednjih primerov:

1. Odpre se nova vodoravna ali navpi¢na pot na meji mreze diagramov,
omejena z oviro. Tako situacijo prikazuje slika [52.1jfa). Lo¢imo dva

primera:

e ovira seka stranico mreze diagramov tako, da presecisce lezi v enem

od kotov mreze (ovira Oy).

e ckstremna tocka ovire se dotika meje mreze diagramov (ovira O,).

2. Odpre se nova vodoravna ali navpi¢na pot omejena z dvema ovirama:
to situacijo prikazuje slika [52.1][b). Lo¢imo tri razli¢cne primere:

e ckstremni tocki ovir lezita na isti premici (oviri Oz in Oy).
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e ckstremna tocka ene ovire in preseciSce druge ovire s stranico
diagrama lezita na isti premici (oviri Oz in Oy).

Os in Og, ter oviri Oy in Og).

Ni nujno, da sta taki dve oviri znotraj istega diagrama, morata pa biti

znotraj diagramov v isti vrstici (stolpcu) mreze, kot to prikazuje slika.

fi f2 fn fi f2 fn
(a) (b)

Slika 52.1: Mozne situacije kritiénih tock.

Predpostavimo, da obstajajo naslednje primitivne operacije, ki so odvisne

od opisa krivulj:

e OBSTACLEDIAGRAM(f,g,s € {b,t,1,r}): za diagram algebrai¢nih kri-
vulj f, g vrne mnozico vrednosti razdalj e, kjer se ovire znotraj diagrama
dotikajo stranice s, kot je to opisano v tocki [} Po predpostavki o tipu

krivulj f, g je mnozica vrednosti omejena s konstanto.

e CRITICALPOINTS(f, g): za diagram algebrai¢ni krivulji f, g vine mnozico
polinomov {p;(¢), p2(¢), ..., pn(e)} koordinat ekstremnih tock ovir ter
njihovih presecis¢ z mejo diagrama funkcij f, g. Po predpostavki o tipu

krivulj f, g je mnozica polinomov omejena s konstanto.
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Izrek 53.1. Za dana zlepka F' gladkih algebraicnih krivuly fi, fo, ..., fn in
G gladkih algebraicnih krivuly g1, 9o, ..., gm, obstaja algoritem, ki izracuna
vrednost dp(F, G), in ima pricakovano kombinatoriéno ¢asovno zahtevnost

@ (nm log? nm) )
Dokaz. Razdelimo algoritem na dva dela glede na tip kriti¢nih vrednosti:

1. Kriti¢ne vrednosti tocke [T} Za vsak diagram na meji mreze diagramov
z uporabo algoritma OBSTACLEDIAGRAM doloc¢imo kriti¢ne vrednosti
e in jih zdruzimo v mnozico M = {e1,2, ..., Epmn}, €1 < €2 < +++ <
Er.mn. Nato z uporabo odlo¢itvenega algoritma DECISION pois¢éemo
dva zaporedna ¢; < €* < ;1. Implementacijo algoritma predstavlja

algoritem [53.1}

Algoritem 53.1. Prvi del optimizacijskega algoritma.

Vhod: zlepka algebrai¢nih krivulj F' = {f, fo,..., fu}, G = {91,
G2, Im}
Izhod: interval (I,h), da veljal <e&* < h
1: procedure OPTIMIZATIONPREPROCESS1(F, G)
2: M <+ {—o00, 00}
3: for all f; € F do M < M U OBSTACLEDIAGRAM( f;, g1, D)
4: for all f; € F do M < M U OBSTACLEDIAGRAM( f;, g, t)
5: for all g; € G do M <~ M U OBSTACLEDIAGRAM( f1, g;,1)
6: for all g; € G do M <~ M U OBSTACLEDIAGRAM( f,,, i, T)

7 M < SOrT(M)
8: [+ 0, h<« |M]|
9:  whileh—1+1do

10: m <« (h+1)/2, d,, «+ DECISION(F, G, M,,)
11: if d,, then h <~ m
12: else [ < m

13: return (M;, M)
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Ocenimo ¢asovno zahtevnost algoritma [53.1] Ker je velikost mnozice
rezultatov algoritma OBSTACLEDIAGRAM omejena s konstanto, je veli-
kost mnozice M enaka O(n + m), kombinatori¢na ¢asovna zahtevnost
vrstic pa O(n+m). Urejanje v vrstici [7| je ¢asovne zahtevnosti
O((n +m)log (n+ m)). Zanka vrstice 9 ima O(log (n + m)) obhodov,
klic algoritma DECISION pa ima kombinatori¢no ¢asovno zahtevnost
O(nm). Skupna kombinatori¢na ¢asovna zahtevnost algoritma je
torej O(nmlog (n +m)).

. Kriti¢ne vrednosti tocke[2] Naj bo P unija mnozic polinomov, ki jo vrne

algoritem CRITICALPOINTS za vsak par f;,g;, 1 <i<n,1<j<m
zlepkov F, G. Mnozica P naj predstavlja vrednosti parametra zlepka F
mnozice tock P, Mnozica P® pa vrednosti parametra zlepka G mnozice
tock P. Za kriticno tocko e optimizacijskega problema mora veljati
PF(e) = Pf(e) ali Pf(e) = Pf(¢) za nek par 4, j. To pomeni, da za
izracun vrednosti €* lahko uporabimo parametri¢no iskanje z uporabo
algoritma za urejanje QUICKSORT, kjer najprej sortiramo vrednosti P},

nato pa e vrednosti Pf.

Algoritem 54.1. Drugi del optimizacijskega algoritma.

Vhod: zlepka algebrai¢nih krivulj F = {fi, fo,..., fu}, G = {91,

g2, .. 7gm}
Izhod: interval (I, h), da veljal <e* < h

1. procedure OPTIMIZATIONPREPROCESS2(F', )

2. P« 0

3: for all f; € F' do

4: for all g; € G do

5: P < P U CRITICALPOINTS(f;, ;)

6: I < QUICKSORTPARAMETRICSEARCH(P | DECISION)
7 J < QUICKSORTPARAMETRICSEARCH(PY, DECISION)

8: return I N J
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Analizirajmo ¢asovno zahtevnost algoritma Vrstica [2 po analizi iz
prejsnje tocke zahteva O(nmlog (n + m)) casa. Ker je velikost mnozice
rezultata algoritma CRITICALPOINTS vrstice |3 konstantna, je velikost
mnozice P enaka O(nm), pricakovana ¢asovna zahtevnost vrstic |§|
je torej (’)(nm log? nm), kar je tudi pricakovana casovna zahtevnost

algoritma.

Izrek 55.1. Za vrednost 6 = 0p(F, G) zlepek F' krivulj fi, fo, ..., fu in zlepek
G krivulj g1, g2, - . ., gm se v nekem diagramu krivulj f;, g; pojavi ena od situaciy
kriticne tocke, opisanih v tockah[1}, [3

N |
~ | \
1 AN End
N i - S
P o
- ~

(a) (b) (c)
Slika 55.1: Ilustracija izreka m

Dokaz. Privzemimo, da velja § = dp(F, G) ter se za noben par krivulj f;, g;
ne pojavi situacija kriticne tocke. Potem v vsakem diagram krivulj f;, g;,
skozi katero potuje monotona pot od tocke (0,0) do tocke (n,m) obstaja
trak dostopnih tock, ki jo obdaja, kot to prikazuje slika [55.1] Ker za vsak
e > 0 velja Fg, _(fi,g9;) C Fy (fi,g;) sledi, da obstaja nek ¢, da za vrednost
d' = § — ¢ obstaja monotona pot iz tocke (0,0) do tocke (n,m), kar je v

protislovju s predpostavko § = 0p(F,G). ]

Algoritma in lahko zdruzimo v konéni algoritem [56.1| za izracun
dr(F,G). Ker je po izreku tocna vrednost £* zagotovo ena od kriti¢nih
tock, je 0p(F,G) kar zgornja meja preseka intervalov, ki ju vrneta klica

algoritmov OPTIMIZATIONPREPROCESS1 ter OPTIMIZATIONPREPROCESS2.
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Algoritem 56.1. Optimizacijski algoritem.

Vhod: zlepka algebrai¢nih krivulj F' = {fi, fa, ..., fu}, G =191, 92, - - -, gm}
Izhod: vrednost 0p(F,G)
1. procedure OPTIMIZATION(F, )

2: I <+ OPTIMIZATIONPREPROCESS1(F, G)
3: J <= OPTIMIZATIONPREPROCESS2(F, 7)
4: return max (I N J)



Poglavje 6
Rezultati

Na podlagi algoritmov iz poglavij 4| in [5| smo v programskem jeziku C++
implementirali knjiznico, ki omogoca implementacijo razsiritve odlocitvenega
in optimizacijskega problema Fréchetove razdalje zlepkov gladkih krivulj. Pri
tem smo uporabili podatkovni tip za eksaktno aritmetiko real knjiznice
leddl

Knjiznico sestavljata dva glavna razreda: razred curve_segment ter razred

free_space.

6.1 Odlocitveni problem

Pri razsiritvi odlocitvenega problema je potrebno implementirati razred
krivulje, ki jo uporabljamo v zlepku, ter ga razsiriti z metodami razreda
curve_segment. Pri tem je potrebno implementirati metode, ki smo jih
predstavili v razdelku [4.2.1]

Delovanje odloc¢itvenega problema smo preizkusili na zlepkih daljic in
kroznih odsekov. Ker je vzporedna krivulja daljici prav tako daljica, ter
vzporedna krivulja kroznemu odseku prav tako krozni odsek, je zgornje
funkcije preprosto implementirati.

Casovno zahtevnost odlo¢itvenega problema smo v praksi preverili nad

http://www.algorithmic-solutions.com/
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poligonalnimi krivuljami. Case izvajanja prikazujeta tabela in slika m
Krivulje smo doloéili tako, da smo za vsako krivuljo nakljuéno izbrali tocke iz
obmocja [0, 1]2. Za vsak par velikosti krivulj n,m smo generirali 1000 parov
krivulj, ter case izvajanja algoritma za odlocitveni problem povprecili. Ker
smo uporabili podatkovni tip za eksaktno aritmetiko, se pogosto dogaja, da
primerjanje takih dveh vrednosti, ko sta ti dve enaki, traja veliko ¢asa. To je
tudi razlog za veliko standardno deviacijo meritev, kot je to prikazano v tabeli
58.1l Pri vecjih vrednostih n,m se v mrezi diagramov D¢ zlepkov F,G
pojavi precej diagramov, ki so v celoti bodisi znotraj F. (F, G) bodisi znotraj
FF(F,G). Izracun algoritma REACHABLE je za tak diagram trivialen, zato
se pri vecjih vrednostih n, m krivulja ¢asovne zahtevnosti nekoliko odkloni

navzdol od linearne.

Casovne zahtevnosti zlepkov kroznih odsekov v praksi nismo uspeli preve-
riti, saj je Cas izvajanja algoritma nad zlepki kroznih odsekov precej daljsi od
¢asa izvajanja nad poligonalnimi krivuljami, standardni odklon pa velik, zato

nismo uspeli narediti dovolj meritev, da bi bili izsledki merodajni.

n,m n-m casls] o [s]
4 16 047 1.07
5 25 096 1.88 6 }
6 36 1.49 2.85

7 49 2.2 3.44

8

9

[s]

g 40 |
64 3.23  4.22 ©
81 4.03  5.29 20 i
10 100 4.8 577
11 121 552 7.7 ol | | B
12 144 604 7.24 50 100 150

y n-m
Tabela 58.1: Casi izvaja-

nja in standardna deviacija  Slika 58.2: Grafi¢na predstavitev tabele
odlocitvenega problema nad po- B8l
ligonalnimi krivuljami.
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6.2 Optimizacijski problem

Pri razsiritvi optimizacijskega problema je, podobno kot za odloc¢itveni pro-
blem, potrebno implementirati razred krivulje, ki jo uporabljamo v zlepku, ter
ga razsiriti z metodami razreda curve_segment. Pri tem je potrebno poleg
primitivnih operacij za odloc¢itveni problem implementirati tudi primitivne
operacije, predstavljene v razdelku

Delovanje optimizacijskega problema smo preizkusili le nad poligonalnimi
krivuljami, saj se je implementacija funkcije CRITICALPOINTS za krozne
odseke izkazala za prakticno neizvedljivo.

Casovne zahtevnosti v praksi tudi tu zaradi pretirane porabe ¢asa eksaktne

aritmetike nismo uspeli preveriti.



60

Poglavje 6. Rezultati




Poglavje 7

Zakljucek

V nalogi smo predstavili algoritme in implementacijo za izracun odlocitvenega
problema Fréchetove razdalje gladkih krivulj in optimizacijskega problema
Frechetove razdalje zlepkov gladkih algebrai¢nih krivulj. Implementacijo
odlocitvenega problema smo testirali nad zlepki daljic in kroznih odsekov,
implementacijo optimizacijskega problema pa nad zlepki daljic. Sklepamo, da
je implementacija z drugimi — bolj uporabnimi — druzinami krivulj prakti¢no
neizvedljiva.

Zaradi uporabe eksaktne aritmetike ¢asovne zahtevnosti nismo uspeli
prakti¢no preveriti, algoritmi pa so se izkazali za premalo numeri¢no stabilne,
da bi tipe za eksaktno aritmetiko lahko zamenjali s katerim od numeri¢nih
tipov v plavajoci vejici fiksne dolzine.

V praksi je bolj smiselna uporaba diskretne Fréchetove razdalje, saj so
v njej uporabljene primitivne operacije precej hitrejSe, prav tako pa so v
praksi krivulje vec¢inoma podane diskretno. Ideja o Fréchetovi razdalji zlepkov
gladkih krivulj je tako teoreticno elegantna, vendar v praksi zal vec¢inoma
neuporabna.

Za konec si poglejmo Se, kako bi lahko algoritme, predstavljene v nalogi,
razsirili na sklenjene zlepke gladkih krivulj. Brez skode za splosnost lahko
predpostavimo, da sta krivulji definirani kot f : [0,1] — R? in g : [0,1] — R?,
in velja f(0) = f(1), g(0) = g(1). Ker sta krivulji sklenjeni, je smiselno
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Slika 62.1: Ilustracija diagrama za sklenjeni krivulji f in g.

zaCetno/konéno tocko vsake krivulje izbrati poljubno.

Definirajmo zlepek F : [0, 2] — R? kot

F(t):{ fi) 0<t<l
ft—=1) ; 1<t<?2

Odlocitveni problem Fréchetove razdalje lahko prevedemo na iskanje mo-
notone poti v mrezi diagrama D9, ki se zacéne v tocki (a,0) in konca v tocki
(14 a,1), zanek a € [0,1).

Za vsak interval dostopnih tock I na spodnji stranici mreze diagramov
D™ lahko dolo¢imo dosegljive intervale Ji, Js, ..., J, na zgornji stranici, kot
je to prikazano na sliki [62.1 Monotona pot, ki ustreza zgornjim kriterijem,

obstaja, ko za nek interval .J; velja
daef0,1):aelN(a+1) €. (62.1)

Dve taki monotoni poti sta na sliki [62.1| oznaceni s p; in ps.
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Ko sta krivulji f in g zlepka gladkih krivulj, ki ustrezata omejitvam, poda-
nim v poglavju[f] je stevilo takih intervalov I in J; omejeno s konstanto ter jih
lahko izra¢unamo z uporabo algoritmov ADJACENT in OPPOSITE. Algoritem
DECISION modificiramo tako, da rezultat izracuna iz enacbe . Kombi-
natori¢na casovna zahtevnost za izracun odlocitvenega problema Fréchetove
razdalje sklenjenih gladkih zlepkov velikosti n in m delov ostane enaka O(nm).

Za optimizacijski problem uporabimo algoritem OPTIMIZATION, v katerem
uporabimo modificirani algoritem DECISION za sklenjene krivulje, kriticne
vrednosti pa izra¢unamo za mrezo diagramov D9, Tudi tu kombinatori¢na

casovna zahtevnost ostane enaka O(nm log® (nm))
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