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Povzetek

V diplomski nalogi smo predstavili problem iskanja izomorfnih podgrafov. To
je ena najbolj osnovnih operacij nad grafih in je NP-tezek problem. Podrobno
smo opisali Ullmannov algoritem in algoritem VF2, ki se na tem podroc¢ju najvec
uporabljata, ter nov algoritem Subsea. Algoritem VF2 smo izboljsali z idejami
iz algoritma Subsea. Izboljsavo smo implementirali v programskem jeziku C++
in dobljeni algoritem eksperimentalno primerjali z navadnim algoritmom VF2 iz
programske knjiznice vflib in z izboljSanim Ullmannovim algoritmom. Delovanje
smo preizkusili na bazi 9000 naklju¢no generiranih parov testnih grafov. Ugotovili
smo, da je izboljsan Ullmannov algoritem za faktor 5, izboljsan algoritem VF2 pa
za faktor 30 hitrejsi od navadnega VF2. Pri majhnih grafih je najhitrejsi izboljsan
Ullmannov algoritem, pri ve¢jih grafih in grafih z ve¢ povezavami pa je hitrejsi nas

izboljsan algoritem VF2.

Kljuéne besede:

graf, podgraf, izomorfizem, algoritem






Abstract

This thesis describes the problem of finding subgraph isomorphism. This is one of
the most basic operations performed on graphs and is an NP-hard problem. We
describe in detail the Ullmann algorithm and VF2 algorithm, the most commonly
used and state-of-the art algorithms in this field, and a new algorithm called
Subsea. We improved the VF2 algorithm using some principles from Subsea. The
improvement was implemented in C++ and then compared against VF2 algorithm
implementation from the program library vflib and an implementation of improved
Ullmann algorithm. We tested the algorithms on a database of 9000 pairs of
randomly generated graphs. In compariton to the VF2 algorithm the results show
a speedup factor of at least 5 for the improved version of Ullmann algorithm and
a speedup factor of at least 30 for the improved version of VF2 algorithm. The
improved version of Ullmann algorithm was the fastest algorithm for small graphs,
while for large graphs and graphs with many connections out improved version of

VF2 algorithm proved the fastest.

Key words:

graph, subgraph, isomorphism, algorithm






Poglavje 1
Uvod

Grafi se na veliko podrocjih uporabljajo za predstavitev razlicnih informacij. Ena
najosnovnesih operacij nad grafi je iskanje in prepoznavanje vzorcev. Najbolj
splosna oblika je za dani vzorec poiskati ujemanje v vec¢jem grafu — poiskati izo-

morfen podgraf.

Uporaba iskanja podgrafov sega na razlicna podroc¢ja. V racunalniskem vidu
npr. opravimo dekompozicijo slike, razmerja med posameznimi deli pa predsta-
vimo z grafi. Vzorci predstavljajo dekompozicije znanih objektov, ki jih z iskanjem
lahko prepoznavamo v sliki [2]. V kemiji iS¢emo pojavitve posameznih kemijskih
struktur v vecjih molekulah [5], kar je primer iskanja po sicer majhnih grafih a v
obsirnih zbirkah grafov. Primera takih podatkovnih baz sta SMARTS in ZINK. V
biologiji lahko iS¢emo kombinacije proteinov v proteinskih interakcijskih mrezah, ki
lahko vsebujejo ve¢ tiso¢ vozlisc [9], primeri takih baz so DIP, BioGRID, STRING
in ConsensusPathDB. Novejsi in zelo aktualni problemi so podatkovno rudarjenje
v spletnih in socialnih omrezjih, in uporaba v CAD aplikacijah.

Zlasti v racunalniskem vidu se uporabljajo neeksaktni algoritmi, ki iS¢ejo pri-
blizke vzorcev in se ukvarjajo s podobnostjo in razdaljami med grafi, vendar se
resitve takih algoritmov ne priblizajo iskanju eksaktnega ujemanja. Obstajajo tudi
variante iskanja v grafih s specifiécnimi lastnostmi, npr. v drevesih, grafih z ome-
jeno stopnjo, planarnih grafih in drugih. Nekateri od teh specificnih problemov

so resljivi tudi v polinomskem casu, na splosnih grafih pa je iskanje izomorfnih
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podgrafov NP-tezek problem.

Prvi algoritem, ki je omejil prostor preiskovanja v primerjavi s pregledovanjem
vseh moznih stanj je bil Ullmannov algoritem [13]. Kljub starosti je Se vedno
eden najbolj znanih algoritmov in se precej uporablja. Kasnejsi algoritem VFEF2
[2, 3, 4] bolje izkoris¢éa informacije o Ze pregledanem delu grafa in danes velja
za de facto standard na splosnem iskanju podgrafnih izomorfizmov. Opravljen je
bil tudi poskus polinomskega iskanja [10]; ¢e imamo fiksno bazo grafov, lahko iz
njih generiramo odlo¢itveno drevo, samo iskanje pa ima ¢asovno zahtevnost O(n?).
Vendar ima odlocitveno drevo eksponentno velikost glede na stevilo vozlis¢ in je
metoda uporabna samo za zelo majhne grafe (nekaj 10 vozlis¢), ko potrebujemo
zelo hitro iskanje. Algoritem LAD resuje problem na principu programiranja z
omejitvami [12, 14]. Novejsi algoritmi QuickSI, GADDI, GraphQL in SPath so
bili pred kratkim primerjani v ¢lanku [8]. Algoritem Subsea [9] je Se eden novejsih
in naj bi bil primeren zlasti za iskanje majhnih vzorcev v zelo velikih grafih. Sirsi
pregled algoritmov za iskanje ujemanj v grafih ponuja ¢lanek [1].

V tem delu opisujemo in primerjamo eksaktne algoritme za splosne grafe. Ome-
jili smo se na Ullmannov algoritem, algoritem VF2 in algoritem Subsea. Prva dva
sta klasi¢na algoritma, pri katerih preverimo moznost njunega izboljsanja, tretji
algoritem pa kaze veliko prakti¢no uporabnost v sodobnih problemih iskanja vseh

podgrafnih izomorfizmih pri majhnih vzorcih in velikih ciljnih grafih.



Poglavje 2

Definicija problema

2.1 Graf

Graf G = (V,E) je definiran z mnozico vozlis¢ V (angl. vertices) in mnozico
povezav E (angl. edges). Povezava je par vozlisc: E C V x V. Vozliséi, ki
sta vsebovani v povezavi, sta sosednji (angl. adjacent). Graf je lahko usmerjen
(angl. directed) ali neusmerjen (angl. undirected). V neusmerjenem grafu je ena
povezava neurejen par vozlis¢ u, v € V in jo ozna¢imo z {u, v}. V usmerjenem grafu
je povezava urejen par vozlis¢ u,v € V', kjer je prvo vozlisce zacetek (angl. head),
drugo pa konec (angl. tail) povezave. Oznacimo jo z (u,v). Graf z oznakami
G = (V,E,a, ) sestavlja graf (V, E), funkcija o : V' — N, ki pripisuje oznako

vozliséem, in funkcija 5 : E — N, ki pripisuje oznako povezavam.

2.2 Podgrafni izomorfizem

Graf G' = (V' E') je podgraf danega grafa G = (V, E), ¢e velja V' CV AE C E.
Graf G' = (V', E') je induciran podgraf danega grafa G = (V| E), ¢e je podgraf
grafa G in vsebuje vse povezave iz G, pri katerih sta robni vozlis¢i v V', oz. ¢e
velja B/ = EN (V' x V).

Grafa G, = (V,, E,) in G, = (V,, E}) sta izomorfna, Ce obstaja bijektivna
preslikava f : V,, = V;, da velja: (a,b) € E, < (f(a), f(b)) € Ei; oznaka p pomeni

3
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(@) (b) ove

Slika  2.1: Primer izomorfnih grafov 2z bijektivno funkcijo f

{(a,1),(b,2), (¢, 3), (d,4)}.

vzoréni (angl. pattern) graf, oznaka ¢ pa ciljni (angl. target) graf. V primeru grafa
z oznakami, mora preslikovalna funkcija ohranjati oznake. Primer izomorfizma
grafov je podan na sliki 2.1.

Graf G, je izomorfen podgraf grafa G, ¢e obstaja podgraf G} grafa G, ki je
izomorfen grafu G,. Med grafoma (), in G obstaja parcialen podgrafni izomorfi-
zem, Ce je funkcija f : V), — V; injektivna in velja (a,b) € E, = (f(a), f(b)) € E.
Med grafoma G, in G, obstaja induciran podgrafni izomorfizem, ce je funkcija
f 'V, = V; injektivna in velja (a,b) € E, < (f(a), f(b)) € E;. Na sliki 2.2
vidimo, da je med b) in ¢) samo parcialni podgrafni izomorfizem, ker v vzorénem
grafu ni povezave (B, ('), medtem ko preslikavi teh vozlis¢ (2, 3) tvorita povezavo
v ¢). Induciran podgrafni izomorfizem lahko obstaja samo, Ce se ohranijo tudi

ne-povezave.

2.3 Problem izomorfnega podgrafa
Obstajajo stiri razlicice problema izomorfnega podgrafa.
e Odlocitveni problem: ugotovi obstoj izomorfnega podgrafa.
e Prestevalni problem: ugotovi stevilo izomorfnih podgrafov.

e Iskalni problem: poisé¢i en izomorfen podgraf (preslikavo f).



2.4 DRUGE DEFINICIJE )

(@) OO ®0v0

a) b) C)

Slika 2.2: Med a) in ¢) obstaja induciran podgrafni izomorfizem z injektivno funk-
cijo f = {(a,1),(b,2),(¢,3)}. Med b) in ¢) obstaja samo parcialen podgrafni
izomorfizem z injektivno funkcijo f = {(A4,1), (B, 2), (C,3)}.

e Nastevalni problem: poiséi vse izomorfne podgrafe (preslikave f).

Najtezje je iskanje vseh moznih preslikav — to razlicico resujejo opisani algoritmi.
Dodatno lahko resujemo problem Se na usmerjenih ali neusmerjenih ter oznac¢enih

ali neoznacenih grafih.

2.4 Druge definicije

Na tem mestu so zbrane pomozne definicije, ki jih uporabljamo pri opisih algorit-
mov za iskanje izomorfnih podgrafov.

V neusmerjenem grafu je Stevilo povezav, ki vsebujejo vozlisée v, stopnja
(angl. degree) vozlista v. Oznac¢imo jo z d(v). Mnozica vozlis¢ N(v) = {u €
V|{v,u} € E} je mnozica sosedov vozliséa v. MnoZica sosednjih vozlis¢ podgrafa
S = (Vs, Es) je definirana kot N(S) = {n € V\ Vg|3m € Vs : {n,m} € E}.

V usmerjenem grafu je stevilo povezav, ki imajo vozlisée v za zacetek povezave,
izhodna stopnja (angl. out-degree) vozlisca. Oznacimo jo z d*(v). Stevilo povezav,
ki imajo vozlisée v za konec povezave, je vhodna stopnja (angl. in-degree) vozlisca

v. Oznacimo jo z d~(v). Mnozica naslednikov N*(v) = {u € V|(v,u) € E} so
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koncna vozlisca povezav, ki imajo za zacetek povezave vozlisce v. Mnozica pred-
hodnikov N~ (v) = {u € V|(u,v) € E} so zacetna vozlista povezav, ki imajo za
konec povezave vozlisée v. Mnozica izhodnih sosedov (angl. out-neighbors) pod-
grafa S = (Vs, Es) je definirana kot N*(S) = {n € V\Vs|3m € Vs : (m,n) € E}.
Mnozica vhodnih sosedov (angl. in-neighbors) podgrafa S = (Vg, Es) je definirana
kot N=(S) ={n €V \Vs|Im € Vs : (n,m) € E}.

Rez grafa G je razdelitev vozlisé V' v dve disjunktni mnozici (A4, A). Mnozico
povezav, kjer je en konec povezave v A in drugi v A, oznac¢imo z e(A, A) = {(u,v) €
E‘u € A,v ¢ A}. Minimalna bisekcija grafa G je rez, ki minimizira velikost reza
le(A, A)| po vseh mnozicah A velikosti [|V]/2].

2.5 Zahtevnost problema

Odlocitveni problem izomorfnega podgrafa spada v razred NP-polnih problemov [7].
Za dokaz NP-polnosti nanj prevedemo odlocitveni problem iskanja polnega pod-
grafa oz. klike (angl. clique problem). Pri slednjem, ki je znano NP-poln, imamo
podan graf G in stevilo k, preverjamo pa obstoj polnega podgrafa s k vozlisci (v
polnem grafu obstaja povezava med vsakim parom vozlis¢). Ta problem lahko
reSimo z iskanjem izomorfnega podgrafa tako, da najprej generiramo poln graf H
s k vozlisci, nato pa preverimo, ¢e v G obstaja podgraf, ki je izomorfen H. Ker je
problem iskanja polnega podgrafa NP-poln in smo ga v polinomskem ¢asu prevedli

na problem iskanja izomorfnega podgrafa, je tudi slednji problem NP-poln.



Poglavje 3
Ullmannov algoritem

Prvi algoritem za iskanje podgrafnih izomorfizmov je leta 1976 predstavil J. R.
Ullmann. Kljub starosti se algoritem Se vedno mnozi¢no uporablja in je tudi
najbolj znan. Celoten princip preiskovanja temelji na predstavitvi z matrikami. V
osnovni verziji algoritem ne uposteva lokalne strukture vzorénega grafa, s ¢imer

npr. druga dva opisana algoritma hitreje izlocata neobetavne poti preiskovanja.

3.1 Predstavitev problema podgrafnega izomor-

fizma z matrikami

V tem algoritmu predstavimo grafe in problem resevanja podgrafnih izomorfizmov
z matrikami. Matriki P = [p; ;] 14,7 € [1,n,] in T = [t; ;] : 4,5 € [1, ny] sta matriki
sosednosti grafov G, in Gy, kjer vrednost 1 v vrstici ¢ in stolpcu j pomeni, da v

grafu obstaja povezava iz ¢ v 7, na primer:

1 (1,7) € E
pij = { (. )< By (3.1)
0 sicer.
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Matrika M = [m; ] : i € [1,n,] A j € [1,n] predstavlja preslikavo f : V, — V..

Vrednost 1 v vrstici ¢ in stolpcu j pomeni preslikavo vozlisca t € V, v j € Vi:

m,:{l 1) = (3.2)

0 sicer.

Matrika M je injektivna, Ce je v vsaki vrstici natanko ena 1 in v vsakem stolpcu

najvec ena 1. Samo preslikavo f : V,, = V; lahko zapiSemo v matri¢ni obliki:
C = ey = (M(MT)")", (3.3)

kjer eksponent 17" pomeni operacijo transponiranja matrike. M predstavlja pod-
grafni izomorfizem iz G, v Gy, ¢e je dobljena matrika C' enaka matriki sosednosti
P:

Cij = DPig Vi,J € [1,np] (3.4)

Podana enacba velja za inducirani izomorfizem, pri enostavnem izomorfizmu je

pogoj v enacbi 3.4 p;; =1 = ¢ ; = 1.

Ullmannov algoritem v bistvu generira razlicne matrike M in jih preverja s

ne!
(nt—np)!

tivnost: natanko ena 1 v vrstici in najveé¢ ena 1 v stolpcu), kar je preveé za iz¢rpno

pogojem (3.4). Vseh moznih matrik M je (ob upostevanju pogoja za injek-
preiskovanje. Algoritem zato zac¢ne s pred-procesirano matriko M (razdelek 3.5),

na vsakem koraku pa jo e dodatno omeji (razdelek 3.6).

3.2 Algoritem

Matriko M generiramo postopoma, po korakih. V danem koraku nam vrednost
mf’j pove, ali se vozlisce i € V), lahko preslika v j € V; (ima vrednost 1) ali ne
(ima vrednost 0). Izhajamo iz zacetne matrike M°. Pri generiranju te matrike

upostevamo dejstvo, da se lahko vozlisce i preslika v j samo, ¢e je stopnja vozlisca
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v vzorcnem grafu manjsa ali enaka stopnji vozlis¢a v ciljnem grafu:

(3.5)

ij = .
0 sicer.

0 { L d(i) < d(j)

Pri usmerjenih grafih mora pogoj veljati tako za vhodno kot za izhodno stopnjo.

V vsakem naslednjem koraku izberemo Se neobiskano vrstico. V vrstici izbe-
remo stolpec, ki ima vrednost 1 in Se ni bil izbran v nobeni od prejsnjih vrstic. Vse
ostale vrednosti v vrstici postavimo na 0 in gremo v naslednji korak. Ce stolpca
z vrednostjo 1 v trenutni vrstici ni, se vrnemo v prejsnji korak in izberemo drug
stolpec. Ko obdelamo vse vrstice, se preveri pogoj (3.4).

Algoritem je Ullmann v izvirnem ¢lanku [13] opisal s stavki GOTO, zaradi ¢esar
je tezje razumljiv. Tukaj ga podajamo v bolj pregledni obliki, ki je popravljena
in bolj podrobna razlicica algoritma iz [14]. Potrebujemo naslednje podatkovne

strukture:
e spremenljivko d, ki oznacuje trenutno globino v preiskovalnem drevesu;
e spremenljivko k, ki oznacuje trenutno izbrani stolpec;

e binaren vektor F' = (Fy, ... ,F;, ..., F, ), v katerem z vrednostjo 1 na i-tem
mestu oznacimo, da je bil stolpec ¢ Ze izbran — z njim zagotovimo injektivnost

preslikave;

o vektor H = (Hy, ... ,Hy, ... ,Hy,), kjer Hy = j pomeni, da je na globini d

izbran stolpec j — od tu obnovimo spremenljivko k pri sestopanju;
e matriko M, ki predstavlja trenutno matriko zdruzljivih parov;

o vektor matrik M, = (M, ..., My, ..., M, ), kjer je matrika M, zadnja ge-

nerirana matrika M na globini d — od tu obnovimo matriko M pri sestopanju.

Prevdokoda algoritma je podana v (Alg. 3.1). V vrsticah 1-2 inicializiramo
vse spremenljivke. V vrstici 3 shranimo matriko M za prvi korak — matriko ve-
dno shranjujemo pred vstopom v naslednji korak. Zanka v vrstici 4 se iztece, ko

sestopimo iz obdelave prve vrstice, torej ko v prvi vrstici zmanjka neobiskanih
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stolpcev. V vrstici 5 poskrbimo, da algoritem sestopi, ¢e ne najdemo ustreznega
stolpca. V vrstici 6 preverimo, ¢e v trenutni vrstici obstaja Se neobiskan stolpec.
Ta stolpec mora biti Se neizbran v trenutni vrstici (7 > k), mora biti zdruzljiv s
trenutno vrstico (mgy; = 1) in ne sme biti izbran v katerem od prejsnjih korakov
(F; = 0; pogoj za injektivno preslikavo). Sama izbira stolpca poteka v vrsticah
8-10, ko vrednost k postavimo na izbrani stolpec, v vrstici 7 pa preprecimo sesto-
panje, saj bomo v naslednji ponovitvi zanke ali povecali globino ali pa ostali na isti
globini. V vrstici 11 postavimo vse neizbrane stolpce v vrstici na 0, torej izbrani
stolpec oznacimo tudi v matriki M. Pogoj v vrstici 12 zaenkrat ignorirajmo. Ce
nismo prisli do dna preiskovalnega drevesa (vrstica 13), gremo v naslednji korak
(vrstica 14): shranimo zadnji izbrani stolpec na trenutni globini (Hy < k), stolpec
oznacimo kot ze izbranega (Fj, < 1), povecamo globino (d <— d+ 1), resetiramo iz-
biro stolpca za naslednji korak (k <— 0) in shranimo matriko M za naslednji korak
(My < M; od tukaj bomo obnavljali matriko M ob vracanju v tisti korak). Ce
smo obdelali ze vse vrstice v matriki M, potem v vrstici 16 preverimo, ¢e matrika
ustreza pogoju (3.4), torej ¢e matrika predstavlja podgrafni izomorfizem. Ce pogoj
drzi, jo ustrezno shranimo ali izpiSemo. V vrstici 18 obnovimo matriko M. Tako
bomo v naslednji ponovitvi zanke preverili, ¢e je v zadnji vrstici Se kaksen primeren
stolpec. Vrstici 19 in 20, tako kot vrstico 12, zaenkrat preskocimo. Vrstice 21-24
skrbijo za sestopanje, ki se izvede, ¢e v trenutni vrstici ni nobenega primernega
stolpca ve¢. V vrstici 22 sprostimo zadnji izbrani stolpec (Fj, <— 0) in znizamo
globino. Nato v vrstici 24 obnovimo matriko M in v k obnovimo nazadnje izbrani

stolpec na tej globini.

Velik del algoritma se ukvarja s sestopanjem in obnavljanjem stanja pri sesto-
panju, zato podajamo Se rekurzivno razlic¢ico algoritma (Alg. 3.2). V tej razlicici
za sestopanje in obnavljanje stanja skrbi sam mehanizem rekurzija in je potek al-
goritma bolj ociten. V vrsticah 1 in 2 je inicializacija, le da sedaj potrebujemo
manj spremenljivk. V vrstici 3 za¢nemo preiskovanje na globini 1. V vrstici 6 shra-
nimo trenutno matriko M, ki jo bomo obnavljali ob sestopanju (ponovno zaenkrat
ignoriramo del v oglatih oklepajih). V vrstici 7 je zanka, ki preveri vse stolpce.

Ko pridemo do ustreznega (vrstica 8), vse ostale stolpce postavimo na 0 (vrstica
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Algoritem 3.1 Ullmannov algoritem

Vhod: Matriki sosednosti P in T, zac¢etna matrika M°

Izhod: Vse n, x n, matrike M, ki predstavljajo preslikave podgrafnih izomorfiz-
mov

1. M« M%d <+ 1; H + 0;k < 0;backtrack + true
2: for i € [1,n,] do F; < 0;

3. My MO

4: while d # 0 do

5: backtrack < true

6: if(Eljj>k/\de:1/\F]:0)then
7: backtrack < false

8: repeat

9: k< k-+1

10: until mgp = 1VF, =1

11: Vi#k:mg;<0

12: if [ REFINE(M, P,T)] then

13: if d < n, then

14: Hy+ ki F,+ 1L;d<—d+1;k+ 0;My<+ M
15: else

16: if (condition(3.4)) then

17: (store M)

18: M <« M,

19: else
20: M + Md
21: if backtrack then
22: Fp <+ 0;d <+ d—1;
23: if d > 0 then
24: M < My k < Hg;
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9) in oznacimo stolpec kot izbran (vrstica 10). Ce smo v zadnji vrstici matrike
M, potem preverimo pogoj 3.4, in ¢e smo nasli izomorfizem, shranimo trenutno
matriko M (vrstice 11-13). Ce to ni zadnja vrstica, gremo v naslednji korak (vr-
stica 15). Ob sestopanju obnovimo matriko M in ozna¢imo trenutni stolpec kot

neizbran (vrstica 16).

Algoritem 3.2 Ullmannov algoritem - rekurzivna razli¢ica

Vhod: Matriki sosednosti P in T, zacetna matrika M°

Izhod: Vse n, x n, matrike M, ki predstavljajo preslikave podgrafnih izomorfiz-
mov

1: M« MP°
2: for i € [1,n,] do F; + 0;

3: step(1)

procedure STEP(d)

4: if [IREFINE(M, P,T) | then
5: return

6: Mg+ M

7. for all k € [1,n;] do

8: if de,C:l/\Fk:Othen
9: Vj#kimd7]’<—0

10: F,+1

11: if d =n, then

12: if (condition(3.4)) then
13: (store M)

14: else

15: STEP(d + 1)

16: Fp < 0; M« M,

3.3 Omejevanje prostora preiskovanja

Ullmann je opazil, da lahko z dodatnim procesiranjem matrike M na vsakem
koraku dodatno omejimo prostor preiskovanja, torej da ve¢ vrednosti 1 postavimo
na 0. Ce se bo vozlisée i preslikalo v vozlisée j, potem se mora tudi vsako sosednje

vozlis¢e vozlisca ¢ preslikati v eno od sosednjih vozlis¢ vozlisca j. Za vsak m; ; = 1
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preverimo pogoj:

Vo € Ny(i) = Jy € Ni(j) :myy =1 (3.6)

oz. Veel,n) pia=1=3yel,m]:tjy,=1Amy, =1

Ce pogoj ni izpolnjen, postavimo vrednost m; ; na 0. Vsaka sprememba v ma-
triki lahko vpliva na pogoj pri ostalih vozlis¢ih, zato postopek ponavljamo, dokler
pri pregledu celotne matrike ne naredimo nobene spremembe. Ta pogoj je hkrati
tudi zadosten za preverjanje podgrafnega izomorfizma, zato lahko v algoritmih z
njim nadomestimo pogoj (3.4).

Psevdokoda postopka je podana v (Alg. 3.3). Za vsak zdruzljiv par (vrstica
4) preverimo pogoj (3.6) v vrstici 5. Ce pogoj ni izpolnjen, oznacimo par kot
nezdruzljiv (vrstica 6). Poleg tega oznac¢imo, da bo celoten postopek potrebno po-
noviti (fizpoint < false). Ob spremembi v matriki M preverimo Se, ¢e trenutna
vrstica sedaj vsebuje same 1 (vrstica 7). V tem primeru namre¢ izomorfizem ni ve¢
mogoc¢, zato vrnemo false (vrstica 8). Za opisani postopek je Ullmann predlagal
tudi implementacijo z namenskim logi¢nim vezjem [13].

Opisani algoritem je v (Alg. 3.1) in (Alg. 3.2) ze vkljucen, klic funkcije refine
je v oglatih oklepajih, ki smo jih predhodno ignorirali.

Algoritem 3.3 Omejevanje prostora
Vhod: Matrika M in sosednostni matriki P in 7T’
Izhod: true ce je bila M omejena, false ¢e kaksna vrstica ne vsebuje nobene 1
1. procedure REFINE(M, P, T)
2: repeat
fixpoint < true
for V(i,5) : m;; =1 do
if condition (3.6) is not satisfied then
m; j < 0; fixpoint < false;
if Vk : m;; = 0 then
return false
until fixpoint
10: return true
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3.4 Casovna in prostorska zahtevnost

Prostorska zahtevnost celotnega algoritma je O(n2n;). Na vsaki globini shranimo
matriko M, ki je velikosti n,n;, maksimalna globina pa je n,. Casovna kom-
pleksnost funkcije refine je O(nynidmas), Kjer je dpq, najvecja mozna stopnja vo-
zlisca. Pogoj preverjamo za vsak element matrike M, ¢asovna zahtevnost pogoja
pa je dpae, ker preverjamo samo sosede. Postopek preverjanja se sicer pona-
vlja do fiksne tocke, ampak vsaka ponovitev dodatno poreze preiskovalno drevo,
zato je ena ponovitev najslabsi primer. Celoten algoritem ima casovno zahtevnost
O(ny!nynidyg,). V posamezni ponovitvi zanke je funkcija refine najzahtevnejsa,

Stevilo ponovitev pa je reda n!.

3.5 Izboljsave

Ullmannov algoritem je v testih pokazal slabse rezultate od kasneje razvitih algo-
ritmov [4]. Leta 2012 pa sta Jurij Miheli¢ in Uros Cibej predlagala ve¢ moznih
izboljsav algoritma [11].

V (Alg. 3.1) obiskujemo vozlisc¢a iz vzorénega grafa po vrsti, glede na sam zapis
grafa z matriko. Drugacen vrsti red obiskovanja lahko pospesi algoritem, ¢e ¢im

hitreje ustavi preiskovanje poddreves, ki nimajo resitve. Nekaj moznih hevristik:

e Najprej vozlisca z vecjo stopnjo — taka vozlis¢a imajo obicajno manj kandi-

datov za preslikavo.
e Preiskovanje v Sirino, znotraj iste globine pa po stopnji.

e Najboljsi najprej — zacnemo z vozliséem z najvecjo stopnjo, v vsakem nasle-
dnjem koraku pa med sosedi Ze obiskanih vozlis¢ izberemo vozlisce z najvecjo

stopnjo.

Omejevanje prostora iskanja s funkcijo refine izkorisca dejstvo, da mora za
vsakega soseda vozlisca ¢ obstajati zdruzljiv sosed vozlisca j. Podobno pa velja,

ce Se ¢ preslika v 7, potem sosedje vozlisca ¢ ne morejo biti zdruzljivi z vozliséi, ki
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niso sosedje vozlisca j:
Va € Ny(i) Yy & Ni(j) : My = 0 (3.7)
Pri iskanju induciranega podgrafnega izomorfizma pa velja tudi v nasprotno smer:
Vy € Ny(j) Vi & Ny(i) : may = 0 (3.8)

Ta postopek lahko za razliko od refine uporabimo samo za tiste (i, j), za katere
vemo, da bo m; ; obdrzala vrednost 1. V (Alg. 3.1) bi ga uporabili v vrstici 11 nad
mq. Postopek zmanjSa prostor preiskovanja za sosednja vozlisca, kar lahko dobro
izkoristita zadnji dve hevristiki iz prejsSnjega odstavka. Pri njiju bodo namrec
sosednja vozlis¢a hitro na vrsti za preiskovanje.

Izboljsati je mogoce tudi prostorsko zahtevnost. Osnovni algoritem namre¢ na
vsakem koraku shrani celotno matriko M. Namesto sklada matrik lahko upora-
bimo persistentno matriko. Ob spremembi vrednosti v matriki iz 1 v 0 na sklad
shranimo koordinate spremembe. Ob sestopanju iz sklada preberemo koordinate
sprememb in na ustreznih mestih vrednost povrnemo nazaj v 1. Ker je sprememb

kve¢jemu n,n:, se prostorska zahtevnost zmanjsa na O(n,n,).



16

POGLAVJE 3: ULLMANNOV ALGORITEM




Poglavje 4
Algoritem VF2

Algoritem VF2 [2, 4] je novejsi algoritem iz leta 2000. Izomorfizem isce iz delne
resitve, ki jo postopoma gradi z dodajanjem sosednjih vozlisé. Stevilka 2 v imenu
pomeni posodobljeno verzijo, s katero so zmanjsali prostorsko zahtevnost [3].

Cilj algoritma VF?2 je zgraditi preslikavo M = {(n,m) € N, x N;}. Medtem ko
Ullmannov algoritem generira in preveri vse mozne preslikave M, jih ta algoritem
gradi postopoma. V vsakem stanju s algoritma imamo parcialno preslikavo M (s).
Ta definira podgrafa G,(s) C G, in Gi(s) C Gy, ki sta si izomorfna in vsebujeta
tista vozlisca, ki so tudi v M(s). Uporabljali bomo oznaki M,(s) in M(s), ki
predstavljata mnozico vozlis¢ v omenjenih podgrafih. Prehod iz stanja s v nasle-
dnje stanje s’ predstavlja razsiritev trenutne M (s) z dodatnim parom vozlisé. Nov
par (n,m) izberemo med sosedi G, in G; tako, da tudi razsirjena M(s") definira

izomorfna podgrafa.

Psevdokoda okvirnega poteka algoritma je podana v (Alg. 4.1). Algoritem je
rekurziven in preiskuje z globino. Ob prvem klicu je M(sg) prazna. V vrstici
2 preverimo, ¢e M (s) ze pokriva celoten vzoréni graf. Ker M(s) po konstrukeiji
predstavlja izomorfizem, smo v tem primeru Ze nasli podgrafni izomorfizem med G,
in Gy, zato M izpisSemo. V vrstici 5 izracunamo vse mozne kandidate za razsiritev
M (s), kjer kandidate izbiramo med sosedi trenutnih podgrafov. Podrobnejsi opis
je v razdelku 4.1. V vrsticah 6-9 za vsak par preverimo, ce je zdruzljiv. Pri tem

uporabljamo pravila, ki so opisana v razdelku 4.2. Ce je par ustrezen, z njim

17
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razsirimo M (s) (s ¢imer dobimo s’) in rekurzivno klicemo algoritem nad novim

stanjem.

Algoritem 4.1 Algoritem VEF2
Vhod: Vmesno stanje s, zacetno stanje so ima M (sq) = 0
Izhod: Vse preslikave podgrafnih izomorfizmov
1: procedure VF2(s)
2: if M(s) covers all G, then
output M(s)
else
Generate candidates P(s)
for all p € P(s) do
if feasible(p) then
Compute s’ by adding p to M (s)
VF2(s')

10: restore data structures

4.1 Izbira kandidatov

Mnozico kandidatov P(s) izbiramo med neposrednimi sosedi podgrafov G,(s) in
Gy(s). Naj bosta T (s) in T;" (s) mnozici vozlis¢ iz Gy in Gy, ki 8e niso v preslikavi
M (s) in so izhodni sosedi katerega izmed vozlisc v M(s). Podobno naj bosta 7" (s)
in 7, (s) mnozici vozlis¢, ki e niso v preslikavi M(s) ter imajo izhodne sosede v
M(s). Mnozico P(s) sestavljajo pari (n,m), kjer velja n € T, (s) Am € T; (s).
Ce takega para ni, se upostevata mnozici T, in T, . Ce tudi takega para ni,
upostevamo vsa vozlisca, ki Se niso v preslikavi M (s). Slednji primer se zgodi, ¢ce
je graf sestavljen iz ve¢ nepovezanih delov in ¢isto na zacetku, ko je M(s) prazna.

P(s) torej postane ena od naslednjih mnozic:
o T (s) ={min NT(M,(s))} x NT(Ms));
o T7(s) ={min N~ (My(s))} x N~ (M(s)), ¢eje T (s)=0;

o Pi(s) = {min (V,\(My(s)UT,(5)} x (Ve \ (Mi(s)UTi(5))), ceje T (s) = 0.
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Slika 4.1: Primer razporeditve vozlis¢ po mnozicah med izvajanjem algoritma VF2.

Primer opisanih mnozic je na sliki 4.1. Ce bo algoritem iz trenutnega stanja
prisel do konca (torej bo nasel podgrafni izomorfizem), mora obstajati preslikava
za vsak element iz vzorcnega grafa. Zato je dovolj, da v parih, ki jih vstavimo v
mnozico P(s), nastopa samo eno vozlisce iz vzor¢nega grafa. Ce algoritem ne bo
nasel podgrafnega izomorfizma z uporabo tega vozlis¢a, ga ne bo niti z nobenim
drugim. Zato iz vzorcénega grafa vzamemo vedno samo najmanjsi element, kar
v enacbah predstavlja oznaka min. Na tak nacin se tudi izognemo generiranju
enakih stanj. Podobno razmisljanje nas privede do zakljucka, da lahko prekinemo
trenutno pot preiskovanja, ¢e je velikost mnozice T;" manjsa od velikosti 7 p+ (in
istoza T, , T p_). Omenimo Se, da v sami implementaciji algoritma ni potrebe po

eksplicitnem generiranju P(s), naslednji par izracunamo na podlagi prejsnjega.

4.2 Izracun zdruzljivosti kandidatov

Pri preverjanju posameznega para (n,m) iz P(s) upostevamo pet pravil. Z ena-
¢bama 4.1 in 4.2 preverimo, ¢e bo razsirjena parcialna preslikava se vedno pred-
stavljala izomorfizem obdelanih podgrafov. Vsak sosed vozlis¢a iz vzorénega grafa
v parcialni preslikavi se mora preslikati v soseda vozlisca iz ciljnega grafa. Pogoj

lo¢imo za vhodne in izhodne sosede. V oglatih oklepajih je zapisan Se obratni
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pogoj, ki mora veljati pri iskanju induciranega podgrafa.

(Vn' € N, (n) N My(s) Im’ € N, (m) : (n',m') € M(s)) (4.1)
[A(Ym' € N (m)N M(s) 3In" € Ny (n) = (n',m') € M(s)) ]
(Vn' € N (n) N My(s) Im’ € N7 (m) : (n/,m') € M(s))

(4.2)
[ A (Ym' € N;7(m) N My(s) In’ € N;(n) c(n/,m') € M(s)) |

Ta pogoj je zadosten za pravilno preiskovanje, z dodatnimi pogoji pa dodatno
skréimo prostor preiskovanja. Preverjamo Stevilo sosedov v posameznih mnozicah.
Prejsnji enacbi ze preverjata sosede iz mnozice M(s). Z enacbama 4.3 in 4.4
preverjamo $tevilo sosedov v mnozici T'(s). Posebej preverimo za T (s) in T (s)
ter za vhodne in izhodne sosede. Stevilo sosedov mora biti v vzorénem grafu

manjse ali enako Stevilu sosedov v ciljnem grafu.

Ny () 1Ty ()] <IN (m) 1T (5)] A W)
NS T )] < INFm) 0T ()
Ny )N T6)] <IN (m) N T ()] A o
NS N T (s)] <IN (m) 1T )

Enacba 4.5 preveri e stevilo sosedov, ki niso v mnozici M (s) ali T'(s), torej

sosede iz mnozice P(s).

[Ny () \ (M (s) UT,(s))|
[Ny (n) \ (My(s) UT,(s))l

[N () \ (Mi(s) UTi(s))] A

(4.5)
[N (n) \ (M(s) U Ti(s))]

IN A

Pri grafih z oznakami enacbi 4.1 dodamo Se pogoj kompatibilnosti oznak po-

vezav, oznake vozlis¢ pa lahko preverjamo ze pri izgradnji mnozice P(s).

4.3 Casovna in prostorska zahtevnost

Za hitro izvajanje algoritma in ¢im manjSo porabo prostora je pomembna ustre-

zna izbira podatkovnih struktur. Implementacija avtorjev algoritma poleg po-
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datkovnih struktur za hrambo grafov uporablja Sest vektorjev. Parcialno pre-
slikavo M (s) predstavljata vektorja corep in core_t. Ce (n,m) € M(s),
potem ima core_p[n] vrednost m in core_t [m] vrednost n. V nasprotnem
primeru imata oba vrednost null. Mnozice T, T; , T, T;" predstavimo z vek-
torji in_p, out_p, in_t, out_t. Vrednost in_p[n] je pozitivna, ce velja n €
T, V n € My(s), drugace je null. Podobno so definirane tudi ostale mnozice.
Za ekskluzivno pripadnost vozlisca n mnozici T, mora veljati in.p[n] > 0 in
corep[n] == null.

Omenjene vektorje si vsa stanja preiskovanja delijo. Velja namre¢, da ob pre-
hodu v novo stanje zapise v vektorjih samo dodajamo oz. jim spreminjamo vre-
dnosti iz null v neko pozitivno vrednost. Ob sestopanju jih lahko zato obnovimo.
Obema vektorjema core spremenimo vsakemu samo eno vrednost in si to vre-
dnost zapomnimo. Pri ostalih vektorjih je ob spremembi pomembno samo, da
imajo vrednost vecjo od 0. Lahko jim damo vrednost, ki ustreza trenutni globini
preiskovanja. Ob sestopanju izbriSemo vrednosti s trenutno globino. Pri tem tudi
ni potreben obhod celotnega vektorja, ampak je zadosti, da preverimo samo sosede
izbranega para. Samo za ta vozlis¢a je namre¢ bila sprememba mozna. Tako ni
potrebe po hranjenju kopije vektorja pri vsakem stanju. Ker velja n; > n,, je torej
prostorska zahtevnost celotnega algoritma O(n;).

V najslabsem primeru bo algoritem moral zgenerirati vse mozna stanja, ki jih

je reda n,!. Vsako stanje mora narediti troje:

e Preveriti, ¢e drzijo pravila iz razdelka 4.2. To je mozno narediti z enim
prehodom po vseh sosedih izbranega para, vse potrebne operacije pa se za-
radi izbranih podatkovnih struktur izvedejo v konstantnem casu. Casovna

zahtevnost tega dela je torej O(d,(n) + di(m)), kjer sta n in m izbran par.

e Izracunati nove mnozice 1,7, Tp+, T, T;F. Tudi to lahko opravi z enim pre-
hodom po vseh sosedih — nastavlja vrednost na tistih indeksih, ki vrednosti

$e nimajo. Casovna zahtevnost je ravno tako O(d,(n) + di(m)).

e Generirati mnozico parov, ki so kandidati za vkljucitev v M (s). 1z vzorénega

grafa vzame prvi element, ki v ustreznem vektorju (in_p, out_p) Se nima
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vrednosti. V mnozico doda Se vse elemente iz komplementarne mnozice, ki

jih dobi z enim prehodom ustreznega vektorja. Casovna zahtevnost je torej

O(ny)

Ker sta d, in d; navzgor omejena z n, je skupna ¢asovna zahtevnost O(n,!n;)



Poglavje 5
Algoritem Subsea

Algoritem Subsea [9] je najnovejsi izmed predstavljenih algoritmov. Deluje po

principu deli in vladaj:
1. Generiramo vse zgodovine pregledov za vzoréni graf (razdelek 5.2).
2. Ciljni graf razbijemo z bisekcijo (aproksimacijski algoritem - razdelek 5.1).

3. Na vsaki povezavi med obema deloma bisekcije preverimo obstoj podgrafnega

izomorfizma z uporabo zgodovin pregledov (razdelek 5.3).

4. Na vsakem delu bisekcije ponovimo postopek od koraka 2 naprej; koncamo,

ko ima posamezen del bisekcije manj vozlis¢ kot vzoréni graf.

Pri samem iskanju uporabi hevristiko, ki poskusa ¢im hitreje najti negativne pri-
mere in koncati iskanje v taki veji.

Zaradi predprocesiranja se najbolje obnese pri iskanju vseh primerkov podgra-
fov. Za razliko od prvih dveh algoritmov ima Subsea nekaj omejitev. Dobro deluje
predvsem, ¢e je vzorcni graf mnogo manjsi od ciljnega, poleg tega pa mora biti
vzorcni graf povezan. Ker oboje drzi za vecino prakti¢nih problemov, omejitve

niso posebno omejujoce.
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5.1 Bisekcija grafa

Algoritem Subsea med delovanjem razdeli graf na dve enako veliki mnozici (par-
ticiji) — naredi bisekcijo. Algoritem deluje hitreje, ¢e je bisekcija minimalna, tore;
¢e je Stevilo povezav med obema deloma grafov minimalno. Soroden problem je
problem minimalnega reza, le da pri njem ni pomembno stevilo elementov v par-
ticijah. Problem minimalne bisekcije je NP-tezek, vendar pravilnost algoritma
Subsea ni odvisna od natancnosti minimalne bisekcije, zato se uporabljajo hitre

aproksimacijske metode.

Prva taka metoda je algoritem “¢rnih lukenj”(Black holes bisection). Zacne
s praznima particijama B; in By. Potem v vsako particijo izmeni¢no dodaja po
eno vozlisce. Vozlisce izbira med sosednjimi vozlisci trenutne particije. Torej v By
doda nakljuéno vozlisce iz V' \ (B; U By), ki ima soseda v B;. Podobno tudi za
drugo particijo. Ce takega vozliséa ni, doda nakljuéno Se ne izbrano vozlisce. Algo-
ritem temelji na dejstvu, da, ¢e sta particiji (“érni luknji”) trenutno na nasprotnih
straneh minimalne bisekcije, bo ve¢ sosedov z iste strani minimalne bisekcije in
posledi¢no vecja verjetnost, da dodamo ustrezno vozlisée. Psevdokoda je podana
v (Alg. 5.1).

Druga metoda je pozresni algoritem. Ta zacne z ze obstojeco bisekcijo, ki pa
je lahko kar rezultat prve metode, ter jo lokalno optimizira. Za vsako vozlisce
izra¢una notranjo ceno I(x), ki je stevilo sosedov vozlisca x znotraj iste particije,
in zunanjo ceno E(z), ki je stevilo sosedov v drugi particiji. Potem za vsak par
r € B, y € B izrac¢una spremembo cene reza ob morebitni zamenjavi para: gain =
E(z) —I(z) + E(y) — E(y) — 2w(z,y), kjer w(z,y) = 1, ¢e sta vozliséi povezani,
in w(x,y) = 0, ¢e vozlidéi nista povezani (w je korekcija morebitne medsebojne
povezave — slednja je zunanja in za razliko od ostalih ostane zunanja tudi po
zamenjavi). Algoritem nato menja pare vozlis¢ z najvecjo pridobitvijo gain, pri
vsaki zamenjavi pa popravi [(v') in E(v') za vsakega soseda zamenjanega para.

Ustavi se, ko ni ve¢ para z gain > 0.
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Algoritem 5.1 Bisekcija grafa - “¢rne luknje”
Vhod: Graf G = (V, E)
Izhod: Rez (B, B), ki je aproksimacija minimalne bisekcije
: By +— By + 0
: By <V \ (B1UBy)
repeat
ADD2HOLE(1)
ADD2HOLE(2)
lll’ltil BO = @

—

procedure ADD2HOLE(7)

7: if By = () then return

8: Fo < {(u,v):u € B;,v € By}

9: if Fy # () then

10: choose randomly e = (u,v) € Ey: v € By
11: else

12: choose randomly v € B,

13: B; + B; U{v}

14: By < By \ {v}

5.2 Zgodovina pregleda grafa

Algoritem Subsea med iskanjem podgrafnega izomorfizma ne uporablja vzorénega
grafa, ampak zgodovino pregleda. Ta enolicno doloca vrstni red obiskovanja vo-
zlis¢. Motivacija za tak pristop je, da v fazi predprocesiranja dolo¢imo vrstni red
preiskovanja, ki bi ¢im hitreje ugotovil, da izomorfizem ni mogoc.

Zaporedno stevilko obiskovanja oznacuje preslikava d : V' — N. Oznaka [; je
oznaka tistega vozlisca, ki smo ga obiskali kot i-tega zaporednega, torej [; = [(v) :
d(v) = i. Definiramo se N; = {d(u) < i:u € Ng(v) A d(v) =i}, ki za i-to vozlisce
predstavlja njegove sosede, ki smo jih ze obiskali. Zgodovina pregleda grafa je
zaporedje ((I1, Nv), (la, N2), ... (v}, Nyvp)). To zaporedje bomo kasneje uporabili
za preverjanje izomorfizma v ciljnem grafu. Vozlis¢a bomo preiskovali v vrstnem
redu, ki ga doloca zgodovina pregleda v vzorénem grafu. Za vsako obiskano vozlisce
iz ciljnega grafa bomo preverili, ce ustreza oznaki vozlisca iz zgodovine pregleda

(ima enak [;) in e struktura trenutnega podgrafa ustreza strukturi vzorénega grafa
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(N; vzortnega grafa mora biti podmnozica N; ciljnega grafa oziroma morata biti
mnozici enaki v primeru iskanja induciranega podgrafa). Ce bi imeli usmerjene
grafe, bi morali hraniti loc¢eni mnozici N; za vhodne in izhodne povezave.

Psevdokoda algoritma, ki izra¢una zgodovino pregleda z zacetkom v dveh poda-
nih vozliséih, je v (Alg. 5.2). Deluje po principu preiskovanja v globino, pri ¢emer
naslednje vozlisce izbere na podlagi hevristike. V vrsticah 1-4 inicializiramo po-
trebne podatkovne strukture in obis¢emo prvo vozlisce. V vrstici 6 obiskanemu
vozliséu dolo¢imo zaporedno stevilko. V vrstici 7 gradimo samo zgodovino pregleda
grafa. V vrstici 7 zagotovimo, da kot drugega obiséemo vozlisce v,. Zacetek na
vozlis¢ih vy, vy je potreben, ker moramo zgenerirati zgodovino pregleda za vsako
povezavo v vzorcnem grafu. V vrsticah 9-13 obis¢emo vsa naslednja vozlisca.
Kandidati so sosedi trenutnega vozlisca (vrstica 9). Vrstni red dolo¢a hevristika
(vrstica 11). Najboljsega kandidata rekurzivno obis¢emo (preiskovanje v globino,
vrstica 12) in odstranimo s seznama kandidatov (13).

Hevristika daje prednost vozlis¢em, ki so tesno povezani z ze pregledanimi vo-
zlis¢i. Funkcija za izracun hevristike vraca par koordinat. Prva predstavlja stevilo
korakov, ki jih potrebujemo iz kandidata w do poljubnega ze pregledanega vozlisca,
pri ¢emer jasno ne smemo uporabiti povezave (v, w). Druga koordinata predsta-
vlja stevilo ze obiskanih vozlis¢, ki jih s toliko koraki lahko dosezemo (to Stevilo
pomnozimo z —1). Med kandidati izberemo tistega z minimalnim parom koordi-
nat, torej tistega, ki potrebuje najmanj korakov (je najblizje ze pregledanim vo-
zlistem), med izenaenimi pa tistega, preko katerega pridemo do najvecjega stevila
ze obiskanih vozlis¢. Koordinati izracunamo s preiskovanjem v Sirino. Zacnemo z
mnozico, v kateri je samo kandidat w, dolzina poti pa je 1 (vrstici 14 in 15). Nato
v zanki povecujemo globino. V vrstici 17 izracunamo vse sosede trenutne mnozice
S (in ignoriramo omenjeno povezavo (w,v)). V vrstici 18 prestejemo, koliko ze
pregledanih vozlisé smo dosegli. Ce smo dosegli vsaj eno, vrnemo rezultat v vi-
stici 19, sicer povecamo korak (vrstici 20 in 21). Ce ni ve¢ novih sosedov (vrstica
22), pomeni, da iz w ni mogoce doseci ze pregledanih vozlis¢, razen preko v. Take
kandidate bomo pregledali nazadnje, zato prvo koordinato nastavimo na oo, drugo

pa na velikost mnozice vozlis¢, dosegljivih iz w.
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Algoritem 5.2 Zgodovina pregleda grafa (angl. Traverse history)

Vhod: Graf G = (V| E), zacetni vozliséi vy, vy € V, da velja (v1,v2) € E
Izhod: Zgodovina prehoda H z zacetkom v vy, vy

1

2:
3:

4

5:

: for all v € V do
d(v) <0

vtime <+ 1

: VISIT(vy)

return H

procedure VISIT(v)

6:
7
8:
9:
10:
11:
12:

13:

d(v) < vtime
Hlvtime +4] < (I(v), {0 < d(u1) < ... < d(Upm) : u1,...,un € Ng(v)})
if v = v, then VisIiT(vs)
No + {u € Ng(v) : d(u) =0}
while Ny # () do
choose w € Ny with miminal ESTIMATENEXT(w, v)
if d(w) =0 then VisiT(w)
Ny < Ny \ {w}

procedure ESTIMATENEXT(w, v)

14
15

16:
17:
18:
19:

20:
21:
22:
23:

S {w}
clen 1
repeat
Ng  U.esNe (w,w)(2)
p+ {y € Ns : d(y) > 0}]
if p > 0 then return (len, —p)
len ++
S+ SUNg
until Ng # ()
return (oo, [S])
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5.3 Iskanje izomorfnega podgrafa

Ko poznamo zgodovino pregleda za ciljni graf, jo uporabimo pri iskanju podgraf-
nega izomorfizma. Psevdokoda algoritma je podana v (Alg. 5.3). Iskanje sprozimo
nad konkretno povezavo v ciljnem grafu (glej razdelek 5.4). Deli v oglatih oklepa-
jih veljajo za primer iskanja induciranega podgrafa. V vrsticah 1-4 inicializiramo
preslikavo g (v ciljnem grafu uporabljamo oznako g namesto d, da se ju ne mesa)
in definiramo vrednosti v preslikavi za podani vozlis¢i. Tako omejimo preiskovanje
v ciljnem grafu na samo tiste podgrafe, ki vsebujejo podano povezavo. V vrstici
5 je prvi klic rekurzivne funkcije, ki bo od sedaj naprej sledila vrstnemu redu
preiskovanja iz podane H.

V funkciji searchVisit naprej dobimo vrednost zadnje zaporedne Stevilke iz g in
ustrezno vozlisée (zadnje dodano vozlisce, vrstici 6 in 7). Za to vozlis¢e v vrstici 8
preverimo, Ce ustreza vozlis¢u iz vzorcnega grafa z isto zaporedno stevilko, torej ce
je dodajanje tega vozlisca ohranilo izomorfizem trenutno pregledanega dela grafa.
Veljati mora, da so vsa vozlis¢a v trenutni N; iz zgodovine pregleda H vsebovana
med pregledanimi sosedi dodanega vozlisca (primerjamo njihove preslikave iz d
0z. g). Ce to ne velja, tudi podgrafnega izomorfizma ni, zato sestopimo. Za primer
iskanja induciranega podgrafa morata biti omenjeni mnozici enaki (vrstica 10).
Pri usmerjenih grafih pa bi loéeno preverjali mnozici vhodnih in izhodnih sosedov.
V vrstici 12 v trenutni preiskani podgraf dodamo Se povezave, ki pripadajo prej
dodanemu vozlis¢u. Povezave potrebujemo, da lahko vrnemo celoten izomorfen
podgraf, ko smo ga nasli (vrstica 13).

V drugem delu funkcije searchVisit najdemo in pregledamo vse kandidate za
naslednje dodano vozlisce. Iz H[vtime + 1].N vemo, s katerimi ze pregledanimi
vozlis¢i mora biti naslednje vozlis¢e povezano. Obratno torej velja, da so kandidati
tista vozlisca, ki so sosednja vsem vozliscem iz H[vtime + 1].N (vrstica 14). V
vrsticah 17-20 te kandidate preverimo: ¢e kandidat Se ni bil obiskan, mu v presli-
kavi g dolo¢imo naslednjo zaporedno Stevilko in obis¢emo novo stanje. Ob vrnitvi
razveljavimo spremembo v g.

V vrstici 17 je Sse dodaten pogoj, ki mora veljati v primeru iskanja induciranih

podgrafov. Kot bomo videli v naslednjem razdelku, med procesom iskanja vseh
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Slika 5.1: Prikaz potrebe po “¢rnih”robovih. Graf a) je vzor¢ni, b) pa ciljni.
Pri obdelavi povezave (1,2) najdemo inducirani izomorfen podgraf (1,2,4). Ce
povezavo odstranimo, bi kasneje lahko nasli Se izomorfen podgraf (1,3,2), kar bi
bilo narobe — ob odstranjeni povezavi (1,2) ne bi mogli ugotoviti, da podgraf
ni induciran. Kljub temu moramo povezavo nekako oznaciti, da med obdelavo
povezave (2,4) ne bi ponovno nasli grafa (1,2,4).

podgrafnih izomorfizmov briSemo Ze obdelane povezave, s ¢imer preprecimo, da
bi kasneje v procesu iskanja ponovno nasli isti podgraf. Pri induciranih podgrafih
pa povezave ne smemo brisati, ampak jo ozna¢imo kot “¢rno” (primer, zakaj je to
potrebno, je na sliki 5.1). Zato moramo pri kandidatu preveriti, da nima nobene
“Crne” povezave na ze pregledano vozlisce.

Odkrite podgrafne izomorfizme hranimo v seznamu S. Preslikavo med vozlisci

vzorénega in ciljnega grafa opravimo s kompozitumom d; ! o dp.
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Algoritem 5.3 Iskanje izomorfnega podgrafa

Vhod: Graf G; = (V;, E;), zatetni vozlisci v, v, € V4, zgodovina prehoda H grafa

G mnozica “¢rnih”povezav Black
Dy

Izhod: Vsi podgrafi | ali inducirani podgrafi, ki ne vsebujejo “crnih”povezav |

grafa Gy, ki so (v — v}, vy —, 2')-izomorfni z G, in sta vy, vy zacetni vozliséi
H
for all v/ € V, do
g(') <0
g(vh) 1
g(vy) <=2
return SEARCHVISIT({v], v5}, ()

procedure SEARCHVISIT(V', E')

6:
7
8:
9:
10:
11:

12:
13:

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:

21:

vtime < |V|

v < g1 (vtime)

if H[vtime].N Z {g(u') > 0: (v/,u') € E} or H[vtime].l # [(v") then
return false

if [ H[vtime].N # {g(u') > 0: (v,u') € E} or H[vtime].l #((v") | then
return false

E «— E'U{(uv,v):d(u) € H[vtime].N}

if |H| = vtime then return {(V', E')}

L < nN{Ng,(u) : v € H[vtime + 1].N}

S0

for w € L do

if g(w) =0 [and Vv € Ng,(w) : g(v) > 0= (v,w) € “Black” | then

g(w) < vtime + 1
S < SU SEARcHVISIT(V' U {w}, E')
g(w) <0

return S
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5.4 Celoten algoritem

V tem razdelku povezemo vse spoznane algoritme v celoto, kot je opisano na
zacetku tega poglavja. Psevdokoda je podana v (Alg. 5.4). V fazi predprocesira-
nja za vsako povezavo generiramo in shranimo zgodovino pregleda vzorcénega grafa
z zaCetkom v tej povezavi (vrstice 1-4). Pri tem uporabimo (Alg. 5.2). Nato vsto-
pimo v rekurzivni del. V vrstici 7 z algoritmom za bisekcijo (Alg. 5.1) razdelimo
graf na dva dela. Nato preverimo vsako povezavo med obema deloma bisekcije.
Tu vidimo, zakaj algoritem deluje hitreje, ¢e je Stevilo povezav med particijama
¢im manjsSe, torej ¢e je bisekcija ¢im blize minimalni. Na posamezni povezavi
pozenemo algoritem za iskanje podgrafnih izomorfizmov (Alg. 5.3) v kombinaciji
z vsako generirano zgodovino pregleda (vrstica 10), s ¢imer najdemo vse pod-
grafne izomorfizme, ki vsebujejo to povezavo. Zato lahko po kon¢anem iskanju to
povezavo odstranimo (oziroma jo oznacimo kot “¢rno” v primeru iskanja induci-
ranih podgrafov). Ko preverimo vse povezave, klicemo algoritem rekurzivno nad
posameznim delom bisekcije, torej nad problemom s poloviénim ciljnim grafom.
Algoritem se konéa, ko je v ciljnem grafu manj vozlis¢ kot v vzorénem (vrstica 6).

Algoritem Subsea najvec¢ prostora porabi za hranjenje vseh zgodovin pregleda

vzorénega grafa. Ker ustvarimo eno za vsako povezavo (pravzaprav dve: eno za
2
o
ponenta posameznega elementa (ki vsebuje vse sosede) pa je lahko tudi velikosti

H,, 4, in drugo za H,,,,), jih je skupno n’. Vsaka ima n elementov, N; kom-
n. Skupno torej O(n;l,). Iz ¢esar vidimo, da je algoritem res specializiran za is-
kanje manjsih vzor¢nih grafov v velikih ciljnih grafih. Algoritem, kot je opisan
v izvirnem ¢lanku [9] sicer izloca zgodovine pregleda, ki predstavljajo avtomor-
fizem vzorcnega grafa, kar nekoliko zmanjsa potreben prostor, hkrati pa pospesi

izvajanje algoritma. Za odkrivanje avtomorfizmov se uporabi kar (Alg. 5.3).
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Algoritem 5.4 Glavni algoritem Subsea
Vhod: Vzoréni graf G, = (V,, E,), ciljni graf G; = (V,, E})
Izhod: Vsi podgrafi | ali inducirani podgrafi | grafa Gy, ki so izomorfni grafu G,
1: A«
2: for (v1,v9) €'V, XV, : (v1,19) € E, do
3 run (Alg. 5.2) on G, vy, va — traverse history Hy, o,
4: A+ AU {Hv1,v2}
5. SUBISO(A, Gy)

procedure SUBISO(A, Gy)

6: if |V,| > |V;| then return ()

7: run (Alg. 5.1) on G; — bisection (B, B)

8: for (vy,vy) € (B, B) do

9: for H € A do

10: run (Alg. 5.3) on Gy, vy, vy, H — set of subgraphs S
11: G+ G\ (v1,v2) [ “Black” < “Black” U (v, v2) |

12: return S U SUBISO(G,(B)) U SUBISO(Gy(B))




Poglavje 6

Eksperimentalna primerjava

algoritmov

Delovanje algoritmov smo preizkusili na 9000 primerih. Iskali smo Stevilo vseh
induciranih podgrafnih izomorfizmov v usmerjenih grafih. Implementacija algo-
ritma VF2 je dostopna na spletu (http://mivia.unisa.it/datasets/graph-database/
vilib-graph-matching-library-version-2-0/) v obliki programske knjiznice vflib. Za
osnovni Ullmannov algoritem je ze bilo pokazano, da ne konkurira algoritmu
VF2 [4], zato smo primerjali implementacijo Jurija Miheli¢a in Urosa Cibeja z
opisanimi izboljsavami iz razdelka 3.5.

Avtorji clanka o algoritmu Subsea so na spletu objavili implementacico tega
algoritma (http://www.cs.bgu.ac.il/~orlovn/links/SubseaProj30-11.06/). Vendar
ta implementacija ne deluje pravilno, saj celo za isti testni primer vraca razli¢ne re-
zultate (torej razlicno stevilo vseh podgrafnih izomorfizmov). Zaradi kompleksnosti
algoritma pa bi ga bilo tezko implementirati v celoti. Namesto tega smo iz al-
goritma vzeli idejo zgodovine preiskovanja (razdelek 5.2) in jo uporabili v algo-
ritmu VF2. Slednji namre¢ pri izbiranju naslednjega vozlisca za preiskovanje ne
izkorisca zgradbe preiskovanega grafa. Kot smo opisali v razdelku 4.1, algoritem
med ne-preiskanimi sosedi ze preiskanih vozlis¢ izbere prvo vozlisce oz. tistega
z najmanjsim indeksom (pri tem sicer uposteva Se pripadnost mnozicam T in

T—). Nasa ideja pa je namesto poljubnega vrstnega reda uporabiti vrstni red,

33
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ki ga izracuna (Alg. 5.2). Motivacija je enaka kot pri algoritmu Subsea: najprej
preveriti bolj skoncentrirane dele vzorénega grafa, da bi s tem ¢im hitreje odkrili
neobetavne veje preiskovanja. Opisani algoritem za zgodovino pregleda zacne s
podanima vozlis¢ema, ker algoritem Subsea zahteva izracun zgodovine pregleda
za vsako povezavo. Pri izboljsavi algoritma VF2 te zahteve ni, zato zacnemo z
vozlis¢em z najvecjo stopnjo.

Nasa implementacija algoritma za izrac¢un zgodovine pregleda je v dodatku A.1.
Napisana je v jeziku C++ in je namenjena vkljucitvi v izvorno kodo programske
knjiznice vflib, tako smo zagotovili nepristransko primerjavo z obstojecim algo-
ritmom VF2. Razred SearchTraverse ima javno metodo SortNodesBy-
SearchTraverse. Ta sprejme kazalec na graf (uporablja se graf iz knjiznice
vilib), vrne pa urejeno tabelo vozlis¢. Za integracijo izboljsave je v konstruk-
torju razreda za algoritem VF2 (datoteka vf2_sub_state.cc) potrebno klicati
omenjeno metodo in shraniti tabelo vozlis¢. Potem je v isti datoteki potrebno po-
praviti metodo NextPair, da uposteva izracunani vrstni red vozlis¢. Vozlisce iz
vzorénega grafa dobi neposredno iz tabele izracunanega vrstnega reda preiskovanja,
za indeks v tabeli uporabi trenutno globino preiskovanja (spremenljivka core_-
len v obstojeci implementaciji). Za to vozlisce preveri pripadnost mnozicam T+

in T, da lahko vozlisca iz ciljnega grafa izbira v isti mnozici. Popravljena metoda
je v dodatku A.2.

6.1 Baza testnih grafov

Algoritme smo testirali na bazi generiranih grafov [6], ki so jo ustvarili avtorji algo-
ritma VF2. Dostopna je na internetnem naslovu http://mivia.unisa.it/datasets/
graph-database/browse-db/. Celotna baza vsebuje 72.800 parov usmerjenih gra-
fov (po en vzorcni in en testni graf), namenjenih testiranju algoritmov za iskanje
izomorfnih grafov in podgrafov. Omejili smo se na naklju¢no generirane grafe brez
posebne strukture, ki jih je 9.000 parov. Ti se najprej lo¢ijo po relativni velikosti
vzorénega grafa glede na ciljni graf. Oznake si2, si4 in si6 predstavljajo teste

za iskanje podgrafnih izomorfizmov v velikosti 20 %, 40 % in 60 % ciljnega grafa.


http://mivia.unisa.it/datasets/graph-database/browse-db/
http://mivia.unisa.it/datasets/graph-database/browse-db/

6.2 REZULTATI 35

Nadalje se testi locijo po sStevilu povezav. Oznake 001, 7005 in 701 pomenijo, da
je med vsakim parov vozlisé verjetnost obstoja povezave 0.01, 0.05 ali 0.10. Ce
je verjetnost povezave 7, bo v grafu skupno nN(N — 1) povezav. V primeru, da
je Stevilo povezav premajhno, da bi bil nastali graf povezan, se dodaja povezave,
dokler graf ni povezan. Opisane delitve razbijejo testne primere v devet mnozic s
1000 pari. V vsaki mnozici je po 100 primerov testov, ki imajo v ciljnem grafu 20,
40, 60, 80, 100, 200, 400, 600, 800 in 1000 vozlisc.

6.2 Rezultati

Algoritme smo poganjali na racunalniku s procesorjem Intel Core2 Duo P8600 2.4
GHz in operacijskim sistemom Linux. Vsa koda je bila napisana v programskem
jeziku C++ in prevedena s parameterom ~O3. Cas izvajanja na posameznem
testnem primeru smo omejili na 60 sekund. Rezultati so podani v grafi¢ni obliki
na slikah 6.1-6.6.

Grafi na slikah 6.1-6.3 predstavljajo Stevilo resenih primerov v odvisnosti od
Casa izvajanja algoritma, torej koliko primerov je algoritem uspel resiti v dolocenem
casu. Algoritem je boljsi, ¢e ima vecjo povrsino pod krivuljo. Opazimo, da sta si
na manjsih vzorénih grafih in na grafih z manj povezavami izboljSani Ullmannov
algoritem in izboljsani algoritem VF2 enakovredna, oba pa sta boljsa od osnovnega
algoritma VF2. Ko pa se vzoréni graf povecuje in dobiva ve¢ povezav, izboljsani
algoritem VF2 prehiti tudi izboljsanega Ulmannovega. Grafi na desni polovici
imajo os x v logaritemskem merilu, da se bolje vidi obnaSanje algoritmov pri
krajsem casu izvajanja.

Grafi na slikah 6.4-6.6 predstavljajo povprecen cas izvajanja algoritma v od-
visnosti od velikosti problema, tu so razlike med algoritmi bolj ocitne. Grafi na
desni polovici imajo v logaritemskem merilu obe osi, da so vidni rezultati za vsako
velikost grafov posebej. Vidimo, da je na grafih z malo vozliséi boljsi izboljsan
Ullmannov algoritem, VF2 in izboljsani VF2 pa sta si enakovredna. Slednje je
razumljivo, saj gre v osnovi za isti algoritem; na majhnih grafih je pospesitev

majhna, ker ni bolj gostih delov grafa, izracun vrstnega reda pa vzame nekaj
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Tabela 6.1: Casi trajanja izvajanja algoritmov po posameznih mnozicah testov.
Ull4 pomeni izboljsan Ullmannov algoritem, VF2+ pa izboljsan algoritem VF2.

Grafi Reseni primeri (%) Celoten ¢as (min) (VF;f;IEZ§Zi?iS$\§2)
Ull+ | VF24 | VF2 | Ull+ | VF24 | VF2 Ull+ VF2+
si2_r001 | 99,6 | 100,0 | 76,3 | 124 6,7 269,6 22 40
si2_r005 | 99,9 | 100,0 | 91,4 8,1 7,4 134,0 17 18
si2r01 | 95,5 99,9 79,4 | 103,4 | 16,4 | 249,5 2 15
si4_r001 | 100,0 | 100,0 | 89,8 1,1 0,2 135,7 123 678
si4_r005 | 100,0 | 100,0 | 97,0 5,0 1,3 54,9 11 42
sidr01 | 98,1 | 100,0 | 79.8 | 68,0 | 6,3 | 2445 4 38
si6 001 | 100,0 | 100,0 | 95,7 | L1 | 0,1 | 713 65 713
si6_r005 | 100,0 | 100,0 | 100,0 | 5,2 0,6 13,8 3 23
si6_r01 | 99,2 | 100,0 | 81,5 | 65,8 3,5 220,4 3 63
skupno | 99,14 | 99,98 | 87,88 | 270,1 | 42,5 1393 5) 32

casa. S povecevanjem Stevila vozlisé je izboljsani Ullmannov algoritem Se vedno
boljsi od VF2, izboljsani VF2 pa se najprej pribliza izboljsanemu Ullmannovenu
in ga na koncu prehiti. Podobno kot pri prvih treh slikah lahko ugotovimo, da s
povecevanjem Stevila povezav in povecevanjem relativne velikosti vzorcnega grafa
izboljsani algoritem VF2 hitreje pridobiva prednost; npr. pri si6_r01 je izboljsani
Ullmannov algoritem hitrejsi samo pri grafih z 20 vozliséi.

Kot je Ze bilo omenjeno, smo izvajanje posameznega testa omejili na 60 sekund.
V racunanju povprec¢nega ¢asa izvajanje smo za testne primere, ki jih algoritmi niso
koncali, upostevali ¢as 60 sekund. Ze s to omejitvijo sta izboljsani Ullmannov algo-
ritem in izboljSanji algoritem VF2 vsaj za velikostni razred hitrejsa od osnovnega
algoritma VF2 in pri vec¢jih grafih Se izboljSani VF2 za velikostni razred hitrejsi
od izboljsanega Ullmannovega algoritma. Ob daljSem ¢asu poganjanja algoritmov
bi bila prednost pred osnovnim algoritmov VF2 Se vec¢ja. To se na grafih vidi kot
negativen drugi odvod krivulje za osnovni algoritem VF2, ker je navzgor omejena
z vrednostjo 60 sekund. Casi izvajanja algoritmov po posameznih mnozicah so

podani v tabeli 6.1.
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Slika 6.1: Stevilo resenih primerov za grafe tipov si2_r001, si2_r005 in si2_r01.
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Slika 6.4: Povprecen cas reSevanja za grafe tipov si2_r001, si2_r005 in si2_r01.
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Slika 6.6: Povprecen cas resevanja za grafe tipov si6_r001, si6_r005 in si6_r01.



Poglavje 7
Sklepne ugotovitve

V delu smo primerjali tri algoritme za iskanje izomorfnih podgrafov in jih preizku-
sili na bazi 9000 parov grafov. Na manjsih testnih primerih je najhitrejsi izboljsani
Ullmannov algoritem, kar ima prakti¢no vrednost npr. pri iskanju na kemijskih
grafih — ti so obi¢ajno majhni, iskati pa je potrebno v velikih bazah grafov [5]. Na
vecjih grafih in na grafih z ve¢ povezavami je boljsi algoritem, ki smo ga ustvarili
sami kot kombinacijo algoritma VF2 in algoritma Subsea. Oba izboljsana algo-
ritma sta vsaj za velikostni red hitrejsa od obstojecega VF2, ki se trenutno v praksi
najbolj uporablja.

Naslednji korak bi bila implementacija celotnega algoritma Subsea. Preveriti
je potrebno, ce se tudi celoten algoritem obnasa podobno kot hibrid med VF2 in
Subsea. Lahko bi poskusili tudi obratno od nase izboljsave, torej da bi v algoritmu
Subsea uporabili dele algoritma VF2. Konkretno bi lahko v fazi iskanja uporabili
preverjanje kandidatov iz VF2 (opisano v razdelku 4.2). Subsea namre¢ preverja
samo kandidatove ze preiskane sosede, VF2 pa z relativno majhnim vplivom na
cas racunanja preveri tudi neobiskane sosede. Preverili bi lahko tudi moznost
vzporednega racunanja opisanih algoritmov.

Algoritme bi morali preizkusiti tudi na ve¢ testnih primerih. Najprej na pre-
ostalih grafih iz uporabljene baze grafov, potem pa Se na realnih grafih iz prakse

kot npr. proteinih in socialnih omrezjih.
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Dodatek A

Implementacija izboljsave

algoritma VF2

Algoritem A.1: Zgodovina pregleda grafa za algoritem VF2 (vflib)

#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cstdio>
#include <climits>
#include <cstring>
#include <iostream>
#include "argraph.h"

// This class calculates order as described in Subsea algorithm -
// depth first search and choose best with breadth first search

class SearchTraverse {
private:

int nj;

node_id* order;

bool xprocessed;

bool xestimateProcessed;

int index;

Graph =*g;

struct NodeEstimate {
node_1id id;
int steps;
int size;

}i

// a < Db

bool nodeEstimateCompare (NodeEstimate a,

if (a.steps == b.steps) {
return a.size < b.size;

45

NodeEstimate b)

{
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} else {
return a.steps < b.steps;

// Breadth first search

NodeEstimate getNodeEstimate (node_id start, node_id from)
memset (estimateProcessed, 0, sizeof (bool) * n);
NodeEstimate e;
e.id = start;

e.steps = 1;
e.size = 0;
int total = 0;

std: :vector<node_id> s;
std::vector<node_id> n;
s.push_back (start);
do {
int p = 0;
bool skippedEdge = false;
// Loop visited nodes
for (unsigned int idx = 0; idx < s.size(); idx++) {
// Loop node neighbors
for (int 1 = 0; i < g->InEdgeCount (s.at (idx)); i++)
node_id nl = g->GetInEdge (s.at (idx), 1i);

{

{

if (s.at (idx) == start && nl == from && skippedEdge ==

false) { // Do not use edge start->from
skippedEdge = true; // Only skip one edge
continue;
}
if (!estimateProcessed[nl]) { // Add to visited
n.push_back (nl);
estimateProcessed[nl] = true;
if (processed[nl])
p++; // Count, if node is in goal

}

for (int i1 = 0; i < g->0OutEdgeCount (s.at (idx)); i++)

node_id nl = g->GetOutEdge (s.at (idx), 1);

{

if (s.at(idx) == start && nl == from && skippedEdge ==
false) {
skippedEdge = true;
continue;
}
if ('estimateProcessed[nl]) {
n.push_back (nl);
estimateProcessed[nl] = true;

if (processed[nl])
pt+;
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79 if (p > 0) {

80 e.size = -p;

81 return e;

82 } else {

83 e.steps++;

84 total += n.size();
85 s.clear();

86 s.swap (n) ;

87 }

88 } while (s.size() > 0);
89 e.steps = 99999999;

90 e.size = total;

91 return e;

94 // Depth first visit, in best-first order

95 void Visit (node_id node) {

96 order [index++] = node;

97 processed[node] = true;

98

99 // Find all non-processed neighbors of added node
100 std::vector<node_id> neighbors;

101 for (int 1 = 0; i < g->InEdgeCount (node); i++) {
102 node_id nl = g->GetInEdge (node, 1i);

103 if ('processed[nl]) {

104 neighbors.push_back (nl);

105 }

106 }

107 for (int 1 = 0; i < g->0OutEdgeCount (node); i++) {
108 node_id nl = g->GetOutEdge (node, 1i);
109 if ('processed[nl]) {

110 neighbors.push_back (nl);
111 }

112 }

113

114 // Visit all neighbors in best-first order

115 while (neighbors.size() > 0) {

116 int bestNodelIdx = -1;

117 node_id bestNode = NULL_NODE;

118 NodeEstimate bestEstimate;

119

120 // Find best neighbor

121 for (unsigned int i = 0; i < neighbors.size(); i++) {
122 node_id nl = neighbors.at (i);

123 if (!'processed[nl]) {

124 NodeEstimate nEstiname = getNodeEstimate (nl, node);
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if (bestNode == NULL_NODE || nodeEstimateCompare (nEstiname,
bestEstimate)) {
bestNodeldx = 1i;
bestNode = nl;

bestEstimate = nEstiname;
}
}
}
if (bestNode != NULL_NODE) {
Visit (bestNode) ;
// Remove visited neighbor
neighbors|[bestNodeIdx] = neighbors[neighbors.size()-11];
neighbors.pop_back () ;
} else {
break; // No more unvisited neighbors
}
}
public:

node_id % SortNodesBySearchTraverse (Graph *g) {

n = g—>NodeCount () ;

order = new node_id[n];

processed = new bool[n];

estimateProcessed = new bool[n];

index = 0;

this->g = g;

for (int 1 = 0; i < n; i++) {
order[i] NULL_NODE;
processed[i] = false;

}

// Start with highest degree node (not part of Subsea)

while (index < n) {

int first = -1;
int firstEdgeCnt = -1;
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
if (!'processed[i] && g->EdgeCount (i) > firstEdgeCnt) {
first = 1i;

firstEdgeCnt = g->EdgeCount (1) ;

}

Visit (first);
}
delete[] processed;
delete[] estimateProcessed;
return order;
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Algoritem A.2: Sprememba kode v knjiznici vflib za vkljucitev izboljsave algoritma
VF2; heuristicOrder je vrnjena tabela iz algoritma A.1

bool VF2SubState: :NextPair (node_id *pnl, node_id xpn2, node_id
prev_nl, node_id prev_n2) {

prev_nl = heuristicOrder|[core_len];
if (prev_n2 == NULL_NODE)

prev_n2 = 0;
else

prev_n2++;

if (out_1l[prev_nl] !'= 0 && in_1l[prev_nl] != 0) {
while (prev_n2 < n2 && (core_2[prev_n2] != NULL_NODE || out_2][
prev_n2] == 0 || in_2[prev_n2] == 0)) {

prev_n2++;

}

} else if (out_l[prev_nl] != 0) {
while (prev_n2 < n2 && (core_2[prev_n2] != NULL_NODE || out_2][
prev_n2] == 0)) {

prev_n2++;

}

} else if (in_1[prev_nl] != 0) {
while (prev_n2 < n2 && (core_2[prev_n2] != NULL_NODE || in_2][
prev_n2] == 0)) {

prev_n2++;
}
} else {
while (prev_n2 < n2 && core_2[prev_n2] != NULL_NODE) {
prev_n2++;

if (prev_nl < nl && prev_n2 < n2) {
*pnl = prev_nl;
*pn2 = prev_n2;
return true;

return false;
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