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Povzetek

Opcija je pogodba, ki da lastniku (kupcu) opcije pravico, a ne dolznosti, da
kupi ali proda osnovni finan¢ni instrument po vnaprej dolo¢eni ceni, na naprej
dolo¢en dan ali mnozico dni. So del SirSega razreda finanénih instrumentov, ki
jih imenujemo izvedeni finan¢ni instrumenti. Ker je opcija pogodba, ki daje
njenemu lastniku le pravico in ne dolznosti do nakupa/prodaje, je intuitivno
pricakovati, da bo njihova cena vecja od 0. To je tudi res, tezje pa je ugotoviti
tocno, koliksna naj bo ta cena. Zato so se v zadnjih 50 letih razvili razni
algoritmi, ki pod nekimi predpostavkami dolocijo, koliksna je pravilna cena
opcije. Metode Monte Carlo so ene izmed teh algoritmov, ki za vrednotenje
opcij uporabljajo verjetnostno teorijo in psevdonakljuc¢na stevila.

Cilj diplomske naloge je predstaviti metode Monte Carlo in njihovo upo-
rabo pri vrednotenju opcij. Opisali bomo financ¢ne trge in lastnosti izvedenih
finan¢énih instrumentov. Ogledali si bomo generiranje psevdonaklju¢nih stevil
in kako te uporabljamo pri metodah Monte Carlo. Videli bomo teoreti¢no
plat metod Monte Carlo in ocenili njihovo natan¢nost. Algoritme bomo im-

plementirali v programskem jeziku Matlab.

Kljuéne besede:

opcija, metode Monte Carlo, vrednotenje, finance






Abstract

An option is a contract which gives the owner (buyer) of the option the right,
but not obligation, to buy or sell the underlying financial instrument at a
predetermined price on a specified future date or multiple dates. They are
part of a broader class of financial instruments known as derivatives. Because
an option is a contract that gives the owner the right and not the obligation
to buy/sell, it is intuitive that its price should be greater than 0. That
is true; however, it is harder to determine exactly what the price should
be. Therefore, in the last 50 years, multiple algorithms were developed,
which, under certain assumptions, determine the correct option price. Monte
Carlo methods are one of those algorithms, which use probability theory and
pseudorandom numbers to valuate options.

The aim of this thesis is to present Monte Carlo methods and their use in
the valuation of options. We will describe financial markets and characteris-
tics of derivatives. We will look at how pseudorandom numbers are generated
and how to use them with Monte Carlo methods. The theory behind Monte
Carlo methods will be shown, together with the assessment of their accuracy.

Algorithms will be implemented in Matlab programming language.

Key words:

option, Monte Carlo methods, valuation, finance






Poglavje 1
Uvod

Financni trgi predstavljajo pomemben del sodobnega zivljenja. Poenosta-
vljajo proces prenosa kapitala od tistih, ki ga imajo, do tistih, ki ga potre-
bujejo. Eden izmed finanénih trgov je borza (angl. stock exchange).

Financni instrumenti so sredstva, s katerimi lahko na finanénih trgih tr-
gujemo. Opcija je pogodba, ki njenemu lastniku da moznost nakupa oz.
prodaje (odvisno od tipa opcije) nekega finanénega instrumenta po v naprej
dogovorjeni ceni, v naprej dolocen dan oz. mnozico dni. S pravilno upo-
rabo opcije lahko zmanjsamo tveganje, ki ga nosimo v portfelju (t.j. skupek
finan¢énih instrumentov, ki jih imamo v lasti).

Opcije lahko uporabimo tudi kot finanéni vzvod pri spekulaciji. Ravno
zaradi njihovih zlorab zaradi Zelja po hitrih zasluzkih so v zadnjih letih dobile
nekoliko negativen sloves. Vendar pa so opcije zelo pomemben del sodobnih
finan¢énih trgov. Primerna je analogija opcije z nozem - ¢eprav noz omogoca
nemoralna in kazniva dejanja, ¢lovestvu na splosno prinasa veliko ve¢ pred-
nosti kot slabosti in bi bili brez njegove iznajdbe na slabsem. Podobno je z
opcijami.

Lastnistvo opcije daje le pravico do necesa (nakupa, prodaje osnovnega
finanénega premozenja) in ne vsebuje nobene dolznosti. Zato je cena opcije

vedno pozitivna.

Recimo, da se postavimo v pozicijo finanéne institucije, ki izda (proda)

1
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opcijo. Zanima nas po tocno koliksni ceni, naj jo prodamo. Ena od preprostih
resitev bi bila, da pogledamo na trg. Borza nam da podatek, kaksna je v tem
trenutku cena neke opcije, oblikovana po ponudbi in povprasevanju. Vendar
se lahko zgodi, da take opcije, kot jo zelimo izdati, na borzi ni. Kaj storimo
tedaj? Kaj e nas zanima, ali je cena neke opcije na borzi res ”pravicna”,
ali morda ni podcenjena ali precenjena. Kaj sploh pomeni, da je cena opcije
pravicna? Zelimo dolo¢iti ceno opcije, ki bi bila ”praviéna” za to, kar ponuja,
glede na neke predpostavke.

V zadnjih par desetletjih so se razvili modeli, ki omogocajo dolocanje
pravi¢ne cene opcije (vrednotenje opcije). Nekateri izmed teh modelov so
Black-Scholesov model, binomski model in metode Monte Carlo. V tej di-
plomski nalogi se osredotoc¢amo predvsem na zadnje. Ogledali si bomo, kaj
potrebujemo za delovanje tega nedeterministicnega algoritma, kaksna mate-
maticna teorija lezi za njim in v programskem jeziku Matlab zapisali algori-

tem za vrednotenje nekaterih tipov opcij.



Poglavje 2
Financ¢ni instrumenti

7 besedno zvezo financni instrument poimenujemo kakrsnokoli premozenje,
s katerim lahko trgujemo, se pravi, ga kupujemo in prodajamo na trgu. To
zajema denar, delnice, obveznice, blago, izvedene financne instrumente itd.
Vcasih uporabljamo samo besedo premozenje kot oznako za finanéne instru-

mente.

2.1 Trgovanje s finanénimi instrumenti

S finanénimi instrumenti lahko trgujemo na borzi (angl. stock exchange
market) ali na izvenborznem trgu oziroma trgu preko okenc (angl. over the
counter market) [I].

Delnica predstavlja delez podjetja. Kdor je lastnik delnice, je dejansko
tudi delni lastnik podjetja in lahko sodeluje pri poslovnem odlo¢anju. Mo¢
tega odloc¢anja je odvisna od velikosti deleza v lasti. Lastnike, ki posedujejo
majhen delez podjetja, ponavadi predstavlja oseba, ki se imenuje predstavnik
malih delnicarjev. Ta predstavlja njihove interese in o poslovnih odloc¢itvah
glasuje v njihovem imenu.

Podjetje je na zacetku svoje poti v lasti zasebnikov, t.j. prvotnih lastni-
kov. Ti morda pridobijo kapital od zunanjih investitorjev, ki imajo z lastniki

neposreden kontakt. V kolikor podjetje postane relativno veliko in potrebuje
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nov kapital, se lahko lastniki odloéijo za t.i. prvo javno ponudbo (angl. initial
public offering, IPO). Takrat gre podjetje na borzo in vanj lahko investira
oziroma kupi delnice kdorkoli. Pri prvi javni ponudbi investitor kupi delnico

oz. delez podjetja neposredno od prvotnih lastnikov samih.

V nadaljnjih trgovanjih, v kolikor podjetje ne izda novih delnic, bo zu-
nanji investitor delnico tipi¢no kupil od nekega drugega investitorja in ne od
prvotnih lastnikov. Trg, kjer investitorji finan¢ne instrumente kupujejo drug
od drugega, imenujemo sekundarni trg. Samo ceno delnice dolocata ponudba

in povprasevanje. Povprasevanje ceno delnice sili navzgor, ponudba navzdol.

Investitor lahko z lastnistvom delnice profitira na dva nacina. Prvi je,
da se vrednost delnice poveca. Drugi na¢in pa so dividende. Podjetje lahko
enkrat na leto delnicarjem izplaca dividende, ki so delez prihodka podjetja.
Ali investitor preferira povecanje vrednosti delnice ali izplacilo dividende, je
odvisno od njegovih preferenc in od tega, kako se obracunavajo davki. V
Sloveniji so vse dividende obdavéene po davéni stopnji 20%, davéna stopnja
pri kapitalskih dobickih, t.j. razlika med vrednostjo kapitala pri nakupu in
vrednostjo pri prodaji, pa na vsakih pet let imetnistva pada po 5 odstotnih
tock z 20% na 0% [2].

Ko imamo delnico v lasti, pravimo tudi, da imamo na delnici dolgo pozicijo
(angl. long position). Upamo, da bo vrednost delnice narasla, saj jo bomo
lahko prodali za ve¢, kot smo jo kupili. Nasprotje temu je kratka pozicija
(angl. short position), kjer si delnico sposodimo od borznega posrednika in
jo na trgu prodamo. Sc¢asoma moramo delnico vrniti oz. jo kupiti nazaj.
Upamo, da bo vrednost delnice padla, saj jo bomo tako na zacetku prodali

za ve¢ kot na koncu kupili.

Skupek vec¢ dolgih in kratkih pozicij delnic, ki jih imamo v lasti, imenu-

jemo portfels.
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2.2 Izvedeni financ¢éni instrumenti

Izvedeni financéni instrumenti so finanéni instrumenti, katerih vrednost je
odvisna od nekega drugega ali ve¢ drugih finan¢nih instrumentov. Te druge

imenujemo osnovni financni instruments E]

2.3 Terminske pogodbe

Primer izvedenega financnega instrumenta je terminska pogodba (angl. fu-
ture). To je pogodba, pri kateri se izdajatelj in kupec terminske pogodbe
zavezeta, da bo kupec kupil, prodajalec pa prodal osnovni finan¢ni instru-
ment v dolo¢enem trenutku 7" po v naprej doloc¢eni ceni K [3].

S terminskimi pogodbami je mogoce zmanjsati tveganje. Recimo, da
kmet spomladi ni preprican ali bo cena psSenice do jeseni zrasla ali padla.
Ce sklene terminsko pogodbo s mlinarjem, si v vsakem primeru za neko
vnaprej dogovorjeno koli¢ino zagotovi vnaprej dogovorjeno ceno. Mlinar na
drugi strani prav tako. Ko pride jesen, je kmet seveda bolj zadovoljen, ¢e je
dogovorjena cena pSenice visja od cene na trgu, mlinar pa ravno obratno.

Vrednost pogodbe Vi za kupca je v ¢asu T’
Vi =5r— K, (2.1)

kjer je St vrednost osnovnega financénega instrumenta oz. blaga na trgu v
casu T

Za prodajalca je vrednost pogodbe v ¢asu T" ravno obratna, torej

Ve = —(Sy — K) = K — Sr. (2.2)

2.4 Opcije

Opcija je izvedeni financéni instrument, kjer ima kupec opcije pravico, in ne

dolznost, da opcijo izvrsi. Loc¢imo nakupno in prodajno opcijo. Nakupna

1Obstajajo tudi izvedeni finanéni instrumenti, ki so odvisni od nekih drugih izvedenih

finanénih instrumentov.
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s
]

Slika 2.1: Graf izplacila terminske pogodbe za kupca

opcija omogoca kupcu opcije nakup osnovnega finan¢nega instrumenta po v

naprej doloceni ceni K, podobno tudi prodajna opcija, le da omogoca prodajo.

Nato opcije delimo Se na t.i. evropske, ameriske in eksoticne. Pri evrop-
skih opcijah lahko kupec opcije opcijo izvrsi le ob v naprej dolocenem tre-
nutku 7'. Pri ameriskih opcijah pa lahko to naredi od nakupa opcije t do v
naprej doloc¢enega trenutka 7' (t < T'). Ker ameriska opcija daje kupcu, ob
enakih ostalih lastnostih, ve¢ pravic kot evropska, je zanjo kupec pripravljen
placati ve¢ kot za evropsko. Eksoti¢ne opcije so vse opcije, ki niso evropske
ali ameriske. Najbolj pogoste eksoti¢ne opcije so azijske, ki jih bomo opisali

v nadaljevanju. Ceno, katero kupec opcije placa, imenujemo premija.

Kupec nakupne opcije bo opcijo izvrsil (kupil osnovni finanéni instru-
ment) po ceni K le, ¢e je ta manjsa od vrednosti osnovnega premozena na
trgu v trenutku izvrsitve. Vrednost nakupne opcije Vp v trenutku 7' je torej
Vr = max {Sr — K,0}, kjer je Sy vrednost osnovnega premozenja v tre-
nutku T. Prodajno opcijo pa bo kupec izvrsil le, ¢e lahko osnovni financ¢ni
instrument proda po visji ceni, kot je na trgu. Vrednost prodajne opcije Vi

za kupca v trenutku T je torej Vi = maz {K — Sr,0}.
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Slika 2.2: Graf izplacila nakupne opcije z upostevanjem premije

Slika 2.3: Graf izplacila prodajne opcije z upostevanjem premije
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2.4.1 Azijske opcije

Poleg evropskih in ameriskih opcij poznamo tudi t.i. eksoti¢ne opcije. Naj-
bolj pogoste od teh so azijske opcije. Prinjih izplac¢ilo ni odvisno od vrednosti
osnovnega finan¢nega instrumenta natanko ob zapadlosti opcije, ampak od
povprecne vrednosti instrumenta v nekem obdobju pred zapadlostjo.

Povprecje je lahko definirano na ve¢ nacinov, npr. aritmeticno ali ge-
ometricno. Podatki so lahko zvezni in tako izracunamo tudi povprecje - z
uporabo integrala. Bolj pogosto pa, zaradi prakti¢nih in pravnih razlogov,
izracunamo povprecje po cenah v diskretnih casovnih trenutkih. Povprecje
izracunamo npr. tako, da vzamemo cene instrumenta vsak petek od zacetka
do konca ¢asa povprecenja in le z njimi izracunamo povprecje.

V nadaljevanju bomo videli, da so metode Monte Carlo Se predvsem pri-

merne za vrednotenje azijskih opcij.

2.5 Principi vrednotenja opcij

Da razumemo na kakSsen nac¢in vrednotimo opcije in tudi druge financne
instrumente, moram poznati nekaj kljuc¢nih idej. Poglejmo si principe, ki so
kljucni za uporabo metod Monte Carlo.

Prva je ideja, da ¢e lahko izvedenemu finanénemu instrumentu naredimo
popoln dvojnik, ki je sestavljen le iz drugih finan¢nih instrumentov in se
obnasa identi¢no kot ta izvedeni financ¢ni instrument, je cena izvedenega fi-
nancnega instrumenta enaka vsoti posameznih cen drugih finan¢nih instru-
mentov.

To je osnovna ideja financne matematike. Zaradi te ideje lahko finanéni
posredniki npr. prodajajo opcije svojim strankam in s trgovanjem z drugimi
finan¢nimi instrumenti izni¢ijo tveganje. Za opcijo morajo zara¢unati vsaj
toliko, kot stane izdelava portfelja z ostalimi finanénimi instrumenti. Kon-
kurenca poskrbi za to, da ne morejo zaracunati veliko ve¢ kot to. Njihove
stranke bi lahko tudi same skonstruirale tak portfelj in se izognile dodatnim

stroskom, ki jih nalozi finan¢ni posrednik za svoje usluge kreiranja opcije.
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Vendar so finan¢ni posredniki bolje opremljeni za to in lahko to naredijo z
manj stroski. Portfelj, ki popolnoma replicira opcijo, vendar je sestavljen z

drugih finan¢nih instrumentov, se imenuje sinteticna opcija.

Druga ideja je, da je cena finan¢nega instrumenta sedanja vrednost mate-
mati¢nega upanja prihodnjih denarnih tokov glede na do tveganja nevtralno
verjetnost. Do tveganja nevtralna verjetnost je nekoliko neintuitiven koncept
in ga bomo razlozili v poglavju[6l Ta ideja nam da bliznjico za dolocanje cen.
Le s prvo idejo bi npr. vrednotenje opcije potekalo tako, da bi nasli portfelj
finan¢énih instrumentov, ki opcijo replicira in izracunali ceno tega portfelja.
Druga ideja pa poveze cene z matematicnim upanjem. Matemati¢no upa-
nje in integrale na splosno lahko ocenjujemo z metodami Monte Carlo ter

ostalimi numeriénimi metodami.

Tretja ideja je, da ¢e je trg poln, lahko kakrsnokoli izplacilo v prihodnosti
kreiramo z ustreznim portfeljem. Recimo, da v prihodnosti pricakujemo 3
razlicna stanja trga (v resnici jih je seveda veliko ve¢) in za vsako stanje
dolo¢imo, koliko denarja bi radi takrat dobili. Ce je trg poln, lahko za vsako
tako vrsto izplacila dolo¢imo portfelj, ki nam bo omogocal tocno tisto iz-
placilo, ki smo ga zeleli. To pomeni, da lahko izvedene finan¢ne instrumente
popolnoma zavarujemo. Na trgu, ki ni poln, cene izvedenega finan¢nega in-

strumenta ne morem natanko dolociti glede na ostale financne instrumente.

Ta ideja nam da pogoje, ki jih potrebujemo, da lahko za vrednotenje izve-
denih finan¢nih instrumentov uporabimo prvo in drugo idejo - to je, da je trg
poln. Ce trg ni poln, lahko cene izvedenih finanénih instrumentov se vedno
dolo¢imo do neke mere, vendar moramo upostevati tudi mero naklonjenosti
investitorja do tveganja. V tem primeru potrebujemo vec¢ informacij, zato se
uporabnost razlicnih metod za vrednotenje izvedenih financ¢nih instrumentov
zmanjsa.

Ko na polni trg vpeljemo izvedeni finanéni instrument, se investicijske
moznosti investitorja ne povecajo. Sam bi lahko skonstruiral portfelj premo-
zenja, ki bi mu v prihodnosti ponujal ista izplacila, ¢e zanemarimo stroske.

Cena izvedenega finan¢nega instrumenta je tako odvisna od ostalih finanénih
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instrumentov. Financne institucije, preden izdajo opcijo, dolocijo bolj likvi-

den portfelj, s katerim bodo izdano opcijo zavarovali.



Poglavje 3
Casovna vrednost denarja

Eden od najbolj pomembnih konceptov v financah je casovna vrednost de-
narja (angl. time value of money). Denar skozi ¢as zaradi inflacije izgublja
vrednost, kar pomeni, da bomo za 1€ ¢ez eno leto dobili manj dobrin kot
za 1€ danes. Pri tem predpostavljamo, da je inflacija pozitivna. V praksi
se lahko zgodi, da je inflacija negativna - takrat jo poimenujemo deflacija,
vendar financni modeli najveckrat predpostavljajo pozitivno inflacijo.

V nadaljevanju bomo tako predpostavili, da lahko na bané¢ni ra¢un po-
lozZimo denar denar, ki nam prinaSa letne obresti r in te so enake stopnji
inflacije. Ce na ta racun polozimo 1€, bomo ¢ez leto dni lahko dvignili
(1 + r)€. Banéni racun je netvegan, torej vedno dobimo obljubljeni denar.
Denar lahko dvignemo tudi preden leto dni potece, vendar pa je odvisno od
nacina obrestovanja, kolikSen delez obresti bomo dobili. Poglejmo si sedaj

vec razlicnih nacinov obrestovanja.

3.1 Nacini obrestovanja

Da izracunamo koli¢ino denarja, ki ga bomo lahko dvignili iz banke po enem

letu, uporabimo formulo

P(1) = P(0)(1 + 1), (3.1)
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kjer je r letna obrestna mera, P(0) koli¢ina denarja na zacetku in P(1)
koli¢ina denarja po enem letu.

Ce drzimo denar na banki n let, dobimo konéno koli¢ino denarja s formulo

P(n) = P(0) (1 +7).(1+7) = P(0)(1 + 1) (3.2)

J

VvV
n-krat

Pri tem smo predpostavili, da je obrestna mera oz. inflacija vsako leto enaka
ter da vse obresti obdrzimo na ra¢unu in se obrestujejo naprej.

V faktorju (1 + 7)™ implicitno predpostavimo letno obrestovanje. To po-
meni, da dobimo obresti izplacate Sele ob koncu leta. Ob koncu prvega leta
dobimo 7€, ob koncu drugega (1 4 r)r€, ob koncu tretjega (1 + 7)*r€ itd.

Ce nam obresti pripisejo polletno, torej dobimo obresti izplacane vsake
pol leta, uporabimo faktor (1 + r/2)?", kjer n Se vedno predstavlja $tevilo
let. Posplosena formula, za k obdobij v letu, se glasi

P(n) = P(0)(1 + %)’m. (3.3)

[zracunajmo limito zgornjega faktorja, ko k — oo.

lim (14 2)% = Tim ((1 4+ 2)%)

— ern
Tako obrestovanje je poimenovano zvezno obrestovanje.
Sedaj lahko denar z ban¢nega racuna vzamemo kadarkoli in bomo dobili
izplacane vse obresti. Zato je namesto n bolj pogosta oznaka ¢. Imamo torej
enacbo

P(t) = P(0)e™. (3.5)

Recimo, da bomo v ¢asu t dobili P(t) denarnih enot. Koliko je vreden ta
denar danes? Oz. drugace, koliko bi morali danes naloziti na banc¢ni rac¢un,
ki uporablja zvezno obrestovanje z obrestno mero r, da bi v ¢asu t zeleli imeti
P(t)? Odgovor je

P(0) = P(t)e ™. (3.6)

Enachi [3.5] in njena obrnjena razlicica (3.6 nam povesta, da denarja v

razlicnih ¢asovnih obdobjih ne smemo primerjati samega po sebi. Ce je
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obrestna mera r dovolj velika, se lahko zgodi, da za 2€ ¢ez pet let dobimo
manj dobrin kot za 1€ danes (to se zgodi v primeru, ko je r veéji od 0,139
oz. 13,9%).

Denar lahko zaradi tega med seboj primerjamo le, ko je prilagojen na
isti casovni trenutek. Kateri ta trenutek je, je nepomembno, vendar mora
biti isti. Pri prejénjem primeru bi lahko 1€ pomnozili s faktorjem e, da bi
dobili prihodnjo vrednost denarja, kar lahko primerjamo z 2€ in vidimo, kaj
je vec.

Lahko tudi gremo v obratno smer in 2€ pomnozimo s faktorjem ™", da

dobimo sedanjo vrednost denarja. To se imenuje tudi diskontirange.
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Poglavje 4

Metode Monte Carlo

Recimo, da zZelimo izra¢unati naslednji doloceni integral:

/4 (2% +4) dz (4.1)

~1
Lahko ga izracunamo analiti¢no:
4

/4(x2+4)dx— (%3+4x)

-1

=(%+4*4)—(<_31)

125
= ~41.67
3 b

+4x(—1))

Pri zgornjem primeru je reSitev enostavna, vendar pa obstaja veliko inte-
gralov, ki jih je tezko ali celo teoreticno nemogoce izracunati na analiticen
nacin. Priblizke za take integrale lahko izra¢cunamo numeri¢no z numeri¢nim
integriranjem. Vendar ce Zelimo integrirati po ve¢ dimezijah, standardno
numeri¢no integriranje hitro postane pocasno. Na prvi pogled ni intuitivno,
vendar lahko za integriranje uporabimo tudi teorijo verjetnosti [4].

Sirok razred algoritmov, ki za racunanje priblizkov dolocenih integralov
uporabljajo verjetnost in nakljucna stevila, oznacimo z besedno zvezo me-
tode Monte Carlo. V najenostavnejSem primeru to pomeni, da vzamemo n
nakljuénih vzorcev (oz. psevdonakljuénih, kot bomo videli kasneje) iz celo-
tne mnozice moznih dogodkov in delez tistih, ki padejo v Zeljeno mnozico,

vzamemo kot cenilko za dejansko vrednost integrala [5].

15
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4.1 Enostaven primer metode Monte Carlo

Poglejmo si, kako bi integral izracunali s pomoc¢jo metod Monte Carlo v

programskem jeziku Matlab.

1 function result = MonteCarloIntegral (n)

2 r=-1+ 5 .x rand(l, n);
3 z =1r."2 + 4;
4 result =5 % sum(z) / n;

V vrstici 2 kreiramo vektor naklju¢nih stevil med -1 in 4. To je obmocje, nad
katerim racunamo doloceni integral. V vrstici 3 izracunamo vektor funkcij-
skih vrednosti funkcije 22 4+ 4. Nato v vrstici 4 izra¢unamo povpreéno vre-
dnost vektorja funkcijskih vrednosti in mnozimo z obmoc¢jem, nad katerim
integriramo.

Pozenimo zgornjo funkcijo trikrat z argumentom 10 in trikrat z argumen-

tom 1000.

n =10 n = 1000
35.0775 41.9780
47.5860 42.4844
32.3491 41.7659

Stevilo n, ki je argument metode, dolo¢a stevilo vzorcev, ki jih izra¢unamo.
Vecji je n, bolj natancen rezultat bomo dobili. V zgornjem primeru vidimo,
da je pri n = 10 rezultat manj natancen in stabilen, kot pri n = 1000. Kako

natancen rezultat lahko pricakujemo, si bomo ogledali v poglavju [7]

4.2 Pristranskost in napaka

Metode Monte Carlo imajo prednost predvsem pri ve¢dimenzionalnih inte-
gralih, saj ¢as racunanja ni odvisen od dimenzije integrala. Vseeno, osnovne

koncepte je lazje razloc¢iti na enostavnih primerih.
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Zakon velikih stevil nam zagotavlja, da bo cenilka konvergirala proti pravi
vrednosti, ko vecamo Stevilo vzorcev. Centralni limitni izrek pa nam da
informacijo o velikosti napake cenilke pri konénem §tevilu vzorcev [I1].

Formalizirajmo prejsnje besede z enacbami. Recimo, da zZelimo izracunati

naslednji integral:
1
o= / (@) da (4.2)
0

Predpostavimo, da imamo mehanizem za dolocanje naklju¢nih (oz. psev-
donakljuénih) stevil. Generirajmo n vrednosti iz enakomerne porazdelitve na
intervalu I = [0,1] in jih oznaéimo z U;,i = 1, ...,n. Ce izracunamo vrednost
funkcije f(z) na teh n tockah in izra¢unamo povprecje, dobimo priblizek

Monte Carlo:

= =3 (). (4.3)

Ce je funkcija f integrabilna na intervalu [0, 1], potem nam strogi zakon

velikih stevil zagotavlja, da
a, — a z verjetnostjo 1, e n — oo.
Ce je f kvadratno integrabilna, in nastavimo
1
o7 = / (f(z) —a)?*dz, (4.4)
0

ki je napaka razlike a,, — a porazdeljena normalno z aritmeti¢no sredino 0 in

standardnim odklonom o/+/n.
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Poglavje 5

Generiranje psevdonakljuc¢nih

Stevil

Pri uporabi metod Monte Carlo moramo biti pozorni na to, kaksna je funk-
cija generiranja psevdnonaklju¢nih stevil. S pomocjo racunalnika samega
popolnoma naklju¢énih Stevil ne moremo generirati. Racunalnik je namrec
deterministi¢ni stroj in sam po sebi nima nobene lastnosti, ki bi bila na-

kljucna.

Na spletni strani http://www.random. org lahko pridobivamo naklju¢na
stevila, katerih podlaga je amosferski sum [6]. Tu generator dobiva na-
kljucénost izven racunalnika in ta nakljucnost je lahko ”boljsa” od ra¢unalnika
samega. Kako dobra je naklju¢nost, se doloci s tem, koliko in kaksne sta-
tisticne lastnosti ima funkcija generiranja psevdonakljuénih stevil. Vec¢ kot

ima statisticnih lastnosti, ki veljajo za prava naklju¢na stevila, boljsa je.

Na sliki je prikazana vizualizacija naklju¢nih stevil s pomocjo spletne
strani http://www.random. org ter rand () funkcije v jeziku PHP. Ze na prvi

pogled vidimo, da je leva slika bolj naklju¢na od desne.

19
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Slika 5.1: Vizualizacija nakljuc¢nih Stevil s spletne strani http://www.
random.org (na levi), rand() funkcija v jeziku PHP na operacijskem sis-

temu Microsoft Windows (na desni)

5.1 Psevdonakljuc¢na stevila

Bi lahko vseeno kako generirali nakljucna stevila le s pomocjo racunalnika?
Cisto nakljucna stevila ne. Lahko pa generiramo t.i. psevdonakljucna stevila.
Pri tem moramo biti pozorni na to, da imajo generirana Stevila ¢im vec
statisticnih znacnilnosti, ki veljajo za nakljuc¢na stevila.

Ce generirana psevdonakljucna Stevila nimajo dovolj dobrih statistiénih
znacilnosti, se lahko zgodi, da nam bo rezultat metod Monte Carlo odrazal
napake psevdonakljuc¢nih stevil. To v preveliki meri naredi rezultat neupo-
raben.

V nadaljevanju bomo uporabljali tudi izraz nakljuc¢na Stevila, ¢eprav pri
tem v resnici mislimo psevdonakljucna Stevila.

Ce imamo dober generator enakomerno porazdeljenih nakljuénih stevil na
intervalu [0, 1], lahko s pomoc¢jo raznih metod dobimo nakljuéna stevila, ki so
porazdeljena s ciljno distribucijo. V primeru metod Monte Carlo bomo zeleli

dobiti nakljucna stevila, ki so porazdeljena standardno normalno, to pomeni,


http://www.random.org
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da so porazdeljena normalno s povprec¢no vrednostjo 0 in varianco 1. Posto-
pek generiranja teh je tak, da najprej generiramo enakomerno porazdeljena
nakljucna stevila in jih pretvorimo v standardno normalno porazdeljena na-

kljucna stevila.

5.2 Generiranje enakomerno porazdeljenih na-
kljuénih Stevil

Eden od nac¢inov generiranja enakomerno porazdeljenih nakljuénih stevil na
intervalu [0, 1] bazira na linearnih kongruentnih generatorjih (angl. linear
congruential generator, LCG) [5]. LCG generira zaporedje nenegativnih
Stevil z naslednjim predpisom: ¢e imamo Z;_ i, generiraj naslednje Stevilo
v zaporedju tako:

Z; = (aZ;+c¢) mod m, (5.1)

kjer so a, ¢ in m so ustrezno izbrane konstante. Ker zelimo dobiti stevilo na
intervalu [0, 1], je nase psevdonakljuéno stevilo Z;/m.

Zapisimo metodo LCG v algoritmicni obliki.

1 function [Z] = LCG(a, ¢, m, seed, n)
2 prev = seed;

3 2 = [1;

4 for i =1 : n

5 next = mod (axprev+c, m);

6 7Z = [Z; next / m];

7 prev = next;

8 end

Ce zazenemo algoritem z naslednjimi vhodnimi parametri: a =5, ¢ = 3,

m = 16, seed = 7 in n = 20 dobimo naslednji razultat:

0.3750
0.0625
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.5000
.6875
.6250
.3125
. 7500
.9375
.8750
.5625

0
.1875
.1250
.8125
.2500
.4375
.3750
.0625
.5000
.6875

O O O O O O o o

O O O O O O O o o

S prvim pogledom na Stevilke bi morda pomislili, da so naklju¢ne, vendar
v njih ni ni¢ naklju¢nega. Generira jih popolnoma deterministi¢ni algoritem,
ki je definiran z vhodnimi parametri. Opazimo tudi, da se pri 17. generirani
stevilki stevilo 0,3750 ponovi in se vsa sStevila za njo za¢nejo ponavljati kot
na zacetku zaporedja.

S pravilno izbiro dovolj velikih a, ¢ in m lahko dobimo zadovoljivo dober
generator nakljucnih stevil. Metoda LCG je lahko dovolj dobra, odvisno od
nasih potreb. Uporabljal jo je Se Matlab 4. Vendar pa ima metoda LCG
resne pomankljivosti in je bolje, da je ne uporabljamo. Obstajajo boljse
metode.

Novejse razlicice programa Matlab uporabljajo metodo vektorjev stanj
(angl. state vector). Generator ima 35 komponent in z ukazom rnd(seme),

kjer je seme nenegativno celo §tevilo (angl. non-negative integer), dolo¢imo
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zacetno stanje generatorja.

7 vsakim stanjem so generirana Stevila toéno doloc¢ena in lahko ta "na-
kljuéna”stevila reproduciramo, ¢e to zelimo. V primeru, da zacetnega sta-
nja ne zelimo kontrolirati, za stanje uporabimo niz ’shuffle’. V starejsih
razlicicah Matlaba je v takih primerih uradna dokumentacija priporocala

seme, generirano z ukazom sum(100*clock).

5.3 Box-Mullerjeva metoda izracuna standar-

dno normalnih sluc¢ajnih spremenljivk

Recimo, da imamo dovolj dober generator enakomerno porazdeljenih na-
kljuénih §tevil na intervalu [0,1]. Za potrebe metod Monte Carlo potre-
bujemo generator standardno normalno porazdeljenih nakljuénih stevil oz.
normalno porazdeljenih naklju¢nih stevil na intervalu [—oo, 00| s povprecjem
0 in varianco 1 (N(0,1)).

Eden od algoritmov za izra¢un standardno normalno porazdeljenih slucaj-
nih spremenljivk iz enakomerno porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk je Boz-
Mullerjeva metoda. Metoda generira dve standardno normalno porazdeljeni
spremenljivki, kot vhod pa vzame dve enakomerno porazdeljeni spremenljivki
na intervalu [0, 1]. Vhodni $tevili morata biti neodvisni, metoda pa nam tako
vrne neodvisni stevili [12].

Bazira na dveh lastnostih bivariatnih normalnih spremenljivk: ¢e Z;, Z5 ~
N(0,1), potem je

i. R = Z?+ Z2 porazdeljena eksponentno s srednjo vrednostjo 2:

P(R<z)=1-¢"? (5.2)

ii. tocka (Z1,Z,) enakomerno porazdeljena na krogu, ki se nahaja na iz-
hodiséu in ima polmer v/R.

Poglejmo si ta algoritem zapisan v programskem jeziku Matlab.
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1 function [Z1,

sqgqrt (—=2+x1log (Ul));

Z22] = BoxMuller (Ul, U2)
2 R =
3 V =
4 21 =

5 22 =

2xpixU2;
Rxcos (V) ;
Rxsin (V) ;

Izpisimo rezultate metode, kjer kot argumente Ul in U2 podamo Matlabovo

funkcijo rand ().

U1; U2

71; 72

0,4565; 0,2361
0,4507; 0,6653
0,1648; 0,1222
0,4877; 0,7766
0,4324; 0,1837

0,1091; 1,2475
-0,6408; -1,0878
1,3663; 1,3188
0,1993; -1,1816
0,5243; 1,1840




Poglavje 6
Geometricno Brownovo gibanje

Kako si lahko sedaj z generiranimi naklju¢nimi stevili pomagamo? Obliko-
vati jih moramo v obliko, kjer jih lahko uporabimo. V tem poglavju bomo
generirana nakljucna stevila oblikovali tako, da bodo primerna za vredno-
tenje opcij. Ideja je naslednja: simulirali bomo pot osnovnega financnega
instrumenta, od katerega je opcija odvisna in izracunali, koliko bi opcija pri
tej poti cene izplacala. Nato bomo generirali ve¢ takih poti, vsako s svojo

mnozico naklju¢nih stevil.

6.1 Wienerjev proces oz. Brownovo gibanje

Ideja, ki jo bomo tu opisali, je bolj nata¢no definirana z izrazom Wienerjev
proces kot z izrazom Brownovo gibanje. Slednje je navidezno nakljuc¢no gi-
banje delcev v prostoru s hitro premikajo¢imi atomi ali molekulami, ki ga je
opazil skotski botanist Robert Brown in kasneje razlozil Albert Einstein [7].
Vseeno se za Wienerjev proces pogosto uporablja besedna zveza Brownovo
gibanje kot sinonim in jo bomo uporabljali tudi v tej diplomski nalogi.
Wienerjev proces oz. Brownovo gibanje na intervalu [0, T je stohasti¢ni

proces W(t),0 <t < T z naslednjimi lastnostmi:

i W(0) =0

25
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11

iii.

v.

preslikava ¢t — W (t) je, z verjetnostjo 1, zvezna funkcija na intervalu

[0, 7]

prirastki {W (t1)—W (to), W (ta) =W (t1), ..., W(tx) =W (tx—1} so neodvisni
zavse kinvse 0 <tg<t;1 <..<t, <T

W(t)—W(s) ~N(O,t—s)zavse 0 <s<t<T

Iz teh lastnosti sledi
W(t) ~ N(0,1), (6.1)

zavse 0 <t <T.

6.2 (Geometricno Brownovo gibanje

V finanéni matematiki se za model predvidevanja prihodnjih cen finanénih

instrumentov pogosto uporablja geometricno Brownovo gibanje. Enacba, ki

opisuje model, je

%Ef)) = pdt + odW (t). (6.2)

W je Wienerjev proces oz. Brownovo gibanje, ki je slucajna spremenljivka.

Parameter u je povprecni donos in o volatilnost cene delnice [§].

Sprogramirajmo geometricno Brownovo gibanje z uporabo Matlaba.

10

11

mu = 0.05;
sigma = 0.005;
T =1;

dt = 0.01;

S_.0 = 100;

S = [S.01;

S_.i = S_0;

for i =1 : T / dt
S_.i = S.i + muxdtxS_i + sigmaxrandn()=*S_i;

S =[S s_.i];
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12 end
13 plot(0:dt:T, S, 'r'")
14

15 hold onj;

V enachi geometricnega Brownovega gibanja smo uporabili parametra
p = 0,05, ¢ = 0.005. Zacetna cena instrumenta je S(0) = 100, ra¢unamo
pa pot cene do ¢asa T = 1. Na racunalniku za korak ne moremo uporabiti
neskonéno majhnega stevila, zato izberemo kon¢éno majhen, vendar Se vedno

dovolj majhen korak dt = 0, 01.

115 1 1 1 1 1 T 1 1 1

114

112 .

110 .

108

1

106
104
102

100 §f

93

95 | | | | | 1 | | |
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1

Slika 6.1: 5 poti geometricnega Brownovega gibanja

Vizualni rezultat programa, ¢e ga pozenemo 5x, vidimo na sliki
V zgornjem primeru smo simulirali celotno pot finanénega instrumenta od
casa 0 do casa T'. V nekaterih primerih nas zanima le kon¢na cena simulirane

poti (v éasu T) - po kateri poti se je cena gibala je nepomembno. V teh
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primerih ni potrebno izra¢unati celotne poti in lahko z uporabo stohasti¢nih
diferencialnih enach iz zacetne cene S(0) direktno izra¢unamo koncno ceno
S(T).

Resitev stohasti¢ne diferencialne enacbe (6.2) je
S(T) = S(0)elr 27 T+oW(T), (6.3)

Namesto izracuna 5 poti, kot smo to naredili na sliki[6.1] bi sedaj izracunali
le 5 kon¢nih cen. Na sliki bi se te tocke nahajale na skrajnem desnem
robu grafa. Tako izracunane tocke se po vsej verjetnosti ne bi skladale z
izracunanimi robnimi tockami, ko smo racunali celotno pot. Razlog je ta,
da izracuni temeljijo na nakljucnosti. Tudi prvih n izracunanih tock se po
vsej verjetnosti ne sklada z izra¢unanimi naslednjimi n tockami, po katerikoli
metodi. Vendar ko se stevilo teh izracunov veca, njihova povprecna vrednost

konvergira proti neki vrednosti, ki je za obe metodi enaka.

6.3 Do tveganja nevtralna verjetnost

Eden od manj intuitivnih vendar zelo pomembnih konceptov v finanéni ma-
tematiki je teorija z imenom do tveganja nevtralna verjetnost (tudi ekviva-
lentna martingalska verjetnost). Ime je prevedeno iz angleske besedbe zveze
risk-neutral probability in morda bi bila za to idejo boljsa oznaka do tveganja
neobcutljiva verjetnost ali tveganju prilagojena verjenost.

Kakor koli ze, mi bomo uporabljali ustaljeno oznako. Do tveganja nev-
tralna verjetnost je taka verjetnost, da je sedanja vrednost pricakovane vre-
dnosti premozenja v bodoc¢nosti enaka trenutni vrednosti premozenja [9].

Zapisimo prejsnji stavek z enacbo
So = Eq(Sr), (6.4)

kjer je Sy trenutna vrednost premozenja, St prihodnja vrednost premozenja,
E¢ pa matematicno upanje, ki za verjetnost uporabi do tveganja nevtralno

verjetnost (ne prave verjetnosti).
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Do tveganja nevtralna verjetnost v splosnem ni enaka pravi verjetnosti v
realnem svetu.

Poglejmo si primer. Recimo, da je naSa delnica v tem trenutku vredna
100€, v prihodnje pa vemo, da bo vredna ali 101€ ali 99€. Zanima nas,
kaksna je do tveganja nevtralna verjetnost. Podatke vstavimo v prejsnjo

enacbho

100€ = ¢, * 101€ + gy * 99€.

q1 in g9 sta verjetnosti, da se bo zgodila ali cena 101€ ali 99€. Vsaka ver-
jetnost ima lastnost, da je vsota vseh verjetnosti enaka 1, torej q; + ¢ = 1.
Resitev zgornje enacbe je ¢ = g2 = 0.5.

Dejanska realna verjetnost bi lahko bila taka, da v je v 60% primerov
prihodnja cena 101€ in v 40% primerov pa 99€. Ampak zakaj nas prava
verjetnost tukaj ne zanima? Recimo, da izdamo (prodamo) evropsko naku-
pno opcijo. Na trgu, kjer arbitraza ne obstaja in je trg poln, lahko s pravilnim
oblikovanjem portfelja (imenujemo ga arbitrazni portfelj) popolnoma zavaru-
jemo izdano opcijo. To pomeni, da ni pomembno, kaksna bo cena osnovnih
instrumentov v prihodnosti, v vsakem primeru bomo izdano opcijo lahko po-
placali. Da na trgu ni arbitraze, pomeni, da s takim portfeljem ne moremo
zasluziti nic. Drugace povedano, netvegan dobicek ne obstaja - ¢e zelimo
zasluziti, moramo tvegati.

Ce nam je vseeno, kaj se dogaja s temi cenami, nas tveganje, ali cena
zraste ali pade, ne zanima in smo do tveganja nevtralni.

Uporaba do tveganja nevtralne verjetnosti je smiselna le v primeru, ko
lahko z arbitraznim portfeljem izni¢imo celotno tveganje. Ce tako zavarova-

nje ni mozno, je uporaba do tveganja nevtralne verjetnosti brez pomena.

6.3.1 Do tveganja nevtralno geometri¢cno Brownovo gi-

banje

Do tveganja nevtralno geometricno Brownovo gibanje je tako geometri¢no

Brownovo gibanje, kjer namesto povpre¢nega donosa delnice p vzamemo ne-



30 POGLAVJE 6. GEOMETRICNO BROWNOVO GIBANJE

tvegano obrestno mero r (r je manjsi od u). To je umetno zgrajeno geome-
tricno Brownovo gibanje, ki z dejansko potjo cene finanénega instrumenta
nima povezave, razen s tem, da je volatilnost o pri obeh enaka. Model
zapisemo z enacbo
%Ef)) — rdt + odV (D). (6.5)

Podlaga tega Brownovega gibanja je do tveganja nevtralna verjetnost.

Razlog za uporabo modela s povpre¢nim donosom 7 in ne p je, da e pra-
vilno oblikujemo svoj portfelj, lahko zavarujemo opcijo in nam je vseeno ali
se cena osnovne delnice premakne navzgor ali navzdol. Zavarovanje odstrani
odvisnost vrednosti opcije od vrednosti delnice. Ker nas sedaj ne zanima
ali gre cena delnice navzgor ali navzdol, so za nas tudi prave verjetnosti za
premik cene delnice navzgor in navzdol nepomembne.

V podpoglavju [7.5]si bomo ogledali pricakovano vrednost opcije, ko svoje

pozicije ne moremo zavarovati.



Poglavje 7

Uporaba metod Monte Carlo

za vrednotenje opcij

Sedaj bomo zdruzili vse koncepte, ki smo jih vpeljali do sedaj in s pomocjo
metod Monte Carlo vrednotili opcije. Pot po kateri se giblje cena osnov-
nega finanénega instrumenta bomo simulirali z do tveganja nevtralnim geo-
meri¢nim Brownovim gibanjem. Predpostavljali bomo, da osnovni finanéni
instrument ne izplaca nobenih dividend (vrednotenje bi bilo sicer nekoliko

bolj zapleteno).

7.1 Vrednotenje navadnih opcij

V poglavju [ smo opisali do tveganja nevtralno geometricno Brownovo giba-
nje
dS(t)

To je enacha, ki bo modelirala gibanje delnice, za katero racunamo opcijo.
Cena delnice v ¢asu S(T') je porazdeljena lognormalno oz. njen logaritem
je porazdeljen normalno.
Slucajna spremenljivka W (T') je porazdeljena normalno, kjer je aritmeticna

sredina 0 in standardna deviacija T'. Ista parametra ima tudi porazdelitev

31



POGLAVJE 7. UPORABA METOD MONTE CARLO ZA
32 VREDNOTENJE OPCIJ

VTZ, kjer je Z slucajna spremenljivka, ki je porazdeljena standardno nor-

malno. Zato lahko ceno delnice v ¢asu T' zapiSemo tudi kot
S(T) = S(0)eln=z7)T+oVT2 (7.2)

Recimo, da zelimo izracunati sedanjo vrednost evropske nakupne opcije,
ki ima cas zapadlosti 7" in izvrsilno ceno K. Trenutna cena osnovnega instru-
menta je S(0), na voljo imamo tudi volatilnost cene o in netvegano obrestno
mero r.

Sedanja vrednost te opcije je C' := Ele"""maz{S(T) — K,0}]. Vrednost

lahko ocenimo z naslednjim algoritmom.

1 sims = zeros(n, 1);

2 for i = 1:n

3 Z = randn(l);

4 S = S.0 » exp( (r — 0.5%sigma"2)*T + sigma * sqgrt(T) x ...
Z);

5 c = exp(—r*T) * S;

6 sims (i) = c;

7 end

8 povprecen.-c = mean(c)

Vrednost spremenljivke povprecen_c je cenilka sedanje vrednosti opcije.

Poimenujmo jo C. Je nepristranska, saj velja
E[C] = C = Ele""maz{S(T) — K,0}]. (7.3)

Je tudi dosledna, kar pomeni da C — C kon — .
Ocenimo interval zaupanja za nek odstotek (verjetnost, da se C' nahaja
na tem intervalu, je enaka temu odstotku). To lahko naredimo za konéne in

vsaj srednje velike n. Naj bo

s¢ = ! D (Ci =) (7.4)
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ocena standardnega odklona vzorca in naj bo z5 1 — 0 kvantil standardne
normalne porazdelitve (®(z5) = 1 — d). Potem je

G & 250 (7.5)

Vn

interval zaupanja. Ker standardni odklon ni znan v naprej in je ocenjen,
lahko namesto z;5/, uporabimo ustrezni kvantil iz Studenteve porazdelitve z
n — 1 prostostnimi stopnjami, kar nam da nekoliko vec¢ji interval. V obeh
primerih, verjetnost, da interval pokriva C', se bliza 1 — ¢ ko n — oc.
Metodo Monte Carlo lahko uporabimo ze s pomocjo komercialnih ali brez-

placnih preglednic (npr. Microsoft Excel, Open Office Calc) [10].

7.2 Recept za vrednotenje opcij

Metode Monte Carlo so v svoji osnovni obliki zelo enostavne. Zapisimo

korake, ki jih je potrebno narediti, da opcijo vrednotimo [10].

Recept za vrednotenje opcij s pomoc¢jo metod Monte Carlo

1. Z uporabo enacbe simuliraj pot cene osnovnega financnega in-
strumenta od sedanjega trenutka do trenutka, ko opcija zapade. Za

i uporabi netvegano obrestno mero.

2. Izracunaj kaksno izplacilo bi opcija izplacala pri izrac¢unani poti

cene.
3. Veckrat ponovi zgornja dva koraka.
4. Izracunaj povprecno vrednost zgornjih izplacil opcij.

5. Diskontiraj to povprec¢no vrednost na sedanji trenutek.

V zadnjem koraku dobimo ceno, naj bi ob predpostavki, da arbitraza ne

obstaja, bila cena opcije.
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Slué. sprem. iz
stand. Cena  Vrednost

normalne delnice opcijev
porazd. viasuT asud

-0,659325349 118,535 0

0,19074822 130,353 8,062958 0,05

-0,422856195 121,71 1,331964 0,05
0,12812815 129,444 7,354692 T 5
1,184209224 145,666 19,93398 K 120
1 242?3&31W|_mnnnw{mn{}, 0;1) |

-1,157584895 112112 Q

0,034639267 128,098 6,306467 |~ 5652 * EXP(($GS3 - 0,5

$G$4°2) * $GS5 +
-1,076937469 113,127 0|$G$4*SQRT($GS5)*BY)

-0,321212601 1231 2,414216
-0,298539152 123,414 2,653628 |=~EXP(-$6$375GS5) *
0,512048878 135,136 11,78784 MAX(C11-$GS6; 0)
-0,092827293 126,285 4,894814

100

L R B = I L

=
=]

=
=

=
2]

o
%}

98 | 97  0,620917353 136,775 13,00477
99 98  0,702265286 138,025 14,03799
‘100 99  0,373764365 133,045 10,16162
101 100 0,91551497 141,355 16,63167

103 125, 199‘\?,93455N

104 |=MERAGE{{:2:C101}
1ns

Slika 7.1: Izra¢un cene opcije v ¢asu 0
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7.3 Black-Scholesova formula

Matematicno upanje Ele " "max{S(T)— K,0}], ki je sedanja vrednost opcije,
lahko tudi izracunamo na deterministicen nacin. To je integral, ki je odvisen
od lognormalne gostote S(7"). Lahko ga izra¢unamo s pomocjo standar-
dne normalne kumulativne funkcije ® kjer izracunamo BS(S(0), u, T, 7, K)

z enacho

BS(S,u, T,r,K) =
log(S/K) + (r+ p?/2)T
VT

log(S/K) + (r — p?/2)T

= 5% VT

) — e "TK®(

).
(7.6)

To je Black-Scholesova formula za izracun evropske nakupne opcije [11].

7 uporabo te enacbe lahko natanc¢no izracunamo zgornje matematiéno
upanje in s tem sedanjo vrednost opcije. Ce imamo natanéno formulo, zakaj
bi potem uporabljali metode Monte Carlo in s tem racunali veliko stevilo
Brownovih gibanj? Res je, da za primer navadne evropske nakupne opcije
metode Monte Carlo niso primerne in obstajajo lazji in hitrejsi izracuni. Ta
primer smo si pogledali, ker je enostaven in se na njem da koncept metod
Monte Carlo najlazje razloziti.

Toda ko opcije postanejo bolj kompleksne, so metode Monte Carlo veli-

kokrat najboljsi in tudi edini nac¢in, da jih vrednotimo.

7.4 Izracun vrednosti azijskih opcij

Metode Monte Carlo imajo za izracun vrednosti opcij pred drugimi meto-
dami prednost predvsem takrat, ko je izplac¢ilo opcije odvisno ne le od cene
finan¢énega instrumenta ob izplacilu (navadna evropska, ameriska opcija),
ampak tudi od poti, po kateri je cena osnovnega finan¢nega instrumenta
potovala. Primeri takih opcij so azijske opcije.

Kot je bilo ze omenjeno, je izplacilo azijske opcije odvisno od ve¢ trenut-

kov na poti cene osnovnega finan¢nega instrumenta.
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7.5 Pricakovana vrednost opcij v nezavaro-

vani poziciji

V vseh primerih do sedaj smo pri vrednotenju opcij predpostavljali, da svojo
opcijo vedno zavarujemo (angl. hedge). V kolikor smo popolnoma zava-
rovani, nas pravzaprav ne zanima, kam dejansko se bo cena osnovnega fi-
nancnega instrumenta premaknila, ali bo sla navzgor ali navzdol. V vsakem
primeru profitiramo enako.

Kako pa ocenimo pricakovano vrednost opcije, ¢e nimamo zavarovanja?
Recimo, da smo kupili le eno opcijo in nas sedaj zanima pricakovana vrednost.

Izracun tega po zelo podoben kot pri zavarovani poziciji. Izracunamo
n simulacij poti z geometricnim Brownovim gibanjem, po kateri se osnovni
financ¢ni instrument giblje, izracunamo povprecje ter sedanjo vrednost pov-
precja. Toda sedaj se pojavi ena pomembna razlika. Pri do tveganja nevtral-
nem geometricnem Brownovem gibanju, ki je simulacija cen instrumentov za

zavarovano pozicijo, smo v enaé¢bi [7.7] za p vzeli netvegano obrestno mero.

%(tt)) = pdt + odW (t). (7.7)

V tem primeru moramo za j vzeti realen povprecni donos, ki ga za instrument

pricakujemo, in ne netvegane obrestne mere.
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Zakljucek

V diplomski nalogi smo se osredotocili na uporabo metod Monte Carlo za
vrednotenje opcij. Ogledali smo si kaj opcije so, zakaj so pomembne in kje
z njimi trgujemo. Za pravilno delovanje metod Monte Carlo so klju¢ni gene-
ratorji psevdonakljucnih stevil, ki smo jih v diplomski nalogi opisali. Videli
smo matemati¢no teorijo za metodami Monte Carlo in si ogledali prakticen
algoritem.

Ideja algoritma je razmeroma preprosta in jo lahko zapiSemo v nekaj
korakih.

e Simuliraj pot cene osnovnega financnega instrumenta od sedanjega tre-
nutka do trenutka, ko opcija zapade. Pri tem uporabi do tveganja

nevtralno verjetnost.
e [zracunaj koliko bi opcija izplacala pri izrac¢unani poti cene.
e Veckrat ponovi zgornja dva koraka.
e Izracunaj povprecéno vrednost izplacil.

e Diskontiraj povprecno vrednost na sedanji trenutek.

Ti koraki so dovolj enostavni, da lahko metode Monte Carlo implemen-

tiramo celo z uporabo brezpla¢nih ali komercialnih preglednic. Eno tako
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implementacijo smo pokazali v tej diplomski nalogu. Vseeno pa je kvalite-
ten algoritem najboljSe napisati z uporabo programskega jezika. Tu smo se
odlocili za Matlab.

Pri implementaciji metod Monte Carlo je pomembno, da uporabimo kva-
liteten generator psevdonakljuénih stevil. Ce generator ne vsebuje dovolj
pravih statisticnih lastnosti naklju¢nosti, ki so za nas pomembne, lahko v
rezultatih vidimo vzorce, ki so v resnici rezultat slabega generatorja.

Rezultat, ki nam ga algoritem vrne, je kvecjemu toliko dober, kot so
dobre predpostavke. Ze majhen premik vhodnega parametra, na primer
o v geometricnem Brownovem gibanju, lahko izrac¢unano ceno opcije zelo
premakne. Zavedati se tudi moramo, da model ni enak realnosti in se na nek

specificen rezultat ne smemo prevecC zanasati.
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