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Povzetek

Diplomsko delo opisuje konstrukcije Hadamardovih matrik in uporabo le teh
v praksi.

V zacetku diplomskega dela so opisane nekatere algeberske strukture
(grupe, ciklicne grupe in komutativni obsegi).

V nadaljevanju je opisana definicija Hadamardovih matrik in nekatere
konstrukcije le teh (Sylvestrova in Paleyeva).

V zakljucku diplomskega dela pa so podane osnove kodiranja in uporaba

Hadamardovih matrik pri kodiranju in dekodiranju.

Kljucne besede:

Hadamardove matrike, Kroneckerjev produkt, Paleyeve matrike, Hadamar-
dove kode.






Abstract

In this work we describe construction of Hadamard matrices and use of this
matrices in practice.

We start with basic algebraic structres (groups, cyclic groups, commuta-
tive fields), we continue with definition of Hadamard matrices and examples
of construction of Hadamard matrices (Sylvester and Paley). We finish with
basic description of error correcting codes and use of Hadamard matrices in

encoding and decoding.

Key words:

Hadamard matrices, Kronecker product, Payley matrices, Hadamard codes.






Poglavje 1
Uvod

V casu informacijske tehnologije je zelo pomembno, da pri prenosu informacij
ne prihaja do napak. Zato je dobro poznati metode, ki popravijo napake, ki
se pojavijo zaradi zunanjih vplivov (nevihte, elektricna napetost,...). Poznati
je potrebno tudi, na kakSen nacin lahko dolo¢eno informacijo zakodiramo, da
je nepoklicane osebe ne znajo razpoznati, in to informacijo dekodiramo, da

jo bomo zopet lahko prepoznali.

1.1 Opredelitev problema

V diplomskem delu bom obravnavala Hadamardove matrike in Hadamardove
kode. Hadamardove matrike so matrike s posebnimi lastnostmi, ki jih je Ja-
cques Salamon Hadamard ugotovil ze v koncu 19. stoletja. Te matrike so
kasneje uporabili za kodiranje in dekodiranje informacij.

NASA je uporabila Hadamardove matrike pri prenosu podatkov iz vesoljske
sonde, ki so jo poslali na Mars. Pri prenosu podatkov je bilo pomembno,
da zaradi zunanjih vplivov ni prihajalo do napak. Signal je ob prihodu na
Zemljo bil sibek in ga je bilo potrebno ojacati. Motnje iz vesolja in termicne
motnje pa so lahko povzrocile napacno interpretacijo podatkov.

V tem primeru so pomemno vlogo imele Hadamardove matrike. Vsako infor-
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macijo, ki so jo poslali, so najprej zakodirali s pomoc¢jo Hadamardove matrike
in jo nato na Zemlji dekodirali. Ta nacin posiljanja informacij je zelo dobro

popravljal tudi popacene informacije.

1.2 Zgradba diplomskega dela

Jacques Salamon Hadamard je zelo pomemben matematik, katerega dela so
uporabili pri razvoju kodiranja in odpravljanja napak med prenosi. Zato sem
se odlocila, da drugo poglavje namenim njegovi biografiji.

V tretjem poglavju bom predstavila vse algeberske strukture, ki so potrebne
v nadaljevanju in jih nismo uporabljali pri mojem studiju.

Cetrto poglavje bom v celoti namenila Hadamardovim matrikam in konstruk-
cijam le-teh.

V petem in Sestem poglavju pa bom predstavila teorijo kodiranja in uporabo

Hadamardovih matrik pri kodiranju.



Poglavje 2

Jacques Salamon Hadamard

(biografija)

Jacques Salamon Hadamard se je rodil 8. 10. 1865 v Versaillesu v Franciji,

preminil pa je 17. 10. 1963 v Parizu.

Amédée Hadamard, Jacques Hadamardov oce, se je Sestega junija 1864
porocil s Claire Marie Jeanne Picard. Amédée Hadamard je bil judovskega
porekla in ucitelj, pouceval je ve¢ predmetov, kot so: klasika, slovnica, zgo-
dovina in geografija, medtem ko pa je Jacquesova mama poucevala klavir na
domu. V ¢asu Jacquesovega rojstva je njegov oce pouceval na Lycée Impérial
v Versaillesu. Druzina se je preselila v Paris, ko je imel Jacques tri leta, takrat
je njegov oce nastopil delo na Lycée Charlemagne.

Kmalu za tem, 19. julija 1870, se je pricela Francosko-Pruska vojna, ki
je zelo negativno vplivala na Francijo. Pariz so napadli 19. septembra 1870,
28. januarja 1871 pa so se Parizani predali. Nato so 10. 5. 1871 ratificirali
frankfurtsko pogodbo, ta ratifikacija je bila veliko ponizanje za Francijo. Med
predajo in podpisom pogodbe je izbruhnila drzavljanska vojna v Parizu in
hisa Hadamardov je pogorela do tal. To so bili zelo nesre¢ni ¢asi za odrasc¢anje
otrok v Parizu. Med tem casom sta umrli tudi mlajsi Jacquesovi sestri,

Jeanne in Suzanne.

Jacques se je pricel solati na Lycée Charlemagne, kjer je pouceval nje-

3
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gov oce. V prvih letih Solanja je bil uspesen pri vseh predmetih, samo pri
matematiki ne. Izstopal je predvsem pri grscini in latinscini.

V zacetku je bil precej sibak v aritmetiki, v petem razredu pa je ze zasedel
drugo mesto v razredu. V tem ¢asu (1875) je prejemal razlicna priznanja pri
stevilnih predmetih na nacionalnih tekmovanjih za ucence. Takrat ga je
pouceval zelo sposoben profesor, kateremu je uspelo, da ga je navdusil nad

matematiko in naravoslovjem.

Jacques se je od leta 1876 izobrazeval na Lycée Louis-le-Grand. Leta
1882 je diplomiral Bachelier és lettres et és sciences, v naslednjem letu je
prejel naziv Baccalauréat és sciences. Leta 1883 je osvojil prvo mesto v
algebri in mehaniki na Concours Général. Nato se je vpisal na Ecole Normale

Superérieure, kjer je diplomiral 30. 9. 1888.

Med raziskovanjem za doktorat je bil zaposlen kot ucitelj. Najprej je
bil zaposlen na Lycée Caen, kjer ni pouceval. Od junija 1889 je pouceval na
Lycée Saint-Louis, kjer ni bil prevec uspesen, saj je bil za ta nivo prezahteven.
Od septembra 1890 je bil zaposlen na Lycée Buffon, kjer je pouceval tri
leta. Kljub poucevanju je njegova raziskovalna naloga potekala odli¢no. Leta
1892 je doktoriral, v doktoratu je raziskoval Taylorjevo vrsto. Njegovo delo
o funkcijah kompleksne spremenljivke je bilo eno prvih na svetu, kjer je

raziskoval splosno teorijo analiticnih funkcij.

Istega leta je Hadamard prejel Grand Prixz des Sciences Mathématiques
za delo z naslovom Détermination du nombre de nombres premiers inférieure
a un nombre donné (Dolocitev Stevila prastevil manjsih od danega Stevila).
Leto 1892 je bilo za Hadamarda zelo pomembno. Poleg tega, da je doktoriral
in prejel nagrado, se je junija tega leta porocil z Louiso-Anno Trénel. Nasle-
dnjega leta pa je bil imenovan za predavatelja na univerzi v Bordeuxu, kamor
sta se z zeno preselila. Kot profesor na srednji Soli ni bil uspesen, tu pa je
pozel veliko zadovoljstva, hvale in uspehov. Svoje studente je zelo navdusil s
svojim nacinom raziskovanja in predavanja.

V stirih letih, ki jih je prezivel v Bordeuxu, ni bil uspesen samo v pri-

vatnem zivljenju, rodila sta se mu dva sinova, ampak tudi profesionalno.



Objavil je 29 ¢lankov. Clanki so bili zelo poglobljena raziskovalna dela iz
razlicnih vej matematike. Eno najpomembnejsih del tistega casa je bil dokaz
izreka o gostoti prastevil, ki ga je dokazal leta 1896. Domneva za ta izrek je
bila predstavljena ze v 18. stoletju. Zanimivo je, da sta neodvisno v tem casu
to domnevo dokazala Hadamard in Charles de la Valée Poussin z uporabo
kompleksne analize.

Naslednji pomembni rezultat nejegovih raziskovanj je bila objava ¢lanka o
njegovi matri¢ni domnevi. Matrike, ki zadoscajo pogojem iz domneve, sedaj
imenujemo Hadamardove matrike in so zelo pomembne v teoriji kodiranja, v
teoriji integralskih enacbah in drugih podrocjih.

V letu 1897 se je z druzino preselil v Paris, kjer je sprejel malo manj
zahtevno delo na fakulteti Collége de France. Kmalu po prihodu je objavil
Lecons de Géometrie Elémentare. V tem clanku se je posvetil dvodimen-
zionalni geometriji, leta 1901 je izdal drugi del, kjer je dal poudarek na
trodimenzionalni geometriji. To delo je imelo zelo velik vpliv na poucevanje
matematike v Franciji.

Leta 1898 je prejel nagrado Priz Poncelet za raziskovalne uspehe v zadnjih
desetih letih. Njegova raziskovanja so bila v vecini na podro¢ju matematicne
fizike. Predvsem je delal na podrocju parcialnih diferencialnih ena¢h v mate-
maticni fiziki. Nato je bil leta 1912 imenovan za profesorja analize na Ecole
polytechnique. Konec tega leta je bil tudi imenovan v [’Académie des sciences.

Med drugo svetovno vojno sta oba njegova sinova umrla v boju. Nato
se je Se bolj posvetil raziskovanju, saj je le tam nasel uteho. Zato je veliko
potoval, gostoval je kot predavatelj v ZDA, Spaniji, Ceskoslovaski, Italiji,
Svici, Braziliji, Argentini in Egiptu.

Do svoje smrti leta 1962 je izdal Se veliko ¢lankov in knjig. Lotil se je
tudi popolnoma novega podrocja teorije verjetnosti, iz katerega je izdal precej

¢lankov.
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Poglavje 3
Algeberske strukture

V tem poglavju bomo opisali algeberske strukture, ki jih bomo uporabljali v

nadaljevanju.

3.1 Grupe

Definicija 3.1 Grupa je mnozica G, v kateri je definirana operacija x tako,

da za vse a, b, c € G, veljajo naslednje lastnosti:
1. operacija * je notranja: a*b € G
2. asociativnost: (a*b) x c = a* (bx*c)

3. v mnozici G obstaja enota (oznacimo jo z e), tako da velja: a * e =

exa=a

4. za vsak element a € G obstaja a™! € G, tako da velja: a * a™! =

alxa=e

V nadaljenavnju bomo pokazali nekaj trditev, ki veljajo v grupah. Te
trditve bomo potrebovali v poglavju podgrup, saj bomo z njihovo pomocjo

lazje in hitreje ugotovili ali je neka mnozica elementov iz grupe tudi podgrupa.

7
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V naslednji trditvi bomo pokazali, da lahko v vsaki grupi uporabimo
pravilo krajSanja. S pomocjo tega pravila bomo v nadaljevanju pokazali, da

sta v vsaki grupi enacbi a * x = b in y * a = b enoli¢no resljivi.
Trditev 3.1 V grupi (G, *) veljata pravili krajsanja:
axr=bxr=a=0"0
m
r*xa=x%b=a=0>0.

Dokaz:

Dokazali bomo samo prvo pravilo, dokaz drugega je podoben:

axxr=bxzx

1 1

a*xx*xxr  =bxxrxx

axe="bxe

a=b.
O

Trditev 3.2 V grupi (G, %) sta enacbi axx = b in yxa = b enolicno resljivi

za vsak par a,b € G.

Dokaz:

Resitev prve enacbe je x = a~! x b. Preverimo,
axr=ax*(axb)=(axa ) xb=exb=>b.
Pokazimo, da je to edina resitev. Ce imamo dve resitvi 1 in xo, potem velja:
axxr;=b In axz9=0>0.

Iz tega sledi

a*xT] = axxy
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in po pravilu krajsanja dobimo
1 = To.

Dokazali smo samo prvo enacbo, dokaz druge je podoben. O

V naslednjem poglavju bomo predstavili Lagrangov izrek, ki govori o raz-
merju med mocjo kon¢éne grupe in njene podgupe. Za dokaz tega izreka
potrebujemo spodaj definirano funkcijo, ki je bijektivna zaradi trditev 3.1 in
3.2.

Trditev 3.3 Naj bo a element iz grupe (G,x). Ce funkcijo f, definiramo
takole:

za vsak x € G @ fo(x) = a* .
Potem je f, bijektivna funkcija.

Dokaz:
Iz trditve 3.1 sledi injektivnost in iz trditve 3.2 sledi surjektivnost. U

Naj bo a element iz grupe (G, ) ter H (kon¢na) podmnozica v G. Defi-

nirajmo naslednje mnozice:

aH ={axh: zavsak h € H},
Ha={hxa: zavsak h € H},
a'Ha={a'+«hxa: zavsak h € H}.

Trditev 3.4 MnoZice definirane zgoraj imajo enako moc, se pravi:
laH| = |H| = |Ha| = |a *Hal.

Dokaz:
Trditev sledi iz trditve 3.3. O

Trditev 3.5 Naj bo (G,*) grupa in x,y € G, potem velja:

(zxy) =y txat
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Dokaz:
Trditev sledi iz naslednjih dveh izpeljav:

-1

(zry)*(y tea™) = (xx(yxy ') xa

in

3.2 Podgrupe

Definicija 3.2 H C G je podgupa grupe (G, %), ¢e velja:
1. z,ye H=azxye H
2.e€ H
3, reH=z2'eH

Ce je H podgrupa grupe G, pisemo (H,*) < (G, *) oz. H < G.
V nasledjem izreku bomo pokazali, na kaksen nacin lahko vidimo, da je neka

podmnozica grupe tudi podgrupa.

Izrek 3.1 Naj bo H podmnozica v grupi G. H je podgrupa natanko takrat,
ko je
H # 0 in za vsak z,y € H velja: ' vy € H.

Dokaz:

(=): Ker je H< G, jee€ H. Iz tega sledi: H # (). Naj bosta z,y € H,
potem sta tudi 271,y € H, torej velja: 2~ xy € H.

(«<=): Dokazati moramo vse tri pogoje iz definicije o podgrupah.

Ker je H # (), obstaja element z € H.

Naj bo y = x, potem velja:

1

rlvyye H=>atvsxec H=ec H.
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Torej je izpolnjen pogoj 2.

Naj bo y = x in x = e, potem velja:
v 'xyceH=exax e H=a2'cH.

Torej je izpolnjen pogoj 3.
Najbostaz,ye H=2ye H= (x")'xye H=x*y e H.
Torej je izpolnjen tudi pogoj 1. U

Trditev 3.6 Naj bo H < G ina € G. Potem je a *Ha < G.

Dokaz:

Uporabili bomo izrek 3.1. Torej moramo dokazati, da je a 'Ha # ) in za
vsak z,y € a 'Ha velja: 271 xy € a1 Ha.

Ker H # 0, je tudi a 'Ha # 0. C sta z,y € a 'Ha, potem obstajata
hy, hy € H, za katera velja:

r=a'xh*xainy=a"'%*hy*a.
Iz tega sledi:
ol xy = (a txhyka) T x(a  xhgxa) = a kb tkaxa Skhoka = a” (R xRy )*a.
Ker je H podgrupa v G, velja, da je h{' * hy € H. Iz tega sledi, da je

a bk (hy' x hy) *a € a ' Ha. Torej je tudi 27 xy € a ' Ha. O

S pomocjo naslednje definicije in trditve bomo pokazali, da je moc vsake
koncne grupe deljiva z mocjo njene podgupe. To lastnost bomo potrebovali

v poglavju cikli¢nih grup.
Definicija 3.3 Naj bo H < G in x € G. Levi odsek elementa x po podgrupi
H je
xH={xxh:heH}.
Trditev 3.7 Naj bo H < G in R relacija v G, definirana s predpisom:
xRy & zH = yH.

Potem velja:
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1. R je ekvivalencna relacija,
2. xRy xtxye H.

Dokaz:

Prva trditev:

refleksivnost: za vsak a € G velja: aRa (o¢itno)

simetri¢nost: za vsak a,b € G velja: (aRb = bRa) (o¢itno)
tranzitivnost: za vsak a,b,c € G velja: (aRb in bRc) = aRc (o¢itno)

Druga trditev:

(=): 2Ry =>z2H=yH =xcyH =3 heH:z=y*xh=atxy=
hteH

():z'xye H=3 heH:x'sxy=h=>y=xxhinz=yxh!=
yH CxH in xH C yH. O

Ce je stevilo levih odsekov po podgrupi H konéno, ga imenujemo indeks

podgrupe H v grupi G in ga oznacimo z |G : H].

Izrek 3.2 (Lagrangev izrek) Naj bo G koncna grupa in H < G. Potem

je moc¢ grupe G deljiva z mocjo podgrupe H in velja formula
|G| =[G - H]|H.

Dokaz:

Naj bo a € G poljuben element. Funcija f, iz trditve (3.3) je bijektivna =
laH| = |H]|.

Vi levi odseki po H imajo enako moc¢ kot podgrupa H. Torej, vsi odseki po

H imajo enako moc¢. Ker levi odseki sestavljajo razbitje grupe GG, dobimo:

|G| = vsota moé¢i levih odsekov po H =
= (Stevilo levih odsekov) * (mo¢ odseka) =

— (G : H]|H|.
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3.3 Cikli¢éne grupe

V nadaljevanju bomo definirali cikli¢ne grupe, ki jih potrebujemo pri Paleyevi

konstrukciji Hadamardovih matrik.

Definicija 3.4 Naj bo G koncéna grupa in a € G. Red elementa a je naj-

manjse naravno stevilo n tako, da velja a™ = e.

Trditev 3.8 Naj bo G konéna grupa mocin in a € G. Potem velja:

1. a™d@) = ¢

2. red(a)=1<a=ce

3. red(a)|n
4. a™ =e.
Dokaz:

1. Sledi iz definicije.
2. (=):red(a)=1=>da'=e=a=¢
(<) :el =e=red(e) = 1.

red(@)=11 je podgrupa v G reda red(a). Zato po Langrange-

3. {e,a,d%,... a
vem izreku sledi, da red(a)|n.
4. Iz prejsnje trditve sledi, da je n = red(a)k, za neko naravno stevilo k. Iz
k
=e. Il

tega sledi: a" = a =e

red(a)k _ (ared(a)>k

Pri Paleyevi konstrukciji Hadamardovih matrik bomo definirali karakte-
risticno funkcijo, za dokazovanje lastnosti te funkcije bo pomembna spodnja
trditev.

Definicija 3.5 Grupa GG je ciklicna, ce obstaja a € G tako, da je vsak ele-
ment grupe G enak neki potenci elementa a. Element a imenujemo generator

grupe G.

Trditev 3.9 Ce je mo¢ grupe prastevilo, potem je grupa ciklicna.
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Dokaz:
Naj bo a € G in naj bo red(a) = p. Zato je {e,a,a?, ..., a? %, a’" '} = G.
Red enote je 1. Red vseh ostalih je p. O

3.4 Komutativni obseg

Ker v konstrukciji Hadamardovih matrik uporabljamo komutativne obsege,

bomo v nadaljevanju le te definirali in pokazali nekaj primerov.

Definicija 3.6 Komutativni obseg je mnozica F, v kater: sta definirant ope-

raciji (X,4+) in ¢e so a,b,c € F, veljajo naslednge lastnosti:
1. operaciji sta notrangi: a+b€F maxbeF,
2. komutativnost za seStevanje: a + b= b+ a,
3. komutativnost za mnoZenje: a X b ="5b X a,
4. asociativnost za sestevanje: (a +b) +c=a+ (b+ c),
5. asociativnost za mnozenge: (a X b) X ¢ =a x (b X ¢),
6. distributivnost: a X (b+c¢) =axb+axcin(a+b)xc=axc+bxc,

7. v mnoZici F obstaja nevtralni element za sestevanje (oznacéimo ga z 0),

tako da velja: a+0=0+a =a,

8. v mnoZici F obstaja nevtralni element za mnoZenje (ozna¢imo ga z 1),

tako da velja: a x 1 =1 x a = a (1 imenujemo enota),

9. za vsak a € T obstaja nasprotni element —a € F, tako da velja: a +
(~a) = (~a) + a =0,

10. za vsak a # 0 € F obstaja inverzni element a=' € F, tako da velja:

axal=al'xa=1.
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Primera:

(a) Mnozica racionalnih stevil Q z opracijama seStevanje in mnozenje je ko-

mutativni obseg:

1.

2

operaciji sta notranji,

komutativnost za sestevanje velja,

. komutativnost za mnozenje velja,

4. asociativnost za seStevanje velja,

© %° N o

10.

asociativnost za mnozenje velja,
distributivnost velja,

obstaja nevtralni element za seStevanje: 0,
obstaja enota za mnozenje: 1,

za vsak a € Q obstaja nasprotni element —a,

za vsak a # 0 € Q obstaja inverzni element a™! = +.

(b) Mnozica ostankov po modulu 3, to je F3 = {0,1,2}, z operacijama

sestevanje in mnozenje je komutativni obseg:

1.

operacija sestevnje je notranja: 0 +0 =0,04+1 =1, 0+ 2 = 2,
1+0=1,141=2,142=0,240=2,24+1=0,24+2=1,

. operacija mnozenje je notranja: 0-0=0,0-1=0,0-2=0,1-0=0,

1-1=1,1-2=2,2-0=0,2-1=2,2-2=1,

. komutativnost za seStevanje in mnozenje velja,

4. asociativnost za sestevanje velja,

® N

asociativnost za mnozenje velja,
distributivnost velja,
nevtralni element za seStevanje je 0,

enota za mnozenje je 1,
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9. za vsak a € [F3 obstaja nasprotni element: 0 — 0, 1 — 2, 2 — 1,

10. za vsak a # 0 € F3 obstaja inverzni element: 1 — 1, 2 — 2.



Poglavje 4

Hadamardove matrike

4.1 Hadamardove matrike

Definicija 4.1 Kvadratni matriki H z n vrsticami in z elementi £1, za ka-

tero velja

HH" =nlI,, (4.1)

pravimo Hadamardova matrika reda n.

Glede na to, da zgornji matri¢ni produkt sestavljajo medsebojni produkti
vrstic matrike H, lahko stolpce Hadamardove matrike poljubno premesamo
ali pa pomnozimo z —1, pa bo nova matrika Se vedno Hadamardova. Rekli
bomo, da sta si taki Hadamardovi matriki ekvivalentni. Na prvi pogled se
zdi, da identiteta (4.1) zagotavlja le pravokotnost vrstic. Poglejmo si se, kako

je s stolpci:

HH" = nl, | pomnozimo z desne s H
HH"H = nH | pomnozimo z leve s H
H'HH"H = H 'Hn | upostevamo obrljivost Hadamardovih matrik
I,H"H = nl, |in dobimo
H"H = nl,.

17
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Iz tega sledi med drugim tudi to, da so tudi stolpci paroma pravokotni.

Primeri nekaj manjsih Hadamardovih matrik:

77/:12H1: 1:|

11
77,:22[’[2:

11 1 1
n:4:H4:1_11_1
11 -1 -1
1 -1 -1 1

11 01 1 1 1 1 1]

11 -1 1 -1 1 -1

1 -1 -1 1 1 -1 -1

1 -1 1 1 -1 -1 1

3

I

(0.¢]

=

|
e e e e

Vidimo, da sta v vseh predstavljenih primerih prvi stolpec in prva vrstica
sestavljena iz samih enic. Same enice v prvem stolpcu oz. vrstici Hadamar-
dove matrike dobimo tako, da vrstice oz. stolpce matrike H, ki se zacne z
negativnim Stevilom, pomnozimo z —1. Temu postopku pravimo normaliza-

cija.

Izrek 4.1 Ce je H, Hadamardova matrika reda n, potem jen =1 alin = 2
alin =0 (mod 4).



4.2. KOMPLEKSNE HADAMARDOVE MATRIKE 19

Dokaz:
Naj bo n > 2. Normaliziramo matriko H, nato lahko s permutacijo stolpcev

uredimo matriko H tako, da dobimo:

FA bt et bttt A+
_|__|_++ ++++ ______________

. N /N /
~ N~ ~~

a b c

294

Ce upostevamo definicijo Hadamardovih matrik, da je HHT = nl,, potem

za a, b, ¢, d € Ny velja:

a+b+c+d=n,
a—b+c—d=0 (produkt tretje vrstice s prvo vrstico),
a+b—c—d=0 (produkt druge vrstice s prvo vrstico) in

a—b—c+d=0 (produkt druge vrstice s tretjo vrstico),

vsota zgornjih enacb pa nam da 4a = n. O

4.2 Kompleksne Hadamardove matrike

Ce namesto H,;; = £1 zahtevamo pri definiciji Hadamardove matrike raje
|H;j| = 1, transponiranje pa pomeni Hermitsko transponiranje (konjugiranje
in navadno transponiranje), dobimo kompleksne Hadamardove matrike. Po-
dobno kot pri Hadamardovih matrikah opisanih v prejsnjem razdelku imamo
v bistvu natanko eno kompleksno Hadamardovo matriko reda 3 (t.i. Butson-
Hadamardovo matriko) in jo sestavimo s primitivnim kubi¢nim korenom
stevila 3, ki ga oznac¢imo z w:

1
w
w?

—_ = =

1
w?
w

Kompleksne Hadamardove matrike obstajajo za vsako naravno stevilo n (za
razliko od realnih). Npr. Fourierove matrike (F),);; := e2m0—Dk=1/n 74

J,k=1,2,... n, pripadajo temu razredu.
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Vrstice matrike H,, so med sabo pravokotne ter vse imajo normo || - ||2

natanko y/n (enako velja za stolpce).

Trditev 4.1 (Hadamard, 1893) Naj bo A kompleksna matrika velikosti

n X n z linearno neodvisnimi stolpci zy, 2o, . .., z,. Potem velja
n
det(A)P < T llal”
k=1

Dokaz:

Dokaz se nahaja v [20]. O
Zgornja trditev se imenuje tudi Hadamardov problem najvecje determi-

nante. Tako sledi, da je H, reSitev Hadamardovega problema najvecje de-

terminante oziroma natancneje, matrika H, ima najvecjo determinanto med

vsemi kompleksnimi n x n-dimenzionalnimi matrikami A, za katere velja

[(A);;| <1 (Hadamard, 1893)

| det(H,,)| = n™/2. 20, stran 2]

4.3 Hadamardova matricna domneva

Hadamard je 1893 zapisal naslednjo domnevo [7]: Naj bo s € N. Tedaj
obstaja Hadamardova matrika reda n = 4s.

Domneva ni bila nikoli dokazana, kljub temu pa poznamo kar nekaj kon-
strukcij Hadamardovih matrik, s pomoc¢jo katerih dobimo vse matrike za
n < 668 oz. s < 167 in tudi nekatere vecje. Hadamardova matrika reda 668
trenutno velja za najmanjso matriko, ki je Se ne znamo konstruirati. Nekatere

konstrukcije Hadamardovih matrik so opisane v naslednjem razdelku.

4.4 Konstrukcije Hadamardovih matrik

4.4.1 Sylvestrova konstrukcija

Najenostavnesa konstrukcija nove Hadamardove matrike iz ze poznane Ha-

damardove matrike je Kroneckerjev produkt.
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Kroneckerjev produkt

Kroneckerjev produkt je operacija, ki se izvaja na dveh matrikah poljubne

velikosti.

Definicija 4.2 Naj bo A matrika reda p X q in naj bo B matrika reda m X n,

potem je Kroneckerjev produkt A ® B blo¢na matrika reda pm X qn:

allB algB tee &1qB

A®B= :

aplB CLPQB st a,qu

Primer:
1'56'2'56' 5 6 10 12
1 2 5 6] 7 8 7 8| |7 8 14 16
3 4 7 8 3—56456 15 18 20 24
78 7 8 91 24 28 32
5] 5] 5] 5 10 15
1. 9. 3.

123 5| 6 6] 6| |6 12 18
45 6 6 5 5 5 20 25 30
4. 5. 6 -

6 6 6 24 30 36

Naj bodo A, B in C poljubne matrike in k& poljuben skalar, potem veljajo

neslednje lastnosti [16, stran 140]:
1. A (B+C)=A®B+A®C,
2. (A+B)eC=AC+BxC,
3. (kA)®@ B=A® (kB) =k(A® B),
4. (A®B)@C=A® (B (),
5. (A® B)- (C® D)= (AC)® (BD),

6. (A® B)T = AT @ B”.
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Z naslednjim izrekom bomo pokazali, da za vsak n € N obstaja Hada-

mardova matrika reda 2".

Izrek 4.2 Kroneckerjev produkt Hadamardovih matrik je Hadamardova ma-

trika.

Dokaz:
Naj bosta matriki H,, in H,, Hadamardovi matriki reda n oziroma m, potem
velja:
(H,® H,,) - (H,® H,,)T =
2 ®Hy) - (Hf @ HL) =
HT)® (H,HL) =
( n) ® (mly) =

=nm(l, ® I,) =

=nml,,
Iz zgornjega racuna je razvidno, da smo s Kroneckerjevim produktom

Hadamardovih matrik dobili zopet Hadamardovo matriko. 0]

Sylvestrova matrika S(k) reda 2* je k-ta iteracija Kroneckerjevega pro-

dukta Hadamardove matrike H.

k:l:smzﬁ _11]:;[2

k=2:52)=H,®S(1) = [H2 HQ]

Hy —Hy

e T = S =
|
—_
—_
|
—_

k=3:5(3)=H®S(2)
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k=n:Sn)=Hy®S(n—1)
S tem dobimo Hadamardove matrike reda 2" za vsak n € N.

4.4.2 Paleyjeve matrike

V tem razdelku bomo predstavili konferenéne matrike, ki jih je leta 1933
konstruiral Paley [9] in uporabo teh matrik pri konstrukeiji Hadamardovih

matrik.

Definicija 4.3 Kwvadratna matrika C' reda n je simetricna natanko takrat,

ko zadosca pogoju

C=Ct.
Primer:
0 1 1 1
0 2 -3
1 0 1 -1
A=12 0 .,  B=
1 1 0 -1
-3 5 0
1 -1 -1 0

Definicija 4.4 Kvadratna matrika C reda n je antisimetricna natanko ta-

krat, ko zadosca pogoju

C=-C"T.
Primer:
0 1 -1 -1
0o 2 -3
-1 0 -1 1
C=1-2 0 -5], C =
1 1 0 1
3 5 0
1 -1 -1 0

Definicija 4.5 Kvadratno matriko C' reda n z elementi
0 ce je 1 =7,
Cii —
’ tlali —1 cejei#j

imenujemo konferenéna matrika, c¢e zados$céa pogoju

cCt =(n—-1)I.
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Naj bo C konferenéna matrika [5: stran: 200-203] reda n # 1, potem je
n sodo stevilo. S permutacijo vrstic in stolpcev ter z mnozenjem vrstic in

stolpcev z —1 pa dobimo:
e Ce je n=2, ekvivalentno simetri¢no ali antisimetri¢no matriko,

e sicer pa:

— ¢e jen =2 (mod 4), ekvivalentno simetricno konfere¢no matriko
in

— ¢ejen =0 (mod 4), ekvivalentno antisimetriéno konferenéno ma-

triko.
Primer:
. L : I 0 —1
n =2 in C je simetricna: C' = ali C' = Lo
o 0 1] 0 -1
n = 2 in C je antisimetricna: C = ali C =
-1 1 0
01 1 1
. . . . -1 0 -1 1
n =4 in C je antisimetricna: C' =
-1 1 0 -1
-1 -1 1 0
o 1 1 1 1 1
1 0 1 -1 -1 1
. o , 1 0o 1 -1 -1
n =6 in C je simetricna: C' =
1 -1 1 0 1 -1
1 -1 -1 0
1 1 -1 -1 1 O

V nadaljevanju bomo pokazali, kako lahko iz konferen¢ne matrike skonstrui-

ramo Hadamardovo matriko.

Izrek 4.3 Ce je C antisimetricna konferenéna matrika, potem je I +C Ha-

damardova matrika.
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Dokaz:
(I+CYI+C)' = (I+C)(IT+CT) = I+C+CT+CCT = 1+C—-C+CCT =
I+ (n—1I=nl O

Izrek 4.4 Ce je C simetricna konferencna matrika reda n, potem je

I+C —-I+C
—-I+C —-I1-C

Hadamardova matrika reda 2n.

Dokaz:
HHT =
JU+O)I+O) + (~1+C)(~1+C)  I+C)~I+C)+ (~[+C)(~I~-C)
T+ O+ )+ (~T+C)(~T+C) (—T+C)(~T+C)+ (- +C)(~T-C)]
_[er+2cc 0 B
Lo 21 4+20C]|
C[erv2m -1 0 B
I 21+2(n1)1] -
Cfenr 0]
o 271[} -
= 2nlop

O
Spodaj bomo konstruirali posebne konferenéne matrike, ki jih je leta 1933
predstavil Paley [9]. Pri sami konstrukciji je uporabil karakteristicno funkcijo

[5: stran: od 199 do 204] nad komutativnim obsegom.

Definicija 4.6 Stevilo q je kvadratni ostanek po modulu p, ée obstaja tako
stevilo r € N, da velja

g=r® (mod p).

Definicija 4.7 Naj bo q potenca lihega prastevila. V komutativnem obsequ

F, ostankov po modulu q definiramo karakteristicno funkcijo

0 ce je x enak 0,
x(x) = 1 ce je x kvadratni ostanek po modulu q,

-1 sicer.
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Za vsak x in y iz IF, velja:

x(x)x(y) = x(zy).  [5: stran 202]

Naj bo ¢ potenca lihega prastevila. Mnozica I, je grupa za mnoZenje
in seStevanje in reda g, zato je I, ciklitna grupa za mnozenje. Ker je v
mnozici F, polovica elementov kvadratnih ostankov po modulu ¢ in polovica

elementov kvadratnih ne-ostankov, velja tudi enacba:
> x(z) =0
z€ely

Naj bo 0 # ¢ € F,, potem velja:

D o xO)x(b+e) = —1. (4.2)

beF,

To trditev dokazemo z naslednjim razmislekom:
e Ceje b =0, potem je x(b)x(b+c) =0,

o sicer pa je x(b)x(b+c) = x(O)x(b(1 +cb™")) = x(b)x(b)x(1 +cb™') =
1-x(1+ceb™'). Ce b teée po vseh elementih polja F,, ki so razlicni
od 0, potem izraz 1 + cb~! zavzame vse vrednosti razen 1. V mnozici
[F, je polovica elementov kvadratnih ostankov po modulu ¢ in polovica

elementov kvadratnih ne-ostankov. Torej je zgornja vsota enaka —1

Definicija 4.8 Oznacimo elemente komutativnega obsega F, na naslednji
nacin:
0=ap,a1,as,...,a4-1.

Kvadratno matriko Q) reda q definiramo kot:
Gij = x(ai —aj), 0<i,j<gq.

Matrika @ je simetricna, ¢e je ¢ = 1 (mod 4) in antisimetri¢na, ¢e je ¢ = 3
(mod 4).
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7 uporabo zgoraj definirane matrike lahko sedaj skonstruiramo konfe-
rencno matriko, ki jo bomo uporabili v Paleyevi konstrukciji Hadamardove

matrike.

Definicija 4.9 Matriko C velikosti (¢+1) x (q+1) definirajmo na naslednyji
nacin: _ -

0O 11 --- 1
+1

Q
+1

kjer predznak £1 izberemo tako, da je matrika C' simetricna ali antisime-

tricna.

Iz definicije in lastnosti matrike @ sledi, da je matrika C' konferencna
matrika reda ¢+1. Tej konstrukciji pravimo Palayeva konstrukcija, matrikam

te oblike pa Paleyeve matrike.

Izrek 4.5 (Paley, 1933) Naj bo q potenca lihega prastevila, potem obstaja
Hadamardova matrika reda q + 1, ¢e je ¢ = 3 (mod 4), in Hadamardova

matrika reda 2(q + 1), ¢e je ¢ =1 (mod 4). [9]

Dokaz:
Naj bodo ay,as,...,a, elementi polja F, in matrika B = {b;;}1<; j<4, tako

da je b;; = x(a; — a;). Za matriko B velja:

(BBT);; = Zlgkgq birbjk =
= Z1§k§q x(a; — ap)x(a; — ag) =
= er, X(a)x(a; — a; +a) =
—1 cCejei#]j
qg—1 sicer.

Za vsak 1 <1 < ¢ imamo

b= Y xa—a) =Y w0 =0

1<k<gq 1<k<q c€F,
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bij = x(ai —a;) = x(=1)x(a; — a;) = x(=1)bj; =
_ bji (mod 4)
-1,

(mod 4)
Iz zgornje enakosti vidimo, da ¢e je ¢ =1 (mod 4), je matrika B simetri¢na

cejeq=1

cejeq=3

in lahko definiramo matriko

in ¢e je ¢ = 3 (mod 4), je matrika B antisimetri¢na in lahko definiramo
matriko C' kot:

Vidimo, da sta tako dobljeni matriki C' konferen¢ni matriki, zanju velja
CCT = gqI. 7 uporabo izreka (2.3) in (2.4) dobimo ustrezni Hadamardovi
matriki reda ¢ + 1 in reda 2(¢ + 1). O

Primer Hadamardove matrike reda 12 s konstrukcijo Paleyeve matrike
reda 5+1:

Najprej naredimo konstrukcijo matrike @) z uporabo definicije (4.8), pri cemer

jeq=>5:

-1
0

-1
+1
0
+1
-1

+1
-1
+1
0
+1




4.4. KONSTRUKCIJE HADAMARDOVIH MATRIK

29

Nato naredimo simetri¢no konfereé¢no matriko C' z uporabo definicije (4.9):

+1 0
+1 +1
+1 -1
+1 -1
+1 +1

+1

+1

+1

+1
+1

+1

+1

+1

+1
+1
+1
+1
+1

+1
+1
+1
+1
+1

Primer Hadamardove matrike reda 12 s konstrukcijo Paleyeve matrike reda

11+1:
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+1|+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
-1+ +1 -1 +41 41 +1 -1 -1 -1 +1 -1
-1{-1 +1 +1 -1 41 41 +1 -1 -1 -1 +1
-1+ -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1
-1{-1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1
-1{-1 -1 +41 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1
-1{-1 -1 -1 41 -1 41 +1 -1 +1 +1 +1
-1+ -1 -1 -1 41 -1 +1 +1 -1 +1 +1
-1+ +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1
-1{+1 +1 +1 -1 -1 -1 41 -1 +1 +1 -1
-1{-1r +1 41 +41 -1 -1 -1 41 -1 41 +1
-1+ -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1

Z uporabo Paleyevih konstrukcij in Sylvestrove konstrukcije lahko skon-
struiramo zelo veliko druzino Hadamardovih matrik. Obstajajo pa tudi take
Hadamardove matrike, ki jih te konstrukcije ne pokrijejo. Najmanjsa med

njimi je Hos.

4.4.3 Druge konstrukcije

Poleg omenjenih obstaja Se veliko drugih konstrukcij. Med najbolj znanimi
sta konstrukcija z Baumert-Hallovimi tabelami in Williamsova konstrukcija.
Hadamardove matrike lahko konstruiramo tudi iz latinskih kvadratov, Stei-
nerjevih trojk itd.

Ze samo opisane konstrukcije v prejsnjih poglavijih so dovolj, da skon-
struiramo Hadamardove matrike do reda 100, z izjemo n = 92. S Paleyjevim
izrekom znamo skonstruirati Hadamardovo matriko reda n, ko 2¢|n za e > 1
in je 5t — 1 potenca lihega prastevila. Za n < 1000 nam potem ostanejo se
naslednje velikosti: 92, 116, 156, 172, 184, 188, 232, 236, 260, 268, 292, 324,
356, 372, 376, 404, 412, 428, 436, 452, 472, 476, 508, 520, 532, 536, 584, 596,
604, 612, 652, 668, 712, 716, 732, 756, 764, 772, 808, 836, 852, 856, 872, 876,
892, 904, 932, 940, 944, 952, 956, 964, 980, 988, 996.
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L. Baumert, S. W. Golomb in M. Hall leta 1962 so, poleg metode J. Wil-
liamsona, ki je prvi skonstruiral Hadamardovo matriko reda 172, ze uporabili
racunalnike. Slavna Hadamardova matri¢na domneva iz leta 1893 pravi, da
obstaja Hadamardova matrika reda 4n za vsako naravno Stevilo n. Leta
2004 sta iranska matematika H. Kharaghani in B. Tayfeh-Rezaie konstrui-
rala Hadamardovo matriko reda 428. Najmanjsi odprti primeri obstoja Ha-
damardove matrike so sedaj matrike reda 668, 716, 876, 892. Najnovejso
konstrukcijo (Hadamardova matrika reda 764) pa je leta 2008 odkril Djo-
kovié [13].
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Poglavje 5

Osnove kodiranja

5.1 Uvod

V casu informacijske tehnologije (zgoscéenke, mobilni telefoni, ban¢ne kartice,
internet) se vsi dobro zavedamo pomena hitrega in natancnega prenosa, ob-
delovanja in hranjenja informacij. Se tako popolne naprave delajo napake,
le-te pa lahko hitro spremenijo sicer izredno koristno programsko in strojno
opremo v ni¢vredno ali celo nevarno orodje. Dolgo casa so se ljudje trudili
izdelati racunalnike in pomnilnike, ki bodo vsebovali kar se da malo napak.
Seveda so bile zato cene takih izdelkov vedno visje. Potem pa so se domi-
slili, da bi raje racunalnike same naucili iskati in odpravljati napake. Za
povecanje zanesljivosti prenosa in obdelave informacij smo dolgo ¢asa upora-
bljali kontrolne bite. Ko je matematik Richard Hamming vnasal v ra¢unalnik
programe s pomocjo luknjaca kartic in mu je nato racunalnik veckrat zavr-
nil paket kartic zaradi napak, se je zamislil: Ce zna rac¢unalnik sam odkriti
napako, zakaj ne zna najti tudi njenega mesta in je odpraviti?”

Resni¢no nas pogosto bolj zanima, kaj lahko storimo, ¢e pride do tovrstnih
napak, saj so racunalniki zaceli prevzemati vecino dela na podroc¢ju obdelo-
vanja informacij in pri telekomunikacijah. Na zacetku so bili racunalniski
programi dovolj enostavni, tako da so tehni¢ne napake hitro postale ocitne.

Toda z razvojem strojne opreme so postajali programi vse obseznejsi in bolj
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zapleteni, s tem pa je postalo upanje, da bi lahko hitro opazili majhne na-
pake, ki spremenijo delovanje naprave, zanemarljivo, in zato tudi resna skrb.
Moznost, da se nam izmuzne kaksna napaka, je vse vecja tudi zato, ker so
elektronska vezja iz dneva v dan manjsa, racunalniki pa vse hitrejsi. Tudi
¢e je moznost napake ena sama milijardinka, se bo racunalnik, ki opravi 2
milijardi osnovnih operacij na sekundo, zmotil priblizno dvakrat na sekundo.

Odgovor za odpravljanje napak je v kodah. Koda je skupina simbolov,
ki predstavlja informacijo. Kode obstajajo ze tisocletja. To so npr. hie-
roglifi, grska abeceda, rimske stevilke ali pa genetska koda za sestavljanje
ribonukleinskih kislin. Nastale so za razlicne potrebe: za zapis govora ali
glasbe, Morsejeva abeceda za prenos informacij, za shranjevanje podatkov
itd. Matematicna teorija kod, ki se je razvila v zadnjih petdesetih letih, je
racunalnikarjem in inzenirjem omogocila, da sestavijo sisteme, ki so kar se da
zanesljivi. Tehnologija kod za popravljanje napak je danes tako razsirjena kot
zgoscenke. Omogoca nam, da poslusamo glasbo brez kakrsnih koli motenj,

cetudi je zgoscenka posteno spraskana.

5.2 Kodiranje

Leta 1948 je Richard Hamming izumil metodo za popravljanje ene napake
in odkrivanje dveh napak. Bistvo vseh metod za odpravljanje napak je do-
dajanje kontrolnih bitov. Najenostavnejsa koda za odpravljanje napak je
zasnovana na ponavljanju. Ce pricakujemo, da pri prenosu podatkov ne bo
prislo do vec¢ kot ene same napake, potem je dovolj, da vsak bit ponovimo
trikrat in pri sprejemu uporabimo tako imenovano ”vecinsko pravilo”. Sim-
bol 1101 zakodiramo v 111 111 000 111. Ce prejmemo 111 011 000 111,
popravimo sporocilo v 111 111 000 111 in ga nazadnje Se odkodiramo v 1101.
V splosnem lahko odpravimo n napak z (2n + 1)-kratnim ponavljanjem in
uporabo vecinskega pravila. Toda ta metoda je prevec¢ potratna. V casu, ko
si zelimo hitrega prenosa ¢im vecje kolicine podatkov, je taksno napihova-

nje vecinoma nesprejemljivo. Namesto tega si zelimo dodati manjse Stevilo
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kontrolnih bitov, ki pa naj bodo ravno tako, ali pa morda Se bolj, uc¢inkoviti.
Koda je podmnozica nekega prostora, v katerem je definirana razdalja.
Elementom kode pravimo tudi kodne besede. Kodiranje je prirejanje ko-
dnih besed posameznim informacijam. Ce pri prenosu kodne besede ni prislo
do napak, je odkodiranje obratno prirejanju. V nasprotnem primeru pa pri
odkodiranju obi¢ajno prejeto besedo popravimo tako, da izberemo kodno
besedo, ki je prejeti besedi najblizja. Ta postopek imenujemo tudi princip
najblizjega soseda. To si lahko tudi predstavljamo kot prostor vecnadstropne
stanovanjske hise (blok), kodne besede pa so sredis¢a izbranih sob. Informa-
cijo predstavimo (zakodiramo) tako, da v sredis¢a nekaterih izbranih sob
postavimo zoge. Prenos informacij je potem podoben potresu, ki zoge pre-
stavlja. Odkodirni proces pa poskusa zoge vrniti nazaj v srediscéa. Ce je
potres zelo mocan in zoga konca v drugi sobi, potem pride do napacnega
popravka, kadar pa zoga ne zapusti sobe, vsaj na prvi pogled ni problema.
Za prostor si izberemo mnozico vseh n-teric s simboli iz neke koncéne

mnozice F', imenovane tudi abeceda:

Fn:{(a07a17a27"'7an—1)|a7j EF, 220,1,2,,71—1}

Definicija 5.1 Ce jex € F™ iny € F™, potem je razdalja d(z,y) med z in
y definirana kot:

d(z,y) = {ill <@ <n,zi 7y}

Primer razdalje: F' naj bo mnozica ostankov pri deljenju s 5 in n = 6.
Cejex=1(0,3,2,1,4,3) € FSiny = (2,3,2,4,4,4) € F® potem je razdalja
med z in y enaka d(x,y) = [{1,4,6}| = 3.

Razdalja kode je najmanjsa razdalja med razlicnimi kodnimi besedami.
V tem primeru je razdalja med dvema n-tericama Stevilo mest, na katerih
se razlikujeta. Tej razdalji pravimo tudi Hammingova razdalja. Kadar je
koda podmnozica takega prostora, recemo, da gre za blocne kode dolzine
n. Obicajno razbijemo dano sporocilo na bloke fiksne dolzine k, kjer je

0 < k < n, ki jih nato povezemo s kodnimi besedami z neko bijektivno
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korespondenco. Taka korespondenca je naravna v primeru, da kodo pred-
stavlja k-razsezen linearen podprostor n-razseznega vektorskega prostora. V
tem primeru re¢emo, da gre za linearno (n, k)-kodo.

Ce privzamemo odkodirni princip najblizjega soseda, ima koda, ki odpravi
(do) t napak, razdaljo d > 2t + 1, saj morajo biti krogle s srediséem v kodnih
besedah in radijem ¢ disjunktne. Se pravi, da mora biti presek dveh razlicnih
krogel prazen. Pri kodi nas najbolj zanima, koliko napak lahko odpravimo

glede na to, koliko kontrolnih bitov dodamo osnovni informaciji.

Lema 5.1 (Singletonova meja) [11, stran 132] Naj bo C' blotna koda
dolzine n nad abecedo s ¢ elementi in d njena Hammingova razdalja. Po-

tem je Stevilo elementov kode C' kveéjemu ¢~ 94+1,

Dokaz:

Naj bo €' koda, ki jo konstruiramo iz kode C' tako, da izberemo d — 1 koordi-
nat in jih zbriSemo v vseh kodnih besedah. Ker je razdalja kode C' enaka d,
imata obe kodi enako stevilo elementov (iz razliénih elementov kode C' nismo
mogli dobiti istega elementa kode C”). Koda C” ima dolzino n — d + 1, zato

n—d+1

ima (in s tem tudi koda C') najvet ¢ elementov. O

Ce izberemo za sporocila vse mozne k-terice nad abecedo s ¢ elementi
ter obstaja bijekcija med sporocili ter kodnimi besedami iz C' C F™, ima
koda C' ¢* elementov in pravimo, da gre za (n,k)-kodo. V tem primeru se

Singletonova meja prevede v zgornjo mejo za razdaljo kode:
d<n-—k+1.

Od tod in neenakosti 2t + 1 < d sledi, da ima koda vsaj 2t kontrolnih bitov:

n—kJ'

t<L
=12

Torej lahko (n, k)-koda odpravi kvecjemu |(n — k)/2] napak.



Poglavje 6

Uporaba Hadamardovih matrik

6.1 Hadamardove kode

Naj bo H Hadamardova matrika reda 4m. Vzemimo vrstice matrike H in
matrike —H ter zamenjajmo vse ”—17 z 70”. Na ta nac¢in dobimo 8m vektor-
jev s 4m komponentami nad binarnim obsegom Z,. Neposredno iz definicije
Hadamardove matrike sledi, da je Hammingova razdalja med poljubnima
razlicnima vektorjema bodisi 2m ali 4m (razdalja do svojega negativa je 4m,
do vseh drugih pa 2m). Te vrstice generirajo vektorski podprostor v (Zy)*™,
ki predstavlja kodo. Potem je njena najmanjsa razdalja 2m, koda pa lahko
popravi do (m — 1)-napak. Tako dobljenim kodam pravimo Hadamardove
kode.

Proces uporabe kod bomo preverili na aplikaciji iz realnega sveta. Mari-
ner 9 je bila vesoljska sonda iz leta 1971, katere namen je bil leteti do Marsa
in posiljati ¢érno-bele slike na Zemljo (prva sonda, ki je letela v orbiti dru-
gega planeta). Cez vsako sliko je bila namescena podrobna mreza in za vsak
kvadratek v tej mrezi (piksel) je bila izmerjena sivina na skali od 0 do 63
(tj. 25 moznosti oziroma 6 bitov informacije). Ta Stevila, zapisana v binarni
obliki, so bili podatki, ki so bili poslani na Zemljo (bolj natan¢no v labora-
torij kalifornijskega instituta za tehnologijo v Pasadeni). Ob prihodu je bil

signal Sibek in je moral biti ojacan. Motnje iz vesolja ter termicne motnje iz
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ojacevalca povzrocijo, da vcasih poslano enico preberemo kot ni¢lo (in obra-
tno niclo kot enico). Ze ¢e je verjetnost napake le 5%, bo ob predpostavki, da
ne bomo uporabili nobenih kod, kvaliteta slik izredno slaba (le 26% pravilna,
velja namre¢ 1 — 0, 95% & 0,26). Torej ni dvoma, da moramo uporabiti kode
za odpravljanje napak. Vprasamo pa se lahko tudi, katere kode naj upo-
rabimo. Vsaka koda bo povecala velikost podatkov, ki jih moramo poslati.
Mariner 9 je bilo majhno vozilo, ki ni moglo nositi velikega oddajnika, tako
da je moral biti signal usmerjen, vendar je na velikih razdaljah signal tezko
uspesno usmeriti. Poleg tega pa je bila omejena tudi maksimalna velikost
podatkov, ki se jih da poslati v danem trenutku (ko je oddajnik naravnan).
Le-ta je bila enaka petkratni velikosti originalnih podatkov. Ker so bili po-
datki sestavljeni iz Sestih bitov, so bile lahko kodne besede sestavljene iz
tridesetih bitov.

Ce vsak simbol ponovimo m-krat, lahko z ve¢inskim pravilom odkodiramo
pravilno, ¢e je pri prenosu prislo do manj kot m/2 napak (kode s ponavlja-
njem). Koda s petimi ponovitvami je bila ena izmed moznosti, saj jo je
enostavno implementirati, vendar pa le-ta lahko popravi le 2 napaki. Hada-
mardova koda, ki je zasnovana na Hadamardovi matriki reda 32, pa lahko
popravi 7 napak, tako da je bila vredna nekoliko bolj zapletene implemen-
tacije. Z uporabo te kode je verjetnost napake na sliki zreducirana na samo
0,01%. V primeru kode s petimi ponovitvami pa bi bila verjetnost priblizno
1%.

Predpostavimo, da je verjetnost, da se spremeni en bit, enaka p = 0,01.
Potem je verjetnost, da je sprejeti piksel napacen 1—0,99% ~ 0, 06. Verjetnost

v primeru kode s ponavljanjem pa je

1- [(g) (1-p)°+ G)p(l —p)'+ (g)pQ(l —p)3] 6

in v naSem primeru verjetnost 6 - 107°, da bo prejeti piksel napacen. V

primeru Hadamardove kode pa imamo:

-y (%)t - S (%)=

i=0 =8
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kar nam da bistveno boljso verjetnost 8 - 1071,

6.2 Kodiranje in dekodiranje

V nadaljevanju bomo predstavili problem kodiranja in dekodiranja z uporabo
Hadamardove kode. Na prvi pogled kodiranje ne sme predstavljati tezav.
Imamo namrec¢ 64 razlicnih podatkov in 64 kodnih besed, kar pomeni, da bi
morala delovati Zze poljubna bijekcija. Tezava pa je v tem, da je Mariner 9
majhna naprava, ta pristop pa bi zahteval hranjenje vseh 64 32-bitnih kodnih
besed. Veliko bolj ekonomicno v smislu prostora in lazje je bilo narediti
strojno podporo, ki dejansko izracuna kodno besedo, namesto da jo prebere
iz pomnilnika.

S pravilno izbiro Hadamardove matrike postane Hadamardova koda li-
nearna, tako da je ta izracun v resnici mnozenje podatkov z generatorsko
matriko kode. Prava izbira za Hadamardovo matriko je tista, ki jo dobimo
iz Kroneckerjevega produkta Hadamardove matrike reda 2. Z matemati¢no
indukcijo lahko preverimo, da je taka koda linearna. Sedaj pa si oglejmo
poblize Se problem dekodiranja. Prejeti signal, zaporedje 32-ih nicel in enic,
je najprej spremenjen v obliko £1 (tako da zamenjamo "0” z ”—1"). Tako
dobimo vektor z in ¢e ni bilo napak, potem je xHT | kjer je H originalna
Hadamardova matrika, vektor z 31-imi koordinatami enakimi 0 in eno koor-
dinato enako +32, ¢e pa nastanejo napake, potem se ta Stevila spremenijo.
Vendar pa najvec¢ 7 napak poveca vrednost z 0 na najve¢ 14, vrednost 32
pa se zmanjsa kvec¢jemu do 18. V tem primeru prejeta beseda spominja na
poslano kodo bolj kot katera koli izmed preostalih 63 kodnih besed. Torej
nam mesto, na katerem se pojavi po absolutni vrednosti najvecja vrednost
vektorja x HT', pove, katera vrstica matrike H (oziroma —H, ¢e je originalna
vrednost negativna) je bila poslana. Ker je bil originalni algoritem za de-
kodiranje signalov sonde Mariner 9 pocasen (potreboval je 322 mnozenj in
ustrezna seStevanja za vsako kodno besedo), so na Zemlji uporabili stevilne

racunske trike in na ta nacin zreducirali racunanje na vsega eno tretjino.
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Poglejmo si Se algoritem za dekodiranje prejetega signala & dolzine 4m s

pomocjo Hadamardove matrike:

1. korak: spremenimo vse nicle v —1: x = 22 — e, kje je e vektor samih 1

dolzine 4m.
2. korak: Izracunamo s = z - Hy,,

3. korak: Ce obstaja k € N, da je s = £4m- ey, kjer je vektor e, sestavljen
iz samih nicel, na k-tem mestu pa ima 1, potem pri prenosu ni prislo

do napake. (Konec)

4. korak: V vektorju s pois¢emo najvecjo komponento po absolutni vre-
dnosti, ki se nahaja na k-tem mestu. Ce je najvecja absolutna vrednost
komponent vektorja s manjsa od 2m-+4 in ¢e absolutne vrednosti osta-
lih komponent niso vecje od 2m — 2, potem je bila poslana k-ta vrstica

matrike Hy,. (Konec)

5. korak: Poslan signal ima preve¢ napak, da bi ga lahko dekodirali.

Primeri: ~ ~
1 1 1 1 1 1 1

-1 1 -1 1 -1 1 -1

1 -1 -1 1 1 -1 -1

-1 -1 1 1 -1 -1 1

Naj bom =2 in Hg =

T VAL G T U U S

(a) Naj bo prejeti signal £ = 11000011, potem je:

1. korak: =22 —e=(1,1,—-1,—1,—1,—-1,1,1)

2. korak: s =z - Hg = (0,0,0,0,0,0,8,0)
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(b)

3. korak: Sedma komponenta vektorja s je najvecja, ostale komponente

so pa eneke 0, torej je dekodirani signal enak prejetemu.
Naj bo prejeti signal £ = 10111010, potem je:

1. korak: =22 —-e=(1,-1,1,1,1,—-1,1,—-1)
2. korak: s =z - Hg = (2,6,—2,2,2,—-2,—2,2)
3. korak: Preskoc¢imo, ker ne obstaja k, da je s = £8 - e,

4. korak: Najvecja absolutna vrednost vektorja s je 6 in se nahaja na
drugem mestu (k = 2) in je manjsa od 2 - 2 + 4, absolutne vrednosti
ostalih komponent pa niso vecje od 2 -2 — 2, torej je resitev 2. vrstica
matrike Hg (1,—1,1,—1,1,—1,1, —1) = dekodirani signal je 10101010

Naj bo prejeti signal £ = 00011010, potem je:

1. korak: z =22 —e=(—1,-1,—-1,1,1,—-1,1,—1)
2. korak: s =u2-Hg =(2,2,-2,-2,—6,2,—2,—2)
3. korak: Preskocimo, ker ne obstaja k, da je s = £8 - ¢4

4. korak: Najvecja absolutna vrednost vektorja s je 6 in se nahaja na
petem mestu (K = 5) in je manjsa od 2 - 2 + 4, absolutne vrednosti
ostalih komponent pa niso vecje od 2 - 2 — 2, torej je reSitev 5. vr-
stica matrike —Hg (—1,—1,—1,—1,1,1,1,1) = dekodirani signal je
00001111

Naj bo prejeti signal £ = 11111100, potem je:

1. korak: z =22 —e=(1,1,1,1,1,1,—1,—1)

2. korak: s =z - Hg=(4,0,0,4,4,0,0,—4)

3. korak: Preskoc¢imo, ker ne obstaja k, da je s = £8 - e,

4. korak: Preskocimo, ker je 4 > 2.2 — 2.

5. korak: Poslan signal ima preve¢ napak in ga ne moremo dekodirati.
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6.3 Simulacija kodiranja in dekodiranja

V tem poglavju bomo predstavili simulacijo kodiranja s Hadamardovo ma-
triko. Program, ki ga uporabljamo za simulacijo, je napisan v programskem
jeziku C# v okolju Visual Studio 2012 in je prilozen na CD, glavni del pro-
grama je v poglavju Dodatek. Program je namenjen simulaciji napak pri

prenosu slik.

Kot vhodni podatek program sprejme 8 bitno sivinsko sliko.

Vir: http://incisors.files.wordpress.com/2008/06/gs.jpg

Iz vhodnega podatka pridobimo binaren zapis vseh pixlov (avtor tega dela
kode je Morten Nielsen [22]). Binaren zapis nato skréimo, tako da 8 bitov
premaknemo za dva bita v desno. S tem se izgubita dva bita informacij
(dva odtenka sivine, bela in ¢rna barva se ohranita). Tako dobimo 6 bitni
zapis. To naredimo zato, ker bomo za kodiranje in dekodiranje uporabili
Hadamardovo matriko reda 32. Za prikaz skréene slike 6 bitov razsirimo na
8 bitov s premikom za 2 mesti v levo (za prikazovanje potrebujemo 8 bitov).

Pri tem postopku se slika bistveno ne pokvari, kar je vidno spodaj.
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Pri posiljanju in simulaciji napak naredimo naslednje:

6 bitni zapis slike zakodiramo tako, da vsaki 6 bitni vrednosti priredimo
kodno besedo iz matrike C' = [H3s; — H3sl, kjer je H3s Hadamardova matrika
reda 32. Za prirejanje uporabimo enostavno bijekcijo, kjer 6 bitni besedi pri-
redimo ustrezno vrstico v matriki C' (6 bitno besedo x[y, zapisano v dvojiskem
sistemu, pretvorimo v desetiski sistem in dobim vrednost z[;¢, nato vzamemo
iz matrike C' vrstico zpg) + 1 ). Na kodiranih besedah in na 6 bitnem zapisu
simuliramo napako z verjetnostjo 0,05 (verjetnost je parameter, ki ga lahko
spreminjamo, privzeta je 0,05). Spodaj je prikazana nekodirana pokvarjena
slika.

Na pokvarjenih kodiranih besedah nato naredimo dekodiranje, kot je opi-

sano v prejsnjem poglavju, in dobim spodnjo sliko.
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V primeru, da vec¢amo verjetnost napake, se dobro vidi, da tudi dekodi-
ranje ne more popraviti vseh napak.

Slika, ki jo bomo prenesli:

Vir: http://www.cosy.sbg.ac.at/~pmeerw/Watermarking/lena_gray.gif

Pokvarjena slika (verjetnost napake je 0,2):




6.3. SIMULACIJA KODIRANJA IN DEKODIRANJA

45

Dekodirana (popravljena) slika:
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Poglavje 7
Zakljucek

V samem diplomskem delu sem predstavila zame nove algeberske strukture,
ki sem jih kasneje potrebovala za razumevanje samih matrik, Hadamardovih
matrik in teorije kodiranja. Spoznala sem, da je vsako informacijo potrebno
zakodirati na tak nacin, da ne bo prihajalo do izgube le-teh, saj ¢e je ne
znamo dekodirati, je informacija izgubljena.

Pri Hadamardovih kodah je potrebno veliko stevilo operacij, da neko infor-
macijo zakodiramo in nato Se dekodiramo, saj so matrike precej velike (po
navadi so reda vsaj 32), torej je potrebno veliko logi¢nih operacij, kar pa
je zelo zamudno in potratno. 7 uporabo Hadamardovih kod se je razvoj

kodiranja zacel in se razvija Se danes.
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Poglavje 8
Dodatek

Program, ki ga uporabljam za simulacijo, je napisan v programskem
jeziku C# v okolju Visual Studio 2012 in je prilozen na CD.

Vnosna maska:

B ECC - kodiranje slik o]

L7

B9 b X @ o0

)

Ci\Users\Marko\Desktop\ECC_Mariner\rozajpg X: 250 ¥: 250 Format8bpplndesed itna verzia slice

Najprej pritisnemo na prvi gumb v orodni vrstici, da vstavimo 8 bitno
sivinsko sliko. Nato pritisnemo na drugi gumb, da jo pretvorimo v 6
bitno. Potem pritisnemo naslednji gumb, ki sliko zakodira in odposlje.

Pri posiljanju se pokvarijo biti z vrejetnostjo napake, ki jo lahko vnesemo

93
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v vnosnem polju. Istocasno se z enako verjetnostjo pokvarijo tudi biti
originalne slike. Nato dekodiramo (popravimo) prejeto sliko in obe sliki

prikazemo v spodnji vrstici.

Ce se z misko postavimo na sliko in pritisnemo desni gumb na miski,

lahko izberemo Pixels. S tem vidimo binarni zapis slike.

Na naslednjih straneh je izpisana koda programa.
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15

using System

using System.
using System.
using System.
using System.
using System.
using System.
using System.
using System.

using System.

using System

namespace ECl

{

/1] <sum

5
Collections.Generic;
ComponentModel ;
Data;

Drawing;

Ling;

Text;
Threading.Tasks;
Windows.Forms;

Drawing.Imaging;
.Runtime.InteropServices;

C_Mariner

mary>

/1] Programcek za simulacijo napak pri prenosih 6 bitnih slik

/// 8 bitne sivinske (grayscale) slike pretvori v 6 bitne (6 najpomebnejsih bitov).
/// Na pretvorjenih slika naredi kodiranje s s pomoc¢jo hadamardove matrike H32.

/// Na kodirani sliki in na nekodirani sliki naredi napake (ju pokvari) z verjetnostjo p (verjetnost napake/bit)

/// Kodirano sliko z napakami odkodira in prikaze obe, odkodirano z napakami in nekodirano z napakami.

/1] Avto
/1] </su
public p.
{ .
priv
privi
priv
priv
privi

priv
priv
privi
priv
priv

priv
privi
privi

privi
privi
zamenjam
priv
privi
privi

publ
{

je kodna

r: Petra Rebersek, 2013
mmary>
artial class Forml : Form

ate Bitmap original; // originalna slika

ate byte[] originalPixels;
ate Bitmap original6bit;

ate byte[] originalPixels6bit;
ate byte[] originalPixels6bit0Of8bit;

ate Bitmap kodirana;
ate byte[] kodiranaPixels;

ate byte[] kodiranaPixels6bitIf8Bit; // pix1li prenesene slike zapisani za 8 bitni grayscale
// pixli zapakirani v kodne besede (4 byte dolga kodna beseda)

ate byte[][] kodiranaVSE;

// pixli originalne slike
// originalna slika 6 bitna

// pixli prenesene slike z ECC

// slika po prenosu kodiranih pixlov

ate byte[][] napakeKodiraneVse; // napake na kodirianh besedah

ate Bitmap nekodirana; // slika po prenosu nekodiranih pixklov (pokvarjena slika)

ate byte[] nekodiranaPixels;

// pixkli nekodirane slike (pokrvarjeni pixli)
ate byte[] nekodiranaPixels6bitIf8Bit; // pixli prenesene slike zapisani za 8 bitni grayscale

ate float verjetnostNapake; // verjetnos napake (parameter)

ate byte[][] H32, C;
0z 0)

ate Random rndGen;
ate byte[] tabelVrednosti;
ate int[][] steviloline;

ic Formi()

// incializacija vrednosti, privzetih in ostalih, ki jih potrebujemo v programu vedno

// generator nakljuénih $tevil
// tabela vseh Stevil od @ do 64 v binarni obliki

// pixli originalne slike 6 bitna
// pixli originalne slike 6 bitne pretvorjeno v 8 bitno

// hadamardvoa matrika in matrika s kodnimi besedami (-1 pri hadamrdovi matriki

// stevilo 1 in @ za doloceno vrednost (prvi del je vrednost, drugi 1 ali @)

this.verjetnostNapake = 0.05F;

// inicializacija matrike (H32 = H2*H2*H2*H2*H2, * je kroneckejrev produkt)
// potrebujemo matriki H32 (hadamardova matrika reda 32) in C = [H;-H] (64 vrstic, 32 stolpcev,

beseda)

// matrika ima 32 vrstic, vsaka vrstica vsebuje tabelo 4 byte po 8 bitov, torej 32 bitov

// matriko C dobimo tako, da negiramo po bitih vrstice od 32 do 63
// decimalen zapis je bil dobljen s excela

H32 = new byte[32][];

for (int i = 0; i < 32; i++)

H32[1] = new byte[4];
H32[0][0] = 255; H32[@][1]
H32[1][@] = 170; H32[1][1]
H32[2][0] = 204; H32[2][1]
H32[3][0] = 153; H32[3][1]
H32[4][0] = 240; H32[4][1]
H32[5][@] = 165; H32[5][1]
H32[6][0] = 195; H32[6][1]
H32[7][0] = 150; H32[7][1]
H32[8][0] = 255; H32[8][1]
H32[9][0] = 170; H32[9][1]

H32[10][@] = 204; H32[10][1]
H32[11][@] = 153; H32[11][1]
H32[12][@] = 24@; H32[12][1]

255; H32[0][2] = 255; H32[@][3]
170; H32[1][2] = 170; H32[1][3]
204; H32[2][2] = 204; H32[2][3]
153; H32[3][2] = 153; H32[3][3]
240; H32[4][2] = 248; H32[4][3]
165; H32[5][2] = 165; H32[5][3]
195; H32[6][2] = 195; H32[6][3]
150; H32[7][2] = 150; H32[7][3]
0; H32[8][2] = 255; H32[8][3] =

B

240;
165;
195;
150;

85; H32[9][2] = 170; H32[9][3] = 85;

= 51; H32[10][2] = 204; H32[10][3] = 51;
= 102; H32[11][2] = 153; H32[11][3] = 102;
= 15; H32[12][2] = 24@; H32[12][3] = 15;

vsaka vrstica
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105

111

113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126

128
129
130

132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144

145
146
147

148
149

150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162

H32[13][@] = 165; H32[13][1] = 90; H32[13][2]

H32[14][0] = 195;
H32[15][0] = 150;
H32[16][0] = 255;
H32[17][0] = 170;
H32[18][0] = 204;
H32[19][0] = 153;
H32[20][0] = 240;
H32[21][0] = 165;
H32[22][0] = 195;
H32[23][0] = 150;

H32[25][0] = 170;

=

H32[14][1] = 60; H32[14][2]
H32[15][1] = 105; H32[15][2] = 150; H32[15][3]
H32[16][1] = 255; =
H32[17][1] = 170;
H32[18][1] = 204;
H32[19][1] = 153;
H32[20][1] = 240;
H32[21][1] = 165;
H32[22][1] = 195;
H32[23][1] = 150;
H32[24][0] = 255; H32[24][1] = @; H32[24][2] =
H32[25][1] = 85; H32[25][2]

H32[16][2]
H32[17][2]
H32[18][2]
H32[19][2]
H32[20][2]
H32[21][2]
H32[22][2]
H32[23][2]

H32[26][@] = 204; H32[26][1] = 51; H32[26][2]
H32[27][@] = 153; H32[27][1] = 102; H32[27][2]
H32[28][0] = 240; H32[28][1] = 15; H32[28][2]

]

H32[29][@] = 165; H32[29][1] = 90;
H32[30][@] = 195; H32[30][1] = 60;

H32[29][2]
H32[30][2]

165; H32[13][3] = 90;
195; H32[14][3] = 60;
= 105;
0; H32[16][3] = 0;
= 85; H32[17][3] = 85;
= 51; H32[18][3] = 51;
= 102; H32[19](3] = 102;
= 15; H32[20][3] = 15;
= 90; H32[21][3] = 90;
= 60; H32[22][3] = 60;
= 105; H32[23](3] = 105;
0; H32[24][3] = 255;
85; H32[25][3] = 170;
51; H32[26][3] = 204;
= 102; H32[27][3] = 153;
15; H32[28][3] = 240;
90; H32[29][3] = 165;
60; H32[30][3] = 195;

H32[31][6] = 150; H32[31][1] = 105; H32[31][2] = 105; H32[31][3] = 150;

C = new byte[64][];

for (int i = 0; 1 < 64; i++)
C[i] = new byte[4];

for (int i = 0; 1 < 32; i++)

{
for (int j = 0; j < 4; j++)

C[i1(3] = W32[i][5];

C[i + 32][3] = (byte)((~(H32[1][3])) & 255);

}

this.rndGen = new Random();

// inicliazicaija tabele vrednosti

tabelVrednosti = new byte[8];
tabelVrednosti[@] = 1;
for (int i = 1; i < 8; i++)

tabelVrednosti[i] = (byte)(tabelVrednosti[@] << i);

this.stevilolin® = new int[256][];

for (int i = @; 1 < 256; i++)

{
byte ii = (byte)i;
stevilolin@[i] = new int[2];

// ni najbolj ucinkovito, amapak se izvaja samo enkrat in je za nase potrebe dobro, drugace bi naredili
shift operatorji

n

stevilolin@[i][@] = Convert.ToString(i,2).PadLeft(8, '@"').ToCharArray().Count(c => c=='0");
stevilolin@[i][1] = Convert.ToString(i, 2).PadLeft(8, '@').ToCharArray().Count(c => ¢ == '1');

InitializeComponent();

try
{

private void toolStripButtonl_Click(object sender, EventArgs e)

DialogResult resko = this.openFileDialogl.ShowDialog();
if (resko == System.Windows.Forms.DialogResult.OK)

{

System.I0.FileInfo fi = new System.IO.FileInfo(this.openFileDialogl.FileName);
if (!fi.Exists) throw new Exception("Izbrana datoteka (" + this.openFileDialogl.FileName + ") ne

obstaja.");
Bitmap xx = (Bitmap)Image.FromFile(this.openFileDialogl.FileName);

// zanimajo nas samo 8-bitne grayscale slike, na drugih predstavitve ne delamo
if (xx.PixelFormat != PixelFormat.Format8bppIndexed) throw new Exception("Izberite 8 bitno grayscale

sliko.");

this.original = xx;

// bitni zapis slike delamo na kopiji, ker objekt Image8Bit zaklene vsebino slike, ki jo obdelujemo,

dokler ni disposed

Bitmap kopija = (Bitmap)original.Clone();

this.originalPixels = this.ChangeFromBitmapToByte(kopija);
this.pictureBox1.Image = this.original;
this.toolStripStatusLabel3.Text = fi.FullName;

this.toolStripStatusLabeld.Text = "X: " + original.Width.ToString();

this.toolStripStatusLabel5.Text = "Y:

}

catch (Exception eexx)

+ original.Height.ToString();
this.toolStripStatusLabel6.Text = this.original.PixelFormat.ToString();
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164

165
166
167
168
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172
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175
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177
178
179
180
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205
206
207
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214
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233
234
235
236
237
238
239
240

{
MessageBox.Show("Napaka pri odpiranju slike: \n" + eexx.Message, "Napaka", MessageBoxButtons.OK,
MessageBoxIcon.Error);

}
}
private byte[] ChangeFromBitmapToByte(Bitmap picture)
{

byte[] result = null;
try

if (picture != null)

result = new byte[(picture.Height) * (picture.Width)];
// tukaj zaklenemo sliko, zato pri pridobivanju podatkov o bitih (sploh ce jih hranimo, kot je pri
pri original), delamo na kopijah
Image8Bit bitsForImage = new Image8Bit(picture);
bitsForImage.MakeGrayscale();
int indexB = -1;
for (int y = @; y < picture.Height; y++)
{
for (int x = @; x < picture.Width; x++)
{
indexB++;
if (indexB > result.lLength) throw new Exception("Trenutni indeks " + indexB.ToString() +
" + picture.Width.ToString() + " X visine " + picture.Height.ToString());
byte p = bitsForImage.GetByte(x, y);
result[indexB] = p;

vecji od produkta Sirine

}
else throw new Exception(“Parameter je null.");
catch(Exception eexx)
MessageBox.Show("Napaka pri pridobivanje binarnega zapisa slike:\n" + eexx.Message,"Napaka",

MessageBoxButtons.OK,MessageBoxIcon.Error);
result = null;

}

return result;
}
private string FromByteToStringBinary(byte[] data)
{

string result = "";

try

{

// lambd izraz, ki vsakemu elementu tabele priredi string, pretvorjen v ustrezen zapis (2 - binaren, 1
destiski,...),

// pad left pa na levo dopolni z @ do 8 bitov (3 - binarno = 11, pad left naredi 00000011)

result = string.Join(" ", data.Select(x => Convert.ToString(x, 2).PadLeft(8, '0')));

catch(Exception eexx)
{
MessageBox.Show("Napaka pri predstavitvi binarnega zapisa slike:\n" + eexx.Message,"Napaka",
MessageBoxButtons.OK,MessageBoxIcon.Error);

result = "";

return result;

}
private void pixelsToolStripMenuItem_Click(object sender, EventArgs e)
{
this.ShowBinaryPicture(this.originalPixels,"Originalna slika (8 bit grayscale)");
}
private void imageToolStripMenuItem_Click(object sender, EventArgs e)
{
this.ShowBiggerPicture(this.original, "Originalna slika (8 bit grayscale)");
}
private void ShowBiggerPicture(Bitmap pic, string ime)
{
try
{

PictureDisplay pd = new PictureDisplay();
pd.Text = ime;

pd.picture = pic;

pd.Show();

catch (Exception eexx)

{

MessageBox.Show("Napaka pri prikazu slike:\n" + eexx.Message, "Napaka", MessageBoxButtons.OK,

mer

0 -
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241
242
243
244
245
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MessageBoxIcon.Error);

}

private void ShowBinaryPicture(byte[] pic, string ime)

{

}

private void toolStripButton4_Click(object sender, EventArgs e)

{

+ " ve¢ji od produkta Sirine

}

private void toolStripMenuItemll_Click(object sender, EventArgs e)

}

}

try
{

PixelDisplay prikaz = new PixelDisplay();
prikaz.Text = ime;
prikaz.niz = FromByteToStringBinary(pic);
if (prikaz.niz.Length > @)

prikaz.Show();
else

prikaz.Dispose();

catch (Exception eexx)

{

MessageBox.Show("Napaka pri prikazu pixlov: \n" + eexx.Message, "Napaka", MessageBoxButtons.OK,
MessageBoxIcon.Error);

}

try

{
Bitmap kopija = (Bitmap)original.Clone();

Image8Bit bitsForImage = new Image8Bit(kopija);

bitsForImage.MakeGrayscale();

originalPixelsébit = new byte[(kopija.Height) * (kopija.Width)];

int bitsToShift = 2;
int mask = 255 >> bitsToShift;
int maskl = 63 << bitsToShift;

int indexB = -1;
for (int y = @; y < kopija.Height; y++)

for (int x = @; x < kopija.Width; x++)
{

indexB++;

if (indexB > originalPixelsébit.Length) throw new Exception("Trenutni indeks
+ kopija.Width.ToString() + " X viSine "

byte p = bitsForImage.GetByte(x, y);

+ indexB.ToString()
+ kopija.Height.ToString());

originalPixels6bit[indexB] = (byte)((int)p >> bitsToShift);

bitsForImage.SetPixel(x, y,

(byte)((int)originalPixelsébit[indexB] << bitsToShift));

}
originalébit = (Bitmap)kopija.Clone();
this.pictureBox4.Image = originalébit;

Bitmap kopija2 = (Bitmap)originalébit.Clone();

originalPixels6bit0f8bit = this.ChangeFromBitmapToByte(kopija2);

catch (Exception eexx)

{

MessageBox.Show("Napaka pri kodiranju slike v 6 bit grayscale:\n" + eexx.Message, "Napaka",
MessageBoxButtons.O0K, MessageBoxIcon.Error);

}

this.ShowBinaryPicture(this.originalPixels6bit, "Originalna slika (6 bit grayscale)");

private void pixels8bitFrom6BitToolStripMenuItem_Click(object sender, EventArgs e)

}

private void toolStripMenuItem12_Click(object sender, EventArgs e)

this.ShowBinaryPicture(this.originalPixels6bit0f8bit, "Originalna slika (8 bit grayscale from 6 bit)");

this.ShowBiggerPicture(this.originalébit, "Originalna slika (8 bit grayscale from 6 bit)");
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private void Forml_Load(object sender, EventArgs e)

// default vrednost
this.toolStripTextBox1.Text = this.verjetnostNapake.ToString("0.0000");

}

private void toolStripButton3_Click(object sender, EventArgs e)

{
Application.Exit();

private void toolStripButton2_Click(object sender, EventArgs e)

{

this.SendOriginalPicture();

}

private void SendOriginalPicture()

{

try
{
// najprej preverimo verjetnost napake, ki mora biti med @ in 1
if (this.toolStripTextBox1.Text.Length <= @)
throw new Exception("Verjetnost napake ni vnesena.");
this.verjetnostNapake = float.Parse(this.toolStripTextBox1.Text);
if (this.verjetnostNapake >= 1 || this.verjetnostNapake <= @)
throw new Exception("Verjetnost napake mora biti >0 in <1");
// verjetnost napake pomnozimo z 10000, da dobimo celo Stevilo
int verjetnost_napake_int = (int)(this.verjetnostNapake * 10000);

// kodira originalne 6 bitne pixle

// vrendosti (od @ do 64 na 6 bitih) priredi vrstico v matriki C

// nekodirano sliko prepise

this.kodiranaVSE = new byte[this.originalPixelsébit.Length][];
this.napakeKodiraneVse = new byte[this.originalPixels6ébit.Length][];
this.nekodiranaPixels = new byte[this.originalPixels6bit.Length];
for (int i = @; i < this.originalPixelsébit.Length; i++)

{

this.kodiranaVSE[i] = new byte[this.C[@].Length];

this.napakeKodiraneVse[i] = new byte[this.C[@].Length];

this.nekodiranaPixels[i] = this.originalPixelsébit[i];

// 6 nakljuénih Stevil, e so manjsa ali enaka od verjetnosti napake, pokvari k ti bit (1,6) na
nekodirani

// samo 6 bitov, ker nekodirano posljemo v 6 bitnih pixlih

// kvarimo z XOR, kjer je maska byte z enko na mestu, ki ga zelimo pokvariti

for (int k = 0; k < 6; k++)

// pokvarimo XOR s tabelvrednosti
if (this.rndGen.Next(@, 10000) <= verjetnost_napake_int)
this.nekodiranaPixels[i] = (byte)(this.nekodiranaPixels[i] ~ tabelVrednosti[k]);

}
if (this.originalPixels6bit[i] < 64)

for (int j = @; j < this.C[0].Length; j++)
{
this.kodiranaVSE[1][]j] = C[this.originalPixels6bit[i]][]j];
this.napakeKodiraneVse[1][j] = this.kodiranaVSE[1i][]];
// kodirane pa so 4 8 bitne besede = 32 bitov in kvarimo vseh 8 bitov posameznega byte-a
// kvarimo z XOR, kjer je maska byte z enko na mestu, ki ga zelimo pokvariti
for (int k = 8; k < 8; k++)

if (this.rndGen.Next(@, 10000) <= verjetnost_napake_int)
this.napakeKodiraneVse[1][j] = (byte)(this.napakeKodiraneVse[i][j] * tabelVrednosti[k])

}
}

else
throw new Exception("Napaka pri kodiranju, vrednost pixla je vecja od 64 (ni 6 bitni).");
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vecji od produkta Sirine

// imamo kodirane vrednosti nepokvarjene -> kodiranevse

// imamo kodirane vrednosti pokvarjene -> napakekodiranevse

// ima nekodirane pokvarjene -> nekodiranepixels

// zdaj dekodiramo pokvarjene kodirane

// dekodiranje poteka takole: kodiranevse po pixlih (vrstice) pomnozimo z matriko HAT

// mnozenje je xor po bytih in nato negacijo (npr. 1101 * 1010 = ~(1101 XOR 1010 = 0111) = 1000

// (8 so -1, 1 so 1 in ce od $t. 1 odStejemo $t. @ dobimo -3, kar je isto kot ce bi originalno H matriko

pomozili z vektorjem, kjer bi @ spremenili v -1)

// za vsako vrstico kodirane vse dobimo en vektor dolzine 32 z vrednostmi koordinat med @ in +-31.
// kjer je najvecja abs. vrednost, tisto je originalna kodna beseda -> v matriki C, vrednost spremenimo v

indkes med @, 63 in temu indeksu pripiSemo 6 bitno vrednost -> dekodiran

// 6 bitni pixel. Ce je ve& kot 7 napak -> bosta ve¢ kot en enaki abs. max. vrednosti -> izberemo prvo ->

tu je moznost, da javimo napako, ki pa ni implementirana!!

this.kodiranaPixels = new byte[this.napakeKodiraneVse.Length];
for (int i = 0; i < this.napakeKodiraneVse.Length; i++)
{

// branje po vrsticah

byte[] vrstica = this.napakeKodiraneVse[i];

int[] xHt = new int[H32.Length];

for (int j = @; j < H32.Length; j++)

{
xHt[3] = ©;
for (int k = @; k < vrstica.Length; k++)
{

byte produkt = (byte)((~((vrstica[k] ~ H32[j][k])) & 255));

if (produkt > this.stevilolin@.Length) throw new Exception("Produkt " + produkt.ToString() +

je vecji od " + this.stevilolin@.Length.ToString());

xHt[j] = xHt[j] + this.stevilolin@[produkt][1] - this.stevilolin®@[produkt][@];

}

// pogledamo indeks, kjer so xht najvecje vrednosti (absolutno)
int indeksMax = 0;

for (int j = 1; j < xHt.Length; j++)

if (Math.Abs(xHt[]j]) > Math.Abs(xHt[indeksMax]))
indeksMax = j;

}

// indksMax je indeks vrstice v matriki C -> hkrati je to zaradi zgornje preslikave pri kodiranju tudi

6 bitni zapis Stevila, ki ga iScemo

if (xHt[indeksMax] < @) indeksMax = 31 + indeksMax;
this.kodiranaPixels[i] = (byte)indeksMax;

// imam dekodiranje pokvarjene pixle -> kodiranepixels
// iz kodiranipixels in nekodiranipixels generiramo sliko in ju prikaZemo v vnosni maski

Bitmap kopija = (Bitmap)original.Clone();

Bitmap kopijal = (Bitmap)original.Clone();
Image8Bit bitsForImage = new Image8Bit(kopija);
Image8Bit bitsForImagel = new Image8Bit(kopijal);
bitsForImage.MakeGrayscale();
bitsForImagel.MakeGrayscale();

int bitsToShift = 2;

int mask = 255 >> bitsToShift;

int maskl = 63 << bitsToShift;

int indexB = -1;
for (int y = 0; y < kopija.Height; y++)

for (int x = @; x < kopija.Width; x++)
{

indexB++;

if (indexB > kodiranaPixels.Length) throw new Exception("Trenutni indeks " + indexB.ToString() +
" + kopija.Width.ToString() + " X viSine " + kopija.Height.ToString());

bitsForImage.SetPixel(x, y,

(byte) ((int)kodiranaPixels[indexB] << bitsToShift));
if (indexB > nekodiranaPixels.Length) throw new Exception("Trenutni indeks " + indexB.ToString() +
" + kopijal.Width.ToString() + " X viSine " + kopijal.Height.ToString());
bitsForImagel.SetPixel(x, vy,

(byte) ((int)nekodiranaPixels[indexB] << bitsToShift));

this.kodirana = (Bitmap)kopija.Clone();

this.pictureBox2.Image = this.kodirana;

Bitmap kopijaX = (Bitmap)kodirana.Clone();
kodiranaPixels6bitIf8Bit = this.ChangeFromBitmapToByte(kopijaX);

this.nekodirana = (Bitmap)kopijal.Clone();
this.pictureBox3.Image = this.nekodirana;
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Bitmap kopijaXl = (Bitmap)nekodirana.Clone();
nekodiranaPixels6bitIf8Bit = this.ChangeFromBitmapToByte(kopijaX1);

catch (Exception eexx)

MessageBox.Show(“Napaka pri prenosu in simulaciji kodiranja/dekoridranja in napak:\n" + eexx.Message,

"Napaka", MessageBoxButtons.OK, MessageBoxIcon.Error);

}
}
private void toolStripMenuIteml_Click(object sender, EventArgs e)
{ this.ShowBinaryPicture(this.kodiranaPixels, "Kodirana slika (6 bit grayscale)");
}
private void toolStripMenuItem2_Click(object sender, EventArgs e)
{ this.ShowBiggerPicture(this.kodirana, "Kodirana slika (8 bit grayscale from 6 bit)");
}

private void toolStripMenuItem7_Click(object sender, EventArgs e)

this.ShowBiggerPicture(this.originalébit, "Nekodirana slika (8 bit grayscale from 6 bit)");

}

private void toolStripMenuItemé6_Click(object sender, EventArgs e)

{ this.ShowBinaryPicture(this.nekodiranaPixels, "Nekodirana slika (6 bit grayscale)");

}

private void pixels8BtToolStripMenuItem_Click(object sender, EventArgs e)

{ this.ShowBinaryPicture(this.nekodiranaPixels6bitIf8Bit, "Nekodirana slika (8 bit grayscale from 6 bit)");
}

private void pixels8bitFrom6BitToolStripMenuIteml_Click(object sender, EventArgs e)
{

}

this.ShowBinaryPicture(this.kodiranaPixels6bitIf8Bit, "Kodirana slika (8 bit grayscale from 6 bit)");
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