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Fakulteta za racunalnistvo in informatiko izdaja naslednjo nalogo:

Tematika naloge:

Bruckdorfer in soavtorji v ¢lanku “Progress on Partial Edge Drawings”
iz leta 2013 studirajo risanje gostih grafov z izrezom sredinskih delov
premocrtnih povezav. Pri tem pokazejo, da polnega grafa z vsaj 241 tockami
ni mozno narisati z izrezom sredinske polovice vsake premocrtne povezave,
¢e se zelimo popolnoma izogniti krizanju povezav.

Z uporabo alternativnega razbitja okvirja risbe poskusite izboljsati njihovo

Zgornjo mejo.

Bruckdorfer et al. have in their paper “Progress on Partial Edge Drawings”
from 2013 studied rectilinear drawing of dense graphs in which a middle
portion of an edge can be removed from the drawing. They have establi-
shed that the complete graph on at least 241 vertices cannot be drawn by
removing the central half of every edge without introducing edge crossings.
Improve their upper bound using an alternative tessellation of the drawing

frame.
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Povzetek

Delna risba grafa je risba, kjer povezave grafa predstavimo z daljicami, pri cemer
narisanimi povezavami. Trenutno najboljsa ocena trdi, da ne obstaja delna risba
polnega grafa na 241 ali ve¢ tockah. V delu to oceno izboljsamo za faktor vec
kot dva. Pokazemo, da ni mozno narisati delne risbe polnega grafa na 102 ali
vec¢ tockah. Glavni ideji sta dve. Po eni strani uporabljamo drugacno delitev
ravnine, na kateri lezijo tocke grafa. Namesto koordinatne delitve uporabljamo
obmocja vzdolz poltrakov iz vnaprej izbranih tock risbe. Dobimo delitev, ki ima
podobno geometrijo kot delna risba, vendar pa je odvisna od medsebojne lege
vnaprej izbranih robnih tock. Po drugi strani pa celotno risbo grafa analiziramo
glede na lokacijo treh, deloma celo stirih, tock risbe in ne le dveh kot v prejsnjih

ocenah.

Kljucne besede:

delne risbe, teorija grafov, ravninski grafi, analiticna geometrija.






Abstract

Partial edge drawing of a graph is a rectilinear drawing in which a middle portion
of an edge is removed from the drawing. In addition, we require that the drawing
is without edge crossings. Currently, the best estimate claims that there is no
partial edge drawing of the complete graph on 241 or more points. In this work
we improve the estimate by a factor of more than two. We show that it is not
possible to draw a partial edge drawing of the complete graph on 102 or more
points. The main ideas are two. On the one hand, we use a different division
of the plane on which the points of the graph are located. Instead of coordinate
division of the plane, we use the areas along the rays from pre-selected points of
the drawing. We obtain a division which has a similar geometry as partial edge
drawing, but it depends on the mutual position of pre-selected boundary points.
On the other hand, we analyze the whole drawing of the graph by the location
of three, sometimes even four, points of the drawing and not only two points as

in the previous estimates.

Keywords:
partial edge drawings, graph theory, planar graphs, analytic geometry.






Poglavje 1

Uvod

1.1 Kratka zgodovina

Risbe polnih grafov K, s tockami, vpetimi v oglis¢a pravilnih n-kotnikov, so se
pojavile ze v 13. stoletju v delu Ars Magna avtorja Ramona Llulla [1]. Slika 1.1a
prikazuje Llullov krog, risbo mehanizma, ki prikaze vse mozne kombinacije abe-
cede. Za te kombinacije je Ramon Llull trdil, da pokazejo vso resnico o zadevi,
ki jo raziskujemo. Ta pristop velja za zgodnji poskus uporabe logi¢nih sredstev
za pridobivanje znanja. Llullove ideje sta izpopolnjevala Giordano Bruno v 16.
stoletju in Gottfried Leibniz v 17. stoletju, ki je te ideje poimenoval ars combina-
toria, po ¢emer so znane Se danes. Nekateri racunalniski znanstveniki so Ramona
Llulla sprejeli za nekaksnega oceta informacijske znanosti, katere zacetek pred-
stavlja njegov sistem logike [2].

Umetnik in ra¢unalniski raziskovalec David Link meni [3], da je dobil Ramon
Llull navdih za svoj mehanizem na svojih potovanjih pri studiju arabske kulture
z opazovanjem arabskih naprav, imenovanih zairja, ki jih je uporabil kot prototip
za svoj izum. Zairja je bil le eden od mehanizmov, ki so jih gradili v arabskem
svetu po razpadu rimskega imperija. Enega od prvih mehanizmov, za katerega
predvidevajo, da je star najmanj 2000 let, so arheologi odkrili v zacetku leta
1901 v razbitinah rimske tovorne ladje blizu otoka Antikythera in ga zato imenu-
jemo mehanizem Antikythera. Mehanizem hranijo v grskem Narodnem muzeju
v Atenah, prikazan je na Sliki 1.1b. Ker so mehanizem Antikythera razvili v

anticni Gréiji, nasli pa na rimski ladji, je bil morda vojni plen rimskega cesarja
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(a) Llullov krog. (b) Mehanizem Antikythera.

Slika 1.1: Mehanizma.

Julija Cezarja. Danes je splosno sprejeta razlaga Dereka de Solla Pricea, da so
mehanizem uporabljali za racunanje casa na podlagi gibanja Sonca in Lune. Ta
mehanizem je torej neke vrste analogni racunalnik anti¢nega sveta. Znanstveniki
predvidevajo, da ga je v drugem stoletju pred nasim Stetjem razvil starogrski

astronom in matematik Hipparchos [4].

1.2 Zakaj delne risbe

Delne risbe definiramo v naslednjem poglavju, kjer natanéno predpisemo delez
narisanih povezav in prepovemo kakrsno koli sekanje med delno narisanimi po-
vezavami. V tem razdelku opisemo, od kod je prisla ideja za delne risbe, in na
kratko predstavimo ozadje delnih risb.

V zvezi s problemom izogibanja sekanju povezav pri risbah grafov so bile doslej
narejene Stevilne raziskave v matematiki, racunalnistvu, na podroc¢ju vizualnih
ucinkov in psihologkih raziskav. Da bi se izognili sekanju povezav v grafih, so
dosedanji raziskovalci preucili in predlagali nove nacine prikazovanja povezav. V
c¢lanku [5] iz leta 1995 so Becker in sodelavci prvi predlagali radikalno nov pristop
k izogibanju sekanja povezav pri dvodimenzionalnih risbah neravninskih grafov.
Clanek je bil motiviran s podroéjem prikazovanja velike koli¢ine omreznih po-
datkov. Avtorji ¢lanka so razvili graficno orodje SeeNet z okoli 6000 vrsticami
izvorne kode za stati¢no in dinami¢no prikazovanje omreznih podatkov. Orodje
in tehnike prikazovanja podatkov so v clanku predstavili na primeru prikazovanja

podatkov nacionalnega telekomunikacijskega omrezja, ki ga je uporabljalo pod-
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Slika 1.2: Razli¢ni nacini risanja povezav

jetje AT&T za telefonske klice na dolge razdalje za dan 17. oktober 1989, ko se
je zgodil potres na obmocju San Francisca.

Ob katastroficnih dogodkih, kakrsen je tudi potres, pride v telekomunikacij-
skem omrezju do preobremenitve stikal oziroma vozlis¢ omrezja. Preuciti so zeleli
vprasanja v zvezi z zmogljivostjo omrezja in prometnih tokov. Zanimalo jih je,
kje v omrezju so nastale preobremenitve in katere povezave so prenasale najvec
prometa. V primeru so bili vklju¢eni podatki o 110 vozlis¢ih. O vsakem vozliscu
so razpolagali s podatki o geografski lokaciji in s statisticnimi prometnimi po-
datki. Prikazati so zeleli statistiki poskusi klicanja med poljubnima vozlisS¢ema
omrezja u in v. Statistiki predstavljata stevilo poskusov klicanja iz vozlisca u v
vozlis¢ée v in Stevilo poskusov klicanja iz v v u. Prvi prikaz podatkov, ki so si ga
izbrali, je bila risba usmerjenega grafa.

Statistiko poskusov klicev med vozlisci lahko prikazemo na ve¢ nacinov. 7
izbiro konvencionalnega prikaza usmerjenih grafov bi narisali pus¢ice med pari
vozlis¢ in nad puscicami napisali Stevilo poskusov klicev v dolo¢eni smeri. Pri-
mer povezave, prikazane na konvencionalen nacin, je na Sliki 1.2a, ki prikazuje
35 poskusov klicev iz u v v in 0 poskusov klicev v obratni smeri. Pri risbah veé¢jih
vezav, pa lahko risba grafa postane nepregledna. Kompaktnejsi nacin, ki so si ga
izbrali avtorji ¢lanka, je ta, da za prikaz statistike nariSemo le polovico daljice
med vozliséema. Zacetek daljice postavimo v vozlisée, ki je izvor statistike. Ce
je statistika v doloceni smeri 0, potem polovice daljice v tej smeri ne nariSemo.
Sicer jo prikazemo s polovico daljice, katere Sirina je sorazmerna statistiki. Sta-
tistiko kodiramo tudi tako, da polovico daljice pobarvamo z barvo, pri ¢emer je
temperatura barve sorazmerna statistiki. Primer kompaktnejse povezave je na
Sliki 1.2b, ki prikazuje iste podatke kot Slika 1.2a.
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Slika 1.3: Klici med lokacijami v ¢asu po potresu.

Iz zaslonske slike graficnega orodja, kjer so avtorji predstavili prikazovanje
podatkov v obliki matrike, smo rekonstruirali podatke podjetja AT&T o preo-
bremenitvi omrezja na dan 17. oktober 1989. Narisali smo risho usmerjenega
grafa na Sliki 1.3 enako kot avtorji ¢lanka, vendar z drugim orodjem. Vozlisca
grafa smo narisali na zemljevid ZDA, s ¢imer smo predstavili podatke o geografski
lokaciji vozlis¢c. Take risbe je treba po navadi izdelati z veliko mero previdnosti,
da zmanjSsamo nepreglednost risbe. Vozlis¢em, ki so bila po geografski lokaciji
preblizu skupaj, smo malo spremenili postavitev in s tem zmanjsali gostoto nari-
sanih vozlis¢ in povezav. Tocke in pomembne povezave z veliko preobremenitvijo
smo narisali nazadnje, tako da so na vrhu in jih ne sekajo in ne prekrivajo druge
povezave. Sirine in barve povezav smo izbrali tako, da izrazajo pomen. Kljub
izbiri kompaktnejse predstavitve in vsem tem previdnostim, je Slika 1.3 Se vedno
nepregledna. Zaradi preobilja daljic prihaja do ogromno sekanja in prekrivanja
med njimi. Tezko je videti, katera od vozlis¢ so najbolj prizadeta. Dolge medce-
linske povezave prekrivajo sredino zemljevida in morebitne tezave spodaj. Prav
tako ni jasno, kje se polovice daljic koncajo.

Za resitev teh tezav so v ¢lanku poleg drugacnih predstavitev podatkov pre-
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Slika 1.4: Klici med lokacijami, predstavljeni z delnimi povezavami.

dlagali interaktivno nastavljanje parametrov risb z njihovim orodjem. V primeru
risbe usmerjenega grafa so delez narisanih povezav spreminjali kot parameter in
resili tezave s tem, da so narisane daljice skrajsali na eno desetino. Tako kot
avtorji ¢lanka smo narisali risbo na Sliki 1.4 z istimi podatki kot prej, pri ¢emer
pa smo skrajsali narisane povezave na le eno desetino daljice med vozlisS¢ema za
prikaz statistike. Zacetek daljice smo, kot pri kompaktnih povezavah, postavili
v vozlisce, ki je izvor statistike. Slika 1.2¢ prikazuje tako skrajsano povezavo.
Nastala risba na Sliki 1.4 je veliko bolj jasna. SkrajSane povezave kazejo, da je
prislo do vseh omreznih preobremenitev le v smeri proti zahodni obali in v smeri
od zahodne proti vzhodni obali. Ce bi prislo do preobremenitev nekje na sredini
ZDA, bi imela tam nekatera vozlis¢a krozno pahljaco delnih narisanih povezav.
Michael Burch je s sodelavci raziskal berljivost usmerjenih grafov, narisanih z
delnimi povezavami [6]. Zanimalo jih je, ali so tako narisani grafi e vedno dovolj
berljivi, razumljivi in kako dobro so jih ljudje sposobni interpretirati v primerjavi
z obicajnimi risbami grafov s celimi povezavami. Za pridobitev odgovorov na ta

vprasanja so izvedli nadzorovan poskus z 42 udelezenci za tri razlicne naloge:

1) ugotavljanje obstoja neposredne povezave med dvema tockama,
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2) ugotavljanje obstoja nedirektne povezave z eno vmesno tocko in
3) iskanje tocke z najvecjim Stevilom navzven usmerjenih povezav.

Primerjali so odgovore, ki so jih prejeli pri grafih z delno narisanimi poveza-
vami, z odgovori za grafe s celimi povezavami. Ugotovili so, da so udelezenci s
krajsanjem dolzine delnih povezav postajali veliko hitrejsi in delali vedno manj
napak pri izpolnitvi naloge 3. Pri nalogah 1 in 2 so s krajSanjem dolzine delnih
povezav delali vedno ve¢ napak. Zanimiv padec v potrebnem ¢asu za izpolnitev
naloge 1 in 2 se je zgodil pri risbah, kjer so bile povezave skrajSane na okrog
75 odstotkov. To kaze, da okrog 75 odstotkov dolzine narisanih povezav zago-
tavljaja optimalno ravnovesje med zmanjSanjem nereda in zaznavanjem povezav

pri pogojih in preizkusnih parametrih, ki so si jih izbrali avtorji ¢lanka.

1.3 Meje za delne risbe

Prva, ki sta formalizirala problem risanja grafov z delnimi povezavami in zanj
vpeljala koncepta simetrija in homogenost, sta bila Bruckdorfer in Kaufmann [7].
V tem delu obravnavamo simetricen in homogen problem. Definiramo delno risbo,
kjer povezave grafa predstavimo z daljicami, pri ¢emer sredisénih polovic daljic
Za delno risbo pravimo, da je simetricna, ker sta narisana dela povezave enake
dolzine. Zaradi simetricnosti delne risbe, laze sklepamo o obstoju posamezne
povezave. Pravimo tudi, da je delna risba homogena, ker je delez narisanega
dela povezave enak za vse povezave. Zaradi homogenosti iz prvega krajisca laze
poiscemo drugo krajisce povezave, ker je razdaljo do drugega krajisca mogoce
oceniti iz dolzine narisanega dela povezave. Poleg tega s tem, ko nariSemo cetrtini
povezave, izenaCimo delez narisanega in izbrisanega dela. Bruckdorfer in Kauf-
mann [7] sta zelela odgovoriti tudi na vprasanje, katere grafe lahko narisemo kot
delno risbo. Pokazala sta, da lahko vsak polni graf K,, za n = 1,2..., 11 nariSemo
kot delno risbo. S poizkuSsanjem oziroma lokalno optimizacijo sta pokazala, da
je mozno tudi Kig narisati kot delno risbo. Rezultat je prikazan na Sliki 1.5, ki
smo jo narisali z uporabo koordinat Bruckdorferja in Kaufmanna.

Bruckdorfer in sodelavci [8] so pokazali, da je zgornja meja za Stevilo tock
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Slika 1.5: Delna risba grafa Kig

polnega grafa, ki ga lahko nariSemo kot delno risbo, kon¢na. Zaceli so s prepro-
stim dokazom, da ni mozno narisati delne risbe polnega grafa na sedemnajstih
tockah, ki lezijo v enostranskem konveksnem poloZaju. Po rezultatu Erdosa in

Szekeresa [11] vsaka mnozica z veé kot

2k —4
k—2
tockami vsebuje podmnozico v enostranskem konveksnem polozaju s k tockami.

Ce v zgornji izraz vstavimo k = 17, pridemo do prve ocene, da za vsak

. (30>
15
ne moremo narisati delne risbe polnega grafa na n tockah. Prvo oceno so Bruck-
dorfer in sodelavci [7] precej izboljsali. Uporabili so koordinatno delitev ravnine,
na kateri so narisane tocke polnega grafa, na pravokotnike in pokazali, da ni
mozno narisati delne risbe polnega grafa na 241 ali ve¢ tockah.

To oceno s svojimi idejami izboljSamo za ve¢ kot dvakrat. Pokazemo, da
ni mozno narisati delne risbe polnega grafa na 101 ali ve¢ tockah. Glavni ideji
sta dve. Prva je drugacna izbira delitve ravnine, na kateri lezijo tocke grafa.
Koordinatna delitev na pravokotnike nima prave zveze z geometrijo delne risbe.
Nas pristop k iskanju primerne delitve ravnine je temeljil na zarkih iz vnaprej
izbranih robnih tock risbe. S tem so meje delitve vzporedne z vsaj eno od delnih
povezav. Dobimo delitev, ki ima podobno geometrijo kot delna risba. Vendar
nam analizo utezi to, da je delitev zdaj odvisna od medsebojne lege vnaprej
izbranih robnih tock. Druga ideja je, da celotno risbo grafa analiziramo glede na

lokacijo treh, deloma celo stirih, tock risbe in ne le dveh kot v prejsnjih ocenah.
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Sledi drugo poglavje, Priprava, v katerem najprej predstavimo glavno orodje
(dejstvo, da graf K33 ni ravninski), ki nam omogoca kontrolo Stevila tock delne
risbe. Sledijo definicije iz geometrije. Nato definiramo osnovne pojme in vzpo-
stavimo terminologijo in notacijo. PomembnejSe pojme oznacujejo podnaslovi
podpoglavij, v katerih te pojme definiramo. Dokazemo trditve in izreke, ki so
sluzili kot gradniki pri konstrukciji dokazov v tretjem poglavju, Ocene.

V tretjem poglavju, Ocene, najprej definiramo okvir, v katerem lezijo vse
tocke grafa delne risbe. Okvir razdelimo glede na tri izbrane robne tocke na

naslednja obmocja:
e osnovni trikotnik,
e levi in desni trikotnik ter
e spodnji Stirikotnik.

V podpoglavjih za vsako obmocje posebej pokazemo zgornjo mejo Stevila tock
delne risbe, ki lezijo v tem obmocju. Za osnovni trikotnik lahko predpostavimo, da
je enakostranicen, in veckrat izkoristimo simetricnost. Zato enostavneje pridemo
do ocene. Drugace je s preostalimi obmocji. Levi in desni trikotnik razdelimo
na celice tako, da vsaka celica vsebuje najvec¢ eno tocko delne risbe. Polozaj
in Stevilo teh celic pa se spreminjata glede na polozaj izbrane robne tocke. Za
delitev spodnjega stirikotnika poleg celic uporabimo Se druge vrste veckotnikov,
ki so spet odvisni od polozaja izbrane robne tocke.

V Zakljucku zdruzimo ocene v koncen rezultat in ga predstavimo graficno.
Zaradi odvisnosti delitve od medsebojne lege robnih tock je rezultat analize funk-
cija, ki predstavlja oceno za zgornjo mejo stevila tock delne risbe. Z ilustracijami
prikazemo delitev okvirja v kriti¢ni legi robnih tock, kjer ta funkcija doseze ma-
ksimum. Rezultat ovrednotimo in predlagamo mozne nadaljnje smernice analiz.
V dodatku A je izvorna koda pomembnejsih izracunov, ki so pomagali pri izdelavi

ocern.



Poglavje 2
Priprava

V delu uporabljamo standardne definicije in rezultate iz teorije grafov. Sledimo [9]

in se praviloma drzimo notacije in oznak iz omenjene monografije.

2.1 Graf K33 ni ravninski

Glavno orodje, ki nam omogoca dokazati presecisca krivulj, daljic, lokov in s tem

kontrolo stevila tock delne risbe, temelji na dejstvu, da grafa K33 ne moremo

Izrek 2.1 (Eulerjeva formula). Naj bo G povezan ravninski graf in naj bodo n,
m in [ Stevilo tock, Stevilo povezav in Stevilo lic katere koli ravninske risbe grafa

G. Potem velja zveza:
n—m-+ f=2. (2.1)

Dokaz. FEulerjevo formulo dokazemo z matematicno indukcijo po £ =m —n +1,
ki oznacuje razliko med Stevilom povezav grafa GG in Stevilom povezav vsakega
njegovega vpetega drevesa. Pri ¢ = 0 je G drevo. Vsaka risba drevesa ima eno
samo lice. Ravno tako je n —m + 1 = 2 in zanj formula drzi. Predpostavimo, da
formula drzi za vse povezane ravninske grafe, kjer je m —n + 1 < £. Opazujmo
izbrano risbo ravninskega grafa G, za katerega velja m —n+1=¢> 1. G ni
drevo, zato vsebuje vsaj en cikel C. Naj bo e povezava v ciklu C. Ce izbrisemo
sliko povezave e, pridelamo ravninsko risbo povezanega ravninskega grafa G — e,

ki ima m — 1 povezav in f — 1 lic. Zato po indukcijski predpostavki dobimo
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Slika 2.1: Graf K3 3.

rezultat
n—m+f=n—(m-1)+(f-1) =2

Eulerjevo formulo uporabimo za dokaz neravninskosti grafa Kj 3.
Posledica 2.2. Poln dvodelen graf K33 ni ravninsks.

Dokaz. Graf Kj 3, predstavljen na Sliki 2.1, ima n = 6 vozliS¢ in m = 9 povezav.
Denimo, da je K33 ravninski in izberemo njegovo ravninsko risbo. Stevilo lic te
risbe je po Eulerjevi formuli enako f = 5. Ker je K33 enostaven in dvodelen graf,
ima najkrajsi mozen cikel dolzino §tiri. Vsako lice je zato omejeno z vsaj Stirimi
povezavami. Skupno stevilo povezav je enako polovici vsote dolzin lic, kar znese

vsaj % -5 -4 =10, kar je protislovje. Zato K33 ni ravninski. ([l

2.2 Geometrija

V tem delu uporabljamo samo evklidsko razdaljo, pridevnik evklidski bomo v na-
daljevanju izpuscali. Obravnavali bomo konéne mnozice tock v ravnini z dolo¢enimi
omejitvami in zeleli oceniti najvecje mozno Stevilo tock. Zato potrebujemo nekaj
definicij.

Definicija 2.3. V evklidski ravnini je

e konveksna mnozica 11 taka mnoZica, da je za vsak par tock x,y € II, tud:

daljica Ty med x in y vsebovana v 11;

e konveksna ovojnica Conv(I1) mnozice tock I1 nagmangsa konveksna mnoZica,

ki vsebuje vse tocke iz 11;
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Slika 2.2: Konveksna ovojnica Conv(II).

o premer diam(p,p’) mnoZice tock Il je najvedja razdalja med poljubnima

tockama p,p" iz I1.

Na Sliki 2.2 je primer mnozice II in konveksne ovojnice Conv(II). Vpeljimo
se nekaj oznak. 7 {abcd oznacimo konveksen Stirikotnik z ogliséi a, b, ¢, d, ki
si v tem vrstnem redu sledijo vzdolz njegovih robov. Ce bosta stranici konve-
ksnega Stirikotnika vzporedni koordinatnima osema, bomo uporabljali tudi na-
tancnejso oznako abed. 7 Aabe oznacimo trikotnik z ogliséi a, b, c. Dolzino

daljice, dolocene s tockama z,y, oznacimo z |zy.

Definicija 2.4. Pravimo, da je druzina nepraznih konveksnih poligonov
C={Cy,0Cs,...,Cy},

geometrijsko razbitje poligona L, ce je
L=CiUC,U..UC

in za poljubna Cj, C;,i # j, velja, da je C; N C; del njunega skupnega roba.

2.3 Zarkovni koordinatni sistem

V naslednjem poglavju veckrat opazujemo, v kaksni legi so tocke v odvisnosti od
lege do treh izbranih tock x, y in z. Za poljubno tocko p, ki lezi v ostrem kotu
<xyz, glej Sliko 2.3, nas zanima, kje zarek iz tocke z skozi tocko p seka daljico
Ty in na kaksni “viSini” je tocka p od lege tocke z. Zato uvedemo alternativni

koordinatni sistem.
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p{a, B)

.". y

[ e

Slika 2.3: Zarkovni koordinatni sistem.

Definicija 2.5. Naj bodo x, y in z € R? fiksne nekolinearne tocke. Poljubno
tocko p € R? lahko izrazimo kot linearno kombinacijo vektorjev xy in 2% na
nacin

zp=a-0-xy+ 021, za a,feR

V zarkovnem koordinatnem sistemu (ZKS) glede na x,vy, z vsako tocko p iz rav-
nine doloc¢imo z urejenim parom («, ) in pisemo p(«a, 5). Tocko z imenujemo
1zhodisce in Zarek iz z skozi x imenujemo Zarkovna os. Tretja tocka, ki doloca
ZKS, je y. Prvo koordinato o imenujemo Zarkovni kot in drugo koordinato [
imenujemo Zarkovna visina tocke p. Poltrak z izhodiscem v z, ki gre skozi tocko

z Zarkovnim kotom &, imenujemo &-Zarek.

Na primer, e velja z2¢ = %(ix?y + Z&), ima tocka g zarkovni koordinati q(i7 %)

v ZKS glede na z, y, z.

Definicija 2.6. V Zarkovnem koordinatnem sistemu glede na tocke x,y,z je

zarkovni trapez

Ala,w, 7y, d]

x’y?’z
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trapez z oglisci {a,7y), (w, ), (w,d), (c, 0), ki leZi v konveksnem kotu <xzy, glej

Sliko 2.4. Zarkovni trapez o, w,, ) ustreza kartezicnemu produktu

x,Y,z
[ov, w] X [, 0]

Nasprotni stranici trapeza, ki sta vsebovani v z-Zarkih, imenujemo kraka, preostali
dve stranici, ki sta vzporedni daljici Ty, pa osnovnici. Osnovnico, ki je blize tocki

z, 1tmenujemo bazna osnovnica. Implicitno smo privzeli, da je « < w in vy < 9.

D [av W, 7, 5]z7y7z_f

7y : bazna osnovnica

Slika 2.4: Zarkovni trapez v koordinatnem sistemu glede na z,y, 2.

2.4 Delna risba polnega grafa

Naj bo II konéna mnozica tock v ravnini in n = |II|. Za vsak par tock uv €
IT nariSemo samo skrajni ¢etrtini daljice uw, izpustimo pa sredis¢no polovico.
Zacetno cetrtino daljice ww, ki vsebuje krajisce u, imenujemo kazalcek od u do v
in jo oznacimo z uv. Tocko u imenujemo tudi zacetek kazalcka wv, drugo krajisce
kazalcka pa njegov zakljucek. Unijo obeh kazalckov wv in vu imenujemo delna

povezava med tockama v in v. Ce se poljubni dve delni povezavi sekata samo v
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U
) v /v o/v
Uy
uy
- -/u)U
u u u
(a) Polna povezava. (b) Kazalcka. (c¢) Tocki u, in v, sta za-

kljucka kazalckov.

Slika 2.5: Kako nariSsemo delno povezavo.

njunem morebitnem skupnem krajiscu, pravimo, da je dobljena struktura delna

risba polnega grafa K,, mnozici tock II pa njena osnova. Zapisimo Se formalno.

Definicija 2.7. Naj bosta v in v tocki v ravmini. Kazalcek uv je daljica s
krajiscema u in %u + ;111), glej Sliko 2.5b. Kazalcek uv imenujemo tudi v-kazalcek
kazalcka, glej Sliko 2.5c. Zakljucek kazalcka uv oznacimo z w,. Delna povezava

med tockama u 1n v je unija obeh kazalckov uv in vu.

Definicija 2.8. Naj bo Il koncéna mnozica tock v ravnini moci n. Z D(II)

oznacimo unijo delnih povezav med vsemsi pari tock iz I1.

D) = | J (w Uvu) (2.2)
u,well
Ce za poljubni delni povezavi (T U Tu) in (u/v' U '), u,v,u',v" € 11 velja, da
se sekata samo v morebitnem skupnem krajiscu (denimo, ce je u = u'), potem
pravimo, da je D(II) delna risba polnega grafa K,. Mnozici tock 11 pa pravimo
osnova delne risbe polnega grafa D(II).

Na Sliki 2.6a smo narisali primer polnega grafa. Isti graf smo narisali z del-
nimi povezavami na Sliki 2.6b. Ceprav smo povezave narisali delno, opazimo, da
krsimo zahtevo o nesekanju povezav. Isti graf lahko narisemo z delnimi pove-
zavami brez sekanja, ¢e tocke ustrezno premaknemo, glej Sliko 2.6¢. Tako risbo
imenujemo delna risba polnega grafa Kg.

Enostavno se je prepricati, da so tocke osnove delne risbe v splosni legi.

Lema 2.9. Ce je II osnova delne risbe polnega grafa, potem II ne vsebuje treh

kolinearnih tock.
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@ o 5
‘3 %

(a) S polmml poveza- Z delnimi poveza- (c) Delna risba je brez

Slika 2.6: Razlicne risbe polnega grafa K.

Dokaz. Predpostavimo, da mnozica IT vsebuje kolinearne tocke u, v, w. Ce lezi
tocka v strogo med w in w, je kazalcek wv vsebovan v kazalcku uww. To v delni

risbi ni mozno. O

Za vsako potencialno osnovo delne risbe IT bomo odslej privzeli, da ne vsebuje

treh kolinearnih tock.

Pri oceni §tevila tock delne risbe polnega grafa nas zanima, ali za dve tocki
iz nekega obmocja nujno pride do sekanja med kazalcki do treh vnaprej izbranih

tock. Zato vpeljemo pojem deznicka.

Definicija 2.10. Izberimo tri nekolinearne tocke x,y,z. Za poljubno tocko p

definiramo deznicek Y, ., . tocke p kot unijo njenih x,y, z kazalckov:

YZIJ,x,y,Z = ﬁﬂf U ij U ﬁz

Na Sliki 2.7a smo narisali primer brez sekanja med deznickoma tock u in
v do treh vnaprej izbranih tock, ki niso del omenjene slike. Sliki 2.7b in 2.7¢c

prikazujeta primera, ko pride do sekanja med deznickoma.

Naj ima p zarkovni koordinati p = (3, ), potem lahko izra¢unamo zarkovne
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T%%M

(a uxyzﬂ}/;)xyz:@- uxyzmyvxyz#w C uxyzmyvxyz#@

Slika 2.7: Mozni preseki deznickov.

koordinate zakljuckov deznicka Y, ., .:

308 1436
_ (200 2190 2.
Pz <1+35’ 1 > (2:3)
/14358 1+36

p. = B,§5 : (2.5)
@)

Posledica 2.11. Izberimo ZKS glede na x,v, z in naj bo Zarkovni kot 3 € (0,1)
fiksen. Z narasc¢ajoco Zarkovno visino 6 > 0 je

300
1+30

narascéajoca funkcija visine 0 in
1+368
1+360

padajoca funkcija visine 6. To pomeni, da se pri fiksnem kotu (3, z narascajoco

visino, Zarkovni kot zakljucka p, zmanjsuje in Zarkovni kot zakljucka p, povecuje.

Definirajmo zarkovne trapeze z dolocenimi lastnostmi kot dodatno termino-

logijo za dolocanje zgornje meje v naslednjem poglavju.

Definicija 2.12. V Zarkovnem koordinatnem sistemu glede na tocke x,y, z sta

senci Sz, in Sy Zarkovna trapeza

1 4
Ty — 7_a17_
Sy D|:0 4 3:|xyz

m
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Trditev 2.13. Ce so z,y, z € II, oéitno velja
(Szy \{z})NnII =10 (2.6)

(S5 \ {y}) N 1T = 0. (2.7)

Dokaz. Za vsak p € Sz, oziroma p € Sy, kazalcek pz seka bazno osnovnico
sence Sz, oziroma sence Sy,. Bazna osnovnica sence Sz, je kazalcek Ty in bazna

osnovnica sence Sy, je kazalcek yz, zato p ¢ I\ {z, y}. O

Definicija 2.14. V Zarkovnem koordinatnem sistemu glede na tocke x,y, z je pas

L Zarkovni trapez

L =nla,w,,d]

z7y1z ’
za katerega je

v > =0

A~ w

Parametroma ~ in 0 pravimo spodnja in zgornja visina pasu L, parametroma o

m w pa leva in desna meja.

Posledica pogoja v > %5 je, da za vsako tocko p € L kazalcek pz seka bazno

osnovnico pasu L (velja celo ve¢, kazalcek pz seka vzporednico daljici g na visini

35),

Definicija 2.15. V Zarkovnem koordinatnem sistemu glede na tocke x,y, z je

celica C' Zarkovni trapez
C = D[ﬁ? ﬁ/7 ’77 5]x7y7z

v pasu L = nfa,w, 7, 5]%%2, pri éemer za vsako tocko p € C velja:
e kazalcek px seka B-Zarek;
e kazalcek py seka B'-Zarek;
e kazalcek pz seka bazno osnovnico celice L.

Parametroma (3 in ' pravimo leva in desna meja celice C.
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Q 4
&

Slika 2.8: Maksimalna celica C' v pasu L.
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Kazalcek pz seka bazno osnovnico zaradi zveze med spodnjo in zgornjo visino
pasu L. Pois¢imo zveze med levo in desno mejo S in ' v celici C. Po (2.3)
in (2.4) velja
g < (1+39)8

30
in
g < 1+ 308 ‘
1+ 30
Definicija 2.16. Celica C = nl[3, 3,7, 4]

maksimalna, ¢e za vsak interval

v pasu L = D[a,w,%é]m’yz je

a;7y72:

I=1¢1,
za katerega je
8,87 < [€:¢€7T,
Zarkovni trapez n[€, &', 7, 5]m’y’z ni celica.
To pomeni, da za maksimalno celico a8, ', 7, 6]‘%%2 velja
, (1430)p8 ) , _1+3003
L S <
b 30 e ey
ol 1 43683 (1+35)8
/ + / +
p = B <=
1430 30
Trditev 2.17. Oznacimo
 (1+39)8
fus(B) = =, 28)
1+368
Faal8) = T 29)

Ce je
B =min{f15(8), f25(8)},

potem je celica C = [, [, 0] maksimalna v pasu L s spodnjo in zgornjo

w’sz

zZarkovno visino v in 0.
Primerjajmo funkciji fi5(8) in fas(5).

Trditev 2.18. Ce je € [0,1] in § > 3. potem je
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5_ f1.6(8) f2,5(8)

Slika 2.9: Primer funkcij f15(8) in fo5(3) in maksimalne celice C' v tem primeru.

o f15(8) < fas(B), pri B < 13%5 in
o f15(8) = fa5(B), pri 8 > %‘565.

Dokaz. lzraz fi5(8)— f2.5(5) je istega predznaka kot (14-30)-30-(f1.6(8)— f2.5(5))-

Racunajmo
(1430)-36 - (f15(8) — f25(8)) =
=(1+30)*-8—(1+38)-356 =
=06-(1465) — 30,

ki je vecji kot ni¢ natanko tedaj, ko je § < %. O

2.5 Zgornja meja

Naj bo II osnova delne risbe polnega grafa. V naslednjem poglavju pokazemo,

da je mo¢ mnozice IT navzgor omejena. Torej, da ne obstajajo delne risbe polnih
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grafov s poljubno velikimi stevili tock. Brez skode za splosnost smemo za II

privzeti naslednje lastnosti.
Lastnosti 2.19.
P1) premer mnozice tock Il je enak 1;

P2) tocki a in b € 11, ki sta v II na maksimalni razdalji 1, imata koordinate

(0,0) in (1,0);

P3) tocka iz 11, ki je najbolj oddaljena od x-osi, ima pozitivno y-koordinato in jo

oznacéimo s ¢ (¢e je kandidatov vec, jo izberemo z najvecjo x-koordinato);

P4) tocko iz 11, ki ima najmanjso y-koordinato, oznacimo z d (¢e je kandidatov

vec, jo izberemo z najvecjo x-koordinato, mozno je celo d =b).

Definicija 2.20. Okvir risbe F' je najmanjsi koordinatni pravokotnik, ki vsebuje
vse tocke iz I1. Njegova oglis¢a smo na Sliki 2.10 oznacili z a, a, 5,@. Ce s Cy N

d, oznacimo y-koordinati tock c in d, potem je
F =10,1] x [dy, ¢,] = Oabba.

Poiskati bi zeleli zgornjo mejo za moc¢ osnove II. V odvisnosti od relativne
lege tock ¢ in d glede na a,b bomo konstruirali pokritje C okvirja F' s kon¢no

druzino veckotnikov P, Ps, ..., Py:
FCPUPRU..UP,.

Oblike veckotnikov P; in Stevilo veckotnikov k pokritja C bodo odvisne od

parametrov t in h:

t=c,, (2.10)
T (2.11)
Cy

Pri tem s ¢, oznac¢imo z-koordinato tocke c. Tocka c je lahko poljubno blizu a ali

b, zato je t poljubno realno stevilo iz intervala (0, 1). Parameter h pa je poljubno

realno stevilo iz intervala [0, 1].
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N
o
S

o e o]
F
Cy
a b
dy
O L 4 O
a d b

Slika 2.10: Okvir F'

Nato bomo ocenili zgornjo mejo za Stevilo tock osnove delne risbe v posa-
meznih veckotnikih. Oceno za zgornjo mejo Stevila tock osnove v veckotniku P,
oznacimo z m(P;), velja torej |II N B;|< m(P;). Zapis m(P;) = my pomeni, da
bomo uspeli pokazati, da lahko v veckotniku P; lezi najvec¢ mg tock delne risbe.
Oceno m(C(t,h)) zgornje meje stevila tock delne risbe polnega grafa dobimo, ¢e

seStejemo ocene zgornjih mej m(P;),i = 1,...,k(t, h):
m(C(t, h)) = m(P) + m(P) + ... + m(Py.n))- (2.12)

S parametroma ¢ in h se spreminja oblika in stevilo k£ veckotnikov P;. Za oceno
moci osnove delne risbe polnega grafa moramo izrac¢unati, pri katerem paru ¢ in

h je ocena (2.12) najslabsa.
2.6 Stopnicaste funkcije
Stopnicasta funkcija k = k(t) je preslikava

k:1]0,1] — N,

ki je
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e odsekoma konstantna in

e obstaja konc¢na druzina vrednosti parametra ¢y, t, ..., t,., pri katerih je lahko

k nezvezna.

Dodatno, k = k(t) je skoéna stopnicasta funkcija, ¢e ima v vsaki tocki nezve-
znosti skok. To pomeni, ce je
lim k(t) # lim k(t),
t—td t—ty
potem je
k(to) = lim k(t) ali k(to) = lim k(t).

t—td t—td
Stopnicasta funkcija, ki ni skocna, ima v posamezni tocki lahko vrednosti, ki se
razlikujejo tako od leve kot od desne limite.
Za izracun maksimuma stopnicaste funkcije potrebujemo natancne vrednosti
tock nezveznosti. Za izracun maksimuma skocne stopnicaste funkcije pa je dovolj

poznati

e priblizne vrednosti tock nezveznosti (¢;); in

e narascajoce zaporedje racionalnih stevil, ki ga imenujemo sistem varnostnih

intervalov:
Qo < q1 < ... <4,

za katerega je pri vsakem ¢ = 1, ..., r izpolnjena vsebovanost
ti € (qi-1,Gi)-

Maksimum vrednosti skocne stopnicaste funkcije k£ lahko doloc¢imo tako, da vre-
dnosti k£ natan¢no izracunamo v vseh racionalnih stevilih ¢;,7 = 0, ..., 7.

Vsota stopnicastih funkcij je o¢itno stopnicasta, toda vsota skocnih stopnicastih
funkeij ni nujno skocno stopnicasta. Ce imata skocno stopnicasti funkciji & in ks
razlicne tocke nezveznosti, potem je tudi njuna vsota k; + ko sko¢no stopnicasta
funkcija.

Ker bomo v praksi poznali samo priblizke tock nezveznosti ky in ko, bomo
lahko skocnost vsote ki + ko dokazali z njunima sistemoma varnostnih intervalov.

Ce poiscemo zaporedje racionalnih stevil

Qo < q1 < ... <,
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za katerega velja, da ima na vsakem od odprtih intervalov

(Qi—laQi)ai = 17 wey T

najvec ena od skoc¢nih stopnicastih funkcij k; oziroma ko skok, potem je tudi ki +
ko skocno stopnicasta funkcija in njen maksimum lahko izra¢unamo z izracunom
k1(q;) + k2(g;), pri vseh i = 0, ..., r.

V praksi bomo za nekatera od obmocij zgornjo mejo dolocili v odvisnosti od
vrednosti parametra t. Za obmocje P je kp(t) zgornja meja za Stevilo tock osnove
v mnozici P, [II N P|. Za globalno oceno bi lahko za vsako obmocje P poiskali
maksimum

m(P) = max {kp(t)},

toda boljso globalno oceno dobimo, e sestejemo funkcije k po posameznih obmocjih
in uporabimo maksimum na tako dobljeni vsoti. Funkcije k = kp(t) imajo za vre-

dnosti naravna Stevila in samo kon¢no mnogo nezveznosti.

2.7 Presecisca

Sledita dva izreka o sekanju. V obmocju Tp, ki je definirano v zarkovnem trapezu
ali v trikotniku, lahko z Izrekom 2.21 oziroma z Izrekom 2.22 u¢inkovito omejimo
Stevilo tock osnove. Na tem mestu bralca spomnimo, da v skladu z Lemo 2.9

nobene tri tocke iz II niso kolinearne.

Izrek 2.21. Naj bo II osnova delne risbe polnega grafa in x,y,z € I1. Naj bo Q
zyz-Zarkovni trapez in Qo C Q. Ce za vsako tocko iz Qq velja, da njeni x,vy,z
kazalcki po vrsti sekajo kraka in bazno osnovnico Zarkovnega trapeza QQ, potem za

vsaki dve tocki pr,ps 1z Qo velja

}/;717x’y72 ﬂ }/;’271'7?!7'2 % @-

Dokaz. Recimo, da imamo v @ dve tocki p; in ps iz osnove II. Ocitno = & Qg
in poslediéno = # p; in z # py. Kazalcke p;x, sy in p;z, za i = 1,2, podaljsamo

do daljic p;x,p;y in p;z. Izberemo si poljubno tocko oo, ki lezi nize od tock
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}/blyx’yzz ﬂ };27mzy7z % @-

O
Izrek 2.21 bomo tipi¢no uporabljali z obmocjem @y = @ ali pa bo @)y zarkovni
trapez z istima levo in desno mejo kot ). Sledi Se analogen izrek o obmocju

znotraj trikotnika.

Izrek 2.22. Naj bo 11 osnova delne risbe polnega grafa in x,y,z € Il. Premice
Pzs Dy 1M P, naj bodo po vrsti vzporedne daljicam Yz, 7z in Ty. Denimo, da za
obmocje Ty C T velja, da za vsako tocko p € Ty njeni x,y, z kazalcki px, py, pz po
vrsti sekajo stranice trikotnika T', ki po vrsti lezijo na nosilkah p,,py,p.. Potem

za vsaki dve tocki py, ps € Ty velja

}/;)1,$,y,2 ﬂ YP27$7%Z # Q)'
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Dokaz. Recimo, da imamo v Tjy dve tocki p; in ps iz osnove II. Kazalcke p;x, p;y
in p;z, za ¢ = 1,2, podaljsSamo do daljic p;z,p;y in p;zZ. Izberemo si poljubno

tocko oo, ki lezi nize od tock x,y, z in jo povezemo s tockami x,y, z tako, da ne

va17x7yvz m }/;)27x7y7z # Q'

Za zarkovni trapez (@), ki ustreza Izreku 2.21, smo pokazali
m(Q) = 1.
Tudi za trikotnik 7', ki ustreza Izreku 2.22, velja

m(T) = 1.
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2.8 Transformacija

Pri oceni najvecjega Stevila tock delne risbe polnega grafa bo vcasih ugodno
uporabljati geometrijsko simetrijo. Ocenili bi, denimo, radi stevilo tock iz II v
trikotniku Aabe. Ce je trikotnik Aabe enakostrani¢en, bomo simetrijo s pridom
uporabili. Tipi¢no trikotnik Aabc ne bo taksne oblike, toda z uporabo ustrezne
transformacije ga lahko pretvorimo v enakostrani¢nega. Transformacija ravnine

je afina, ¢e je kompozitum linearne transformacije in vzporednega premika.

Izrek 2.23 (O transformaciji). Naj bo ® obrnljiva afina transformacija ravnine.
Potem je 11 osnova delne risbe polnega grafa natanko takrat, ko je ®(II) osnova

delne risbe polnega grafa.

Dokaz. Delna risba polnega grafa je unija daljic. Obrnljiva afina transformacija
ravnine disjunktni daljici slika v disjunktni daljici. Ce pa imata daljici ab, ac
skupno krajisée a, potem imata njuni ®-sliki skupno krajisce ®(a). 0

Z uporabo izreka o transformaciji bomo lahko privzeli, da je, denimo, trikotnik

Aabe enakostranicen ali pravokotnik Cabba kvadrat, seveda ne oboje hkrati.
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Poglavje 3
Ocene

Za osnovo delne risbe II privzamemo Lastnosti 2.19 in uporabljamo oznake tock
v skladu z omenjenimi lastnostmi. Predstavimo izbrano delitev okvirja, ki je
odvisna od polozaja tock ¢ in d. V preostanku poglavja za vsak clen delitve
okvirja ocenimo zgornjo mejo za Stevilo tock iz osnove, ki jih lahko posamezni
¢len vsebuje. Iz vsote dobljenih ocen dobimo zgornjo mejo za stevilo tock osnove

delne risbe polnega grafa. Zapisimo na$ glavni rezultat.

Izrek 3.1. Najvecje mozno stevilo tock v osnovi delne risbe polnega grafa je 101.

Simbolicno, ce je I osnova delne risbe, potem je

|II]< 101. (3.1)

3.1 Delitev okvirja

Za lazjo predstavitev lahko po Izreku 2.23 (O transformaciji) osnovo II in s tem
okvir F' raztegnemo v smeri y-koordinate. Tako dosezemo, da bo y-koordinata
tocke ¢ (to koordinato oznacimo s ¢,) enaka \?, glej Sliko 3.1. S tem spremenimo
razdalje med tockami in razdalja med tako preslikanima tockama a in b ni vec
nujno najvecja. Ne spremenimo pa lastnosti nesekanja kazalckov. V okvirju F'

definiramo naslednje veckotnike:

1) osnovni trikotnik Aabe;
2) levi in desni trikotnik Aaca in Abbe;

29
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oI

Slika 3.1: Delitev okvirja F' na osnovni, levi in desni trikotnik ter spodnji

Stirikotnik.

3) spodnji stirikotnik Oabba.

2
3

(tocki a in b sta na maksimalni razdalji v II). Oglis¢a okvirja F' niso del mnozice

Na Sliki 3.1 smo narisali delitev okvirja F', kjer je t = ¢, = ‘—11 ind, = —

I1, zato smo jih narisali z belimi krozci. Vse pomozne tocke, ki niso nujno del
mnozice II, bomo v nadaljevanju risali z belimi krozci.

Oceno za osnovni trikotnik Aabc bomo najprej izdelali absolutno, v primeru,
ko je h dovolj velik (toc¢ka d dovolj nizko), pa jo bomo izboljsali. Oceni stevila
tock osnove v levem in desnem trikotniku bosta odvisni od vrednosti parametra
t. Spodnji stirikotnik pa bomo ugnali s hkratno uporabo parametrov ¢t = ¢, in

d . ) ) .
h = -2 Zacnemo 7z osnovnim trikotnikom Aabec.
Y

3.2 Osnovni trikotnik

V tem razdelku zelimo oceniti zgornjo mejo za moc¢ osnove v osnovnem trikot-

niku [IT N Aabe|. Po Izreku 2.23 (O transformaciji) smemo privzeti, da je Aabe
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S

I

bo  b(1,0)

[T

a(0,0) b

Slika 3.2: Osnovni trikotnik lahko transformiramo v enakostraniénega.

enakostranicen.

Za u,v € {a,b,c}, kjer je u # v, definiramo tocke wu, kot zakljucke vseh
kazalckov med tockami a, b in ¢, glej Sliko 3.2.

Presecisca daljic @363, cobe in acbe po vrsti oznacimo z o/, ¥, ¢ in z njimi de-
finiramo notranji trikotnik Aa't'c, ki je predstavljen na Sliki 3.3a. S pomocjo
sredi$¢ne simetricnosti osnovnega trikotnika Aabc definiramo Se dve skupini sklad-

nih vec¢kotnikov.

—_
Sleo

Presecisce daljic b.a in b,c s koordinatama (%, ) ozna¢imo z b* in definiramo

vogalno obmocje pri b kot Stirikotnik
Qbbb b
Simetricno definiramo vogalni obmo¢ji pri a in c:
Qaaya™a,

Ocee,ctep.

Vogalna obmocja so, ker je Aabc enakostranicen, deltoidi. Predstavljena so na
Sliki 3.3b osenceno.

Izberemo ZKS glede na a,b, c. To pomeni, da je tocka ¢ izhodisée, poltrak iz
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a b a b a3 10

(a) Notranji trikotnik. (b) Vogalna obmocja. (c) Notranji pasovi.

Slika 3.3: Veckotniki v osnovnem trikotniku.
c skozi a pa zarkovna os. Notranji pas glede na a, b, ¢ je zarkovni trapez:

A 133 1
47474 mb’c'

Preostala dva notranja pasova sta dolocena z istimi zarkovnimi koordinatami

glede na ustrezni permutaciji tock a, b, c:
Y ]“| )
a,c,b

{1
aol—,
4 st

133
D_7_7_71 .
4°4° 4 |, ..

i)

B~ w
=~ w

Y

Notranji pasovi na Sliki 3.3¢ so predstavljeni osenceno. Opazimo, da se delno
prekrivajo.

Notranji trikotnik in obe skupini skladnih veckotnikov tvorijo pokritje osnov-
nega trikotnika, glej Sliko 3.4. Za vsak deltoid (glej isto sliko) v notranjem trikot-
niku in za vsako celico v notranjih pasovih bomo pokazali, da vsebuje najve¢ eno
tocko delne risbe. Za vsako vogalno obmocje bomo pokazali, da vsebuje najvec 6
tock delne risbe. Oceni za stevilo tock v vogalnih obmog¢jih, ki se dotikata tock a
in b, bomo izboljsali z uporabo skrajno spodnje tocke d v spodnjem Stirikotniku
Qabba okvirja F'. Tocke a, b, c obravnavamo loceno. Delamo se, da ne pripadajo
nobenemu obmocju ali celici, in njihovo prisotnost upostevamo Sele v samem
zakljucku ocene.

Z vsoto dobljenih ocen za ¢lene pokritja osnovnega trikotnika Aabc bomo

dobili oceno zgornje meje za Stevilo tock iz osnove v osnovnem trikotniku, ki bo
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Slika 3.4: Pokritje osnovnega trikotnika Aabc.

odvisna od parametra h (lege tocke d). V nadaljevanju razkrijemo, zakaj smo
izbrali tako pokritje osnovnega trikotnika in zakaj notranji pasovi niso disjunktni.
Pri obravnavi obeh skupin veckotnikov opisemo in uporabimo ideje, ki jih kasneje

razSirimo in uporabimo na preostalih podmnozicah okvirja F.

3.2.1 Notranji trikotnik

V osnovnem trikotniku Aabc razpoloviséa stranic oznac¢imo z d, e, f, tezisce tri-

s stranicami notranjega trikotnika Aa’b'c’ oznac¢imo s h,i,j. Definirane tocke

razdelijo notranji trikotnik v tri skladne deltoide:
Oa'hgj, Ohb'ig in Ogidy.

Zanje pokazemo, da vsak vsebuje kvecjemu eno tocko iz mnozice II. Od tod

dobimo naslednjo oceno:
Trditev 3.2. Notranji trikotnik Ad'b'c’ vsebuje najvec 3 tocke. Simboliéno

m(Ad'b'd) = 3.
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Slika 3.5: Notranji trikotnik razdelimo v tri skladne deltoide.

(a) Kazaléek Zc seka stranico kl. (b) Kazaleek ye seka stranico jm.

Slika 3.6: Za Trditev 3.2.
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Dokaz. S Ty ozna¢imo enega izmed deltoidov
Qa'hgj, Ohb'ig in Ogidy.

Pokazati je potrebno naslednjo lastnost. Ce je p € Tp, potem njeni kazalcki
pa, pb, pc sekajo vse tri stranice trikotnika 7" (za osenceni deltoid Tp na Slikah 3.6

je trikotnik 7" o¢rtan odebeljeno). Naj bo x poljubna tocka iz deltoida
Ogicy

in y poljubna tocka iz deltoida
Ohb'ig.
Zaradi simetrije je dovolj pokazati, da kazaléek Zc (Slika 3.6a) seka stranico ki
in kazaléek e (Slika 3.6b) seka stranico jm. Postavimo izhodisée zarkovnega
koordinatnega sistema v tocko c¢ in naj zarkovna os poteka iz ¢ v a. Tocka g je
na zarkovni vigini % od tocke ¢, tocke a’, h, b so na visini %, tocke k,d, [ na % in
5

tocke j,7,m na 2.

Visina tocke x je na intervalu

1 97
_27 3_ 7
in visina tocke y na intervalu ) )
53
_8’ 4_
Ker je
231
3 472
kazaléek Zc seka kl in ker je
3 3 5
.2 <z
4 48

kazaléek 7c seka jm.
Izrek 2.22 7 uporabo Ty = Qgic’j in T' = Ahlk trdi, da je [II N TH|< 1. Zato

je z uporabo simetrije trditev dokazana. 0

3.2.2 Vogalna obmocja

Naj bo
Q = Obabbcb*a
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Slika 3.7: Za Trditev 3.3

glej Sliko 3.7, in p,p’ poljubni tocki iz (ITN Q) \ {b}. Kazaléka pa in p'a sekata
stranico b,b* in kazaléka Ppc in p/c sekata stranico b.b*. Zato je eden od kotov

apc, <ap'c vsebovan v drugem. Brez Skode za splognost naj velja
<ape C <ap'e. (3.2)

Pravimo tudi, da sta tocki p,p’ € (IIN Q) \ {b} gnezdeni.
Oznacimo o = <pab in o/ = <p'ab. Ker zakljucek p, kazalcka pb lezi v

notranjosti kota <tap’c, velja zveza

/

a> -,

QO W~

saj je kot <tpap, > ioz, ker je <tapb > 7. Strnimo v trditev z uporabo zgornjih

oznak.

Trditev 3.3. Naj bosta p,p’ € (ILNQ)\{b}. Kota <apc in <ap'c sta primerljiva,
m Ce je
<apce C <ap'c,

potem velja ocena

e
v
GRS
e
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Slika 3.8: Za Trditev 3.4

Potrebovali bomo e eno oceno. Ker kazaléka p/c in p'a ne sekata daljice @,

glej Sliko 3.8, za tocko p’ velja vsaj ena od neenakosti
<p'ab > <bpab

ali

<qp'ch > <bycb.

Brez skode za splosnost naj velja prva oziroma
o' > <byab.

Kot <tbyab lahko ocenimo s trigonometrijo. Z uporabo zgornjih oznak zapiSimo
trditev.

Trditev 3.4. Naj bosta p,p’ € (IINQ) \ {b}, zanju privzamemo, da velja vsebo-
vanost (3.2) in

o' > <byab.

Potem velja
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Dokaz. Oznacimo & = <tb,ab. Ocenjujemo kvocient %/ Ker je tangens na (O, g)

konveksna in narasc¢ajoca funkcija, velja ocena

tan(a’) S tan(&) 3

v

a/
a = tan(a) = tan(a) 34,

kjer je p, x-koordinata tocke p. Slednja je navzdol omejena z x-koordinato tocke
b*, ki je enaka %. Zato je

o 3 7

—>1- =—
a 3+ 37

in trditev je pod streho. 0
S pomocjo obeh trditev bomo uspeli oceniti najvecje mozno stevilo tock osnove
IT v stirikotniku @. Naj bo {p1,p2, ..., px} Po moc¢i maksimalna mnozica tock v

(IIN Q) \ {b}. Po Trditvi 3.3 smemo brez skode za splosnost privzeti
<gaprc € <apg_1c C ... € <apoc C <apic
in po Trditvi 3.4 smemo privzeti
by, ab < <1piab.

Definiramo kote a; = <thap;, za i = 1, .., k. Zanje veljajo zveze

4
a; > 3 Qi1 za i=2,..k (3.3)
in
(051 7
— > —. 3.4

Z indukcijsko uporabo zgornjih zvez, pridelamo oceno

a>1a>l §k_1a
V=37 "F=37"\4 b

ki je izpolnjena za k < 6. Pridelamo naslednjo trditev.

Trditev 3.5. Ce je II osnova delne risbe in Q = Obybbb*, potem velja

(TN Q) \{b}| < 6. (3:5)
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a c b
[o; ) O
L bc
p .
a . b
d -
o L
g D b

Slika 3.9: Senca Sp, v ZKS glede na a,b,d je predstavljena kot temno sivo

obmocje.

Oceno moci delne risbe v vogalnih obmo¢jih pri a in b lahko izboljsamo, ce za
robno tocko d predpostavimo, da je dovolj nizko v spodnjem stirikotniku okvirja
delne risbe. Za primer, ko za parameter h = —’Z—y velja

Y

h <

Y

Wl o

glej Sliko 3.9.
Ce tocka p € ITI N Aabe lezi preblizu tock a oziroma b, njen kazaléek pd seka

enega od kazalckov ab oziroma ba. Senci

_ 1 4_
SE =N 07 R 17 5

’ L 4 3- a,b,d
in ) )
3 4
S; =n|-,1,1,=

ba -47 ) a3- wbd

sta odvisni od polozaja tocke d. Izboljsali bi radi oceno 3.5, ki sledi iz Trditve 3.4,
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za Stevilo tock v vogalnem obmocju Q) = ¢bb,b*b. in posledi¢no tudi v obmocju
Qaaya*a.. Ravnamo tako:

S transformacijo trikotnik Aabc preslikamo v enakostraniénega. Pokazemo,
da je senca kazalcka ba glede na d minimalna v natanko doloceni legi tocke d. V
tej legi ocenimo maksimalno stevilo tock osnove v ¢bb,b*b.. Ista ocena bo veljala

tudi za quadsymaaya®a.. Senca S, je zarkovni trapez v ZKS glede na a, b, d.

2
3

lezi pod minimalnim kotom natanko tedaj, ko tocka d lezi na skrajnem levem

Visina njegove nebazne osnovnice je najmanjsSa v primeru h = £ in njegov krak

robu okvirja. V primeru, ko je Aabe enakostranicen (je okvir paralelogram), je
presek S;,NAabc minimalen pri vrednosti parametra ¢ = 0, glej Sliko 3.10. Znova

s k oznac¢imo maksimalno stevilo tock osnove v
(IT N Qbbb b,) \ {b},

ki pa ne smejo lezati v senci S;,. Ponovno jih ozna¢imo s pi, po, ..., py in privza-

memo gnezdenje.

Trditev 3.6. Stirikotnik Qbb,b*b. \ {b} v primeru h > 2 vsebuje najvec 4 tock
osnove,

(TN Qbbab™be) \ {b} < 4.

Dokaz. Tocka na preseciScu simetrale kota <tabc in stranice sence b,e ima koor-

dinati najvec (%, ‘2/—53) in jo oznac¢imo s p*, glej Sliko 3.10. Velja

3
<p*ab = <p*cb = arctan 2—\/2_

Za tocko p; velja
<{pirab > <p*ab

ali

<qpich > <p*ab.

Brez skode za splosnost se odlo¢imo za prvo moznost. Posledi¢no je

= b > t —3
o p1a arctan .
! = 22

Za tocko py pa velja ocena

3
ap = <{prab < arctan -
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Slika 3.10: Presek S;, N Aabc je minimalen pri vrednosti parametra ¢ = 0.

Ce upostevamo se zveze 3.3

4 4
oy > §'ai_1’ za, 1=2,...k,

pridelamo oceno

3 4\ 4\ 3
arctan 4 > oy > (—) -qp > (—) - arctan i,

ki je izpolnjena samo pri k < 4. U
Razdelek lahko sklenemo s kumulativno oceno za maksimalno stevilo tock

osnove v uniji vogalnih obmocij.

Trditev 3.7. V vogalnih obmoéjih je, ce izloc¢imo tocke a,b, c, skupaj najvec¢ 18
tock osnove. Ce pa je h > %, je v vogalnih obmocjih, ce izlocimo tocke a,b,c,

skupaj najvec 14 tock osnove. Simbolicno

1 h
|(TI N (Qaapa™a, U Obb,b*b. U Qccac™cp)) \ {a, b, c}| <
18, ce h <
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3.2.3 Notranji pasovi
Za oceno stevila tock osnove v notranjih pasovih je po simetriji dovolj obravnavati
enega izmed njih.

Trditev 3.8. Notranji pas vsebuje najvec 5 tock osnove. Simboli¢no

133
‘D { 1} NII
a,b,c

-2 <5
474747 —_—

Dokaz. Pas bomo razbili na 5 celic C;,7 = 1,...,5. Naj bodo ;,7 =0, ..., 5 meje
celic. Celica C; ima levo mejo ;1 in desno mejo [3;. Celice konstruiramo zacensi

z leve. Prve stiri celice bodo maksimalne, peta celica pa ne:

fo=7

ol () s (D)L
s () 1o (D}
el () ) oo

B = min {fu (%) o (% } ~D 06
fs=3.

Za konec je potrebno videti, da za vsako celico C;,i = 1,...,5 velja

Tukaj uporabimo Izrek 2.21 (O sekanju v trapezu) s ) = C; in Qg = C;. Izberemo
poljubno tocko p € C;. Po sami definiciji pz seka bazno osnovnico trapeza C;.

Preveriti moramo, da kazalcka pr in Py sekata kraka trapeza C;. Zarkovno visino

¢ e [2,1].

Zarkovni vigini zaklju¢kov kazalckov Pz in Py sta enaki

1+3-¢ [3
2.
et

tocke p oznacimo s
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Ker kazalcek px seka (;_i-zarek in kazalcek py seka [;-zarek, je trditev dokazana.
O
Razdelek lahko sklenemo s kumulativno oceno za maksimalno Stevilo tock

osnove v uniji notranjih pasov.

Trditev 3.9. V notranjih pasovih je skupaj najvec 15 tock osnove. Simbolicno

133 133 133
mn{al>221 unl|32,21] unl|- 221
<D|:474’47 :|abc D|:4’4’47 :|acb D|:4’474’ :|b,ca>

Strnimo vse ocene v notranjem trikotniku v izrek:

< 15.

Izrek 3.10. V notranjem trikotniku Aabc je, c¢e izlocimo tocke a,b,c, skupaj
najvec 36 tock osnove. Ce pa je h > %, je v notranjem trikotniku, ce izlocimo

tocke a, b, c, skupaj najvec¢ 32 tock osnove. Simbolicno

32, ceh> 2
(11 Aabe) \ {a,b,c}]| < ey
36, ceh< %
Dokaz. Uporabimo Trditev 3.2, Trditev 3.7 in Trditev 3.9. 0

3.3 Levi in desni trikotnik

Levi trikotnik Aaca in desni trikotnik Abbe sta odvisna od parametra ¢, ki pred-
stavlja x-koordinato tocke c. Izberimo fiksen ¢. Opazujemo lahko le levi trikotnik
Aaca pri vsaki izbiri parametra ¢ iz intervala (0,1). Ustrezno sliko za desni tri-
kotnik dobimo, ¢e prostor prezrcalimo Gez navpiénico daljice ab pri parametru
1 — ¢t. Transformirajmo prostor tako, da osnovni trikotnik Aabc postane ena-
kostranicen, glej Sliko 3.11. Po transformaciji je tocka c fiksna in parameter t
predstavlja razdaljo med ogliséem @ in tocko ¢. Zarkovna visina oglisca @ je enaka
1+t. Izberemo ZKS glede na tocke a, ¢, b, torej izhodisée postavimo v tocko b in
zarkovna os poteka iz b v a.

Za vsako izbiro parametra t v sencah Sz. in Sz, razen tock a in ¢ ne bo tock
iz osnove. Maksimalno zarkovno visino tocke v levem trikotniku Aaca, ki ne lezi
v notranjosti sence Sz, (lahko je na robu sence), 0znac¢imo z d,,4,. Na Sliki 3.11

smo z e oznacili tocko z maksimalno visino d,,4, pri izbranem ¢ = 0,24.
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4 a
3 b

Slika 3.11: Prvi zgornji pas za t = 0,24.

[N}
wlor -

Obmocje v levem trikotniku brez senc Sz.., Sz, prekrijemo z najvec¢ tremi pasovi

Ly, Ly, Ls. Definiramo jih kot zarkovne trapeze glede na a, c, b:
Ly = ooy, wi,m, 51]&071),

Ly = nay, wa, 72, 52]a,c,b’

L3 = nas,ws, v3, 03]

a,c,b’

Definicije parametrov «;,w;, i, 0;,1 = 1,2,3, za posamezni pas, v odvisnosti
od vrednosti parametra t, so predstavljene v Tabeli 3.1. Iz Tabele je razvidno
naslednje. Ce je t < % j€ Omaz < % in pravimo, da sta pasova Ls in L3 prazna.
Pas Ly je vedno neprazen, ker vedno velja ¢ > 0 in zato 0,4, > 1. Prit < %,
prilagodimo zgornjo zarkovno visino pasu L; tako, da je enaka d,,,.. Pas Lo je
neprazen prit > % Prit < %, prilagodimo zgornjo zarkovno visino pasu Ly tako,
da je enaka d,,,,. Pas L3 je neprazen pri t > % in pri tem prilagodimo zgornjo
zarkovno visino tega pasu tako, da je enaka 0,4,

Za m = 1,2,3, oznacimo s ki, = kg, (t) funkcijo potrebnega stevila celic,
na katerega razbijemo pas L,,. Iz dokaza Trditve 3.8 sledi, da je v vsaki celici

najve¢ ena tocka iz osnove. Zato je funkcija kp,, (t) ocena za najvecje Stevilo tock
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Tabela 3.1: Meje zgornjih pasov.

telo,4] te (s 2] te(21]

Ly Ly Ly Ly Lo Ls
ar = 4 m=i @=j =i =g a3=g
wi=1] w =% w=] wi=4% w=% wy=3
n=1 n=1 =3 =1 7=3 v3 =32
e =1 =1+t =3 =3 G=1+t

iz osnove, ki lezijo v pasu L,,. Po definiciji pasu velja v > 24, zato je ki, (t)
neodvisna od parametra . Pri fiksnem ¢, pas L,,, ¢e je L,, neprazen, razbijemo
na kar se da majhno stevilo celic. V takSnem razbitju smemo privzeti, da so vse

celice, razen morda zadnje, maksimalne. Za razbitje na celice
017 OQa ) Ck'7
je potrebno dolociti njihove zarkovne kote

ﬁ() = aaﬁb/@% 76/6 = w.

Pri tem za vsak ¢ = 1, ..., k velja

B; = min {fl,é(ﬁifl)a f2,5(ﬁi71)} .

Za izbrani t, potrebno Stevilo celic k,, v pasu L,, dolo¢imo tako, da po vrsti

racunamo zarkovne kote ;. Ustavimo se pri tistem ¢ = k — 1, kjer je

min { f1,5(Br-1), f2.6(Br—1)} > w.

Ce so pri izbrani vrednosti ¢t = t, vse celice v pasu L,, maksimalne, pravimo, da
je taksna vrednost parametera t kriticna. Ce ilustriramo, parameter ¢ je kriti¢en
takrat, ko z majhno spremembo parametra v ustrezno smer dosezemo, da se
stevilo celic v katerem od pasov spremeni za 1 oziroma ima stopnic¢asta funkcija

kr,, prity (morda) nezveznost.
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Slika 3.12: Graf funkcije kr, (t) z modro barvo in graf funkcije jr,(t) z rdec¢o barvo

v odvisnosti od t.

Za pas Ls je ocena za Stevilo tock kr, = kr,(t) skocna stopnicasta funkcija s

skoki pri priblizno
0,36 , 0,41 , 0,47 , 0,55, 0,63 ,0,75 , 0,9.

Predstavljena je na Sliki 3.12 z modro barvo. Njen sistem varnostnih intervalov
je dolocen z zaporedjem racionalnih stevil
o 2 7T 6 3 7 17
147 57157 117 57 1037 19~
V nekem pasu z znano levo mejo maksimalne celice njeno desno mejo izracunamo
bodisi z uporabo f; s bodisi z uporabo fs5. Po Trditvi 2.18, obstaja neki j € Z,

za katerega veljata implikaciji
e cejei<j,je B = fis(Bi-1);
e Cejei>j,je B = fos(Bi-1)

Pri nekem ¢ lahko pride do skoka v vrednostih j. To se zgodi samo v primeru, ko
velja:

Bj = f16(Bj-1) = fas(Bj-1)-
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Za m = 1,2,3 ozna¢imo z j = jr, (t) funkcijo, ki meri, kolikokrat moramo
uporabiti f s preden zacnemo uporabljati fs 5 za izracun desne meje v pasu Ly,.
Tudi j1,, je skocna stopnicasta funkcija in njene nezveznosti oznac¢imo za kriticne
vrednosti parametra t. Pri teh vrednostih parametra ¢ ima lahko funkcija kp
skok, ki pa je po velikosti omejen z 1.

Zapas Ly je jr, = jr,(t) skoéna stopnicasta funkcija, predstavljena na Sliki 3.12
z rdeco barvo.

V levem trikotniku stevilo celic v pasovih monotono narasca s t. Zato za m =
1,2, 3 funkcije jr, in kr, monotono narascajo s t. Priblizke za kriticne vrednosti
t lahko izracunamo numericno z bisekcijo. Izra¢un je prilozen v Dodatku A.

Zam = 1,2,3 v desnem trikotniku analogno definiramo pasove L/ in funkcije
ki, ,jr. . Enostavno je videti, da sta parametra ¢ in ¢ = 1 — ¢ kriticna ali

podkriticna hkrati. Kumulativno stevilo celic v pasovih
le L27 L37 Lll) L/27 Lga

predstavlja oceno za stevilo tock osnove v levem in desnem trikotniku pri nekem

t. Vsota
Sk(t) = kp, (t) + kr,(t) + kry(t) + K, () + k;L/Q(t) + ky, (1),

predstavlja oceno za Stevilo tock osnove v levem in desnem trikotniku v odvisnosti
od t. Ce zelimo izracunati vsoto taksnih funkcij, je dovolj zagotoviti, da ima pri
posamezni vrednosti ¢ najvec eden izmed ¢lenov vsote skok. Ce uspemo priblizno

izracunane kriti¢ne in podkriticne vrednosti parametrov
t <ty <...<1,
omejiti z racionalnimi Stevili
do < q1 < ...< (¢,

za katera velja ¢;_1 < t; < ¢;, lahko ekstrem vsote teh stopnicastih funkcij
doloc¢imo tako, da taksno vsoto izracunamo za vse vrednosti ¢;,2 = 0,...,r7. Na
Sliki 3.13 je prikazan priblizen izrac¢un vsote Si(t). Funkcija Si(t) doseze maksi-
mum pri

1

(h:ﬁ
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Slika 3.13: Ocena za stevilo tock osnove v levem in desnem trikotniku v odvisnosti
od t.

in vsota funkcijskih vrednosti Sk(l—ll) = 24. Vsota funkcij je simetri¢na funkcija,

zato je tudi

10

Ocena za zgornjo mejo Stevila tock iz osnove v uniji levega in desnega trikotnika

je posledi¢no enaka najvecji vrednosti funkcije S, oziroma Sk(ﬁ) = 24.

Natan¢no oceno za celoten okvir F' bomo izdelali v naslednjem razdelku s
pomoéjo spodnjega dela okvirja Oabba. Ce bi tako spodnji kot zgornji del okvirja
ocenili z razbitjem na Aabc, Aabd in para levih in desnih trikotnikov, dobimo
naslednjo suboptimalno oceno. V osnovnem trikotniku imamo najve¢ 36 tock
osnove. V uniji levega in desnega trikotnika pa najve¢ 24 tock iz osnove. To

pomeni, da je osnova delne risbe moci najvec

2:-364+2-24+4 =124

Pri tem clen 4 ustreza prispeveku robnih tock a, b, ¢, d.
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3.4 Spodnji stirikotnik

Izberimo ZKS glede na a, b, c. Spodnji stirikotnik Oaabb brez senc S, Sy, Dre-
krijemo z najvec¢ tremi pasovi Bj, By, Bs. Definiramo jih kot zarkovne trapeze

glede na a, b, c:

e 3 7 zarkovnima viSinama 1, %;

e By z zarkovnima viSinama %, g;

e B3 z zarkovnima viSinama g, 2.

Pri tem se smemo omejiti na dva lo¢ena primera. Ce je parameter

o 2

cy 3
potem so vsi pasovi B,,, m = 1,2, 3, neprazni. Zgornjo visino pasu B3 lahko brez
skode postavimo na 2, saj z ve¢jo visino pridelamo kve¢jemu slabso oceno. Ce pa
jeh < %, je pas Bs prazen. Zgornjo visino pasu By pa iz istega razloga postavimo
na 2.

Oglejmo si ilustracijo pri zelo majhni vrednosti parametra ¢ na Sliki 3.14.
Tocke iz obmodij Py in P, imajo zelo majhne zarkovne kote v ZKS glede na
a,b,c. Zato bi za razbitje takega pasu na celice potrebovali veliko Stevilo, ¢etudi
maksimalnih, celic. Problema se lotimo z lo¢eno obravnavo obmocij P, in P,

ki bo sorodna oceni za Stevilo tock v vogalnih obmocjih, ki smo jo izdelali v
Trditvi 3.5.

3.4.1 Polsence

V ZKS glede na a,b, ¢ v spodnjem stirikotniku ¢aabb definiramo stiri obmocja

posebne obravnave, ki jim pravimo polsence! in jih oznacimo s
P17P27P37P4-

Njihova oblika je odvisna od parametra t (polozaja tocke ¢). Ravno tako

je mozno, da je posamezna od polsenc prazna. Polsenci P in Pj lezita v pasu

I Termin smo si sposodili iz astronomije. Kot zanimivost, astronomska polsenca je obmoéje

na Zemlji v katerem vidimo delni Son¢ev mrk, senca pa obmocje popolnega Soncevega mrka.
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Slika 3.14: Tlustracija pri zelo majhni vrednosti parametra t.

z zarkovnima visinama med % in g, polsenci P, in P, pa v pasu z zarkovnima
visinama med g in 2, glej Sliko 3.15.
Polsenca P; je prazna pri vrednosti parametra ¢ € (2,1]. Za ¢t € [0,2] je
polsenca P; definirana kot presek okvirja F' z zarkovnim trapezom
45
ol0,¢, =, = .
|: v 3 3} a,b,c

Pri tem je za t € [, 2] vrednost parametra ¢ = 1. Prit € [0, 7] pa je ¢ skrajni

zarkovni kot, pri katerem za vsako tocko p € P; velja, da njen kazalcek pb seka
p-zarek. Iz Posledice 2.11 sledi, da lahko za ¢ izberemo zarkovni kot Zarka iz c
do zakljucka ey, glej Sliko 3.14.

3 3

Polsenca P, je prazna pri vrednosti parametra t € (5,1]. Za t € [0,5] je



3.4. SPODNJI STIRIKOTNIK 51

Slika 3.15: Ilustracija pri vrednosti t = %

polsenca P, definirana kot presek okvirja F' z zarkovnim trapezom

5!
D|:0,Q0,§,2:| .
a,b,c

sy

Pri tem je za t € [%, %] vrednost parametra ¢ = i. Prit € [0, %] pa je ¢ skrajni
zarkovni kot, pri katerem za vsako tocko p € P, velja, da njen kazalcek pb seka
p-zarek. Iz Posledice 2.11 sledi, da lahko za ¢ izberemo zarkovni kot Zarka iz c
do zakljucka a,, glej Sliko 3.14.

Polsenci P; in P, definiramo analogno kot P, in P, z izbiro parametra 1 — ¢
in kazalcka proti a. Opis polsenc strnemo v Tabeli 3.2.

Opazujmo polsenco P; in izberimo poljubni tocki p,p’ € P;. Privzemimo Se,

da pripadata osnovi, p,p’ € II. Za tocko p njen kazalcek pb seka skrajni zarek
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Tabela 3.2: Strnjen opis polsenc.

kod ¢

polsenca te€ od
Py 0, 1]
P, (8]
P, [0, 7]
P, 3§
Py (5]
Py [3:1]
Py 3. 3]
P, 3,1

€b

Qp

ay

Qp

obmocja P, (premico skozi ¢ in f), kazaléek pe pa seka vzporednico daljici ab na

5

zarkovni visini 2. Podobno velja za p’. To pomeni, da sta kota <tcpb in <tcp’b

4

gnezdena in brez skode za splosnost privzamemo

<cp'b C <cpb.

Oznacimo oglisca polsence P, po vrsti z e, f, g, h, glej Sliko 3.15. Naj bo r

premica, ki gre skozi p in b. Ocenimo kvocient naslednjih dolzin. Dolzine daljice

pb in dolzine pravokotne projekcije daljice p’b na premico 7, ki jo oznaimo s

|proj,. (p'b)

, in ga oznacimo s qp(t):
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bl _ leb] _— ) =
[proj, (8)| ~ min {|projg; (¢8)|, |pross (90) [}
V13 et <i
3~min{ |62547\1ﬁ12(f| ’24|\4/5514Jg-8»-(81t?127tl-t‘2t) } !
V13 cet>1,

743t |22+t(23+81)) )
-min
3-mi { 3v10 ’3\/113+16t(7+4t)}

Izracun za izraz ¢, v odvisnosti od t je dostopen v Dodatku A. Naj bo s
premica, ki gre skozi p in c. Podobno s ¢. ozna¢imo oceno za kvocient dolzine pc

in dolzine pravokotne projekcije daljice p/c na s, ki jo oznacimo s ‘projs (]Tc) ‘:

bl mas {Jec| | e} i
[proi, (7¢)]  min { projge (he)] . projs (7)1}

max{\/%—i—%(l—élt)Q,\/%S—i—t?}

, et <L
. 128+15t(4t—1) 128415¢(4t—1) 4
min s
{ 244/164-9t2 3\/1049+200t(2t71)}
5./ 1\2 /25
max{g 1+(t_1) "\ j+t2} B 1
, cet > ;.
. f16+43t(at—1) 16+3t(4t—1)
min s
\ { 31/16+9t2 3\/17+8t(2t71)}

Tudi izracun za izraz ¢. v odvisnosti od t je dostopen v Dodatku A. Z ¢

oznacimo zakljucek kazalcka pp’ in definiramo kote:
B = <apbp', B = <apbl,

v = <pep’, ¥ = <pcl.

Zaradi gnezdenja velja vsaj ena od neenakosti
B> ali 4 >4

Ocenimo kvocient kotov " in 3 pri predpostavki, da je 8/ > /3

~

g _, W, Lo
5= ) = oo, ] =) (36)
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Prva neenakost sledi zaradi konveksnosti in naras¢anja funkcije tangens na (0, §).

Pri pogoju, da je v/ > 4 pa velja podobna zveza
/
L <4-q.(t). (3.7)
v

Torej velja vsaj ena od ocen (3.6) oziroma (3.7).
Naj bo {po,p1, ..., px} maksimalna druzina tock iz osnove II, ki lezijo v P;.

Pri tem lahko privzamemo gnezdenje:
<Leprb C <epr_1b C ... C <eprb C <epob.
Zai=1,..., k zapiSemo

Bi = <pobp; n y; = <Pocp;.

Podobno kot v Trditvi 3.3 tudi za zaporedji (5;); in (7;):,1 = 1,..., k velja:
4 4
Bi > gﬁz‘—1 in Vi = 37%i-1:

Za tocko p; velja ena od zvez:

<pobpr > <ob(po)p, ali <pocpr > <Woc(Po)p, -

V prvem primeru pridelamo oceno

3 k-1
festal)-n<ia(5) a

ki je izpolnjena za k < T prit < tg ~ 04585 in k < 6 prit >ty Zat > g je
polsenca P; prazna. V drugem primeru pa je

3 k—1
Ve <4-q.(t) -7 <4-q.(t) (Z) Vi,

ki je izpolnjena za k < 6 za vsak t iz intervala na katerem polsenca P; ni prazna.
Slabso oceno dobimo v prvem od obeh primerov in strnemo v naslednjo trditev,

pri tem pa upostevamo tudi tocko py.

Trditev 3.11. V polsenci P; imamo najvec 8 tock iz osnove pri t <ty ~ 0,4585

n najvec 7 prit > ty. Sitmbolicno

8, cet<tya0,4585,

NP <
7, et > to.
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Slika 3.16: Ocena za Stevilo tock osnove v polsencah v odvisnosti od t.

Dobimo kriticen ¢, ki je tocna vrednost, pri kateri ocena pade z 8 na 7 tock
osnove, ki ga omejimo med dve racionalni Stevili. Analogno oceno izdelamo tudi
za obmocje Py, polsenci P3, P, pa uzenemo z uporabo simetrije. Rezultate lahko
strnemo v graf, ki prikazuje oceno za stevilo tock osnove v polsencah v odvisnosti

od parametra .

3.4.2 Spodnji pasovi

Okvir znova transformirajmo tako, da osnovni trikotnik Aabc postane enako-
stranicen, in vpeljimo ZKS glede na a, ¢, b. Predpostavimo, da je h > % Spodnji
stirikotnik Caabb brez senc Sz, S, in brez polsenc Py, P, Ps, Py prekrijemo s
spodnjimi pasovi By, By, Bs, glej Sliko 3.17. Definiramo jih kot zarkovne trapeze

glede na a, b, c:

3

Parametra o in w v pasovih B; in B sta odvisna od tega, na katerem podintervalu

5)
B3: D|:Oz3,CU3,—,2:| .
a,c,b

lezi t in od tega, kdaj so polsence P;,i = 1,...,4 prazne oziroma neprazne.
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Slika 3.17: Spodnji pasovi pri t = 0.4.
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Tabela 3.3: Leve in desne meje spodnjih pasov Bs, Bs.

pas t€ odkoda odkodw « w

By (0] e bp o HE
By (1.3 @ bb :
By (5.5 @ ba i i
Bs (07%] Qp b_b % %
By (1.3 @ bb :
By (%3] @ bb 55

Prvi spodnji pas B; lezi med sencama Sz, S;,. Po transformaciji, ki doseze
enakostranicnost trikotnika Aabc, sta oblika in velikost pasu Bj neodvisni od t.

Zato lahko, z uporabo Trditve 3.8, izpeljemo oceno
|ByNII| < 7.

Pri preostalih dveh pasovih pa bosta leva in desna meja odvisni od ¢. Po

simetriji lahko spodnje pasove obravnavamo le za ¢ € [0,3]. Za ¢, pri katerem
je polsenca P; neprazna, bo leva meja pasu By desni krak polsence P;, dolocen
z zakljuckom e, ali z zakljuckom a;. Pri drugih ¢ pa bosta meji doloceni s stra-
nicama aa, bb okvirja F. Podobno velja za spodnji pas Bs. Opis levih in desnih
mej pasov By, Bg strnemo v Tabeli 3.3. V Tabeli smo nasteli, od kod dobimo «
in w in kako sta odvisni od parametra ¢t = c,,.

Naj bosta ks in k3 oceni za zgornjo mejo Stevila tock iz osnove, ki se nahajajo
v posameznem spodnjem pasu B, in Bs. Za pasova Bs, Bz lahko pri fiksnem ¢

izracunamo
kB2 (t>a jBQ (t)a kB3 (t)7 jBa (t)’
ki pa v sploSnem niso ve¢ monotone funkcije. Zato moramo kriticne vrednosti

parametra t poiskati analiticno. Za pas Bs smo na Sliki 3.18 narisali priblizno
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Slika 3.18: Graf funkcije kp,(t) z modro barvo in graf funkcije jp,(t) z rdeco

barvo v odvisnosti od t.

obnaganje funkcije kp,(t) z modro in jpg,(t) z rdeco. Do vecjega skoka za 4 navzgor
pride zaradi drugacne definicije polsenc pri prehodu ¢ez t = %.
Za posamezni pas B,,, za m = 2,3, najprej poiscimo kriti¢ne ¢, pri katerih

pride do skokov v vrednosti jg,, (t). Po Trditvi 2.18 velja

36
ﬂi_1+65’

1436 "5 36
36 O 1468

(0) = 36 30\
=T \1+35

in vrednost parametra ¢ lahko izracunamo kot inverzno vrednost linearne funkcije

t=a ( (30)™ > . (3.8)
(1+66) (1 +30)

V pasu B,,, m = 2, 3 sosednji kriti¢ni vrednosti parametra ¢, ki ju izracunamo

leve meje

z (3.8), ozna¢imo s ty in ¢;. Na podintervalu

t e (to,t1)
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je jp, konstanten. Visina pasu ¢ je za posamezen pas konstantna, zato lahko
izracunamo tudi vse kriticne ¢, kjer se spreminja vrednost kg, (¢). Na vsakem
podintervalu med sosednjima izracunanima t preverimo, ali pride do spremembe
v §tevilu celic k = kp,, (t). Tako kot v dokazu Trditve 3.8 lahko za neki fiksni
t € (to,t1) izracunamo meje celic f;,7 = 1, ..., k in dolo¢imo vrednost kg, (t). Na
podintervalu (tg,t;) do kriticnega t pride v dveh primerih. V prvem primeru, ko
se zmanjsa Stevilo celic v pasu. Takrat S;_1(t) doseze w(t) in vrednost kg, (1) se

zmanjsa za 1. Zato da poiS¢emo kriti¢ni ¢, moramo resiti enacbo
Br—1(t) = w(t).

V drugem primeru pa, ko se poveca Stevilo celic v pasu. Takrat w(t) preseze S (t)
in vrednost kg, (t) se poveca za 1. Zato da poiséemo kritiéni ¢, moramo resiti

enacbho
w(t) = Br(t).

Natané¢neje sta v drugem primeru dve moznosti. Ce velja
k—1> .]Bm<t> za t e (to,tl),

potem [(t) izra¢unamo z uporabo f s, sicer pa z uporabo fos. Funkciji leve
in desne meje a(t),w(t) sta linearni. Tudi funkciji fi5, fos iz predpisa za f; sta
linearni. Zato je (; linearna, ker je kompozitum ¢ linearnih funkcij. Kritiéni
t poiscemo tako, da poiS¢emo presecis¢e dveh linearnih funkcij na opazovanem

podintervalu. Ce preseciséa na podintervalu ni, potem tam kriticnega ¢ ni.
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Poglavje 4
Zakljucek

V Dodatku A je prilozen izracun, s katerim pridemo do vseh kriti¢nih vrednosti
parametra t. To so tiste vrednosti ¢, kjer ima katera od stopnicastih funkcij, ki
ocenjuje Stevilo celic v pasovih oziroma ocenjuje Stevilo tock osnove v polsencah,

skok. Priblizki kriticnih vrednosti parametra t,.,r =1, ...,43 so:
0,049, 0,075, 0,1, 0,11, 0,19, 0,24, 0,25, 0,25, 0,28, 0,29, 0,29,
0,33, 0,35, 0,36, 0,37, 0,38, 0,40, 0,43, 0,45, 0,46, 0,47, 0,50,
0,53, 0,54, 0,55, 0,57, 0,60, 0,63, 0,63, 0,64, 0,65, 0,67, 0,71,
0,71, 0,72, 0,75, 0,75, 0,76, 0,81, 0,89, 0,90, 0,93, 0,95.

Ce zelimo izrac¢unati vsoto vseh taksnih funkcij, je dovolj zagotoviti, da ima pri
posamezni vrednosti ¢ najvec¢ eden izmed ¢lenov vsote skok. Priblizno izra¢unane

kriticne vrednosti parametra ¢ omejimo z racionalnimi stevili ¢,.,r = 0, ..., 43:

1 1 1 2 1 1 5 2 3 2 5
407 167 117 197 6’ 57 217 103’ 117 77 17’
3 6 5 4 T 23 4 5 6 7
107 177 147 117 197 57 7797 117 137 15
8§ 7 6 5 4 3 12 7 9 11 7
157 137 11 9° 77 5 19" 117 14’ 177 10’

12 5 8 7 16 4 5 17 9 13 20
177 77 117 103" 217 5 6’ 19" 107 14" 21’
pri cemer za vsak priblizek kriticne vrednosti parametra t; velja ocena

Qi1 <1t; <q.
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101 I
100
99
98

97

Slika 4.1: Graf funkcije ocene stevila tock osnove pri h >

wWIro

Vsoti stopnicastih funkcij, ki ocenjuje Stevilo celic v pasovih oziroma ocenjuje
stevilo tock osnove v polsencah, smo pristeli oceno za Stevilo tock v osnovnem
trikotniku, ko je h > %, glej Sliko 4.1. Ekstrem te funkcije dolo¢imo tako, da
taksno vsoto izracunamo za vse vrednosti ¢,.,r = 1,...,44. Dobimo vrednost 101
in nag glavni rezultat, ki ga povzame Izrek 3.1. Ce pa je h < %, dobimo oceno
91. Funkcija, ki jo dobimo v tem primeru, je na Sliki 4.4.

Na Sliki 4.2 smo narisali delitev okvirja pri eni od kriticnih vrednosti ¢ =

4 in h > 2, kjer dobimo oceno 101. Na Sliki 4.3a smo narisali isto delitev
okvirja brez uporabe transformacije pri isti vrednosti t. Na Sliki 4.3b smo oznagcili
vsako obmocje delitve z najvecjim Stevilom tock, ki ga lahko vsebuje posamezno

obmodje.

S sorodnimi metodami in natan¢nejso analizo ocen v vogalnem obmocju bi
znali naso zgornjo mejo spustiti Se za 1,2, morda 3. Zdi se tudi, da bi vsaka
dodatna izboljsava potrebovala ve¢ dodatnih strani besedila v primerjavi s pri-
delanim padcem ocene. Ocena 101 je psiholoska meja. Ker kaze, da z vsako
izboljsavo ne pridelamo dovolj velikih padcev ocene, smo z razvitimi orodji prisli
skoraj do konca. Torej za kaj ve¢ potrebujemo nove metode. Verjamemo, da je
prava Stevilka za velikost polnega grafa, ki dopusca delno risbo, precej blize 16
kot 101.
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1

Slika 4.2: Transformirana delitev okvirja prit = {7 in h >

wnN

Razvijali smo tudi idejo, da bi vse pasove narezali v fine, gostejSe mreze.
Tako dobimo primere problemov, ki jim recemo problemi maksimalne neodvisne
mnoZice. Moralo bi delovati, vendar imamo nekaj zadrzkov. Meje celic so izbrane
na tesen nacin v vsakem od pasov. Ko postavimo preko tega gostejSo mrezo,
izgubimo na tesnosti in morda se meja Se poveca. Nimamo lepega, enostavnega
in ucinkovitega razloga, ki bi potiskal tocke narazen, namesto da jim je omogocen
premik. Na primer tocke v desnem trikotniku se lahko zgostijo proti tocki a. Za
fiksno vrednost parametra t bi lahko povezali med seboj nezasedene celice. Tezko

pa si predstavljamo enoten pristop, ki bi deloval za vse mozne t.
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(a) Celice. (b) Ocene.

Slika 4.3: Delitev okvirja pri t = ﬁ in h >
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Slika 4.4: Graf funkcije ocene stevila tock osnove pri h < %



Dodatek A

Izvorna koda

Sledijo pomembnejsi moduli v jeziku Mathematica v katerih smo sprogramirali

izracun kriticnih vrednosti parametra t. Na koncu je primer uporabe modulov.

A.1 Pomembnejsi moduli

cellsFromLeft :: usage="cellsFromLeft [10_ ,r0_,h0_,q0_]
computes the minimum number of cells in a layer,
such that the last one is suboptimal.”;
cellsFromLeft [10_ ,r0-,h0_,q0_]:=Module|
{1f ,1=10 ,r=r0 ,h=h0,q=q0, f1, {2, alist},
f1[x_]:=qxx; f2[x_]:=h-(h-x)/q;
alist={1}; (xthere will always be at least one cellx)
While [(1=f1[1])<h/2,AppendTo|alist ,1]];
1f=Last[alist ]; (xboundary just before the middlex)
I=Min[f1[1f],f2[1f]]; (xboundary just after the middlex)
If[l<r0,AppendTo[alist ,1]];
(xotherwise it will only be a single cellx)
While [(1=f2[1])<r0,AppendTo[alist ,1]];
Length[alist ]]

findSubcritTs :: usage="findSubecritTs [t00_,t01_, fj_, 10-,h0_,q0_]
returns a list of subcritical t’s, that is where the definition
of L(t) is changing”;
findSubcritTs [t00_,t01_, fj_, 10_,h0_,q0_]:=Module]

{h = h0, q = q0,numOfSubecritTs ,max, min, t0=t00 ,t1=t01, 10Inv},
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max={j [t0]; min=£fj [t1];
numOfSubcritTs=max-min ;
If [numOfSubcritTs >0,
Sort [ Union [
10Inv [y_-]:=InverseFunction [10][y];
Map[10Inv [h/(q" (max-#)*(q+1))]&,Range [0,
numOfSuberitTs-1]],
{10, t1}]],
{t0,¢1}]]

findCritTsFromFunctions :: usage=
7findCritTsFromFunctions [subIntBLX_, h0_] process the layers
on the observed subinterval between a pair of adjacent critical

t’s sct0 and sctl where fj has jump discontinuities. There we

know that fj is constant fj(t) = fj((sctO+sctl)/2) =: f0, for
every t on the subinterval (sctO, sctl). We can also compute
fk [sct0] =: kO. Thus, we have L_{k-1} uniquely defined.

We are interested in whether there is a critical t on the
observed subinterval where fk has jump discontinuities.
The rest of the story is kept in the comments.”;
findCritTsFromFunctions [subIntBLX_, hO0_]:=Module]
{subIntBL = subIntBLX, h = h0, q, {1, f2, 1kMinOne,
fk, fj, t0O, t1, p,max, min,numOfSubcritTs,subcritTs ,
LOInv, i,j, 10, r0, kO, jO,sctO,sctl,critTsList ,t,ct},
critTsList={};
h = ho;
q = (14+3(h+1/3))/(3(h+1/3));
f1[x_]:=qxx; f2[x_]:=h-(h-x)/q;
lIkMinOne[t_,k0_, jO_]:= Nest[f2,Nest[fl1,10[t],j0+1], k0-j0-2];
For[i=1,i<=Length [subIntBL], i++,
p=Part [subIntBL ,i];
t0=Part [p,1]; t1=Part[p,2];
10[t-]:=Part[p,3][t,h];
rO[t_]:=Part[p,4][t,h];
fk[t_]:=cellsFromLeft [10[t],r0[t],h,q];
fj[t-]:=Floor [Log[h/(10[t]*(q+1))]/Log[al];
subceritTs = findSubcritTs[t0,t1, fj, 10,h,q];
For[j=1,j<Length[subcritTs], j++,
(xCritical t exists and fk(t) decreases for one,
if L_{k-1} reaches R_{0} or critical t exists and fk(t)
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increases for one, if R_{0} surpasses L_ {k}.
In the second case there are two possibilities ,
if k-1 > jO we are using second definition for L_{k}
and have to check if R_{0} > f_{2}(L_{k-1}),
otherwise we have to check if
R_{0} > f_{1}(L_{k-1}).x)
sctO=Part [subcritTs,j];
sct1=Part [subcritTs ,j+1];
kO=fk [sctO ];
jo=fj [(sctO+sctl)/2];
(«xL_{0}, f_{1}, f_{2} and R_{0} are linear functions.
L_{k} is the composition of k linear functions, so it
is also a linear function for every fixed k. For all
the described cases we have to find the intersection
of two lines. First we check whether the two lines are
parallel. If not, we can check for intersection. Finaly
we check if this happens on the observed subinterval.x)
If [(D[1kMinOne [t ,k0,j0] ,t]/.t->t0)
I=D[r0[t],t]/.t>t0),

ct=Solve [lkMinOne [t ,k0,jO0]==r0[t],t];

ct =t /. ct[[1]];

If[sctO<cté&et<sctl ,AppendTo[critTsList ,ct]]

] (*Derivative [IkM] > 07x)
If[k0-1>j0,

[f [(D[£2 [1kMinOne [t ,k0,j0]],t]/.t->t0)l=
(D[r0[t],t]/.-t=>t0),
ct=Solve [f2 [1kMinOne [t ,k0,j0 ]]
=r0[t],6];
ct =t /. et [[1]];
[f[sctO<ct&&ct<sctl
AppendTo[critTsList ,ct]]],

TE[(D[f1 [1kMinOne [t ,k0,j0]],t]/.t->t0)

'=O[r0[t],t]/.t>t0),
ct=Solve [f1 [IkMinOne[t ,k0,j0]]
=r0[t],t];
ct =t /. ct[[1]];
[f[sctO<ct&&ct<sctl
AppendTo[critTsList , ct]]



68 DODATEK A. IZVORNA KODA

I;

(#If on the observed subinterval L_{k-1} does not intersect R_{0}

and also R_{0} does not intersect L_{k}, that means, there are no
critical t’s on the observed subinterval.x);

I;
critTsList ]

findCritTsBottomLayers []:=Module [
{bndStubL , bndStubR , bndFrameL , bndFrameR ,
bndRayL ,bndRayR , subIntBL2 , subIntBL3 ,t ,h},
bndStubL[t_,h_] := (h(14+(-24+3 h) t))/(24+3 h);
bndStubR[t-,h_] := h - bndStubL[1l - t,h];
bndFrameL [t_,h_] := (h-1)xt;
bndFrameR[t_ ,h_] := h - bndFrameL[1-t,h];
bndRayL[t_-,h_]:= h/4;
bndRayR[t-, h_] := (3xh)/4;
subIntBL2 := {
{0, 1/4, bndStubL, bndFrameR},
{1/4, 3/8, bndRayL, bndFrameR},
{3/8, 1/2, bndRayL, bndRayR}};
subIntBL3 := {
{0, 1/4, bndStubL, bndFrameR},
{1/4, 3/8, bndRayL, bndFrameR},
{3/8, 1/2, bndFrameL, bndFrameR}};
{findCritTsFromFunctions [subIntBL2, 4/3],
findCritTsFromFunctions [subIntBL3, 5/3]}]

findSftIntFromFunctions :: usage=
"findSftIntFromFunctions [subIntTLX_, hO_,eps0_] estimate optimal
critical t’s”;
findSftIntFromFunctions [subIntTLX_, hO_,eps0_]:=Module|
{subIntTL = subIntTLX, h = h0,t0, t1,10,
r0,p,fq,fk,sftIntList ,i,eps=eps0},
sftIntList ={};
For[i=1,i<=Length [subIntTL], i++,
p=Part [subIntTL ,i];
t0=Part [p,1]; t1=Part[p,2];
10[t-]:=Part[p,3][t];
rO[t_]:=Part[p,4][t];
fa[t-] := Part[p,5][t];
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fk[t_]:=cellsFromLeft [10[t],r0[t] ,h, fq[t]];
AppendTo[sftIntList ,findSftIntBisection [t0,t1,fk ,eps]];];
sftIntList ]

findSftIntBisection [t00_, t01_, fk_, epsO0_]:= Module]
{t0 = t00, t1 = t01, min, max,
numOfCTs,i,a,b,c, eps = epsO,sftSubintList },
sftSubintList = {};
min=fk [t0 ];
max=fk [t1 ];
numOfCTs=max-min ;
For[i=1,i<=numOfCTs, i++,
a=t0;b=t1;
c=(a+b)/2;
While [b-a>eps ,
If[fk[c]-(max-i)<=0,a=c,b=c|;
c=(atb)/2]; (xend whilex)
AppendTo[sftSubintList ,{a,b}]]; (xend for ix)
Sort [sftSubintList ||

findSftIntTopLayers[]:=Module [
{eps ,bndRayL1l,bndRayR1, fql ,bndFramel2 ,bndFrameR2, fq2i , fq2ii ,
bndFramelL3 , bndFrameR3, fq3 , subIntTL1 , subIntTL2 , subIntTL3 },
eps = 107-10;
(+TL1x)
bndRayL1[t_]:= 1/4;
bndRayR1[t_]:= 3/4;

fql[t-] = 4/3-t/4;

(+TL2x)

bndFramel2[t_] = 1/(3 t);
bndFrameR2[t_]:= 1;

fq2i[t-] := 141/(34+3 t);(xfirst partx)
fq2ii[t-] := 6/5; (xsecond partsx)
(*TL3x)

bndFrameL3[t_] = 2/(3 t);
bndFrameR3[t-] = 1;

fq3[t-] = 1+1/(3+3 t);

(+{t0, t1, 10, 10, fq}«)
subIntTL1 := {
{0, 1/3, bndRayL1l,bndRayR1, fql}};
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subIntTL2:= {

{1/3, 2/3,bndFramelL2, bndFrameR2, fq2i},

{2/3, 1, bndFrameL2,bndFrameR2, fq2ii }};

subIntTL3 := {

{2/3, 1, bndFrameL3, bndFrameR3, fq3}};
{findSftIntFromFunctions [subIntTL1,1 eps],
findSftIntFromFunctions [subIntTL2, 4/3,eps],
findSftIntFromFunctions [subIntTL3, 5/3,eps]}]

disjointIntervalsQ [intervalsO_]:= Module]
{intervals = intervals0 ,numOfIntervals, aibi ,order, result},
numOfIntervals = Length[intervals];
intervals=Flatten [intervals];
aibi = Table[{i,i}, {i, 1, numOfIntervals}];
aibi = Flatten [aibi];
order = Ordering[intervals]; (xtells to which place each

has to gox)

one

result = aibi[[order]]; (xwe place indexes in this orderx)
result = makePairs[result]; (xback to intervalssx)

Total [Map|[ If [Part[#,1] = Part[#,2], 1, 0]&, result]]

= numOflntervals

(xif they are the same number in each pairx)
&& Length[DeleteDuplicates[intervals]]

=— Length[intervals] (xintervals must not touchx)

makePairs [ checklist0_]:=
Module[{ checklist = checklist0 ,checklist2 , ai, bi},
checklist2 = {};
For[i = 1, i < Length[checklist], i =i + 2,
ai = Part[checklist , 1i];
bi = Part[checklist , i+4+1];
AppendTo[checklist2 ,{ai,bi}]
I
checklist2]

inflateTs [tsList_ ,eps_]:=Module]
{inflatedTsList ,ais , bis},
ais =tsList+eps; (xwe blow up exact critical t’sx)

bis=tsList-eps; (xfor eps:x)
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Inner [List , ais, bis, List]]

disjointSafetyIntervalsQ []:=Module]

{sftIntBL , sftIntBLSim , sftIntTL ,

sftInt TLSim , sftIntBH , sftIntBHSim , sftInt All },
sftIntBL=inflateTs [Flatten [findCritTsBottomLayers[]], 107-10];
sftIntBLSim = 1-sftIntBL;
sftIntTL = Flatten [findSftIntTopLayers|[],2];
sftIntTLSim = 1-sftIntTL;
sftIntBH = findSftIntBlakHoles [];
sftIntBHSim = 1-sftIntBH;
sftIntAll = Union [sftIntBL , sftIntBLSim ,
sftIntTL , sftIntTLSim , sftIntBH |, sftInt BHSim | ;
disjointIntervalsQ [sftIntAll]]

findPartsOfGlobalFunction []:=
Module |
{fklist , tflist ,i,tlist ,flist },
fklist ={};
For[i=1,i<Length[tflist],i=i+2,
tlist =Part[tflist ,i];
flist =Part[tflist ,i+1];
AppendTo|[ fklist , Piecewise |
Table [{ Part [ flist ,i],
Part [tlist ,i]<= t<= Part[tlist ,i+1]},{i,1,Length[flist]}],0]];
I
fklist ]

midRationals [sftIntAll_] := Module|
{midRats, allbis , allais ,i},
midRats = {};
allbis Map [Max, sftInt All |;
allbis = Part[allbis ,1;;Length[allbis]-1];
allais = Map[Min, sftIntAll];
allais = Part[allais ,2;;Length[allais]];
Table [ Rationalize [N[Mean[{ allbis [[i]], allais[[1]]}]],
(allais [[i]]- allbis[[1]])/2],{i, 1,Length[allais]}]];

findRationalsForEvaluation []:=Module ]|
{subCritTs, sftIntSubCrit ,sftIntBL , sftIntBLSim ,
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sftIntTL ,sftIntTLSim ,sftIntBH , sftIntBHSim ,

sftIntAll ,allbis ,fk, fklist ,fkGlobal ,midRats},
subCritTs = Union[{0, 1/4, 3/8, 1/2},1-{0, 1/4, 3/8, 1/2},
{0,1/3,2/3,1},
{0,3/8,5/8},1-{0,3/8,5/8}];
sftIntSubCrit = inflateTs [subCritTs, 10°-10];
sftIntBL=inflateTs [Flatten [findCritTsBottomLayers []], 10°-10];
(*with Map[Mean, sftIntBL] we get exact ct’s backx)
sftIntBLSim = 1-sftIntBL;
sftIntTL = Flatten [findSftIntTopLayers|[], 2];
sftIntTLSim = 1-sftIntTL;
sftIntBH = findSftIntBlakHoles [];
sftIntBHSim = 1-sftIntBH;
sftIntAll = Sort [Union[sftIntSubCrit ,sftIntBL ,
sftIntBLSim , sftInt TL , sftInt TLSim ,sftIntBH , sftIntBHSim | | ;
midRats = midRationals[sftIntAll]]

Sledi primer uporabe modulov. Na vseh sistemih varnostnih intervalov sestejemo
funkcijske vrednosti vseh funkcij, pristejemo konstante in izracunamo maksimum.

Rezultat je ocena za zgornjo mejo Stevila tock osnove delne risbe polnega grafa.

fklist = findPartsOfGlobalFunction [];

(*x(B2+ B3+ L1+L2+L3+P1+P2)[t]x)
fk[t_]=fklist [[1]]+ fklist [[2]]+ fklist [[3]]+
fklist [[4]]+ fklist [[5]]4+ fklist [[6]]+ fklist [[7]];
fkGlobal [t_]:=fk [t]+fk[1 - t]+39+T;

rats = findRationalsForEvaluation []
Max[Map[fkGlobal ,rats]]
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