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POVZETEK

V disertaciji analiziramo uporabnost dveh vrst lokalnih vzorcev v omrezjih — t.i. (ozna-
enih) pogostih vzorcev ter grafkov — za raziskovanje ¢asovnega razvoja omrezja ter
napovedovanje nadaljnjega razvoja oziroma odkrivanje manjkajocih delov.

Analiza kompleksno strukturiranih podatkov, kot so omreZja, zaradi razvoja strojne
opreme v zadnjih dveh desetletjih, zaradi enostavnejSega zajema podatkov ter zaradi
konkretnih potreb industrije vzbuja vedno ve¢ pozornosti raziskovalcev. Spletne druz-
bene storitve, na primer, so na eni strani zelo bogat vir podatkov v obliki omrezij, po
drugi strani pa zelo hvalezen odjemalec dobrih hipotez o nadaljnjem razvoju omreZja.
Podatke o druzbenih mrezah s pridom uporabljajo tudi raziskovalci s podro¢ja druz-
boslovnih znanosti, prav tako analiza omrezij veliko prispeva k razvoju znanosti na
podrogju biologije.

Nase delo je bilo motivirano s konkretno aplikativno potrebo po odkrivanju manj-
kajotih elementov v majhnih ozna¢enih omrezjih. V literaturi tak problem $e ni bil
obravnavan, zato smo morali najprej postaviti teoreti¢ne temelje in izpostaviti razlike
napram drugim do zdaj obravnavanim problemom. Zaradi klju¢nih razlik smo pre-
dlagali tudi druga¢no metodologijo merjenja napovedne uspesnosti, ki testna omrezja
gradi z odstranjevanjem po ene povezave iz dane mnozice omrezij. Definirali smo $e
metriko uspesnosti na podlagi ranga pravilne napovedi. Utemeljitev problema in po-
stavitev metodologije merjenja uspesnosti Stejemo za pomembna prispevka tega dela k
Znanosti.

Resevanja problema smo se lotili z zasnovo druzine metod, ki kot model domene
uporabljajo oznaene pogoste vzorce. Napovedi, tj. hipoteze glede morebitnih manj-
kajocih elementov v omreZju, izdelujejo in vrednotijo z delnim vpenjanjem pogostih
vzorcev v domnevno nepopolno omreZje. Na realnih in sinteti¢nih mnozicah izmerjena

uspesnost kaze na koristnost ne le zasnovane druzine metod, temve¢ posebne obrav-
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nave tako definiranega problema nasploh. Uveljavljene metode, ki resujejo splosne;j-
$e probleme, so namre¢ pri odkrivanju manjkajo¢ih elementov v majhnih oznacenih
omrezjih dosegle bistveno nizjo uspesnost.

Metoda ni namenjena analizi ve¢jih omrezij. Ze pri zmerno velikih omrezjih jo za¢ne
dusiti ¢asovna potratnost, poskusi pa kazejo, da za¢ne padati tudi njena napovedna
to¢nost. To je pri¢akovano, saj metoda ni bila zasnovana za ve¢ja omreZja; za te so bolj
primerne v obstoje¢i literaturi opisane metode.

Posvetili smo se $e eni vrsti lokalnih vzorcev, ki so se najprej uveljavili na podro-
¢ju bioinformatike, a so v splo§nem primerni za analizo lokalnih podstruktur v velikih
neusmerjenih neoznacenih omrezjih: gratkom. Problem opazovanja razvoja grafkov v
rasto¢em omrezju skozi ¢as smo najprej osvetlili s teoreti¢nega vidika. Pokazali smo,
kako se strukture lahko razvijajo iz ene v drugo ter pripravili matemati¢na in algorit-
mi¢na orodja za empiri¢no obravnavo ve¢ realnih in sinteti¢nih omrezij. Pokazali smo,
da dolo¢ene znacilnosti v razvoju veljajo splosno za vsa analizirana omreZja, v drugih
pa se ta locijo med seboj.

Zasnovali smo tudi druzino metod za napovedovanje nadaljnjega ¢asovnega razvo-
ja omrezja na podlagi analize dotedanjega razvoja grafkov. Ocena napovedne uspe-
$nosti ne daje rezultatov, na podlagi katerih bi lahko zasnovane algoritme priporo¢ili
za prakti¢no uporabo. Na vsch analiziranih omrezjih je obstoje¢a metoda naklju¢nih
sprehodov s ponovnimi zacetki dosegla vi$jo napovedno uspesnost. Tudi pri zlaganju
napovedi napovedi razvite druzine metod ne prinesejo dodane vrednosti. So pa rezul-
tati poskusov namignili, da bi bilo mogoéde napovedno uspesnost metode naklju¢nih
sprehodov izboljsati z zlaganjem njenih napovedi pri uporabi razli¢nih vrednosti para-

metrov.

Kljuéne besede: analiza omrezij, nadzorovano uéenje, pogosti vzorci, grafki
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ABSTRACT

In this work, we attempt to determine applicability of two kinds of local network
patterns, i.e. labelled frequent patterns and graphlets, to the problems of network evo-
lution analysis and prediction of either further temporal development of the network
or its missing elements.

Networks and other data with complex structure are attracting ever more attention
in the research community. This is partly due to large network analysis finally being
feasible with the hardware, developed in the last two decades. Beside that, methods
to collect large amounts of network-structured data have also emerged, with industry-
fueled need for its analysis following closely. For instance, World Wide Web-based
social networking services offer unprecedented insight into social strucutures, and on
the other hand provide strong incentive for development of methods that analyse net-
works and predict their future evolution. The data gathered by those services are a rich
source for social sciences researchers, and network analysis also provides useful tools
for scientists in the field of biology.

Our work was motivated by our own need of a method to generate sensible hypothe-
ses about missing elements in small labeled networks. No research of such a problem
has been done before in the published literature. Therefore, we began by establish-
ing theoretical foundations of the problem by formally defining it and pointing out
similarities and differences with regard to other similar problems. Key differences re-
quired us to propose a new prediction quality evaluation methodology that constructs
test networks by removing an edge from some network in a given set in every possible
way. We defined an evaluation metrics based on the rank of correct prediction as well.
The justification of the problem definition and the set up of the prediction quality
evaluation methodology are important scientific contributions of this work.

We propose a family of methods to solve the defined problem that use frequent pat-

iii
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terns to model the domain. Hypotheses about missing elements in the network are
constructed and scored by looking for partial embeddings of frequent patterns in what
is considered to be an incomplete network. Results of evaluation on real and synthetic
data sets indicate not only the usefulness of the proposed family of methods, but also
the need to consider this type of problem separately from previously researched net-
work analysis and completion problems. Methods, proposed in the available literature,
that solve the latter, performed far worse in our small network completion problem.

The proposed method is not suitable for large network analysis. Its time complexity
begins to hinder its usefulness in slightly larger networks. Experiments show that its
prediction quality declines with network size as well. That is an expected outcome as
the method was not designed to handle large networks.

While working with local network patterns, another type of them caught our atten-
tion: graphlets. Those have been first considered in the field of bioinformatics, but
their use has since spread to other domains. We considered the process of graphlet
evolution in growing networks from a theoretical viewpoint first. We showed how
structures can transform into one another and defined mathematical and algorithmic
tools for an empirical analysis of multiple real and synthetic networks. We showed
how some evolution properties are shared among all analysed networks and others are
domain-specific.

Also proposed in this doctoral dissertation is a method for prediction of further
temporal evolution of the network, based on analysis of graphlet evolution. Evalu-
ation results do not indicate its usefulness for practical applications. On all analysed
networks, the well-known method named Random Walk with Restarts (RWR) achieved
better prediction. The predictions generated by our method also did not aid with pre-
diction stacking. The evaluation results did, however, surprisingly show that stacking
the RWR predictions, obtained using different parameter values, can increase predic-

tion quality.

Key words: network analysis, supervised learning, frequent patterns, graphlets
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1 Uvod M. Polajnar

Z grafi — diskretnimi matemati¢nimi strukturami, ki jih sestavljajo vozliséa in poveza-
ve med njimi — je mo¢ opisati mnoge kompleksne naravne, tehni¢ne in druzboslov-
ne pojave. Osebe, naprave, fizikalne delce, spojine, proteine, kraje in druge entitete
popiSemo z mnozico vozli§¢. Povezave med njimi predstavljajo odnose, na katere se
pri zadani nalogi osredoto¢amo: prijateljstva, sodelovanja, podobnosti, kemijske vezi,
cestne ali telekomunikacijske povezave, odvisnosti in drugo. Na ta nadin zajamemo
odnose, ki jih tezko pregledno opisemo v obliki vektorjev, kar je najpogostejsa oblika
zapisa podatkov, ki jih Zelimo analizirati [1].

Od prve objave na podrodju teorije grafov v prvi polovici 18. stoletja, v kateri je
Euler refeval problem obhoda, ki danes nosi njegovo ime, preko prve omembe pojma
graf v tem pomenu leta 1878 pa vse do danes so bili grafi delezni obSirne teoreti¢ne
obravnave. Tako poznamo razli¢ne vrste in lastnosti grafov, kar ustreza razli¢nim vr-
stam in lastnostim odnosov med entitetami. Graf oziroma njegove povezave so lahko
usmerjeni ali neusmerjeni. Graf imenujemo drevo, ¢e opisuje strogo hierarhi¢en od-
nos. Graf je dvodelen, ¢e popisuje odnose med dvema mnozicama razli¢nih entitet,
ki se nikoli ne povezujejo znotraj iste mnozice. Graf je lahko povezan ali nepovezan.
Ce je usmerjen, lo¢imo e ibko in krepko povezanost. Graf je ravninski, ¢e ga lah-
ko nariSemo v dvodimenzionalno ravnino brez krizanja povezav. Graf je poln, ¢e ima
vse mozne povezave. V teoriji grafov so povezave lahko tudi utezene, kar pomeni, da
je vsaki dodeljeno realno Stevilo. Podobno so vozlis¢a lahko pobarvana, torej obstaja
(obi¢ajno neinjektivna) preslikava iz mnozice vozlis¢ v diskretno mnozico barv.

Te in Stevilne druge lastnosti nam omogocajo analizo velikih matemati¢no defini-
ranih grafov. Pri prakei¢ni uporabi metod za odkrivanje zakonitosti v podatkih iS¢emo
resnico v naravnih odnosih, ki niso strogo matemati¢no urejeni. Kljub temu je teore-
ti¢no ozadje nepogresljivo pri zasnovi algoritmov in njihovi analizi.

Pri popisu odnosov, ki se pojavljajo v naravi in druzbi, si po potrebi dovolimo $e ve¢
svobode. Tako vozli$¢em kot povezavam lahko dodelimo diskretne ali zvezne vrednosti,
lahko pa tudi po ve¢ atributov. (Diskretnim vrednostim v tem kontekstu ne re¢emo
barve, temvec oznake, angl. labels.) V literaturi se za grafe z dodatnimi informacijami
na gradnikih — ali pa zgolj grafe, katerih topologija ni strogo matemati¢no urejena —
uporablja izraz omregje.

Analiza podatkov v obliki omrezij ima korenine v zadetku prej$njega stoletja v soci-
ologiji [2, 3]. Popisovanje in analiza sta seveda potekala ro¢no, zato je $lo za manjsa

omreZja. RacunalniSka analiza omreZij se je zaradi omejene pomnilniske zmogljivosti



pojavila nekoliko kasneje kot klasi¢no odkrivanje zakonitosti v podatkih, a je pred-
vsem v zacetku tega stoletja doZivela razcvet. Temu je mocno botrovala tudi konkretna
gospodarska potreba po orodjih za analizo ter za napovedovanje prihodnjega razvoja

omrezij.
1.1 Vsebina dela

Podrogje analize omrezij je raziskovalno izjemno Siroko in $e zdale¢ ni izérpano. V pri-
¢ujocem delu opisujemo na$ prispevek k temu podro¢ju, ki ga je motivirala prakti¢na
potreba znotraj raziskovalne skupine. Kot podrobneje opisujemo v poglavju 3, smo
potrebovali metodo za izdelavo hipotez o manjkajocih elementih v majhnih oznadenih
omrezjih. Metoda, ki bi jo lahko neposredno uporabili, $e ni obstajala, zato v slede¢ih
poglavjih natanéno opredeljujemo problem, ki ga Zelimo resiti, definiramo metodo, ki
ga refuje, ter tehnike za ocenjevanje uspesnosti.

Predmet svojega raziskovanja smo poimenovali problem dopolnjevanja majhnih omre-
Zij. Zanima nas, kako bi lahko postavili in ovrednotili hipoteze o morebitnih manj-
kajocih elementih v majhnem omrezju, za katerega utemeljeno sumimo, da sestoji iz
podobnih struktur (fragmentov) kot druga omreZja iz iste domene. Vprasanje posta-
vljamo ob bok v literaturi definiranim problemom dopolnjevanja (velikih) omrezij.
Metode za reSevanje teh problemov se osredotocajo predvsem na topoloske znadilnosti
omrezja in ga sku$ajo dopolniti, kvaliteto napovedi pa ocenjujemo z merami za dvoji-
$ko uvrs¢anje. Pri majhnih omrezjih topologija ne pride do izraza, prav tako se v enem
omrezju skriva premalo informacij za ucenje in je treba pridobljeno znanje prenasati
med omrezji znotraj domene.

Podrobno in formalno bomo opisali novo metodo za resevanje takega problema. Kot
model, ki bo opisoval lastnosti obravnavane domene, bomo uporabili vzorce (fragmen-
te), ki se v njej pogosto pojavljajo. Te lahko izlus¢imo z uporabo obstojecih metod.
Hipoteze glede manjkajocih gradnikov omreZja bomo postavljali in vrednotili z vpe-
njanjem odkritih vzorcev v novo omrezje.

V tem delu bomo utemeljili tudi, zakaj je ocenjevanje kvalitete napovedi z AUC in
drugimi merami za dvojisko uvr$¢anje pri zadanem problemu nemogoce. Mero uspe-
$nosti dopolnjevanja majhih omrezZij bomo osnovali na rangu edine pravilne napovedi
pri posameznem testnem primeru (omreZzju).

Predstavili bomo rezultate ocenjevanja napovedne uspesnosti, s katerimi lahko pri-

merjamo svojo metodo s tistimi, zasnovanimi za velika omreZja, ter preprosto referen¢-
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no metodo. Na vseh uporabljenih majhnih realnih in sinteti¢nih omreZjih naga metoda
izkazuje opazno, pogosto pa celo bistveno boljso napovedno uspesnost. Slabost nase-
ga pristopa se pokaze pri obravnavi ve¢jih omrezij. Ce smo zmerni (do nekaj deset
povezav na omrezje, a odvisno od gostote), metoda zgolj zacne izgubljati napovedno
uspesnost, medtem ko jo metode za velika omreZja pridobivajo. Se vedja omrezja delo z
metodo onemogocijo zaradi previsoke ¢asovne zahtevnosti. Ta je namre¢ eksponentna
glede na velikost vhoda.

Pri raziskovanju problema dopolnjevanja majhnih omrezij so se oznaceni pogosti
vzorci v omrezjih izkazali kot uporaben pripomocek za analizo lokalne strukture le-
teh. Zanimalo nas je, ¢e lahko v podobnem duhu tudi v ve¢jih omrezjih koristno
uporabimo katero od definicij pogostih vzorcev v takem okolju. Osredoto¢ili smo se
na t.i. grafke.

V tem delu bomo postavili teoreti¢ne temelje za opazovanje razvoja takih strukeur
v velikem omreZju skozi ¢as. Predstavili bomo rezultate empiri¢ne analize ve¢ omrezij,
ki smo jo izdelali s pomo¢jo obstoje¢ih algoritmov, za nase potrebe spremenjenih z
matemati¢no utemeljenimi prilagoditvami. Pokazali bomo, katere lastnosti so skupne
vsem analiziranim omrezjem, v katerih pa se jih da lo¢iti.

Dopolnjevanje velikih omrezij je zelo aktivno raziskovalno podro¢je tudi ali pred-
vsem zaradi sodobnih aplikativnih potreb. Analizo ¢asovnega razvoja grafkov smo Zzeleli
dopolniti v nadin za napovedovanje prihodnosti omrezja. Predstavili bomo matema-
ti¢no utemeljeno metodo, ki pa se pri ocenjevanju napovedne uspe$nosti ni izkazala.
Pri nekaterih podatkovnih mnozicah je bila bistveno slabsa od trenutno ene najboljsih
obstojec¢ih metod — naklju¢nih sprehodov s ponovnimi zacetki —, pri drugih pa se ji je
zgolj priblizala.

Ce ima metoda vseeno uporabno vrednost, smo ugotavljali z zlaganjem napovedi
te ter metode naklju¢nih sprehodov. Izkazalo se je sicer, da tudi v takem kontekstu
metoda ne prinasa klju¢ne prednosti. Smo pa pri poskusih naleteli na pozitivno prese-
necenje, o katerem bomo porocali na koncu vsebinskega dela disertacije. Kaze namre,
da je napovedi metode naklju¢nih sprehodov mozno izboljsati z zlaganjem napovedi

te metode pri ved razli¢nih vrednostih parametra.
1.2 Prispevki k znanosti

Ta doktorska disertacija je v grobem razdeljena na dve ve¢ji poglaviji. Izvirne prispevke

k znanosti nastevamo za vsakega od le-teh posebe;j.



= PROBLEM DOPOLNJEVANJA MAJHNIH OMREZIJ OBRAVNAVAMO V POGLAVJU 3. Pri-

spevki k znanosti v njem so naslednji.

Definicija problema, podkrepljena z motivacijo, in uvrstitev v kontekst
sorodnih problemov. Problem se od slednjih razlikuje predvsem po vrsti
vhodnih podatkov (mnozica u¢nih omrezij z oznakami ter novo omrezje,

nad katerim gradimo hipoteze, namesto bolj obi¢ajnega enega omreZja).

Definicija nove mere uspesnosti in metodologija za njeno merjenje, vklju¢-

no s preprosto referen¢no metodo.

Poglavitni prispevek je druzina metod, ki refuje zadani problem z uporabo
v domeni odkritih pogostih vzorcev in v poskusih izkazuje bistveno visjo
uspesnost od referen¢ne metode, pa tudi od drugih v literaturi dostopnih
metod, ki ne znajo uporabiti vseh pri reSevanju tega problema dostopnih

informacij.

® S CASOVNIM RAZVOJEM GRAFKOV V OMREZJU SE UKVARJAMO V POGLAVJU 4. Tam

k razvoju znanosti prispevamo sledece.

Teoreti¢no ogrodje za obravnavo ¢asovnega razvoja gratkov v omreZzju.

Empiri¢no analizo razvoja grafkov ve¢ realnih in sinteti¢nih omrezjih, ki
izpostavlja nekatere lastnosti, ki so obce ali pa se pojavljajo le v dolocenih

vrstah omreZij.

Teoreti¢no utemeljeno druzino metod, ki za napovedovanje nadaljnjega
asovnega razvoja omrezja uporablja informacijo o ¢asovnem razvoju gra-
tkov v tem omrezju. V poskusih se metode niso izkazale z zavidljivo uspe-

$nostjo, kar pu$¢a odprta vprasanja in moznosti nadaljnjega raziskovanja.
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Na podro¢jih odkrivanja zakonitosti v podatkih (angl. dasa mining) in strojnega ucenja
(anlg. machine learning) je bila vecina vlozenega raziskovalnega dela usmerjena v ana-
lizo strogo strukturiranih podatkov, predvsem v tabelari¢ni obliki, kjer za vsak primer
(vrstico) popiSemo vrednosti atributov (stolpcev). V zadnjih letih se povecuje zanima-
nje za analizo kompleksnejsih in manj strukturiranih podatkov [4]. Ena od vrst takih
podatkov so tudi omreZja: grafi — diskretne strukture, sestavljene iz vozli§¢ in povezav
— ki so jim dodane informacije v obliki oznak.

Grafi so diskretne matemati¢ne strukture, sestavljene iz vozlis¢ ter povezav med nji-
mi. OmreZje je sestavljeno iz grafa ter dodatnih podatkov, kot so oznake ali Stevilske
vrednosti na vozlis¢ih in/ali povezavah. V literaturi se izraz omreZje (tudi kompleksno
omrezje) pogosto uporablja tudi za grafe brez dodatnih podatkov, ¢e njihova topolo-
gija ni ,trivialna”. V to skupino spadajo tudi grafi, ki popisujejo socioloske, bioloske,
tehnoloske in druge naravne procese. V tem dokumentu bomo izraza graf in omreZje
uporabljali kot sopomenki in posebej pojasnili, kak$ne strukture opisujemo, ko bo to
pomembno za razumevanje.

Analiza omrezij je zanimiva zaradi obilice podatkov, ki jih je primerno shranjevati v
tej obliki. V to kategorijo spadajo podatkovni tokovi, molekule, interakcije med prote-
ini in metaboli¢ne mreZe, druzbena omrezja, kamor priStevamo tudi omreZja soavtor-
stev, topologija internetnih vozli§¢ in spletnih strani, odvisnosti med komponentami
programskega ali strojnega sistema, sheme elektronskih vezij itd. Prav tako lahko kot
omreZje zapiSemo poljubno m-krat-n relacijo (formalno: R € A X B, |A| = m, |B| =
1), na primer relacijo med kupci in artikli, ki so jih kupili. Z razli¢nimi oznakami na
povezavah lahko znotraj enega omrezja hkrati popiSemo tudi ve¢ relacij, ¢e na primer
zelimo v prej omenjenem omreZju opisati Se druzinske relacije med kupci.

Odvisno od vrste podatkov obravnavamo lahko zgolj eno omreZje; v tem primeru gre
tipi¢no za veliko omrezje z nekaj tiso¢ do nekaj sto tiso¢ vozli§¢i. Druga moznost je, da
imamo opravka z mnozico (obi¢ajno manjsih) neodvisnih omrezij. Lahko opazujemo
tudi zaporedje omrezij, ki predstavlja razvoj dolo¢enega omreZja z nara$¢anjem neke

spremenljivke, ki jo iz oéitnih razlogov poimenujemo cas.
2.1 Globalne lastnosti

Globalne statisti¢ne lastnosti realnih omrezij so predmet raziskav Ze relativno dolgo.
Dajo nam osnovne informacije o strukturi grafa. Z upostevanjem lastnosti, ki so bile

najdene v vseh realnih omrezjih, si lahko pomagamo pri generiranju umetnih podatkov.



Eno znanih lastnosti, ki jo razvije ve¢ina omrezij, imenujemo small world; pomeni,
da je kljub temu, da vecina parov vozli$¢ ni povezanih, najkrajsa razdalja med vsakim
parom vozli$¢ majhna. Lastnost je bila opaZena Ze pred ve¢ kot $tirimi desetletji [5].

Opazeno je bilo tudi, da mnoga realna omreZja ustrezajo t.i. poten¢nemu zakonu.
To pomeni, da so stopnje vozli¢ (tako vhodne kot izhodne) porazdeljene po poten¢ni
porazdelitvi, torej imajo dolge repe: obstaja ve¢ vozlis¢ s stopnjami, ki so mnogo vecje
od povpreéne stopnje, kot bi jih pri¢akovali pri normalni ali eksponentni porazdeli-
tvi. Takim omreZjem recemo brezlestviéna omrezja (angl. scale-free networks [6]) in en
od mehanizmov nastanka omrezij, katerega rezultat so, je prednostna povezanost (angl.
preferential attachment (7)) oziroma bogati bogatijo (angl. the rich get richer). V konte-
kstu omrezij to pomeni, da je verjetnost, da se bo nova povezava v omrezju pripela na
dolo¢eno vozlis¢e, premo sorazmerna s stopnjo tega vozlisca.

Tudi v ¢asovnem razvoju grafov so opazili podobne trende v globalnih lastnostih [8].
Stevilo povezav v mnogih realnih grafih nara$¢a potenéno s $tevilom vozlid¢ pri fiksnem
cksponentu strogo vedjim od 1 in strogo manjim od 2, torej se graf gostijo, hkrati
pa s povecevanjem grafa v nasprotju z intuicijo polmer pada. Opazeno je bilo, da
tipi¢no vecina vozlis¢ grafa oblikuje veliko povezano komponento (tako v realnih kot
generiranih grafih), v uteZenih grafih pa utezi s ¢asom ne rastejo enakomerno, temveé

v sunkih [9].
2.2 Lokalni vzorci

Osnovna gradnika omreZij sta vozli$¢e in povezava. Vsakega izmed teh lahko opiSemo
z nekaterimi topoloskimi lastnostmi. Pri vozlis¢ih lahko na primer opazujemo njihovo
stopnjo, torej $tevilo povezav, v katerih vozli¢e nastopa kot krajis¢e. Ze v prejénjem
razdelku smo opisali pomembnost porazdelitve te koli¢ine v celotnem omrezju.

Za namen primerjanja omrezij in razvri¢anja v gruce so v literaturi definirane Se
tri vrste nekoliko vegjih lokalnih struktur. V ve¢jih neoznacenih omrezjih je Milo s
sodelavci [10] definiral motive (angl. motifs), Przuljeva s sodelavci [11] pa grafke (angl.
graphlets). Ze nekaj let pred tem, ob prelomu tiso¢letja, sta Kuramochi in Karypis [12]
po vzoru pogostih naborov (angl. frequent itemsets) definirala in odkrivala pogoste vzorce
(angl. frequent patterns) v mnozicah manjsih oznacenih omrezij. Koncept sta kasneje
Bringmann in Nijssen [13] posplosila $e na iskanje vzorcev v enem nekoliko ve¢jem

oznadenem omrezju.




I0

2 Pregled podro¢ja M. Polajnar
2.2.1  Motivi

Motivi so inducirani podgrafi, ki so v nekem omreZju znacilni v smislu, da se v njem po-
javijo statisti¢no znacilno veckrat kot bi pri¢akovali, ¢e bi bilo omreZje naklju¢no [10].
Definirani so za usmerjena omrezja. Prvotne raziskave so zajemale motive velikosti do
4 vozli$¢, kasnejse pa so s hitrej$imi algoritmi iskale podgrafe do velikosti 7 vozlis¢ [14—
16]. Odkriti so bili nekateri motivi, ki se pojavljajo v razli¢nih realnih omrezjih (npr.
usmerjen cikel dolZine 3), in drugi, ki se pojavljajo le v specifi¢nih vrstah omreZij (npr.
usmerjen cikel dolZine 4, ki je znacilen za umetne strukture, kot so elektronska vezja
in na svetovni splet, ne pa za bioloska omreZja). Najve¢ zanimanja so motivi delezni
na podrogju biologije, kjer se je sprva domnevalo, da omreZja genske regulacije s so-
rodnimi funkcijami vsebujejo enake motive [17] oziroma obratno — kar bi bilo $e bolj
prakti¢no uporabno — omreZja s podobnimi motivi popisujejo sorodne funkcije [18].
Nekatere kasnejse raziskave so sicer prinesle dvom v to hipotezo [19].

Algoritem, ki so ga razvili utemeljitelji koncepta motivov [10], le-te najde z golo silo:
izérpno nasteje vse inducirane podgrafe, nato izomorfne zdruzi, postopek ponovi na
(obicajno vsaj 1000) naklju¢nih omrezjih, pridobljenih z velikim Stevilom naklju¢nih
sprememb originalnega omreZja, ki ohranjajo nekatere njegove lastnosti, ter primetja
koncentracije. Postopek lahko mo¢no pohitrimo tako, da motivov ne i$¢emo v ce-
lotnem omreZju, pa¢ pa v naklju¢no izbranih podomreZjih, kot predlaga Kashtan s
sodelavci [14]. Wernicke je kasneje opozoril na pristranskost Kashtanovega vzorcenja
in predlagal druga¢no, namesto iskanja motivov v velikem $tevilu naklju¢nih omrezij
pa ponuja eksplicitne formule [15]. S takim pristopom se tudi izognemo problemu,
kako izbrati $tevilo potrebnih naklju¢nih sprememb v omreZju, da lahko trdimo, da

smo izdelali naklju¢no omrezje.

2.2.2  Grafki

Pri analizi neusmerjenih omrezij, Se posebej omrezij interakcij med proteini (angl.
protein-protein interaction, PPI), so se kot orodje uveljavili grafki [11]. Grafek je vsak
povezan induciran podgraf do dolocene velikosti, ne glede na to, kako pogoso se v
omrezju pojavi. Obicajno se omejimo na velikost 4 ali 5 vozli§¢: vedji grafki se zaradi
lastnosti majhnega sveta raztezajo ze preko celotnega omrezja, prav tako pa se preko
razumnih meja poveca ¢asovna zahtevnost odkrivanja takih grafkov.

Vektor $tevila pojavitev razli¢nih (neizomorfnih) grafkov lahko uporabimo za pri-



merjavo struktur omreZij [11], ¢e pa lo¢imo tudi razli¢ne vloge (orbite avtomorfizma)
vozlis¢, pa za vsako vozlis¢e dobimo dodatno lastnost, vektor, ki je v nekem smislu po-
splositev stopnje vozlis¢a [20]. Komponentam vektorja zato re¢emo grafkovne stopnje.
Podobno lahko opazujemo tudi vloge povezav. To nam omogo¢i grucenje povezav, ki
ima pri iskanju funkcionalno povezanih podomreZij to prednost pred obi¢ajno upo-
rabljenim grudenjem vozlis¢, da so vozlis¢a lahko uvri¢ena tudi na presek dveh podo-
mrezij, kar pogosto sovpada z njihovo vlogo v opisovanem procesu [21]. Pojme grafka,
orbite vozli$¢a in orbite povezave smo podrobno razlozili v 4. poglavju, kjer smo jih
uporabili kot orodje za analizo in dopolnjevanje omrezij.

Primat na podro¢ju algoritmov za odkrivanje grafkov je do nedavnega drzala skupi-
na, ki jih je utemeljila (Przuljeva s sodelavci [11]). Leta 2012 je Bhuiyan s sodelavci
izdelal metodo za enakomerno vzoréenje gratkov [22], ki deluje na osnovi Markovskih
verig (naklju¢nih sprehodov) in omogoca Stetje grafkov v zelo velikih omrezjih — v
manj kot dveh minutah so analizirali omreZje z ve¢ kot 15 milijoni povezav. Meto-
da oceni zgolj Stevilo vseh vrst grafkov v celotnem omrezu, ne izra¢una pa grafkovnih
stopenj vozli§¢. Leto kasneje sta Hocevar in Demsar problem prevedla na reevanje
sistena enacb, s ¢imer Stevilo grafkov ter grafkovne stopnje vozlis¢ lahko izra¢unamo

za velikostni red hitreje kot z iz¢érpnim na$tevanjem [23].
2.2.3  Pogosti vzorci

Pogosti vzorci v mnozici oznacenih grafov so (obi¢ajno majhni) oznaceni povezani grafl,
ki so podgrafno izomorfni (angl. subgraph isomorphic) vsaj dolo¢enemu minimalnemu
delezu grafov iz te mnozice [24]. V primeru analize usmerjenih omreZij zado$¢a sib-
ka povezanost vzorca. Podgrafni izomorfizem pomeni, da je graf izomorfen nekemu
podgrafu drugega grafa. V kontekstu oznacenih grafov se morajo pri tem ujemati tudi
oznake na vozli§¢ih in povezavah.

Pogosti podgrafi so bili v literaturi uporabljeni za gruenje grafov, kot znacilke za
uvricanje, za indeksiranje in hitro iskanje v grafih, kompresijo zapisa grafov ipd. Z
velikostjo podgrafov njihovo $tevilo (torej dimenzionalnost iskalnega prostora) ekspo-
nentno raste: Ce je nek podgraf v dani domeni pogost, so pogosti tudi vsi njegovi
podgrafi. Posledica eksponentne rasti dimenzionalnosti prostora je omejena uporab-
nost podgrafov za znacilke zaradi t.i. prekletstva dimenzionalnosti. Iz istega vzroka, pa
tudi zaradi NP-polnosti problema iskanja izomorfizma, je iskanje pogostih podgrafov

rac¢unsko zelo zahtevno.

Ir
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Prvi u¢inkoviti algoritmi za odkrivanje pogostih podgrafov so se pojavili okrog leta
2000. Inokuchijev [24] in Kuramochijev [12] pristop uporabljata princip algoritma
Apriori [25]: ve¢je kandidate za pogoste podgrafe generirata z zdruzevanjem dveh po-
gostih podgrafov manjse velikosti. Zaradi racunske zahtevnosti tak$nega zdruzevanja
druga skupina pristopov (npr. gSpan [26] za mnozice poljubnih grafov in Dagma [27]
za mnozice usmerjenih acikli¢nih grafov) generira veéje vzorce s povecevanjem manjsih
(za eno povezavo).

Obe kategoriji algoritmov izkoris¢ata z velikostjo podgrafa monotono padajoco (gj.
anti-monotono) mero podpore, da lahko med preiskovanjem prostora odrezeta podpro-
store, katerih podpora je zagotovo pod dolo¢eno mejo minimalne podpore. Najpogo-
steje uporabljena mera podpore v mnozicah grafov je Stevilo u¢nih grafov, ki vsebujejo
dan podgraf. V primeru analize enega (ve¢jega) grafa je izratun monotono padajoce
podpore tezji problem [28].

Z izkori§¢anjem monotono padajoce mere podpore omilimo problem ¢asovne zah-
tevnosti iskanja podgrafov kot posledice eksponentnega nara$¢anja stevila moznih pod-
grafov. Se vedno ostane problem prekletstva dimenzionalnosti, zato so bile razvite tudi

tehnike iskanja specifi¢nih vrst podgrafov:

= zaprti pogosti podgrafi [29] so tisti, ki imajo v dani domeni vi$jo podporo od

vseh grafov, v katerih so vsebovani,

= maksimalni pogosti podgrafi [30] zado$¢ajo pogoju, da noben od grafov, v ka-

terih so vsebovani, v dani domeni ni pogost,

= pomembni pogosti podgrafi [31] pa dajo dovolj visoke vrednosti dane ciljne funk-

cije.

Ce predpostavimo, da graf s ¢asom zgolj raste, tj. dobiva nova vozliéa in povezave,
lahko celotno zaporedje zapiSemo z enim grafom, katerega povezave oznacimo s ¢asom
njihove prve pojavitve. V takem grafu lahko najdemo vzorce ¢asovnega razvoja: po
vzoru iskanja asociativnih pravil v atributnih podatkovnih mnoZicah algoritem GERM
(Graph Evolution Rules Miner [32]) obravnava najdene pogoste podgrafe kot pravila in
jih razdeli na glavo in zelo. Glava je s telesom enoli¢no dolocena tako, da pri slednjem

odstranimo povezave, ki so se pojavile najkasneje.



2.3 Generiranje podatkov

Z generatorji grafov lahko pridobimo vpogled v mehanizme, katerih rezultat so grafi z
dolo¢enimi lastnostmi, hkrati pa generiramo podatke, na katerih simuliramo algoritme
za analizo in napovedovanje. Za generator re¢emo, da generira realistitne grafe, e
imajo rezultirajo¢i grafi nekatere ali vse globalne lastnosti, opisane v razdelku 2.1 [33].
Generiramo lahko naklju¢ne grafe, ki oponaajo neko lastnost opazovanega realnega
grafa, a so vedji (ko Zelimo nove postopke, npr. nove omrezine protokole, testirati
na stanju omrezja ¢ez nekaj let) ali manjsi (ko Zelimo dobiti rezultat algoritma, ki na
velikem grafu ne deluje, na primer zaradi prevelike prostorske ali ¢asovne zahtevnosti).

Najzgodnejsi algoritem za generiranje naklju¢nih grafov je model Erdés-Rényi [34],
za katerega se je kasneje izkazalo, da ne gradi realisti¢nih grafov. Pred dobrim desetle-
tjem so bile objavljene prve posplositve tega modela, ki upostevajo dolocene odkrite
statisti¢ne lastnosti realnih grafov. Primer je PLRG [355], ki zagotavlja poten¢no poraz-
delitev stopenj vozlis¢ in ne nerealisti¢ne Poissonove, ki jo izkazujejo grafi, generirani
z izvirnim Erdds-Rényi algoritmom.

Bolj napredna druZina generatorjev grafov deluje po Ze omenjenem principu pred-
nostne povezanosti. Najosnovnejsi je Barabdsi-Albertov model [6]. Gradi omrezja, ki
imajo poten¢no porazdelitev vozlis¢ z eksponentom 3. Obstajajo posplositve tega mo-
dela, pri katerih si lahko izberemo poljuben eksponent, vedji ali enak 2.

Alternativna razlaga pojava poten¢nih porazdelitev v grafih je optimizacija virov [36].
Primer je povezovanje krajev, upostevajo¢ njihovo geografsko lego, v internetno omrez-
je. Pri predpostavki, da vsak kraj povezemo zgolj z enim drugim krajem, Zelimo skleniti
ustrezen kompromis med dolZino kabla in zakasnitvijo povezave, tj. Stevilom stikal, ki
mesto lo¢ijo od ostalih. Tudi pri takem nacinu gradnje grafa so stopnje vozlis¢ poraz-
deljene poten¢no [37].

Z metodami, ki temeljijo na tenzorskih produktih (R-MAT [38] in metoda s Kro-
neckerjevim produktom [39]), lahko generiramo grafe, ki ustrezajo ve¢ globalnim la-
stnostim oziroma so zelo podobni danemu realnemu grafu. Razdiritev metode s Kro-
neckerjevim produktom, RTM [40], generira s ¢asom samo-podobno rastole utezene
grafe.

Hkrati z vpeljavo pojma pogostih vzorcev v mnozicah oznadenih grafov sta Kuramo-
chi in Karypis z namenom performan¢nega testiranja svojega algoritma predlagala tudi

generator takih mnozic [12]. Tako kot njun algoritem za odkrivanje pogostih vzorcev

I3




14

2 Pregled podrogja M. Polajnar

se tudi generator zgleduje po obstojecih resitvah na podrodju naborov (angl. izemsets).
Podroben opis algoritma podajamo v razdelku 3.4.1, saj tudi svoj algoritem za dopol-
njevanje majhnih oznacenih omrezij preizkusamo na sinteti¢nih podatkih, generiranih

s tem postopkom.
2.4 Napovedovanje globalnega éasovnega razvoja

Pri predpostavki, da graf s ¢asom raste, lahko za napovedovanje njegovega ¢asovnega
razvoja na podlagi globalnih lastnosti z generatorjem generiramo vegji graf. S tem
sicer ne bomo dobili zanesljivih konkretnih informacij o posameznih novih povezavah
in vozlis¢ih, v skladu z generatorjevimi predpostavkami glede parametrov pa se bodo
razvijali globalni parametri grafa.

Z generiranim grafom tako lahko preverimo nase predpostavke o parametrih in ra-
zvoju grafa, ¢e imamo o njem na voljo dejanske podatke v dveh razli¢nih ¢asih. To
pomeni, da izvemo nekaj o procesu, ki je generiral realen graf. Analiza grafa soavtor-
stev in citiranj znanstvenih objav, na primer, nam da podatke o vedénju raziskovalcev
v zvezi s citiranjem in medsebojnim sodelovanjem [41].

Z generiranim vedjim grafom lahko tudi opazujemo spremembe tistih lastnosti grafa,
ki niso neposredno dolocene s predpostavkami, uporabljenimi v generatorju. Prav tako
lahko testiramo delovanje algoritmov na predvidenem stanju grafa v prihodnosti [33].

Mnoge globalne lastnosti rasto¢ih omreZij je mozno napovedati tudi bolj neposredno

s pomod¢jo odkritih zakonov njihovega ¢asovnega razvoja [8].

2.5 Napovedovanje lokalnega casovnega razvoja in odpravijanje

napak

Vse pogosteje je cilj analize omrezij pridobiti konkretne (lokalne) napovedi sprememb:
spremembe povezav, vozlis¢ ali njihovih oznak. S tem dosezemo simulacijo nadaljnje-
ga razvoja omreZja, odpravljamo napake in pomanjkljivosti v omreZju, napovedujemo
verjetnosti dolo¢enih akcij posameznih akterjev, na podlagi teh predlagamo akcije (npr.
dodajanje prijatelja v socialnem omrezju) itd. Za napovedi lahko uporabljamo posebej
v ta namen razvite postopke, kot sta razsirjanje oznak (angl. label propagation [42])
in metoda nakljucnega sprehoda (angl. random walk), ali pa neposredno uporabljamo
statistina orodja in metode strojnega ucenja v kombinaciji z za omrezja specifi¢nimi

atributi. Med slednje seveda spadajo tudi odkriti lokalni vzorci.



Najbolj znan problem s $irSega podrodja je uvrséanje voslist, na katerega lahko gleda-
mo ko na spreminjanje oznak vozlis¢. Pri druzbenih mrezah lahko na primer lo¢imo
tiste uporabnike, ki bodo reagirali na dolo¢en oglas, in tiste, ki ne bodo. Najsodobnejsi
pristop k temu problemu je prav razsirjanje oznak, ki je predvsem na redkih grafih ¢a-
sovno in prostorska u¢inkovita tehnika, saj asimptoti¢no ne zahteva veé prostora, kot je
potrebnega za shranjevanje omreZja, ¢asovna zahtevnost pa je skoraj linearna v Stevilu
povezav (43, 44].

Vedno ve¢ znanstvenih objav se pojavlja tudi na podro¢ju reevanja razli¢nih pro-
blemov ocenjevanja verjetnosti prisotnosti dolo¢enih dodatnih gradnikov (povezav in
véasih vozlis¢) v omreZju. Pomembno gonilo raziskav so potrebe industrije, predvsem
spletnih ponudnikov storitev mreZenja. Za laZje razumevanje opisa razli¢nih vrst pro-
blemov s tega podro¢ja recimo, da imamo na voljo graf H, za katerega predpostavljamo,
da je podgraf nam neznanega grafa H’. Naloga je iz H in morebitnega modela, ki ga

zgradimo na tem grafu ali drugih grafih iz iste domene, sklepati o H’.

2.5.1  Problem napovedovanja povezav

Pri reSevanju problema napovedovanja povezav (ang). link prediction problem [45]) pred-
postavimo, da so nam znana vsa vozlis¢a (Vi = V). Na vozlisih in povezavah ni
oznak ali utezi. Cilj je predvideti manjkajoce povezave (11,v) € Vi X V.
Najosnovnejse metode, ki reSujejo ta problem, temeljijo na podobnosti med vozlis¢i:
bolj podobnim vozliséem napovedo visjo verjetnost povezovanja, pri ¢emer je podob-

nost na posamezni metodi lasten nadin izra¢unana iz topologije omrezja [46].

= Metoda skupnih sosedov (angl. common neighbours) privzame, da je podobnost
dveh vozli$¢ (in s tem verjetnost njunega povezovanja) sorazmerna Stevilu njunih
skupnih sosedov: s& = |[(u) N T(v)], kjer je T'(x) mnoZica sosedov vozlii¢a
X. Razni indeksi utezijo to mero tako, da na primer iznicijo prednost vozlis¢ v

gostejSem delu omreZja.

w Saltonov indeks s¢ delis vk, - k,, kjer je k, = [T (x)|, Jaccardov indeks z |T (1) U
T(v)|, Sorensenov z %(ku + k,), Leicht-Holme-Newmanov pa sk, - k,.

= Indeksa, ki nagradita oziroma kaznujeta krajis¢a z izredno visoko stopnjo (an-
gl. hubs) sta Hub Promoted Index in Hub Depressed Index. Prvi deli sSY z

minfk,, k,}, drugi pa z max{k,, k,}. Slovenskih prevodov za ta dva izraza v

Is5
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literaturi nismo zasledili. Sami jih nismo kovali, ker pojma zgolj bezno omenja-

mo v pregledu podrodja.

u Princip prednostne povezanosti (angl. Preferrential Attachment Rule) podobnost

vozli§¢ izrazi kot s,,, = k, - k.

u Adamic-Adarjev indeks je v osnovi enak Stetju skupnih sosedov, a le-te utezi tako,

logk,)™.

da imajo manj povezani sosedje vi§jo tezo: s, = Ewel"(u)ﬂl"(v)(

u Indeks dodeljevanja virov (angl. Resource Allocation Index) je utemeljen s teori-
jo dinamike dodeljevanja virov v kompleksnem omrezju [47], podobnost med

k.

vozlis¢i pa ra¢una podobno kot Adamic-Adarjev indeks: s,,, = Ewer(u)mr(v)

Med najbolj$imi metodami napovedovanja povezav je nakljucni sprebod s ponovnimi
zacetki (angl. Random Walk with Restarts, RWR [48]). Ta je definirana z naklju¢nim
sprehodom iz tocke u, ki se v vsakem koraku z verjetnostjo & vrne v izhodis¢e, v na-
sprotnem primeru pa se enakomerno naklju¢no premakne v enega od sosedov trenu-
tnega vozlis¢a. Metoda verjetnost pojavitve povezave med vozli§¢ema u in v izratuna
kot verjetnost vozliS¢a v v stacionarni porazdelitvi naklju¢nega sprehoda. Ta je ena-
ka pricakovanemu delezu casa, ki ga bo ta naklju¢ni sprehod prebil v vozlis¢u v. V
prakti¢ni implementaciji metode naklju¢nega sprehoda ne simuliramo, temvec¢ upora-
bimo relevantno statisti¢no teorijo Markovskih verig za neposredni izra¢un vrednosti
z metodami linearne algebre.

V druzbenih omreZjih so véasih na vozlis¢ih prisotni dodatni atributi. Te zna uposte-
vati nadzorovan nakljucni sprehod (angl. Supervised Random Walk [49]). Pri tej metodi
je naklju¢ni sprehod utezen s funkcijo, ki je priu¢ena za vsako posamezno izvorno vo-

zli§¢e. Tako znanje ni prenosljivo iz enega omreZja na drugega.

2.5.2  Problem dopolnjevanja omrezja

Drug popularen problem predikcije v omrezjih je problem dopolnjevanja omrezja (angl.
network completion problem), ki predpostavlja, da je H induciran podgraf grafa H’,
torej poznamo vse povezave med vidnimi vozli§ci, so nam pa prikrita nekatera vozlisca.
Cilj je torej napovedati vozlis¢a Vi, \ Vi in povezave, ki imajo vsaj eno krajisce v tej
mnozici.

Primer metode, ki reSuje tak problem, je KronEM [50]. Z uporabo metode maksi-

mizacije pricakovanj (angl. expectation maximization) najde optimalen Kroneckerjev



model omrezja, generira ve¢je omreZje in pri tem poskusi najti ujemanja med generira-
nimi vozli§¢i in obstoje¢imi vozli¢i v omrezju. Ostala vozli$éa in pripadajoce povezave

napove kot nove.

2.5.3  Napovedovanje casovnega razvoja

Ce imamo na vozli&ih in/ali povezavah kot dodatno informacijo na voljo ¢asovne 7ige
njihovega nastanka, si lahko zastavimo problem, ki je soroden prej opisanima, a pri-
vzame drugaéno strukturo podatkov. Po uéenju na ¢asovnem zaporedju omrezij, kjer
predpostavljamo, da se povezave in vozli§¢a skozi ¢as zgolj dodajajo (to je sorodno opa-
zovanju enega omrezja s ¢asovnimi Zigi na povezavah) nas zanima verjetnost pojavitve
povezave med dolo¢enim parom nepovezanih vozli§¢ v doloéeni ¢asovni tocki.

Problem napovedovanja razvoja od ¢asa odvisnih omreZij je obravnaval Bringmann s
sodelavci [51] in pri tem ni predpostavil niti da poznamo vsa vozli§¢a niti da poznamo
vse povezave poznanih vozlis¢. Kot model od ¢asa odvisnega omrezja so uporabili
rezultat algoritma GERM [52], ki smo ga opisali v razdelku 2.2.3.

Leskovec s sodelavci je v predznacenih druzbenih omrezjih, tj. takih, ki imajo na
povezavah pozitivno ali negativno oznako, napovedoval nove povezave s pomog¢jo pre-
prostega modela za zapirange trikotnikov. Z uporabo klasi¢nih metod strojnega ucenja
je nato napovedal tudi predznak povezave — prijateljstvo ali neodobravanje oziroma
sovra$tvo [53]. Rezultati so se dobro ujemali z realnimi podatki, model pa s socioloski-
mi teorijami iz 40. in 50. let prejSnjega stoletja. Pri snovanju metode so se opisali na
predhodne raziskave rasti druzbenih omrezij, ki so empiri¢no pokazale, da je verjetnost
pripenjanja nove povezave na doloc¢eno vozlis¢e v linearni zvezi z njegovo stopnjo, pri
¢emer pa velika vecina novih povezav zapira trikotnike, torej poveze vozlis¢i, ki sta bili

prej na razdalji 2 [54].

7
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V kontekstu dela z mnoZzicami majhnih oznadenih omrezij iz iste domene, ki jih na vo-
zlis¢ih in povezavah bogatijo diskretne oznake, je bilo predvsem po letu 2000 opravlje-
nih precej raziskav. Pozornost so namenjale analizi takih mnozic in odkrivanju vzorcev
(angl. patterns), ki se v posamezni mnozici pogosto pojavljajo, po vzoru asociativnih
pravil.

Bistveno manj se obstojece raziskave posvecajo dinami¢ni analizi, tj. pomenu in
nacinu predvidevanja, kako se bi se omrezje iz dolo¢ene domene lahko spremenilo
npr. pod vplivom ¢asa ali v okviru odpravljanja napak in pomanjkljivosti v omrezju.
Pri¢ujoce poglavje je eden prvih kamenc¢kov v mozaiku za zapolnitev te vrzeli.

V nadaljevanju natan¢no definiramo problem, ki ga Zelimo reiti, ter opiSemo me-
todo oziroma druzino metod, ki smo jo v ta namen razvili. Sledi opis realnih in sinte-
ti¢nih podatkov, na katerih smo ocenili to¢nost druzine metod. Ker gre za nerazvito

podrogje, smo v ta namen morali definirati tudi ocenjevalno metriko.
3.1  Problem

Dinamic¢na analiza majhnih oznacenih omreZij ponuja Siroko paleto moznosti za razi-
skovalno obravnavo. Zastavili smo si problem, ki je precej oZji od celotnega podrogja
in tako daje upanje, da je obvladljiv, hkrati pa je dale¢ od trivialnega ali neuporabnega.
Slednjo trditev bomo v tem razdelku podkrepili s prakti¢nimi primeri.

Problem, ki smo si ga zastavili, imenujemo dopolnjevanje majhnib omrezij, kjer pod
pojmom omregje razumemo graf z oznakami, majhen graf pa je tak z do nekaj deset
vozli$¢i. Na podlagi analize statisti¢nega vzorca (angl. sample) majhnih omrezij Zelimo
pri novem omreZju iz iste domene napovedati povezave in vozlis¢a, ki so bili pri zapisu
omreZja pomotoma opusceni ali pa se bodo v omrezju pojavili Sele s casom.

Primere naravnih in druzbenih sistemov, katerih naraven opis je mnozica majhnih
omreZij, smo ze podali pri pregledu podro¢ja (poglavje 2). Dopolnjevanje prej nevide-
nega omrezja iz domene neke take mnozice je lahko koristno v ve¢ kontekstih.

Glavna aplikativna motivacija za nase delo sta bila dva pomensko sorodna proble-
ma, s katerima smo se sre¢evali v praksi. Delo na podro¢ju odkrivanja zakonitosti iz
podatkov in strojnega ucenja je podprto tudi z ratunalniskimi sistemi z grafi¢nimi upo-
rabniskimi vmesniki za vizualno programiranje, kot sta Taverna [55] in Orange [56].
Tovrstni vmesniki omogocajo osebam, ki niso veS¢e uporabe klasi¢nih programskih
jezikov, izvesti analizo podatkov z risanjem podatkovnih tokov. Slednji predstavlja-

jo omrezja medsebojno povezanih funkcijskih enot za nalaganje, obdelavo, prikaz in
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shranjevanje podatkov. Primer je prikazan na sliki 3.1.

Dopolnjevanje tovrstnih omreZij z metodami strojnega uéenja bi lahko omogo¢ilo
samodejno (algoritmi¢no) pomo¢ uporabniku pri odpravljanju pomanjkljivosti oziro-
ma nadaljnji gradnji podatkovnega toka. Uéne podatke bi v tem primeru predstavljali
podatki o pretekli uporabi doti¢nega sistema za vizualno programiranje s strani tega
uporabnika ali ve¢je skupnosti uporabnikov.

Vsebinsko nekoliko drugacen primer realnih podatkov v obliki mnozice majhnih
omrezij so $e sheme elektronskih vezij. Tudi tu si je mozno zamisliti sistem, ki bi
z uporabo strojnega udenja asistiral inZenirju pri risanju nadrta za tiskano vezje. Ni
sicer takoj jasno, kako vezje opisati v obliki omreZja na nacin, ki bo koristen v smislu

reSevanja problema dopolnjevanja majhnih omreZij. Ker smo delovanje druZine metod,
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ki smo jo zasnovali, ocenili tudi na tovrstnih podatkih, bomo ve¢ besed predpripravi

in zbiranju posvetili pri opisu podatkov v razdelku 3.4.1.

3.1.1  Umestitev problema v kontekst sorodnih problemov

Napovedovanje povezav v velikih omrezjih oziroma dopolnjevanje velikih omreZij sta
relativno dobro raziskana problema tudi po zaslugi komercialnih potreb podjetij, ki
ponujajo storitve internetnih socialnih omrezij. Dopolnjevanje majhnih omrezij se
od omenjenega problema bistveno razlikuje. Na to kazejo tudi slabi rezultadi, ki jih
metode za napovedovanje povezav v velikih omreZjih izkazujejo v nasih poskusih.

Algoritmi, razviti za velika omreZja, se pri napovedovanju zanasajo na topoloske
informacije in, ko so znani dodatni podatki o vozli§¢ih, na podobnost med vozliséi [46].
Pogosto je uporabljen princip homofilije [57], ki pravi, da se vozlis¢a rada povezujejo s
sebi podobnimi. Majhna omreZja sicer pogosto vsebujejo dodatne podatke o vozlis¢ih,
vendar v obliki oznak, ki jih je brez predhodne ureditve v hierarhijo ali informacije o
podobnosti med oznakami tezko uporabiti za izra¢un podobnosti med vozli§¢i. Prav
tako v podatkih, ki smo jih zbrali, ne vidimo o¢itne razlage, zakaj bi bila homofilija
pomemben dejavnik pri vzpostavljanju povezav. Po drugi strani pa je zelo ocitno, da
nam oznake pomagajo lo¢iti med razli¢nimi vrstami vozlis¢ in definirati vzorce, po
katerih se ti pogosto medsebojno povezujejo.

Velika omrezja pogosto predstavljajo socialne mreZe, v katerih je bil opazen princip
zapiranja trikotnikov: e sta dve vozlis¢i povezani s tretjim vozlis¢em, je precej verjetno,
da sta tudi medsebojno povezani (ali pa se bosta povezali v prihodnosti). Metode za
napovedovanje povezav se pogosto zana$ajo na to opazko [54]. V velikih omrezjih je
to razumljivo, majhna pa popisujejo drugacne pojave, pri katerih ta princip ne velja ali
ni prevladujoc.

Se ena pomembna razlika med analizo majhnih in velikih omreZij je, da se pri sle-
dnjih pogosto u¢imo na danem omreZju in zatem na njem tudi napovedujemo priho-
dnje dogodke. Iz enega majhnega omrezja ne moremo izlu¢iti veliko informacij, zato
jih za strojno ucenje potrebujemo ve¢. To nam tudi dovoljuje uporabo tak$nih metod,
ki na velikem omreZju ne bi delovale zaradi ¢asovne in/ali prostorske potratnosti, na
posameznih majhnih omrezjih pa s tem nimamo tezav.

Razlika v velikosti omreZij ima posledice tudi za vzorce (podomrezja), ki jih lahko
uporabimo v analizi. Ce za velika omreja velja, da vzorci ne smejo imeti ve¢ kot 3—5

vozlis¢ [58], sicer bi se zaradi pojava majhnega sveta raztezali preko celotnega omrezja,
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pri majhnih omrezjih to ni teZava. Vzorec lahko vsebuje ve¢ vozlis¢ in morda v katerem
od primerov zavzema kar celotno omreZje, a je $e vedno lokalen v smislu, da je prisoten

le v nekaterih omrezjih v mnozici, v drugih pa ne.

3.1.2 llustrativen primer naloge

Za lazjo predstavo prakti¢ne aplikacije zastavljenega problema sta na sliki 3.2 prikazani
konkretni nalogi na primeru sistema za vizualno programiranje, ki je del paketa za
odkrivanje zakonitosti v podatkih Orange.

V prvem delu slike lahko vidimo, da je uporabnik naloZil podatke iz datoteke (gra-
dnik File), zgradil Klasifikacijsko drevo (gradnik Classification Tree) in si zgrajen model
ogledal s prikazovalnikom dreves (Classification Tree Viewer). Z gradnikom Naive Bayes
je zgradil $e en model z naivnim Bayesovim klasifikatorjem. Upravi¢eno lahko pri¢aku-

jemo, da si bo tudi ta model Zelel ogledati. Primerna vizualizacija naivnega Bayesovega
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klasifikatorja je nomogram, zato bi bilo smiselno predlagati gradnik Nomogram.

Na primer lahko gledamo z vsaj dveh nivojev splosnosti. En je konkreten in s tem
uporaben za dopolnjevanje omrezij, ki vsebujejo to¢no navedene $tiri gradnike (poleg
morebitnih drugih): e shema vsebuje gradnik za nalaganje datotek, ki je povezan s kla-
siftkacijskim drevesom, to pa je povezano s pregledovalnikom dreves, poleg tega pa je na
nalaganje datotek povezan tudi naivni Bayesov model, potem je pricakovano, da bo na sle-
dnjega prikljucen Se gradnik za prikaz nomograma. Drugi pogled je bolj splosen: ée je vir
podatkov prikljucen na algoritem za gradnjo modela, ta pa na pripadajoci pregledovalnik,
poleg tega pa isti vir podatkov &rpa se en model, se pricakuje, da bo tudi ta prikljucen na
svoj pregledovalnik.

V opisani ilustraciji s pomo¢jo vzorca, ki je bil v praksi odkrit kot pogost, napovemo
novo vozlis¢e in pripadajoco povezavo. Primer na sliki 3.2b prikazuje napoved pove-
zave med obstojecimi vozlid¢i. Ce je uporabnik sestavil shemo, ki vsebuje gradnika za
gradnjo klasifikacijskih dreves in naivnega Bayesovega modela in ki ocenjuje napove-
dno to¢nost prvega modela na dolo¢enih podatkih, potem bo verjetno Zelel na istih
podatkih preizkusiti tudi drugi model.

Dani primeri nazorno kazejo, da se dopolnjevanje majhnih omrezij bistveno razliku-
je od napovedovanja vozli§¢ in povezav v velikih omrezjih. Pri napovedih uporabljamo
vzorce, ki pogosto zavzemajo velik del omrezja, napovedi povezav pa niso osnovane
na principu zapiranja trikotnikov prijateljstva ali povezovanju sorodnih (podobnih)
vozlid¢, temve¢ upostevajo oznake oziroma kategorije vozlis¢ in/ali povezav glede na
odkrite pogoste vzorce.

Zaradi razli¢nosti problemov dopolnjevanja velikih in majhnih omrezZij niso pre-
nosljivi niti postopki in metrike za ocenjevanje kvalitete metod. Pri velikih omrezjih
lahko zakrijemo del omrezja, nato pa za oceno uspe$nosti metode pri rekonstrukciji
omrezja uporabimo metrike za ocenjevanje dvojiskega uvr$¢anja, kot sta plos¢ina pod
ROC krivuljo (angl. Area Under Curve, AUC) in preciznost (angl. precision [46]). Pri
majhnih omrezjih prikrivanje ve¢ kot ene povezave pogosto korenito spremeni struk-
turo omreZja. Po drugi strani pa pri prikrivanju ene same povezave AUC in preciznost

nista ve¢ uporabni meri za ocenjevanje kvalitete napovedi.

3.1.3  Koncepti in notacija

V nadaljevanju Zelimo formalno definirati problem. V tem razdelku bomo najprej

spoznali koncepte in dolo¢ili notacijo za strukture, ki jih potrebujemo pri definiciji



problema.

Omrezje, ki ga sestavljata graf in dodatne informacije v obliki oznak na vozlis¢ih in
povezavah, imenujemo tudi oznaden graf. Zapisemo ga kot trojko G = (Vg, Eg, €g), v
kateri sta prvi dve komponenti mnoZici vozli§¢ in (usmerjenih ali neusmerjenih) pove-
zav tega grafa, g : VGUEg — L paje oznalevalna funkcija, ki vozli$éem in povezavam
doloca oznake iz neke mnozice L.

Recimo, daza domeno majhnih oznadenih grafov, znotraj katere zelimo dopolnjevati
omreZja, poznamo vzorec reprezentativnih grafov — mnozico .

Oznatimo s P = (Vp, Ep, €p) vzorec (angl. pattern), tj. (Sibko) povezan oznaten
graf. Vzorec je podgrafno izomorfen (angl. subgraph isomorphic [59]) grafu G, e je
izomorfen nekemu podgrafu grafa G. V kontekstu oznacenih grafov seveda velja, da
se morajo pri izomorfizmu ujemati tudi oznake.

Funkecija vpetja je injektivna preslikava vozlis¢ vzorca P v vozliS¢a grafa G, ki zados¢a
pogoju, da je vzorec P podgrafno izomorfen grafu, vpetemu na tockah, v katere slika
€. Naj poudarimo, da $e vedno govorimo o podgrafnem izomorfizmu in ne o pravem
izomorfizmu, saj $e vedno dovolimo, da v G med vozli§di, v katere slika €, obstajajo $e
dodatne povezave. Zopet seveda zahtevamo ujemanje oznak na vozlis¢ih in povezavah.

Enacbi 3.1 in 3.2 strnita lastnosti, ki jim mora zados¢ati funkcija vpetja v kontekstu

oznacenih grafov.

YoeV, : {p(v)={(e®) (3.1)
Yep=(u,v)€Ep : eg=(ew)e(®)€Eg A Lplep) =Lsleg) (3.2)

Naj bo rezultat funkcije ¢(P, G) mnozica (lahko tudi prazna) vseh veljavnih vpetij
vzorca P v grafu G.

Vsakemu vzorcu, ki ga odkrijemo v mnozici majhnih grafov, lahko dolo¢imo pod-
poro (angl. support), tj. Stevilsko koli¢ino, ki za vsak vzorec pove, kako pomemben,
zanesljiv, oziroma pogost je. Podporo vzorca P v mno¥ici grafov & oznadimo o(P, 5).
Najpreprostejsa in najpogosteje uporabljena mera podpore na podro¢ju odkrivanja po-
gostih vzorcev v grafih je frekvenca, tj. Stevilo opazovanih grafov, ki vsebujejo dani

VZOorec:

oP, %) =|(GIGeZ, ¢(P,G) # 2. (33)

P je pogost vzorec (angl. frequent pattern) v &, &e je njegova podpora zadosti visoka.

Konkretno, za vnaprej izbrano minimalno podporo i mora biti 6(P, &) > p.
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3.1.4  Formalna definicija problema

Recimo, da je H" = (Viy,, Eys, €y/) oznaden graf, ki ga ne moremo opazovati, lahko
pa opazujemo njegov podgraf H = (Vi, Ey, €). H torej ne vsebuje nekaterih vozlis¢
in povezav grafa H’; lahko re¢emo, da je nepopoln. Vzrok za to je bodisi naSe nena-
tan¢no poznavanje pravega grafa H’ oziroma napake pri zajemu podatkov, bodisi H’
predstavlja graf v prihodnosti in se nekateri elementi $e niso pojavili. S predvidevanjem
manjkajocih povezav v resnici lahko tudi vplivamo na njihovo dejansko pojavitev, npr.
v kontekstu spletnih socialnih omreZij, kjer uporabnik lahko preprosto sprejme predlog
za prijateljstvo. Za definicijo problema vzrok za odsotnost elementov ni pomemben.
Povezave Eyyr \ Eyy imenujemo manjkajoce povezave, vozliséa Vi, \ Vi pa manjkajoca
vozlisca.

Predpostavimo, da mnoZica & vsebuje majhne oznacene grafe. Ti so reprezentativni
za domeno, s katero se ukvarjamo. Naj bo H na povezave induciran (angl. edge-
induced) podgraf latentnega grafa H’. Povedano drugace: H ne vsebuje nekaterih
povezav iz H', vozli§¢e pa je brisano le, ¢e ostane brez povezav.

Problem dopolnjevanja majhnih omrezij pomeni napovedovanje manjkajocih povezav
in vozlis¢ v grafu H. Ker je to¢no napovedovanje prezahtevna naloga, pri reSevanju
tega problema napovemo seznam potencialnih manjkajocih povezav in vozlis¢, urejen

po ocenah njihovih verjetnosti.
3.2 Orodja

Razvili smo metodo Hyspan, ki reduje problem dopolnjevanja majhnih omrezij. Pri
tem smo se opirali na obstojece raziskave in Ze razvite metode s podro¢ja analize omre-
zij. Pred opisom naSe metode je zato koristno nekaj besed nameniti orodjem, ki jih
uporabljamo za njeno delovanje.

Hyspan za svoje delovanje uporablja pogoste vzorce v omrezjih. Odkrivanje takih
vzorcev iz podatkov zahteva identifikacijo podgrafnih izomorfizmov ob upostevanju
oznak na vozlis¢ih in/ali povezavah. To je NP-tezek problem [60]. Do neke mere je
reSevanje problema vseeno mozno, predvsem po zaslugi pristopov za oZenje iskalnega
prostora.

Ze samo $tevilo moznih vzorcey, ki se pojavljajo v grafih, narai¢a eksponentno glede
na velikost vhodnih grafov. To eksplozijo obi¢ajno omejimo tako, da dolo¢imo najnizjo

podporo, ki jo mora vzorec imeti, da ga $tejemo za pogost vzorec. Omenili smo Ze, da



je najosnovnej$a mera za podporo vzorca kar Stevilo grafov, v katerih se pojavlja. Ta
mera ima zelo koristno lastnost — je namre¢ monotono padajoca (angl. anti-monotone) v
smislu da ima vzorec R, ki vsebuje vzorec P, lahko kve¢jemu nizjo podporo: 0(R, &) <
0(P,%). Pomembna posledica te lastnosti je, da lahko vzorce v mnozici odkrivamo
od manjsih proti vedjim (torej vedje vzorce najdemo tako, da z novimi povezavami
raz§irjamo manjge) in neko vejo preiskovanja prekinemo takoj, ko vzorec nima zadostne
podpore. Tudi vsi iz njega izpeljani ve¢ji vzorci je namre¢ ne bodo imeli.

Frekvenca ni edina monotono padajo¢a mera. Nasploh je primerna zgolj za odkriva-
nje pogostih vzorcev v mnozici grafov, ne pa npr. v enem velikem grafu. Za reevanje
nasega problema to zado$¢a, vseeno pa naj omenimo, da obstajajo tudi monotono
padajoce mere, ki delujejo v kontekstu analize enega grafa. Med drugim so to mo¢
najvecje neodvisne mnozice (angl. maximum independent set, MIS [61]) in podpora, ki

uposteva skodljivo prekrivanje (angl. harmful overlap [62]).

3.2.1  gSpan — metoda za odkrivanje pogostih vzorcev

Prva metoda, ki uporablja ta princip za odkrivanje pogostih vzorcev v grafih, je gSpan
(26] (Graph-Based Substructure Pattern Mining). Vzorce gradi povezavo za povezavo in
se s tem izogne potrebi po zahtevnem zdruzevanju dveh ve¢jih vzorcev, na katerem so
temeljile zgodnej$e metode, ki so se zgledovale po algoritmu Apriori [24] za odkrivanje
pogostih vzorcev v naborih (angl. itemsets).

Algoritem gSpan za dano mnotico oznadenih grafov & zgradi drevo pogostih vzorcev
T. Vse najdene vzorce v celotni mnozici grafov popisuje eno samo drevo. Posamezen
vzorec je zapisan s kanoni¢nim kodom, imenovanim najmanjsa koda na osnovi iskanja
v globino (angl. minimum DFS encoding). Kod zapiSe vzorec s seznamom povezay, kot
jih naSteje postopek iskanja v globino, pri ¢emer je tocen vrstni red povezav dolocen z
zahtevo, da pri ve¢ enakovrednih kodah za isti vzorec izberemo tistega, ki je leksiko-
grafsko najmangsi. Vsaka povezava je zapisana s peterko, ki vsebuje dve celi Stevili in
tri oznake z vozli$¢ oziroma povezav vzorca, zato je tako peterke kot sezname peterk
mozno leksikografsko primerjati, ¢e je mozno primerjati oznake.

DPeterka (iy, 1, Iy, 1, I;) za zapis posamezne povezave vzorca vsebuje:

= zaporedni Stevilki (i; in i,) kraji§¢ povezave, pri ¢emer je vrstni red dolo¢en z
vistnim redom odkrivanja vozlis¢ pri izvajanju iskanja v globino; zacetno vozlis¢e

nosi zaporedno $tevilko o,
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= pripadajo¢i oznaki vozlis¢ (I, in [,) in
= oznako same povezave (1,).

Pri usmerjenih grafih je postopek enak, le da povezave zapisujemo s Sestericami;
dodatna komponenta oznacuje smer povezave (tj. od vozli§¢a i; do i, ali obratno [63]).
Oznacimo s &p(e) terko, ki predstavlja povezavo e v neki kodi vzorca P. Koda celo-

tnega vzorca je seznam Ep = [Ep(e)] . . Vistni red povezav v seznamu dolo¢a zahteva

e€L
po leksikografski minimalnosti kode, oz)ozoriti pa je potrebno, da se s tem vrstnim re-
dom spreminjajo tudi terke za posamezne povezave. Spremenijo se zaporedne $tevilke
vozli§¢, prav tako pa lahko povezavo odkrijemo ,z druge strani”, torej z zamenjanimi
krajis¢i. Od tod dalje bomo notaciji Ep(e) in &p vedno uporabljali za zapis leksikograf-
sko najmanjse kode, ki je pri uporabljenem kodu tudi edina veljavna.

gSpan zgradi drevo takih kod (drevo kod na osnovi iskanja v globino, angl. DES code
tree) z vsemi pogostimi vzorci v mnozici grafov. Vsa vozlis¢a tega drevesa na isti globini
predstavljajo vzorce z istim $tevilom povezav. Koda &p je v tem drevesu otrok kode £
natanko tedaj, ko se p zacne s &y in nadaljuje z natanko eno dodatno terko. Tedaj je
tudi R podgraf P, kjer je |Eg| = |[Ep| — 1. Obratno ne velja nujno: &e je R podgraf P in
slednji vsebuje natanko eno povezavo ve¢, lahko to zaradi zahteve po minimalni kodi
spremeni vrstni red na$tevanja povezav.

Primer drevesa kod na osnovi iskanja v globino je prikazan na sliki 3.3.

gSpan drevo gradi po nivojih. Za¢ne z izérpnim nastevanjem oziroma prestevanjem
vzorcev z eno samo povezavo. Ko zakljudi gradnjo enega nivoja drevesa, izlo¢i vse vzor-
ce, katerih podpora ne zados¢a nastavljeni najnizji podpori. Ker je podpora monotono
padajoca, ni moznosti, da bi bil s tem zavrzen pogost vzorec.

Otroke vsakega vozliS¢a v drevesu algoritem generira tako, da v vseh grafih iz mno-
Zice najde & vsa vpetja vzorca, ki ga vozli¢e predstavlja, in jih nato razdirja s po eno
povezavo v okolici.

Ko algoritem zgradi kodo, ki ni leksikografsko najmanjsa, to pomeni, da je mini-
malen opis tega vzorca ze odkril. Tega ni potrebno ugotavljati s ¢asovno zahtevno
primerjavo vseh parov odkritih kod, temve¢ je razvidno ze iz dejstva, da je za opisani
vzorec mo¢ najti manjso kodo. Pogosto niti ni potrebno izérpno nastevati vseh kod za
dolo¢en vzorec, saj mnogih neveljavnih kod algoritem zaradi vgrajenih hevristik sploh

ne generira.
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Slika 3.3: Primer
drevesa kod na
osnovi iskanja
v globino. A\
vozlid¢ih so zaradi
preglednosti zapi-
sane le terke, ki
opisujejo  zadnjo
odkrito povezavo.
Celotna koda
vzorca v posame-
znem vozlis¢u je
seznam, ki vsebuje
po vrsti vse terke
od korena drevesa
do tega vozlisca.
Prvo in zadnje vo-
zlid¢e na drugem
nivoju drevesa
predstavljata  isti
vzorec:  vozlis¢e
z oznako a, ki
je povezano s $e
enim  vozlis¢em
z oznako 4 in
enim z oznako b.
Zadnje vozlis¢e ne
vsebuje  leksiko-
grafsko najmanjse
kode, ki jo gSpan
zavrze e preden jo
poskusa razsiriti v

vedji vzorec.
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Ob koncu izvajanja algoritma drevo vsebuje vse vzorce z zadostno podporo v.&. Re-
zultat algoritma je seznam najdenih vzorcev (v obliki seznama oznadenih grafov) skupaj
s pripadajo¢imi vrednostmi podpore.

Edini parameter algoritma gSpan je najmanjsa podpora (i) najdenih vzorcev. Ce je
mera podpore frekvenca, torej tevilo grafov iz &, ki vzorec vsebujejo, lahko minimalno
podporo izrazimo absolutno (kot celo Stevilo) ali relativno (kot delez Stevila vseh grafov
vZ).

3.3 Hyspan — metoda za dopolnjevanje majhnih oznacenih omre-
2ij

Metoda Hyspan (Hypotheses from Substructure Patterns, slov. hipoteze na podlagi pod-
strukturnih vzorcev), ki smo jo razvili [64], je po zunanji zgradbi tipi¢en postopek stroj-
nega ucenja, saj ima dva dela. Prvi del je ucenje, pri katerem algoritem analizira u¢ne
podatke in zgradi model, ki predstavlja zgo$¢eno znanje oziroma hipoteze o mehaniz-
mih, ki so pripeljali do videnih u¢nih podatkov. Drugi del je napovedovanje. Vhodna
podatka za ta del sta prej zgrajeni model ter nov, $e neviden oznacen graf, domnevno iz
iste domene kot so bili u¢ni podatki. Izhod tega dela metode so hipoteze o manjkajocih
povezavah in vozli¢ih v novem grafu.

Glavna ideja metode je, da je moZno vzorce, ki se v domeni pogosto pojavljajo,
uporabiti za dopolnjevanje novih grafov. Ce opazimo, da v grafu manjka le nek del
vzorca, lahko postavimo hipotezo, da je graf tam potrebno dopolniti. Manjkajoce
dele lahko ¢asovno udinkovito odkrijemo tako, da poskusamo vpeti vzorce, pri ¢emer
dopustimo dolodeno Stevilo odstopanj v smislu manjkajo¢ih povezav in vozlis¢.

Pri natan¢nejSem opisu postopka si bomo pomagali z novodefiniranim konceptom:
vpetje vzorca P v razirjen grafﬁ = (Vy UV,Ey UE, €}) bomo poimenovali delno
ypetje vzorca P v graf H je. Dodatna vozlis¢a Vin povezave E imenujemo navidezna
vozlista in povezave (angl. virtual vertices and edges). Oznacevalna funkcija €p; je ustre-
zna razdiritev £}y Stevilo v delnem vpetju uporabljenih navideznih povezav je omejeno

s konstanto v.

3.3.1  Utenje

Model metode Hyspan predstavljajo vzorci (oznadeni podgrafi), ki so pogosti v u¢ni

mnofici in vrednosti njihove podpore (tj. njihove frekvence). Slednje metoda uporabi



za smiselnejSe rangiranje hipotez. Vzorci morajo biti v taki podatkovni strukeuri, ki
omogoca uéinkovito iskanje delnih vpetij.

Seznam vzorcev z informacijami o podpori lahko zgradimo z uporabo algoritma
gSpan. Se vel: drevo kod na osnovi iskanja v globino, ki ga ta gradi med svojim delo-
vanjem, je struktura, s pomogjo katere lahko udinkovito i§¢emo delna vpetja vzorcev.
gSpan je torej potrebno prilagoditi, da kot rezultat ne vraca seznama, temve¢ kar drevo.
Tako prilagojen algoritem nam sluzi kot u¢ni del metode Hyspan.

Tako kot gSpan ima tudi Hyspan parameter t — najmanjso vrednost podpore, ki
jo mora vzorec dosegati, da ga Stejemo za pogostega. Kasneje bomo pokazali, da pri
uporabi vzorcev za dopolnjevanje omrezij nizje vrednosti p praviloma dajejo boljse re-
zultate za ceno daljSega Casa izvajanja. To sicer pomeni, da vrednosti parametra ne
moremo izbirati z uporabo notranjega pre¢nega preverjanja (angl. internal cross vali-
dation, ICV'), a lahko uporabimo e enostavnejsi pristop. Ena moznost je, da za¢nemo
z nizkimi vrednostmi in postopek prekinemo, ¢e se ne izvede v vnaprej dolo¢enem Se
sprejemljivem casu, ter poskusimo z nekoliko vi§jo vrednostjo. V nasih poskusih smo
uporabili obraten pristop — zaleli smo z visoko vrednostjo parametra (npr. 1 = % 120
in jo nato po obéutku znizevali, dokler se je ocena kvalitete napovedi Se bistveno spre-
minjala oziroma dokler ni ¢as izvajanja postal nesprejemljivo visok.

Predvidevamo, da bi bilo v popolnoma avtonomnih sistemih, ki obi¢ajno delujejo
znotraj ene domene, mozno izbrati fiksno vrednost, ki daje dobre rezultate. Ce to ne

bi bilo mogoce, bi opisani postopek iskanja primerne vrednosti lahko avtomatizirali.

3.3.2  Napovedovanje — postavljanje hipotez

Napovedni del metode kot vhod zahteva nov graf H iz iste domene (torej predvidoma
sorodne strukture), kot so bili grafi v mnoZici na vhodu u¢nega dela algoritma, in
drevo kod, ki predstavlja vzorce, ter sestavi seznam morebitnih manjkajocih povezav.
Algoritem, ki smo ga zasnovali, najde vsa delna vpetja pogostih vzorcev v danem grafu
in s tem odkrije kandidatne povezave. Te nato z izbrano funkcijo tockuje glede na
koli¢ino in kvaliteto indicev ter jih sortira po padajo¢em Stevilu tock.

Naj spomnimo, da je vsak odkriti pogosti vzorec predstavljen s kodo v drevesu T,
vsaka koda pa je seznam terk, ki ustrezajo povezavam v vzorcu. Naj bo P[i] i-ta poveza-
va v kodi vzorca P. Funkcijo vpetja €p, ki slika vozliS¢a vzorca P v vozlis¢a razsirjenega

grafa H, opiSemo s seznamom povezav tega grafa, pri ¢emer i-ta povezava ustreza sliki

PIi).
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Hyspan za vsak pogost vzorec z eno samo povezavo (tj. na prvem nivoju drevesa T)
najde vsa mozna vpetja v razsirjenem grafu H. To je trivialno, saj je potrebno le najti
povezave z ustreznimi oznakami na povezavi sami ter na krajis¢ih. Za vsako odkrito

vpetje Hyspan kli¢e rekurzivno funkcijo, ki:

= se takoj konca, ¢e do zdaj sestavljeno vpetje vsebuje ve¢ virtualnih povezav, kot

je dovoljeno (v), sicer

= izracuna in priSteje vpliv tega vpetja na tockovanje virtualnih povezav, ki bodo

predlagane kot morebitne manjkajoce povezave,

= najde vsa vpetja za vsak pogost vzorec, ki je v drevesu T otrok vzorca P, tako
da razsiri vpetje vzorca P z dodatno povezavo v H; ob vsakem odkritju vpetja se

funkcija rekurzivno poklice.

Na ta nadin je vsako delno vpetje v grafu H vsakega vzorca iz drevesa T obiskano
natanko enkrat, e je veljavno v smislu, da ne vsebuje ve¢ navideznih povezav, kot je
dovoljeno. Neveljavna delna vpetja so zavrzena in se jih ne razirja v delna vpetja Se
vedjih vzorcey, saj bi $tevilo uporabljenih navideznih povezav s tem kve¢jemu povecali.

Odkrito vpetje vpliva na tockovanje manjkajocih povezav le, e je zasidrano v vi-
dnem delu grafa H, . ¢e vsebuje vsaj eno nenavidezno vozlis¢e. Tako vpetje prinese
tocke vsem navideznim povezavam, ki jih vsebuje, zato so v konénem seznamu povezav
uvr$¢ene visje. Pri izbiri nadina to¢kovanja imamo $iroko paleto moznosti; mi smo si
zamislili tri razli¢ne funkcije in jih uporabili v nasih poskusih. Opisane so v razdelku
3.3.3.

Nezasidrana delna vpetja nimajo neposrednega vpliva na totkovanj povezav, kljub
temu pa jih algoritem rekurzivno razsiri v vpetja ve¢jih vzorcev. Z raziritvijo nezasi-
dranega vpetja lahko namre¢ dobimo zasidrano vpetje, ki ga moramo upostevati.

Pred zacetkom postopka v graf H dodamo v navideznih vozli& za vsako mo#no
oznako. Navidezna vozli§¢a, ki niso uporabljena v delnih vpetjih, niso predlagana kot
manjkajoca, saj niso vpletena kot krajiS¢a v konénem seznamu povezav. Vseh moznih
navideznih povezav je v splosnem mnogo ve¢ kot moznih navideznih vozli$¢, zato se
te dodajajo sproti. Rekurzivni korak iskanja delnega vpetja, ki privede do dodajanja
navidezne povezave, je prikazan na sliki 3.4.

Vse navidezne povezave z ve¢ kot 0 to¢kami so vkljucene v konéni seznam hipotez.



Vzorec Graf

E(P-jev stars) = [
(0,1,23,d,b),

(0,2,a,f,¢0)]

)

(d)

Vpetje P-jevega starsa: [e;, €3]

e, (d)

&P =1 A
(0, 1,a,d, b), =
(0, 2, a, f, ), <
(2,1,¢,e,b) ]

e; (f)

Vpetje vzorca P: [ey, €3, 4]

Ce Zzelimo napovedati en korak v razvoju omreja, je primerna vrednost parametra
v = 1. To omeji tudi Stevilo navideznih vozlis¢ na 1. Ce predpostavimo, da poznamo
vsa vozli§¢a omreZja, lahko izpustimo korak dodajanja navideznih vozlis¢.

Celoten algoritem za napovedni del metode Hyspan je opisan na sliki 3.5.

3.3.3  Tockovanje hipotez o manjkajocih povezavah

Algoritem vrne veliko Stevilo povezav, za katere oceni, da bi lahko manjkale v vhodnem
grafu. Intuicija nam pravi, da imamo v nekatere hipoteze ve¢ zaupanja, oziroma jih

podpira ve¢ dokazov kot druge. Metoda zato napovedane povezave tockuje glede na
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Slika 3.4: Prikaz
enega od moznih
vpetij vzorca P
(spodaj), do ka-
terega pridemo z
razsiritvijo  vpetja
P-jevega  starfa
(zgoraj) v drevesu
kod. Vpetje
vzorca P vsebuje
tudi  navidezno
povezavo ¢y, ki je
bila v graf dodana
vV 14. vrstici
algoritma.  Obe
vpetji sta izrazeni
v obliki seznama
povezav grafa, ki
ustrezajo terkam v

kodi vzorca.
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Slika 3.5: Psevdo-
koda napovednega
dela metode Hy-
span.  Rekurziv-
na funkcija za is-
kanje vpetij je opi-

sana na sliki 3.6.

3 Dopolnjevanje majhnih omrezij M. Polajnar

1: funkcija Hysean(H, T, v)

0 Pri danem grafu H in drevesu kod T vrne seznam to¢kovanih hipotez o manj-
kajocih povezavah v grafu.

0H = (V,E,{) je vhodni graf.

0T je model (drevo kod).

0V je najve¢je $e dovoljeno Stevilo uporabljenih navideznih povezav v delnem

vpetju.
2: V <« mnozica v navideznih vozlis¢ za vsako oznako I € L
3: E — D

4 H« (Vu V,E UE ) n? je razsiritev ¢, ki vsebuje tudi oznake dodanih

vozli§¢ in povezav

5: ¢ < prazen seznam (dodanih povezav s pripadajo¢imi $tevili tock)
6: za vsak vzorec P iz T z zgolj 1 povezavo :

7 € < prazno vpetje

8: Hyspan_EXpand(ﬁ ,P, €, ¢)

9: konec zanke
10: vrni G

11: konec funkeije
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12: procedura HYSPAN_EXPAND(ﬁ ,P,e,c)

0 Posodobi seznam povezav (¢) z vpetji vzorca P in postopek rekurzivno ponavlja

s P-jevimi otroki (tj. iz P izpeljanimi ve¢jimi vzorci).

0H = (Vu ’17, EUE, €) je vhodni graf, razsirjen s povezavami, dodanimi med
dosedanjimi klici te procedure.

0 P je vzorec, ki ga Zelimo vpeti.

0 € je vpetje P-jevega starsa, dano v obliki seznama povezav iz E U E.

O ¢ je seznam grafu dodanih povezav s pripadajo¢imi $tevili tock.

13: E « E U {nove navidezne povezave, ki ustrezajo zadnji terki v &(P)}
y H« (VUV,EUED)
Is: za vsako vpetje €’ vzorcaP v H :

O €’ je razsiritev €, ki vkljucuje vpetje P-jeve zadnje povezave

16: e € vsebuje vec kot v navideznih povezav potem

17: nadaljuj z naslednjo iteracijo zanke

18: konec

19: e € vsebuje vsaj eno nenavidezno vozlis¢e potem

20: za vsako navidezno povezavo e iz vpetja €’ :

21 ustrezno posodobi ¢(e)

22: konec zanke

23: konec Slika 3.6: Psevdo-
24: za vsakega otroka P’ vzorca P : koda napovednega
25: Hyspan_Expand(ﬁ ,P’ e, ¢) dela metode Hy-
26: konec zanke span: rekurzivna
27: konec zanke funkcija za iskanje

28: konec procedure vpetij.



36

3 Dopolnjevanje majhnih omrezij M. Polajnar

koli¢ino indicev, ki jim kazejo v prid.

Nacini tockovanja hipotez so osnovani na velikosti vzorcev, na podlagi katerih so
nastale (|[Ep|), ter na njihovi podpori v u¢ni mnozici (6(P, %)). Oznatimo s Z(e)
mnoZico vzorcev, za katere vsaj eno vpetje potrebujemo povezavo e. Zasnovali smo tri
tockovalne funkcije.

Prvo tockovanje je osredoto¢eno na velike vzorce, zato opazuje le velikosti vzorcev,

za katerih vpetje v grafu manjka povezava e.

se(@) = D exp(Ep)). (3.4)
PeZ(e)

Recimo, da smo nasli delno vpetje vzorca z velikim Stevilom vozlis¢ in povezav. Ker
gre za pogost vzorec v u¢nih podatkih, zaupamo v kompleksnost vzorca: &e so priso-
tne vse povezave razen ene (oziroma najve¢ v), predpostavimo, da bi tudi manjkajoca
povezava morala obstajati.

Eksponentna funkcija je bila uporabljena, ker pogostost naklju¢nih vzorcev pada
eksponentno z velikostjo vzorcev.

Drugo tockovanje je ravno nasprotno prvemu: ne zanima ga velikost vzorcev temvec
daje poudarek njihovi pogostosti v u¢ni mnozici. Pogost vzorec z dvema povezavama
ima v tem to¢kovanju enako dokazno mo¢ kot enako pogost vzorec s $estimi poveza-

vami.

ss(e):= Y, o(P, ). G5)
PEF(e)
Pri uporabi tega toc¢kovanja bi bilo smiselno upostevati kar vse vzorce, ne le pogo-
ste. Omejitev najnizje Se sprejemljive podpore vzorca je vseeno potrebna za omejitev
¢asovne zahtevnosti postopka ter prostorske zahtevnosti drevesa kod.

Zadnje to¢kovanje je kombinacija prej$njih dveh.
sx(€) 1= max o(P, 7) exp(|Ep))- (3.6)

Uporabljen je najve¢ji produkt, ker so ze preprosti poskusi pokazali, da je vsota pro-
duktov preve¢ obcutljiva na vzorce, ki so bili odkriti po naklju¢ju. Pri tem toc¢kovanju
dobi veliko to¢k tista povezava, ki jo napove velik vzorec, ki ima hkrati visoko podporo.

21. vrstica algoritma posodobi $tevilo tock hipotez in je neodvisna od izbire tocko-

valne funkcije.



3.3.4  Casovna zahtevnost

Tako u¢ni kot napovedni del metode refujeta problem podgrafnega izomorfizma, zato
sta NP-tezki. Teoreti¢na ¢asovna zahtevnost torej naras¢a eksponentno z velikostjo
vhoda.

Dejanski ¢as izvajanja je tezko oceniti, ker je odvisen od mnogih dejavnikov oziroma
spremenljivk, katerih vrednosti niso znane vnaprej. Cas za u¢ni del metode je kar
enak Casu izvajanja algoritma gSpan, ki so ga avtorji v svoji analizi [59] ocenili na

@ (KES + rF), kjer je:

k najvegje $tevilo razli¢nih vpetij katerega izmed vzorcev v nek u¢ni graf,

F je Stevilo pogostih vzorcev v u¢ni mnozici,

S je velikost u¢ne mnozice, tj. Stevilo u¢nih grafov,

= 7 je najvedje Stevilo razli¢nih kod za nek pogost vzorec, do katerih lahko pridemo

z razdiritvijo minimalne kode nekega drugega pogostega vzorca za eno povezavo.

Prvi seStevanec v oceni ¢asovne zahtevnosti predstavlja éas odkrivanja vzorcev, dru-
gi del pa cas rezanja neminimalnib kod. Pred izvajanjem algoritma to¢no poznamo le
vrednost spremenljivke S. Na ¢as izvajanja mo¢no vpliva tudi Stevilo podgrafnih izo-
morfizmov, ki jih odkrije algoritem. To $tevilo je v izratun zajeto v spremenljivki k,
nanj pa mo¢no vpliva gostota grafov in Stevilo razli¢nih oznak na vozlis¢ih in poveza-
vah u¢nih grafov. Bolj redki kot so grafi in ve¢ kot je razli¢nih oznak, hitreje se bo
postopek konéal.

Casovna zahtevnost napovednega dela metode Hyspan je podobna zahtevnosti ué-
nega dela s tremi pomembnimi razlikami. Prva je, da so pogosti vzorci podani kot
vhodni podatek, zato ni potrebno izvajati rezanja neminimalnih kod. Druga razlika je,
da imamo pri napovedovanju opravka le z enim grafom, zato lahko ¢asovno zahtevnost
zapiSemo kot ' (kF). Tretja razlika pa je, da pri napovednem delu v graf dodajamo
navidezne povezave. S tem graf gostimo, kar, kot smo Ze omenili, povecuje $tevilo
podgrafnih izomorfizmov in s tem spremenljivke k. Natan¢no razliko je v splo$nem
nemogoce izracunati.

Na $tevilo pogostih vzorcev (F) lahko vplivamo s parametrom najnizje dovoljene
podpore vzorca (u). Pri prakti¢ni uporabi metode torej iS¢emo ustrezno ravnotezje

med hitrostjo in kvaliteto delovanja.
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3.4  Ocena uspesnosti

V tem razdelku najprej opiSemo podatke, zatem pa $e druge metode, s katerimi smo
primerjali rezultate nade metode. Rezultate poskusov in njihovo interpretacijo podaja-

mo v naslednjem razdelku.

3.4.1 MnoZice podatkov

Predlagano metodo smo preizkusili na ve¢ mnozicah podatkov, ki opisujejo resni¢ne
pojave (realni podatki), za analizo vpliva lastnosti omrezij na delovanje metode pa tudi
na umetno sestavljenih podatkih (sinzeticni podatki). Zbrane in zgenerirane podatke
smo javno objavili kot del dopolnilnega gradiva znanstvenega ¢lanka [64] na naslovu

http://www.biolab.si/supp/hyspan.

Realni podathki

Osnovna motivacija za razvoj metode je bila zelja po obdelavi podatkovnih tokov iz gra-
ficnega okolja programa za odkrivanje zakonitosti v podatkih Orange [56]. Iz dnevni-
$kih zapisov tega programa smo rekonstruirali podatkovne tokove rednih uporabnikov,
ki so nam to dovolili. Nato smo sestavili mnozZico majhnih omreZij, recimo ji Orange,
v katerih vozli§¢a predstavljajo gradnike (podatkovne filtre, algoritme strojnega uce-
nja, prikaze podatkov in modelov itd.), ki delajo s podatki, usmerjene povezave med
njimi pa simbolizirajo tok podatkov. V mnozici je 594 usmerjenih oznacenih grafov,
od katerih vsak vsebuje vsaj tri vozlid¢a in tri povezave. 417 grafov sestavlja ena sama
povezana komponenta. Veina grafov je zelo redkih: mediana Stevila vozlis¢ v grafu je
6, mediana Stevila povezav pa 5. V mnorici je 75 razli¢nih oznak na vozlis¢ih in 13 na
povezavah. Primer omreZja iz te mnozice je prikazan na sliki 3.7.

Mnozica grafov myExperiment je podobna prejsnji in vsebuje 1729 podatkovnih to-
kov programa Taverna 2 — sistema za upravljanje s podatkovnimi tokovi v znanosti [ 5 5].
Surovi podatki so javno objavljeni na spletni strani myExperiment.org. Vozlis¢a predsta-
vljajo algoritme ter vhode in izhode podatkovnega toka. Poleg 105 oznak za razli¢ne
algoritme je torej na vozlis¢ih Se dodatna oznaka za slednje. Povezave predstavljajo
pretok podatkov med vozlis¢i, podobno kot pri mnozici Orange, nimajo pa oznak.
Mediana Stevila vozlis¢ v grafu je 9, povezav pa 8.

Tretja in zadnja realna mnoZica podatkov, na kateri smo preizkusili svojo metodo,

je Vegja. Gre za v obliki omreZij predstavljenih 98 shem elektronskih vezij, pridoblje-


http://www.biolab.si/supp/hyspan
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nih s spletnega portala eCircuit Center (ecircuitcenter.com). Vozli§¢a predstavljajo 12
razli¢nih elektronskih komponent, sti¢is¢a elektri¢nih povezav ter ozemljitev (v vsaki
shemi je eno tako vozlis¢e). Skupaj je torej na vozli§éih 14 razli¢nih oznak. Neusmer-
jene povezave grafa predstavljajo elektri¢ne povezave. Oznaka povezave oznacuje vrsto
prikljucka elektronske komponente: na primer, napetostni vir ima pozitivni in nega-
tivni pol in temu ustrezno dva priklju¢ka. Razli¢nih oznak na povezavah je 30. Grafi
v tej mnozici so dvodelni, saj smo jo zasnovali tako, da ima vsaka povezava na eni stra-
ni elektronsko komponento, na drugi pa bodisi ozemljitev bodisi sti¢i¢e elektri¢nih
povezav — ¢etudi na shemi sti¢is¢a ni in bi povezavo lahko nadaljevali neposredno do
naslednje elektronske komponente. Mediana $tevila vozlid¢ v grafu je 23, povezav pa
26.

Slika 3.8 prikazuje histogram velikosti pogostih vzorcev, ki jih v podatkovnih mno-
zicah Orange in myExperiment odkrije algoritem gSpan pri razli¢nih vrednostih para-

metra i. Prav tak histogram za podatkovno mnozico Vegja je na sliki 3.9a.

Sinteticni podathki

Sinteti¢ne podatke smo sestavljali z metodo, ki jo je predlagal Kuramochi [12]. Njen

rezultat so neusmerjeni oznaceni grafi. Metoda najprej sestavi L potencialnih pogostih
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Slika 3.8: Histo-
gram velikosti z
algoritmom gSpan
odkritih vzorcev v
mnozicah Orange
in  myExperiment
pri razli¢nih vre-
dnostih parametra
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vzorcev. Stevilo vozlii¢ v vsakem od teh je vnaprej izbrano kot naklju¢no $tevilo iz
cksponentne distribucije s pricakovano vrednostjo I. Struktura vzorcev je naklju¢na:
za vsako novo povezavo je kot eno krajis¢e enakomerno naklju¢no izbrano obstojece
vozlis¢e, kot drugo pa prav tako, le da je med izbire dodana $e moZnost novega vozlisca.
Vsako dodano vozlis¢e ali povezava dobi enakomerno naklju¢no izbrano eno od N
oznak.

Za vsak graf, ki ga metoda Zeli sestaviti, je najprej izbrana velikost (j. $tevilo povezav)
kot naklju¢no $tevilo iz eksponentne porazdelitve s pri¢akovano vrednostjo T. Metoda
nato v graf vstavlja vzorce, ki jih izbira naklju¢no z vratanjem. To pocne toliko casa,
dokler graf ne doseZe ali preseze prej izbranega $tevila povezav. Ce bi jih z dodajanjem
zadnjega vzorca presegel, je ta vzorec dodan s polovi¢no verjetnostjo. Izbrana velikost
grafa je tako le statisti¢no pri¢akovana.

Vzorcey, ki jih dodaja v grafe, metoda ne izbira enakomerno naklju¢no, pa¢ pa Ze
pred tem vsakemu vzorcu naklju¢no dodeli tudi verjetnost, s katero bo izbran. Nekateri
vzorci tako morda sploh ne bodo pogosti.

Kako to¢no vzorec vstaviti v graf, Kuramochi v opisu metode ne pojasni. Nasa
implementacija je za vsako vozliS¢e v izbranem vzorcu enakomerno naklju¢no izbra-
la bodisi ustrezno vozlid¢e v grafu bodisi dodala novo vozlis¢e. Obstojece vozlisce je

primerno, ¢e zado$¢a dvema pogojema:
= ima enako oznako kot vozlis¢e v vzorcu,

= morebitne Ze obstojece povezave do ostalih vozlis¢, ki so bila Ze izbrana kot slike
vozlid¢ v trenutnem vzorcu, morajo prav tako nositi take oznake kot povezave v

VZOrcu.

Z drugimi besedami, naklju¢no izbrane vzorce v graf dodamo tako, da oznake na ob-
stojecih vozlis¢ih in povezavah ustrezajo tistim v vzorcu, naklju¢no ali po potrebi pa
tudi dodamo nova vozliéa.

S tem algoritmom smo sestavili eno mnozico podatkov (recimo ji Sinteticni), ki
smo jo postavili ob bok realnim podatkom. Poleg tega smo zgradili Se serijo mnozic
podatkov razli¢nih velikosti, s pomo¢jo katere smo lahko ocenili delovanje metode pri
podatkih razli¢nih velikosti.

Mnozica Sinteticni sestoji iz L = 10 naklju¢nih pogostih vzorcev s povpre¢no veli-

kostjo I = 5 povezav. Na vozlis¢ih in povezavah je N = 5 razli¢nih oznak. Iz vzorcev
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je bilo sestavljenih soo grafov s pri¢akovano povpreéno velikostjo T = 10 povezav; de-
janska mediana Stevila vozlis¢ v grafih je 6, povezav pa 9. Dejanski histogram velikosti
z algoritmom gSpan odkritih vzorcev je prikazan na sliki 3.9b. Primer naklju¢nega
grafa je na sliki 3.70.

Za oceno delovanja metode pri razli¢nih velikostih vhodnih grafov smo sestavili tudi
zaporedje mnozic naklju¢nih omrezij z vrednostjo parametra I med 2 in 5. Poskuse
smo izvajali priT = 3-1, T =4-1inT = 5-1. Uporabili smo L = 5 vzorcev in
N = 10 oznak. Za vsako kombinacijo parametrov smo za izni¢enje vpliva naklju¢nosti

sestavili 50 mnozic, vsako s po so grafl.

3.4.2  Nacin testiranja in mera uspesnosti

Na vsaki mnoZici smo izvedli 10-kratno pre¢no preverjanje. Pri tem mnozice, ki je
bila v posamezni iteraciji dolo¢ena za testno mnoZico, nismo neposredno uporabili.
Dejanska testna mnoZica je bila sestavljena tako, da smo vsak graf iz prej omenjene
mnozice uporabili veckrat; vsakokrat z izbrisano po eno povezavo. Dejansko stevilo
testnih grafov je bilo tako ve¢je od $tevila vseh grafov v mnozici: 3578 za mnozico
Orange, 21366 za myExperiments, 2820 za Vezgja in 5867 za mnozico Sinteticni.

Cilj je bil pri vsakem testnem grafu napovedati odstranjeno povezavo. V podob-
nih poskusih [51, 53] je bila kot mera uspe$nosti uporabljena funkcija izgube (angl.
loss function). Pri dopolnjevanju majhnih omrezij je primerneje ocenjevati s pomo¢jo
rangov. Pri vsakem testnem grafu smo napovedi, ki jih je dala metoda, uredili padajo-
¢e po totkah. Kot mero uspesnosti smo upostevali rang pravilne napovedi. Pri enako
to¢kovanih napovedih smo izratunali povpre¢ni rang. Ce dejansko izbrisana povezava
sploh ni bila napovedana, torej pravilna napoved sploh ni bila nasteta, pa smo kot rang
pravilne napovedi upostevali co.

Rezultate poskusov prikazujemo v obliki kumulativnih histogramov rangov pravil-
nih napovedi. To pomeni, da imamo na vodoravni osi naravna $tevila, ki predstavljajo
range. Visina krivulje (y) pri vsaki vrednosti na vodoravni osi (x) ustreza delezu testnih
grafov, pri katerih je bil rang pravilne napovedi enak x ali nizji. V idealnem primeru
bi torej krivulja preckala levi zgornji kot grafa, kar bi pomenilo, da je bila pravilna
napoved vedno uvr$¢ena najvi§je. Histograme izrisujemo le do ranga 100, saj za $e
slab$e napovedi menimo, da so neuporabne. V mnogih prakti¢nih uporabah meto-
de bi pravzaprav upostevali, pogledali oziroma uporabniku prikazali $e manj napovedi

(npr. 10 ali 20), zato je v praksi najpomembnejse gibanje krivulje v skrajno levem delu
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histograma.

Vrednosti iste mere uspesnosti prikazemo tudi kot deleZ testnih grafov, na katerih je
bila pravilna napoved uvré¢ena dovolj visoko. Da so rezultati na grafih razli¢ne velikosti
bolj primerljivi, dovolj visoko definiramo kot zgornjih 5% vseh moznih napovedi, kjer se
$tevilo vseh moznih napovedi razlikuje od grafa do grafa in je enako [V|-(|V| — 1)—|E|.

Pri rezultatih poskusov podajamo tudi Case, ki jih je racunalnik potreboval za iz-
vedbo posameznega dela poskusa. Izvedba je potekala na enem procesorskem jedru
Intelovega procesorja s frekvenco 3 GHz v racunalniku z 8 GB delovnega pomnilni-
ka. Ob ¢asih podajamo tudi $tevilo pogostih vzorcey, ki jih je algoritem odkril v ué¢ni

mnozici; podano je povpreéje preko vseh 10 iteracij pre¢nega preverjanja.
3.4.3  Referencna in ostale metode

V literaturi nismo zasledili metod, ki bi bile specializirane za reSevanje problema dopol-
njevanja majhnih omrezij. Hyspan smo zato primerjali s preprosto referen¢no (angl.
baseline) metodo, ki predlaga vsako mozno vrsto povezave med obstoje¢imi in navide-
znimi vozli§¢i (vrsta povezave je dolo¢ena z njeno oznako in oznakama njenih krajisc)
in jih to¢kuje s Stevilom u¢nih grafov, v katerih se taka povezava pojavi vsaj enkrat. To
je ekvivalentno metodi Hyspan pri parametru i = 1, ¢e omejimo velikost vzorcev na

I povezavo in uporabimo to¢kovalno funkcijo sg (enacba 3.5). Naj opomnimo, da sta



ostali dve to¢kovalni funkciji nesmiselni, ker so vsi vzorci enake velikosti.

Prednosti uporabe oznak, ki so na voljo v grafih, pri dopolnjevanju omreZij, smo
preizkusili s primerjavo nase metode z drugimi metodami, ki ne upostevajo oznak in
so zasnovane za velika omreZja. ReSujejo torej problem napovedovanja povezav, ki smo
ga opisali v razdelku 2.5.1. NajpreprostejSe tovrstne metode temeljijo na podobnosti
vozlis¢. Predpostavljajo, da se bosta dve vozlis¢i povezali z vedjo verjetnostjo, Ce sta si
bolj podobni. Podobnost je odvisna od topoloskih znacilnosti grafa, razli¢cne metode
pa se razlikujejo ravno po znacilnostih, ki jih upostevajo pri izra¢unu podobnosti. Pre-
izkusili smo vse tovrstne metode, nastete v razdelku 2.5.1. Na nasih podatkih so vse
dale zelo podobne rezultate, zato objavljamo le rezultate Saltonovega indeksa, ki je bil

od ostalih malenkostno boljsi. Ta podobnost med vozlis¢ema x in y izracuna tako:

ING) N N@)|

S(x’ y) = 7
VNG IN@)|

kjer je N(v) mnozica sosedov vozliséa v.

Novej$a, zapletenejsa in pri delu z velikimi omreZji uspesnejSa metoda je nakljucni
sprehod s ponovnimi zaletki (RWR [48]). Verjetnost pojavitve nove povezave med voz-
lis¢ema x in y izracuna kot verjetnost vozlis¢a y v stacionarni porazdelitvi naklju¢nega
sprehoda iz tocke x, ki se v vsakem koraku z verjetnostjo a vrne v izhodisce. « je edi-
ni parameter te metode. Preizkusili smo razli¢ne vrednosti med vkljuéno a = 0,01
ina = 0,99. Za prvi poskus, kjer so vklju¢ene realne mnoZice podatkov, smo nato
uporabili vrednost 0,01, ki je dajala dobre rezultate in je tudi sicer v dostopni literaturi
pogosto uporabljena vrednost. Pri drugem poskusu, kjer smo ugotavljali vpliv velikosti
mnoZic na delovanje metod, smo v vsakem delu poskusa uporabili tisto vrednost, ki je
dajala najbolj$e rezultate. Praviloma bi morali najboljso vrednost izbrati z notranjim
pre¢nim preverjanjem (angl. internal cross-validation), a smo poskuse poenostavili in s
tem metodi RWR dali rahlo prednost pred naso metodo.

Nadzorovanega nakljucnega sprehoda, ki se je v druzbenih omrezjih izkazal Se bolje,
pri zastavljenem problemu ni mozno uporabiti. Metoda namre¢ znanja, pridobljenega
na enem omrezju, ni sposobna prenesti na drugo omrezje.

Nobena od nastetih metod za velika omrezja, razen princip prednostne povezanosti ne
zna napovedati povezave med dvema nepovezanima komponentama grafa. Zato so bili
iz vseh poskusov, kjer so bile uporabljene tudi te metode, izloceni testni grafi z ve¢ kot

eno komponento. Prav tako pri ocenjevanju metod v teh poskusih niso bile upostevane
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napovedane oznake, saj jih metode za velika omreZja ne znajo napovedovati. Hyspan je
sicer oznake uposteval in jih tudi napovedoval, a smo med vsakima dvema vozli$¢ema

upostevali le najvisje to¢kovano napoved, ne glede na napovedano oznako.

3.4.4 Izbira vrednosti parametrov metode Hyspan

Kot smo Ze omenili v razdelku 3.3.1, smo za parameter 1 (najniZja dovoljena podpo-
ra vzorca) preizkusili ve¢ razli¢nih vrednosti. Zaceli smo z visjimi vrednostmi, kar je
zaradi nizkega Stevila odkritih vzorcev dalo slabe rezultate, a je bil ¢as izvajanja kratek.
Vrednost parametra smo nato nizali, dokler niso bili ¢asi napovedi za en graf visji od
del¢ka sekunde. Prikazani rezultati torej govorijo o kvaliteti napovedi, ki jih meto-
da da v doglednem ¢asu. Z nadaljnjim niZanjem vrednosti parametra se ¢as izvajanja
dvigne nerazumno visoko. Na vsech podatkovnih mnoZicah smo izvedli poskuse Se pri
vrednosti 4 = 1, a z omejitvijo velikosti odkritih pogostih vzorcev na 5 povezav. Za
analizo pomena vedjih vzorcev smo z isto omejitvijo izvedli poskus tudi pri najnizji ze
sicer uporabljeni vrednosti 1 za neposredno primerjavo.

Kot kazejo poskusi (npr. na slikah 3.12 in 3.13), v praksi izbira primerne vrednosti
U za posamezno domeno ni zahtevna. V vseh poskusih se namre¢ kvaliteta napovedi
ni bistveno izbolj$ala, ¢e smo 1 zmanjsevali pod vrednosti, pri katerih je ¢as izvajanja
nerazumno narasel.

Hyspan ima e en parameter, v, ki oznacuje $tevilo dovoljenih navideznih povezav v
delnem vpetju. Zaradi mehanizma, ki smo ga uporabili za sestavljanje testnih mnozic,

smo v teh poskusih vedno uporabili v = 1.
3.5 Rezultati poskusov
V tem razdelku bomo prikazali rezultate poskusov, ki kazejo, da:

= zmanjSevanje zahtevane spodnje meje podpore vzorcev izboljsa delovanje meto-
de Hyspan, saj model sestavlja ve¢je Stevilo vzorcev, a ima to negativen vpliv na

Cas izvajanja;

= as izvajanja je mo¢ skrajsati tudi z omejitvijo velikosti uporabljenih vzorcev, a

prav tako za ceno dosezene uspesnosti;

= Hyspan daje boljse rezultate od drugih preizkusenih metod, iz &esar zakljucu-

jemo, da je uporaba pogostih vzorcev z oznakami na vozlis¢ih in povezavah v



kontekstu dopolnjevanja majhnih omrezij koristna;

= z veCanjem grafov, ki jih Zelimo dopolniti, Hyspan izgublja svojo prednost pred

drugimi metodami;

= Hyspan je kompleksnej$a metoda od metode naklju¢nih sprehodov in zato do

rezultatov pride v bistveno dalj$em ¢asu, predvsem pri ve¢jih omrezjih.

V prvem poskusu smo najprej primerjali delovanje treh to¢kovalnih funkcij (sg, ss
and sy) na dveh mnozicah podatkov, Orange in Sinteticni. Rezultate prikazuje sli-
ka 3.11). Funkcija si daje slabse rezultate od preostalih dveh, ki sta si priblizno ena-
kovredni. Pri nadaljnjih poskusih smo zato za to¢kovanje uporabljali funkcijo sy .

Hyspan z uporabo vegjih vzorcev premaga referenéno metodo. Pri dovolj visokih
rangih sicer referen¢na metoda dohiti ali celo prehiti Hyspan, saj predlaga tudi pove-
zave, osnovane na vzorcih, ki se pojavljajo preredko, da bi jih Hyspan sploh uposteval.
V praksi to ni pomembno, saj je za uporabnost metode bistvena njena sposobnost pra-
vilne razvrstitve napovedi, tako da je pravilna napoved pogosto med prvimi.

Sliki 3.12 in 3.12 ter tabela 3.1 prikazujeta iskanje kompromisa med $tevilom vzor-
cev, na katerega vplivamo preko nastavitve parametra najniZje dovoljene podpore vzor-
ca (), in kvaliteto delovanja metode Hyspan. Z zniZevanjem vrednosti tega parametra
dosezemo visjo uspesnost za ceno daljSega Casa izvajanja. Previsoka vrednost parametra
prepreci odkritje ustreznih vzorcev, kar onemogoca izdelavo dobrih hipotez. Ta pojav
je viden na sliki 3.13b pri vrednosti ¢ = 200, kjer je uspe$nost metode niZja od uspe-
$nosti referenéne metode. Po drugi strani uspesnost pri ¢t = 50 ni bistveno vi$ja od
tiste pri g = 100, ¢as izvajanja pa se je ve¢ kot podvojil, kar je razvidno iz tabele 3.0d.

Podoben pojav opazimo pri vseh mnozicah podatkov: ko pridemo do dovolj nizke
vrednosti 1 (ki se od mnoZice do mnoZice razlikuje), Se nizje vrednosti mo¢no podalj-
$ujejo Case izvajanja in bistveno ne visajo dosezene uspesnosti. Izjemi sta mnozica Sin-
teticni in nekoliko manj izrazito mnozica myExperiment, kjer omejitev velikosti vzorca
na s in upostevanje vsch podgrafov v mnozici (4 = 1) da pri vi§jih rangih opazno boljsi
rezultat, a zopet za ceno bistvenega podaljsanja ¢asa izvajanja.

To bi lahko pomenilo, da na dolo¢enih mnozicah veliki vzorci ne igrajo vloge pri
dopolnjevanju omrezij. Naslikah 3.14 in 3.15 so histogrami, ki za vsako mnozico pri-
kazujejo porazdelitev velikosti vseh pogostih vzorcev (¢rna krivulja) ter tistih pogostih

vzorcev, ki so bili vsaj enkrat vpeti v testno omreZje preko tiste navidezne povezave, ki
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Slika 3.r1:  Pri-
merjava tockoval-
nih funkcij. Za
vsak rang (os x)
ordinata prikazuje
delez testnih gra-
fov, pri katerih je
dolo¢ena metoda
pravilno napoved
uvrstila med prvih

X.

3 Dopolnjevanje majhnih omrezij
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Slika 3.12: Vpliv

Stevila vzorcev

na uspesnost

metode  Hyspan
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na mnoZicah

podatkov  Orange
in  myExperiment.
Stevilo  vzorcev
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je bila tockoval-
na funkcija sy.
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na¢ina  prikaza
rezultatov  je v
opisu slike 3.11.

*:  omgjitev veli-
kosti vzorcev na 5
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Slika 3.13: Nada-
ljevanje slike 3.12.
Vpliv $tevila vzor-
cev na uspesnost
metode  Hyspan
na mnozicah
podatkov Vegja in
Sinteticni.

*:  omgjitev veli-
kosti vzorcev na §

povezav

3 Dopolnjevanje majhnih
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M. Polajnar

1.0 : : : T
0.8 1
>
Bt
5l
B 0.6 1
=]
g
w
3 s
o 04+ I »_/a’)’—’f
o "
< — =60
A -—  u=50
S-op=50"
p=1"
referen¢na
0.0 i i i !
20 40 60 80 100
Rang pravilne napovedi
(a) Mnotzica podatkov Vezja
10
08} 4
>
L
] SPUSUURRS S
B o6l T s 1
P R
| .-
Z — =200
heg Y s - p=150 |J
Q
< K - p=100
A =50
02} w=50" |
p=1"
baseline
0.0 ; ; ; I
20 10 60 80 100

Rang pravilne napovedi

(b) Mnozica podatkov Sinzeticni



ST

Tabela 3.1: Delez testnih grafov, pri katerem je posamezna metoda pravilno napoved
uvrstila med prvih pet, izvajalni Casi za vseh 10 iteracij pre¢nega preverjanja in pov-
pre¢no Stevilo odkritih (in za napovedovanje uporabljenih) vzorcev. (Za podatkovno
mnozico Vezja so vrednosti (1 nad 6o neprimerne zaradi nizkega $tevila omrezij, pri
vrednostih pod 50 pa je ¢as izvajanja algoritma neprimerno visok.)

*: omejitev velikosti vzorcev na § povezav

(a) Mnozica podatkov Orange

w50 10 5 3 3 1 (ref. m.)
Rang prav. nap. < 5 0,40 0,65 0,68 0,71 0,58 0,58 0,18
Casulenja[s] 1,99 6,20 8,50 9,81 4,77 15,04 2,79
Cas napovedovanja [s] 3,3 20 37 41 39 250 8,3

Povp. st. vzorcev 81 983 1843 2539 I565 15473 196

(b) Mnozica podatkov myExperiment

u 50 30 20 20° 1 (ref. m.)
Rang pravilne napovedi <5 o,11 0,12 0,13 0,12 0,13 0,03
Cas uenja [s] 50 177 4307 766 4188 21
Cas napovedovanja [s] 540 1419 4780 4750 744205 54

Povp. st. vzorcev 143 360 1340 689 124016 398

(c) Mnozica podatkov Vezja

w60 50 50 1 (referen¢na metoda)
Rang pravilne napovedi <5 0,07 0,10 0,08 0,08 0,00
Cas uenja [s] 1,1 17 5 41 0,4
Cas napovedovanja [s] 45 480 209 20143 19
Povp. st. vzorcev 33 528 221 18095 45

(d) Mnozica podatkov Sinteticni

200 150 100 50 50" 1 (r. m.)

u

Rang pravilne napovedi<5 0,05 0,40 0,53 0,53 0,50 0,54 0,06
Cas uéenja[s] 0,6 11 106 259 91 812 0,84

Cas napovedovanja [s] 2,7 58 912 1936 762 183065 13,2

Povp. st. vzorcev 3 69 1009 1038 §72 965500 42
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je dala pravilno napoved (zelena krivulja). Ceprav slike kaZejo na ve¢jo pomembnost
manj$ih vzorcev na dveh podatkovnih mnozicah, pa nekoliko vedji vzorci vseeno ni-
so nepomembni. Na to kaze tudi doseZena uspe$nost dopolnjevanja omreZij, ki je na
vseh uporabljenih vrstah podatkov pri najvijih rangih boljsa, ¢e ne omejimo velikosti
vzorcev. Le na sinteti¢ni mnozici kaze, da vedji vzorci zmedejo tockovalno funkcijo
na tezjih testnih primerih. Posledi¢no omejitev velikosti vzorcev izboljsa uspesnost pri
visjih rangih, kar pa ni bistvenega pomena za prakti¢no uporabo.

Hyspan smo primerjali tudi z metodami, zasnovanimi za velika omreZja, ki ne upo-
$tevajo oznak na vozli§¢ih in povezavah. Rezultati so podani na slikah 3.16 in 3.17.
Zaradi jasnosti prikaza je od metod, ki temeljijo na podobnosti med vozlis¢i, podan
le rezultat za Saltonov indeks, saj je izmed vseh tovrstnih metod dosegel najvisjo uspe-
$nost. Iz rezultatov je razvidno, da so najvi§je rangirane napovedi metod za velika
omreZja obi¢ajno napa¢ne. Celo nasa referen¢na metoda je z uporabo oznak dosegla
boljsi rezultat. Na mnozici podatkov Orange, ki vsebuje precej majhne grafe, metode za
velike grafe dohitijo delez pravilnih napovedi, kot ga dosega Hyspan, okrog ranga 20.
V takih grafih pri napovedovanju brez oznak namre¢ ni veliko moznih povezav, zato
tudi pri slabem rangiranju napovedi pravilna napoved zasede relativno visoko mesto.
Na mnozicah podatkov myExperiment in Vezja je razlika v prid metodi Hyspan $e bolj
oditna.

Preostale poskuse smo namenili raziskavi uporabnosti razvite metode za razli¢ne veli-
kosti omrezij. Tabela 3.2 prikazuje povpre¢ne uspesnosti preko 5o ponovitev poskusa
za vsako kombinacijo parametrov (I je pricakovana velikost pogostega vzorca, T pa
pri¢akovana velikost posameznega omrezja v mnozici). Hyspan je uspeen na mnozi-
cah majhnih grafov. Z vecanjem grafov je njegova uspesnost ¢edalje slabsa, medtem
ko metoda naklju¢nih sprehodov s ponovnimi zacetki daje vedno boljse rezultate. Za
parameter {1 smo uporabili vrednost 10 pri mnozicah z vzorci pri¢akovane velikosti 2

oziroma 3 povezave in 20 pri vzorcih velikosti 4 oziroma § povezav.
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Slika 3.14: Poraz-
delitev  velikosti
vseh pogostih
vzorcev ter Vvzor-
cev, ki so z
vpetjem  preko
prave navidezne
povezave vsaj
enkrat glasovali za

pravilno napoved.
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Slika 3.16:
Primerjava z me-
todami za velika
omrezja, ki ne
upostevajo oznak,
na mnozicah
podatkov  Orange
in myExperiment.
Hyspan kot toé-
kovalno funkcijo
uporablja Sx.
Rezultati za Hy-
span in referenéno
metodo se razliku-
jejo od tistih na
sliki 3.11, ker so
bili testni grafi z
ve¢ nepovezanimi
komponenta-

mi  odstranjeni.
Podroben  opis
na¢ina  prikaza
rezultatov  je v

opisu slike 3.11.
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Slika 3.17: Nada-
ljevanje slike 3.16.
Primerjava z me-
todami za velika
omrezja na mnozi-
cah podatkov Vez-

Ja in Sinteticni.

3 Dopolnjevanje majhnih omrezij

Dele? testnih grafov

Delez testnih grafov

1.0 : : : :
0.8 1
0.6 1
04t
sx, pt = 50
0.2 - - referentna [
---+ Salton
=< - RWR
Ll i - L L L
00 20 10 60 80 100
Rang pravilne napovedi
(a) Mnozica podatkov Vezja, 4 = 50

10
0.8
0.6
0.4

)

" sx, it = 100

S : «
02 referenéna
f Salton
RWR

X ; ; ;

00 20 10 60 80 100

Rang pravilne napovedi

(b) Mnozica podatkov Sinteticni, i = 100

M. Polajnar



57

Tabela 3.2: Primerjava Hyspana z referen¢no metodo ter metodo naklju¢nih sprehodov
s ponovnimi zacetki. V tabeli je prikazan delez testnih grafov, pri katerih je metoda

pravilno napoved uvrstila med prvih 5 % moznih napovedi.

velikost vzorcev (I)

metoda 2 3 4 5

pri¢akovana povpre¢na velikost omrezja: T = 3 - I povezav
referenéna  0,1461  0,I550  0,1071 0,1145
Hyspan 0,5205 0,4510 0,3919 0,3790
RWR  0,2224 0,2694 0,2795 0,3033

pri¢akovana povpre¢na velikost omrezja: T = 4 - I povezav

rreferenéna 0,1857  0,1661  0,1564
Hyspan = 0,4421 0,4155  0,3945
RWR o0,1732 0,2106 0,2623

pri¢akovana povpre¢na velikost omrezja: T =5 - I povezav

rreferenéna 00,1761 0,1783
Hyspan 0,4366 0,3639
RWR 0,1862 0,2381
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4 Casovni razvoj lokalnih strukeur M. Polajnar

Pogosti oznadeni vzorci (podgrafi) so uporabno orodje za analizo omreZij, a imajo seve-
da tudi pomanjkljivosti. Preve¢ kompleksnih lokalnih lastnosti zelo velikih omrezij ne
moremo opazovati zaradi prevelike ¢asovne in pomnilniske zahtevnosti algoritmov za
njihovo odkrivanje, a iskanje pogostih vzorcev odpove Ze pri zmerno velikih omreZjih
z nekaj tiso¢ povezavami. V tem poglavju si bomo ogledali drug opis lokalne strukture
omreZja, tako imenovane grafke oziroma z njimi povezane orbite vozlis¢. Razviti so bili
za potrebe analize omrezij s podro¢ja bioinformatike. Nato bomo pokazali, kako orbite
povezav lahko uporabimo za opazovanje razvoja neoznacenih grafkov v omrezjih, ki se
spreminjajo s Casom.

Namen raziskav, opisanih v tem poglavju, je bil odkriti splosne zakonitosti ¢asovnega
razvoja grafkov v omrezjih ter postopke za analizo konkretnih pojavov v posameznih
omrezjih. Rezultati take analize so potencialno uporabni na primer za napovedovanje

¢asovnega razvoja omrezja ali primerjavo sorodnih omrezij.
4.1 Grafki in orbite

Definicija 1: Grafki (tudi grafleti [65], angl. graphlets [11]) so majhni neusmerjeni po-

vezani inducirani podgrafi velikosti od 2 do 5 vozlis¢.

Opis lokalne strukture omrezja z gratki pomeni opazovanje vsake povezane majhne

podmnozice vozlis¢. Vsaka taka podmnozica tock enoli¢no dolo¢a induciran graf.

Definicija 2: Na mnozico vozlis¢ S C V induciran podgraf (angl. induced subgraph ali
vertex-induced subgraph) grafa G(V, E) je graf z mnozico vozlis¢ S in vsemi povezavami

iz G, ki imajo obe kraji§¢i v tej mnozici. Oznac¢imo ga z G[S] oziroma G {s, 55, ...}:
GIS] = Gsy,5,.r5,} = (S, {ii € Eli,j € §)). (4.1)

Kot bomo videli v nadaljevanju, je razli¢nih (neizomorfnih) grafkov velikosti od 2 do
5 vozli§¢ 30. Oznadimo jih z Gy, ... Gyg. Ce prestejemo pojavitve razli¢nih induciranih

grafkov v omrezju, dobimo 30 $tevil, ki opisujejo njegovo lokalno strukturo:
Vi=0,..,29 :N(G) =[{SC V(G) | G[S] = G;}I, (4.2)

kjer simbol & oznacuje izomorfnost.
Definicijo 1 bi v principu lahko razirili tako, da bi obravnavali tudi podgrafe z ve¢

kot 5 vozlis¢i, a so se v dostopni literaturi vsi raziskovalci omejili na 5 vozlis¢. Princip



A

Gy Gy

dela z ve¢jimi grafki bi bil sicer enak, a zaradi znane lastnosti omreZij, majhnega sveta
(angl. small world [5]), bi se raztezali preko celotnega omrezja. Tako to ne bi bila
ve¢ lokalna lastnost. Poleg tega $tevilo neizomorfnih grafkov naras¢a kot eksponentna
funkcija kvadrata Stevila vozlis¢.

Stevilo pojavitev nekega grafka v omrezju lahko postavimo ob bok globalnim la-
stnostim omrezja, kot so Stevilo vozlis¢, Stevilo povezav, Stevilo povezanih komponent,
polmer idr. Stevilo grafkov tipa ni¢ (o) je natanko enako kar $tevilu povezav v omre?-

ju. Da vrednosti med razli¢nimi omreZji postanejo primerljive, opazujemo relativno

Sfrekvenco grafkov:
Ni(G)
R,(G) = ———. .

4.1.1  Orbite vozlist

Ceprav bi v principu lahko $teli tudi, kolikokrat se posamezno vozliste pojavi v doloce-
nem grafku, in tako vsako vozli§¢e opisali z vektorjem 30 Stevil, se nam tu ponuja Se
bolj informativna koli¢ina. Stejemo lahko, kolikokrat se vozlisée pojavi v posamezni
vlogi.

Neformalno sta vlogi dveh vozli§¢ v grafku razli¢ni, e ju je mozno razlo¢iti. Po-
glejmo si primer dveh grafkov na treh to¢kah na sliki 4.1. Medtem ko vlog vozlis¢ v
trikotniku (G,) ne moremo razlotiti, na poti dolzine dveh povezav (G;) lahko neko
vozli§¢e nastopa bodisi kot krajno (zacetno ali kon¢no) bodisi kot sredinsko vozlisce.

Opisimo to intuitivno idejo na formalen nadin. ZapiSimo nek grafek kot G; =

(V(G), E(Gy)).
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Slika 4.1: Dva gra-
fka s po tremi voz-
lis¢i. V Gy je mo-
zno najti dve raz-
li¢ni vlogi vozlise,
v trikotniku pa so
vsa vozlis¢a enako-

vredna.
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Definicija 3: Avtomorfizem f je bijektivna preslikava mnoZice vozlis¢ V (G;) v to isto

mnozico, ki ohranja povezanost:
u,0) €E(G) & (f(u),f()) €EG). (4-4)

V matemati¢ni teoriji diskretnih strukeur je znano, da avtomorfizmi tvorijo permu-
tacijsko grupo pod operacijo kompozicije. Za mnozico, nad katero deluje permutacij-
ska grupa, obstaja razbitje v orbite; avtomorfizmi vedno preslikavajo elemente znotraj

ene orbite. Ta koncept ustreza prej opisanemu neformalnemu konceptu vlog vozlise.

Definicija 4: Grafkovne stopnje (angl. graphlet degrees [20]) vozlis¢a merijo $tevilo po-
javitev tega vozlid¢a v razli¢nih vlogah oziroma orbitah (angl. orbits) v grafkih glede na

grupo avtomorﬁzma graﬂ(a.

V grafkih velikosti do 5 vozlis¢ obstaja 73 orbit vozlis¢, kot kaze slika 4.2. Vsako
vozlis¢e omreZja torej lahko opiSemo s 73-razseznim vektorjem (GDV, Graphler Degree
Vector), ki vsebuje vse njegove grafkovne stopnje. Ime grafkovne stopnje izhaja iz dej-
stva, da gre za posplositev obicajne stopnje vozlis¢a. Ni¢ta grafkovna stopnja oziroma
Stevilo pojavitev vozliS¢a v nicti orbiti namre¢ ustreza Stevilu povezav, katerih krajisce
je, torej stopnji vozlis¢a. Tako kot opazujemo porazdelitev stopenj vozlis¢ in na podlagi
tega primerjamo omreZja, lahko opazujemo tudi porazdelitve posameznih grafkovnih
stopenj [20]. (Naj na tem mestu omenimo, da je bila skoraj istoc¢asno s strani drugih
avtorjev uvedena tudi nekoliko ozja posploitev stopnje vozlis¢a. V realnih omrezjih
so namre¢ opazovali zgolj porazdelitve pojavitev vozlis¢ v klikah velikosti od 2 do s
vozlis¢, torej grafkovne stopnje za gratke Gy, G,, Gg in Gy [66].)

Ta razdelek lahko povzamemo v dveh definicijah, kjer bomo dolo¢ili tudi notacijo

za definirane koncepte.

Definicija 5: Orbita vozliséa v v grafku G; je orbita Orb” (v) avtomorfizmov nad voz-

1i3¢i tega grafka.

Orbite so mnozice vozlis¢, pogosto pa je z njimi laZje operirati, ¢e jih ostevil¢imo.
Vrstni red orbit na sliki 4.2 je arbitraren, a konsistentno uporabljan v vsej znanstveni

literaturi, povezani z grafki.

Definicija 6: Grafkovna stopnja | vozliséa v v omrezju G je Stevilo grafkov v G, v katerih

vozli§¢e v nastopa v orbiti j.
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4.1.2  Orbite povezav

Na enak nacin kot pri vozlis¢ih lahko definiramo tudi vloge oziroma orbite pove-

zav [21].

Definicija 7: Orbita povezave e v grafku G; je orbita Orbele (e) avtomorfizmov grafka,
ki delujejo nad povezavami in ohranjajo dotikanje povezav. (Za dotikajo¢i se povezavi

$tejemo povezavi, ki imata eno skupno krajisce.)

Avtorji te definicije v svojem delu omenjajo $e drugo, za katero brez dokaza navajajo,

da je ekvivalentna:

Orb{(uv) = {zw € E(G;) | 3 avtomorfizem f grafa G; : z = f (u),w = f(v)}.
(4.5)
(Ker so grafki neusmerjeni, vrstni red nastevanja vozlis¢ pri povezavi ni pomemben:
U = VU.)

Da sta definiciji na majhnih grafkih ekvivalentni, lahko preverimo z izérpnim naste-
vanjem. Za grafke velikosti do 4 vozli$¢ to brez tezav storimo ro¢no. Za vedje (s in, ¢e
bi Zeleli, ve¢ vozli§¢) pa to ni potrebno, saj si lahko pomagamo s krepkim Whitneye-
vim izrekom o izomorfizmu grafov oziroma Jungovim konstruktivnim dokazom [67].
Izrek pravi, da vsakemu izomorfizmu f med grafoma z vsaj 5 vozlis¢i pripada natanko
en izomorfizem nad povezavami g in obratno. Dokaz pokaze, da je prehod med enim
in drugim naraven: g(uv) = ( fw)f (v)) To kaze na ekvivalentnost obeh definicij.

Iz tega otitno sledi, da imata dve povezavi v isti orbiti tudi enaki orbiti krajis¢.
Povedano drugale, iz orbite povezave lahko razberemo orbiti njenih krajis¢ — ne pa
tudi katero od krajis¢ pripada kateri od orbit, ¢e sta razli¢ni.

Ekvivalentnost zgornjih definicij ni¢ ne pove o tem, ali iz orbit dveh vozli¢ lahko
razberemo orbito povezave med njima. Za nek graf namre¢ lahko obstajata avtomor-
fizma f; tu > u' in fo 1 v > V', zato so u in u' ter ¥ in ¥’ paroma v istih orbitah,
vendar ne obstaja en izomorfizem, ki bi slikal tako # + 1" kot tudi v — v’. Posledi¢-
no ne obstaja izomorfizem nad povezavami, ki bi slikal #v = 1?0’ in sta povezavi uv
in 4’0’ v razli¢nih orbitah.

Najmanjsi graf, kjer se to zgodi, vsebuje 6 vozlis¢ in je prikazan na sliki 4.3. Ce bi
se iz orbit vozli§¢ dalo enoli¢no razbrati orbito povezave, bi morali biti povezavi ab in

bd v isti orbiti. Avtor primera je Tomaz Hocevar.



Trditev 1: 1z orbit krajis¢ lahko pri grafkih velikosti do vklju¢no 5 vozlis¢ enoli¢no

dolo¢imo orbito povezave.

Trditev lahko dokazemo z izklju¢nim nastevanjem.

Na sliki 4.4 so nastete vse orbite povezav na gratkih z od 2 do § vozlis¢i. Vsaka orbita
je izpisana zgolj enkrat; orbite povezav, na katerih ni izpisana Stevilka, je mozno razbrati
iz orbit (barv) vozlis¢ s pomoéjo zadnje trditve. Vrstni red orbit sledi leksikografsko
urejenim parom orbit krajis¢ in ni enak vrstnemu redu v [21].

Podobno kot pri vozlis¢ih tudi $tevilu pojavitev povezave v orbiti z indeksom 7 re-
¢emo i-ta grafkovna stopnja povezave. Vse grafkovne stopnje ene povezave sestavimo v

vektor edge-GDV (Edge Graphlet Degree Vector [21]).
4.2 Razvoj grafkov v rastocibh omreZjib

Pri svojem delu smo se osredotocali na omrezja, ki se spreminjajo, na primer s ¢asom.
Podobno kot v prejsnjem poglavju smo se tudi pri opazovanju ¢asovnega razvoja lo-
kalnih struktur omejili na rast omrezij. Osnoven dogodek, ki pomeni spremembo v

smislu rasti omreZja, je dodajanje nove povezave:
G(V,E)+uv:=G (V,EU{uv}), kjeru,v € Vinuv ¢ E. (4.6)

Za potrebe analize ¢asovnega razvoja lokalnih strukeur lahko predpostavimo, da G Ze na
zadetku vsebuje vsa vozli§¢a, ki bodo kadarkoli nastopala kot krajis¢a katere od povezav.
Posamezno vozlis¢e brez povezav namre¢ ni izomorfno nobenemu od grafkov.

Nova povezava vpliva na lokalno strukturo omrezja, tudi na $tevilo induciranih gra-

fkov dolocenega tipa. Nekateri grafki izginejo, Se ve¢ pa se jih pojavi. Poglejmo si
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Slika 4.3: Graf s
6 vozlis¢i z ozna-
Cenimi  orbitami.
Orbite lo¢imo po
barvah v primeru
vozlis¢  oziroma
$rafurah v primeru

povezav.
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Slika 4.4: Orbite
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urejenim  parom

orbiti.

orbit krajise.




(a) Slika omrezja

podmnozica tock  sprememba gratkov  nove orbite tock

{a,b,c,d, e} Gy <« Gy a:51,b:51,c:53,d:53,¢e:52
{a,b,c,d} Gs « G a:8b:8,c:8,d:8

{a,b,c,e} G; (nov grafek) a:4,b:5,c:5,e:4

{a,b,d,e} G; (nov grafek) a:5b:4,d:5,e:4

{a,b,c} G; (nov grafek) a:1,b:2,c:1

{a,b,d} G; (nov grafek) a:1,b:2,d:1

{a, b} Gy (nov grafek) a:0,b:0

(b) Seznam sprememb grafkov v omrezju

primer na sliki 4.5, kjer je ilustrirano dodajanje povezave med vozlis¢ema a in b v
majhnem omreZju. Seznam sprememb grafkov, do katerih je pri tem prislo, je izpisan
pod sliko. Do le ene spremembe je prislo pri grafkih velikosti pet vozlis¢, saj jih ima le
toliko tudi celo omreZje. Do treh sprememb je prislo pri grafkih velikosti stirih vozlis¢,
pri ¢emer se ob nastanku grafkov G ni zmanjsalo $tevilo drugih grafkov, saj podgrafa,
inducirana na ¢etvericah (4, b, ¢, €) in (a, b, d, e), pred dodajanjem povezave sploh nista

bila povezana. O¢itno je, da natanko en grafek Gy nastane pri vsaki dodani povezavi.

4.2.1  Orodja

Trditev 2 (Lokalnost spremembe): Recimo, da v omrezje G = G(V, E) dodamo novo
povezavo in dobimo G + uv = G’. Stevila grafkov posameznega tipa v G’ lahko izra-
¢unamo iz $tevil grafkov v G, ¢e najdemo vse grafke, inducirane v G’ na take mnozice

vozli§¢, ki vsebujejo u in v.

Dokaz: Naj bo . mnozica vseh v grafu G’ povezanih podmnotic tock S € V pri
pogoju 2 < |S| < 5. Za vsako mnozico S € . obstaja izomorfizem med G'[S] ter

nekim grafkom G; in velja natanko ena od treh moznosti.
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Slika 4.5: Primer
omreZja z Novo
povezavo med

vozlis¢ema « in b.
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1. {u,v} € S, torej G’[S] ne vsebuje nove povezave in zato G[S] = G'[S] = G;.

Grafek 7 ostane nespremenjen z dodajanjem povezave uv.

2. u,v C S in G[S] je povezan, torej Jj : G[S] = G;. Na teh to¢kah v G’ ni
induciran G]-, temve¢ G; = G'[S]. G; zagotovo obstaja, saj smo na sliki 4.2

nasteli vse povezane grafke na 2-5 vozlis¢ih.

3. 1,0 C Sin G[S] ni povezan. Na tockah S torej v grafu G ni bil induciran noben
grafek, iz definicije mnozice S pa sledi, da 3i : G’'[S] = G;. O

Trditev 3 (Informativnost orbit): Za vsak povezan grafek v G' = G + uv, induciran
na mnozici tock S € V(G’) = V(G), lahko ugotovimo, kateri grafek je induciran na
istih to¢kah v G, brez eksplicitnega iskanja izomorfizma. Dovolj je, da poznamo orbito
povezave 1, ki jo pri gratkih velikosti do 5 vozlis¢ lahko razberemo tudi iz orbit njenih

krajise.

Dokaz: Ce {u,v} ¢ S, potem uv ¢ G’[S] in je ocitno G[S] = G[S’]. V naspro-
tnem primeru si lahko za grafke do neke fiksne velikosti predpripravimo preslikavo
Orb® () > Gj, kjer je G; = G'[S] in G; = G[S]. Pri tem je lahko tudi G; = L
(nedefiniran), ¢e G; po brisanju povezave iz te orbite razpade v ve¢ nepovezanih kompo-
nent. Preslikava je res enoli¢no dolodena z orbito, saj iz nje lahko trivialno razberemo
G; in nato najdemo grafek G; z brisanjem poljubne povezave xy iz te orbite. Ce bi
za brisanje izbrali drugo povezavo zw iz iste orbite, bi dobili isti rezultat, saj obstaja

avtomorfizem, ki slika zw — xy. O

Dogodki, ki jih Zelimo opazovati v rasto¢em omrezju, so nastanki novih grafkov s
povezovanjem vozlis¢ v dolo¢enih orbitah, oziroma evolucija grafkov v druge, gostejse
grafke. Povedano drugade, zanimajo nas pojavitve povezav v posameznih orbitah skozi

Cas, saj:
= e se pojavi povezava v orbiti 0, vemo, da sta se povezali dve vozliséi,

= Ce se na primer pojavi povezava v orbiti 5, vemo, da je nastal nov grafek (na

mnozici tock, ki prej ni inducirala povezanega grafka) Gy,

&e se pojavi povezava v orbiti 8, vemo, da se je grafek G, razvil v G itd.
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Slika 4.6 prikazuje vse mozne razvoje grafkov. Na pus¢icah, ki predstavljajo nastanke
grafkov, so zapisane orbite dodanih povezav. Za grafke s po 5 vozlis¢i bi bila slika

nepregledna, zato so razmerja med njimi predstavljena v tabeli 4.1.

4.2.2 DPrepletenost s sorodnimi raziskavami

Za nekatere dogodke se zdi, da jih ni smiselno opazovati. Pojavitev povezave v orbiti
30, na primer, pomeni pripenjanje vozlis¢a k ciklu dolzine 4. Taka sprememba je
trivialna, njenega pomena za strukturo omrezja pa ni lahko intuitivno pojasniti, kot
bomo v nadaljevanju storili za nekatere druge. Obstajajo pa netrivialne spremembe,
ki nimajo intuitivne razlage, zato jih dosedanje raziskave niso zajele, morda pa vseeno
nosijo informacijo, ki je uporabna pri neki nalogi s podro¢ja analize omreZij.
Pojavitev povezave v orbiti 0 pomeni zgolj in samo dodajanje nove povezave. Vsa-

ka povezava uv v omrezju G nastopa v tej orbiti natanko enkrat, tj. v induciranem
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Slika 4.6:  Mo-
ine evolucije gra-
tkov velikosti do
4 vozlisc. Na
pusdicah, ki pred-
stavljajo nastanke
grafkov, so zapisa-
ne orbite nazadnje
nastalih povezav v

njih.
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Tabela 4.1: Mozne evolucije grafkov s po s vozlis¢i.

Orb"™(e) | G—>G+e || O™ () | G- G+e || O™ () | G- G+e
13 1L-G 32 | Gg— Gy st | Giy — Gy
14 1L-G 33 1 -Gy 52 | Gig = Gy
Is 1= Gy 34 | Gip = Gyy 53 | Gi7 — Gy
16 1= Gy 35 | G — Gyy 54 | Gig — Gy
17 1L > Gy 36 | Gy — Gyy 55 | Gig = Gy
18 1 -Gy 37 | Giz3 = Gyg 56 | Go1 — Gy
19 1 -Gy 38 | Gy — Gyg 57 | Gig = Gys
20 | Gyp = Gpp 39 1 -Gy 58 | Ga1 = Gys
21 Gy = Gy 40 | Gz = Gy 59 | Ga = Gps
22 1 — Gy 41 | Gy = Gy 60 | Gy = Gy
23 1L — Gy 42 | Gy — Gy 61 | Gy — Gy
24 | Gy — Gy3 43 | Gy = Gy 62 | Gy — Gy
25 Gy = Gy3 44 | Gy, = Gy 63 | Gas = Gy
26 1 -Gy 45 | Gz = Gy 64 | Gy — Gy
27 | Gi1 > Gy 46 | Gig = Gy 65 | G5 = Gy
28 | Gy > Gy 47 | Gis = Gy 66 | Gy = Gyg
29 Gy = G5 48 | Gy = Gy 67 | Gy = Gyg
30 1L — Gy 49 | Gy = Gy 68 | G = Gy
31 | Gyp — Gy 50 1 — Gy




podgrafu G{u, v}.

Prva grafkovna stopnja povezave je enaka Stevilu povezav, s katerimi si deli eno od
krajis¢. Koli¢ina je za novonastalo povezavo enaka vsoti stopenj njenih krajis¢ pred
njenim nastankom. To nekoliko spominja na verjetnost, da se dve vozlis¢i povezeta pri
modelu prednostne povezanosti (angl. preferential attachment [6)), ki je enaka produktu
njunih stopenj.

Druga grafkovna stopnja povezave pove Stevilo trikotnikov, v katerih nastopa, ¢e gre
za novonastalo povezavo, pa Stevilo trikotnikov, ki jih z nastankom zapira. Predvsem
v druzbenih omre%jih so trikotniki in tranzitivne povezave, ki jih zapirajo, pomemben
pojav, na katerem temeljijo tudi generatorji omreZij [68] in napovedni modeli [54].

Dodajanje povezave v orbiti 2, 12 ali 68 pomeni nastanek klike s 3, 4 oziroma §
vozli§¢i. Klike se uporabljajo pri vizualizaciji metaboli¢nih omrezij [69], odkrivanju

tesno povezanih skupin [70] in podobno.
4.3 Empiriéna analiza casovnega razvoja

Namen nasih raziskav ni bila zgolj teoreti¢na obravnava moznih poti razvoja gratkov v
omrezju, temve¢ tudi analiza konkretnih omrezij, ki se spreminjajo s casom. Rezultate

analize smo nato poskusili uporabiti za napovedovanje nadaljnjega ¢asovnega razvoja.
4.3.1  Opazovane kolitine

Casovno komponento razvoja smo zajeli s koli¢ino, ki evolucijo grafkov povezuje s
¢asom: merili smo &as, ki pretece, preden pride do neke to¢no dolocene spremembe
grafka. Ker smo se osredotocali le na dogodke dodajanja povezav, smo spremembe
med seboj locevali po orbiti novonastale povezave. V prej$njem razdelku smo vsak
dogodek take spremembe enoli¢no povezali z nastankom enega grafka in morebitnim
izginotjem drugega; case, ki jih bomo opazovali, torej znamo interpretirati.

Opozoriti moramo, da vsaka v omreZje dodana povezava povzrodi ve¢ kot le eno
spremembo (razen, Ce je izolirana). Obic¢ajno namre¢ obstaja ve¢ podmnozic treh voz-
1i$¢, na katerih nova povezava tvori pot dolzine dve ali trikotnik in podobno velja tudi
za vedje podmnozice.

Recimo, da opazujemo ¢asovno zaporedje omrezij G; = G(V,E;) od ¢asa ty = 0
naprej. Zaradi poenostavitve zapisa predpostavimo, da Ze na zacetku obstajajo vsa voz-

li§¢a, a so izolirana. Cas obravnavamo kot zvezno spremenljivko, a do sprememb (tako

7T
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dodajanja kot brisanja povezav) pride le v diskretnih asih tq,t,, ... Cas zadnje spre-
membe (dodajanja ali brisanja povezave) med vozlis¢ema # in v pred ¢asom t ozna¢imo
¢;(uv).

Po dodajanju povezave e = uv v Casu t; za vsako povezano podmnozico vozlis¢
S,{u,v} € S C V velikosti od 2 do 5 najdemo Orbe 1 +e)[S](e), torej orbito povezave

evomrezju G, | +e, in Cas, ki je pretekel od zadnje spremembe v tem grafku:

ti—c,(S) =1t - maxc, (xy). (47)
x#y

Na spremembo grafka v mnozici S gledamo kot na verjetnostni dogodek C, (kjer 0 =
Orbict"1 ﬂ)[S](e)), tj. dogodek pojavitve nove povezave v orbiti 0, na vrednost izraza 4.7
pa kot na vrednost slu¢ajne spremenljivke T,,. Opazovanje razvoja nekega omrezja nam
postreze z vzorcem vrednosti za vsako spremenljivko T, 0 = 1, ..., 68, iz katerega lahko
ocenimo porazdelitev vsake od teh spremenljivk. Iz vzorca vrednosti spremenljivke T,
na primer, lahko razberemo, koliko ¢asa traja zapiranje trikotnika, torej sprememba iz
grafka G (pot dolzine 2) v G, (trikotnik).

Razlog, da opazujemo GtH +einne Gt,_, je v tem, da Zelimo isto¢asne spremembe
opazovati izolirano drugo od druge. Cetudi hkratni dogodki pojavitve ve¢ povezav
morda niso medsebojno neodvisni, saj so lahko neke okoliS¢ine v omrezju povod za
ve¢ dogodkov, pa predpostavljamo, da so neodvisni pogojno na stanje omregja v prejSnjem
koraku: &e A, oznaluje dogodek, da se v ¢asu f; pojavi povezava e, za povezavi e in f
velja:

P(A |AfNGiy) =P(A |Gy) (4.8)

Slucajne spremenljivke T ne opazujemo, saj pogosto ni definirana: ob prvi pojavitvi

povezave (torej edinega grafka na 2 vozlis¢ih) ne moremo smiselno definirati ¢asa zadnje

spremembe grafka.

4.3.2  Podatki

Tako definirane slu¢ajne spremenljivke T, smo opazovali na srednje velikih sinteti¢nih
in realnih omrezjih. Vseh 8 omreZij smo objavili na spletnem mestu http://www.

biolab.si/supp/mpolaj.


http://www.biolab.si/supp/mpolaj
http://www.biolab.si/supp/mpolaj

Sinteticna omregja

Vsako sinteti¢no omrezje smo zgradili tako, da smo najprej zgenerirali konéno stanje
omrezja G, = G(V, E,) zn vozli§¢i z algoritmom za generiranje grafov. Casovni razvoj

omrezja smo definirali rekurzivno:
G;_1 = G(V, E; \ e) za enakomerno naklju¢no izbran e € E; = E(G,). (4-9)

Uporabili smo tri razli¢ne algoritme za generiranje grafov: Erdds—Rényijev model [34],
Barabisi-Albertov model [6] in geometrijski model [71].

Prvi je najzgodnej$i model za generiranje naklju¢nih omrezij, za katerega se je iz-
kazalo, da slabo posnema lastnosti omrezij iz realnih podatkov. Model je preprost: v
omrezju z 11 vozli§¢i med vsak par vozlis¢ dodamo povezavo z verjetnostjo p neodvisno
od drugih parov. Namesto izbire parametra p lahko fiksiramo $tevilo povezav na e.
Nato uporabimo prvih e povezav iz enakomerno naklju¢ne permutacije povezav. Tako
generirana omrezja bomo oznadili z G (1, €).

Barabdsi-Albertov model sestavi naklju¢na brezlestvicna (angl. scale-free) omrezja, tj.
omrezja s poten¢no porazdelitvijo stopenj vozlis¢. Ta lastnost je bila namre¢ opazena
pri velikih realnih omrezjih. Algoritem za¢ne s povezanim grafom (npr. potjo) na m
vozlis¢ih, nato pa dodaja vozlisca vse dokler jih omrezje ne vsebuje 1. Vsako vozlisce
je, ko je dodano, povezano z m < m, nakljuéno izbranimi dotlej obstojecimi ciljnimi
vozli§¢i. Verjetnost izbire vsakega vozlis¢a za ciljno je premo sorazmerna z njegovo
takratno stopnjo; to imenujemo mehanizem prednostne povezanosti (angl. preferential
attachment) ali tudi bogati bogatijo (angl. the rich get richer). Omrezja, generirana s
tem modelom, bomo oznacevali z Gy, (11, m) in privzeli my = m.

Geometrijski model interpretira tocke v geometrijskem prostoru kot vozlis¢a omrezja,
ki so povezana, ¢e in samo Ce so si pri izbrani metriki dovolj blizu. Pogosto je upora-
bljen kar d-dimenzionalen Evklidski prostor z Evklidsko (£2) normo in koordinatami,
omejenimi na interval [0, 1). Algoritem torej generira #1 enakomerno naklju¢nih tock
v prostoru, ki ustrezajo vozli¢em omrezja. Parameter, ki omejuje razdaljo povezanih
vozli§¢, lahko nastavimo tudi po generiranju tock in s tem poskrbimo, da bo v omrezju

natanko € povezav. Take grafe bomo oznacevali z G;(n, m, d).

Realna omrezja

V analizo smo zajeli tudi 4 realna omrezja: AS, Enron, India in Levant. Trendi $tevil

vozli§¢ (stopnje vsaj 1) in povezav skozi ¢as so za vsa omreZja prikazani na sliki 4.7.
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AS (Auronomous Systems) je serija 733 omrezij internetnih usmerjevalnikov [8]. Po-
vezave opisujejo sosednost usmerjevalnikov v smislu neposredne medsebojne komuni-
kacije za obdobje dobrih dveh let (785 dni) med koncem leta 1997 in zadetkom leta
2000. Casovna enota je dan.

Enron je zbirka elektronskih sporo¢il, ki so jih poslali ali prejeli zaposleni v istoimen-
skem propadlem Teksaskem energetskem podjetju, poznanem po $kandalu ob odkritju
vecletnega prirejanja poslovnih izidov. Zaporedje omrezij smo sestavili tako, da vozli-
$¢a predstavljajo elektronske naslove, povezave med vozlis¢i pa so dodane v trenutku
prvega izmenjanega sporocila. Po enem letu brez izmenjanega sporocila povezava izgi-
ne in se kasneje lahko zopet pojavi. Casovna enota je sekunda.

Omrezji India in Levant smo zgradili iz dnevnika dogodkov v odnosih med drza-
vami. Kot povesta imeni zbirk, prva vsebuje dogodke, povezane z Indijo, druga pa z
drZavami tako imenovanega bliznjega vzhoda [72]. V dnevniku so zabelezeni dogodki
razli¢nih vrst (ve¢ kot 100 izidov diplomatskih sre¢anj, uradnih sporo¢il za javnost in
dejanj); mi smo se omejili na dogodke uporabe vojaske sile (predpona 22 po klasifikaci-
ji WEIS). Vozlis¢a predstavljajo drzave, pomembne osebe (predsednike, teroriste, ...),
regije, etni¢ne skupine ipd., povezave pa se med njimi pojavijo v trenutku, ko skupaj
nastopijo v zabelezenem dogodku opazovane vrste. Podobno kot pri zbirki £nron smo
povezave po enem letu od zadnje interakeije odstranili in po potrebi ponovno dodali.

Casovna enota je dan.

4.3.3  Rezultati

Analizirali smo opisana realna omrezja ter sinteti¢na omrezja z naslednjimi parametri:

Gx (500, 5000),

G (500, 10),

G (500,5000,2) in

G (500,5000, 4).

Opazovali smo vrednosti slu¢ajnih spremenljivk T, kot smo jih definirali z izrazom
4.7. Vseh spremenljivk je 68 za vsako omreZje, zato na slikah 4.8 in 4.9 prikazujemo

kumulativne porazdelitve le za izbrane.
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Opazimo lahko, da so pri vseh omrezjih, tudi pri razli¢nih sinteti¢nih modelih, po-
razdelitve slu¢ajnih spremenljivk T, priblizno eksponentne, zato bomo odslej predpo-

stavljali T, ~ Exp(A,). Ob vsakem izrisu porazdelitve je izpisan pripadajo¢ parameter

Ay = ﬁ, ocenjen iz podatkov z uporabo metode najvecjega verjetja.
Slika 4.10 za vsa omrezja grafi¢no prikazuje vrednosti E[T,] = Al vseh orbit povezav

v grafkih velikosti do 4 vozli§¢. Stevilke nad podatki predstavljajo zaporedne $tevilke
orbit (0).

Interpretacija rezultatov

E[T,] je pri¢akovani ¢as, ki v dolodenem omreZju pretede od pojavitve povezave uv
do pojavitve povezave vw, ko u in w (3e) nista povezani. E[T,] je pricakovani ¢as
zapiranja trikotnikov, torej ¢as med pojavitvijo druge in tretje, zadnje, povezave med
doloéenimi tremi tockami. (Pri interpretaciji pomena indeksov slu¢ajnih spremenljivk
si pomagamo s sliko 4.4 ali 4.6.)

V prav vseh opazovanih omrezjih v povpre¢ju mine manj ¢asa do zapiranja trikotnika
kot do pojavitve druge povezave v trojici tock. Vzroke za to gre iskati tudi v $tevilu
povezav v grafku pred dogodkom. Tudi pri popolnoma naklju¢nem vrstnem redu
pojavitve povezav, ki smo mu pri¢a pri uporabljenih naklju¢no zgrajenih omrezjih, je
namre¢ éas najkasneje dodane povezave (odstevanec v izrazu 4.7) pri¢akovano vedji pri

ve¢jem $tevilu povezav. To sledi iz neenacbe

P[max{C;,Cy} 2¢c]=1-P[C; <, C, <] = (4.10)
=1-P[C, <c]-P[Cy<c|Cy <c]>
>1-P[C;<c]=P[C;, =],

kjer smo s Cy in C, oznadili ¢asa pojavitve dveh povezav.

Vrednosti E[T,] torej niso primerljive med tistimi orbitami povezav, ki nastopajo
v gratkih z razli¢nim Stevilom povezav. Lahko pa primerjamo vrednosti za orbiti 2 in
3 (sprememba poti dolZine 2 v trikotnik ali pot dolZine 3), za orbite od 6 do 9 ter za
orbiti 10 in 11.

Na sliki 4.10 vidimo, da je pri naklju¢nem vrstnem redu dodajanja povezav v na-
klju¢nih omrezjih pri¢akovani ¢as do zapiranja trikotnika enak ali nekoliko da/jsi kot
¢as do dodajanja tretje povezave poti. V realnih omrezjih je razlika med dogodkoma

vedja. V edinem druzbenem omreZju, Enron, se mnogo hitreje zapirajo trikotniki, pri
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ostalih treh realnih omrezjih pa se hitreje dalj$ajo poti. Slednje se zdi razumljivo, saj
trikotnik v omrezju povezljivosti internetnih usmerjevalnikov ni zelo uporabna struk-
tura (le obstojeco pot dolzine 2 skrajsa za eno povezavo), povezave v omrezjih India in
Levant pa simbolizirajo negativne odnose in interpretacija trikotnika (sovraznik moje-
ga sovraznika je moj sovraznik) nasprotuje intuiciji in rezultatom raziskav v omrezjih
s predznacenimi (torej pozitivnimi in negativnimi) povezavami [73].

Podobno lahko interpretiramo razlike v pricakovanih ¢asih pojavitev povezav v orbi-
tah od 6 do 9. V naklju¢nih omrezjih so vrednosti za vse §tiri orbite prakti¢no enake, le
geometri¢na omrezja v krajsem ¢asu tvorijo Stirikotnike (grafek Gs) kot pa trikotnike
z repom (grafek Gg). V realnih omreZjih so rezultati precej drugacni. Zopet izstopa
Enron, ki iz poti dolzine 3 (grafek G3) prej tvori trikotnike (nova povezava v orbiti 9)
kot kvadrate (orbita 6). Od vseh $tirih dogodkov se najpocasneje zgodi dodajanje repa
trikotniku (orbita 7).

Razumljiv se zdi tudi rezultat, da v realnih omrezjih prej nastaneta dva trikotnika iz
kvadrata (z dodajanjem povezave v orbiti 11) kot pa dodajanje $e enega trikotnika v

trikotnik z repom (z dodajanjem povezave v orbiti 7 v grafek Gg).
4.4 Napovedovanje nadaljnjega razvoja

Tako informacijo o ¢asovni porazdelitvi lokalnega razvoja lahko v principu izkori-
stimo za napovedovanje verjetnosti dolo¢enih sprememb v omrezju skozi ¢as. Uéni
del postopka je podan s prej$njim razdelkom: omreZje opazujemo do nekega trenut-
ka G, = (V, EtL), na primer sedanjosti, in za videne podatke izra¢unamo koli¢ine
Ay, Ay, o, Agg pri predpostavki T, ~ Exp(A,). To predstavlja model, torej priblizek
opisa mehanizma, ki naj bi generiral videne podatke.

Napovedni del postopka na vhodu dobi model M = (A, A, ..., Agg), stanje omrez-
ja G v nekem trenutku t1, nepovezan par vozlis¢ {1, v}, za katerega nas zanima verje-
tnost pojavitve povezave, ter ¢asovno obdobje At, za katerega nas omenjena verjetnost

zanima. Pri predpostavljenem modelu M Zelimo torej izra¢unati
Pluv € Eyp i |uv ¢ Er, . (4.11)

Naj bo &7 = [S cVv | IS| < 5,{u, v} C S, graf (G;, + uv)[S] je povezan] druzina
podmnotzic vozlis¢ omrezja G, ki tvorijo grafke okrog povezave uv v omrezju G, +uv.

Oznadimo orbito povezave uv v grafku (G, + uv)[S] z 0g.



Preprosta napovedna metoda se ponuja z neposredno uporabo modela M. Najprej
prestejemo pojavitve povezave U0, ¢e bi ta v grafu G, obstajala, v posameznih orbitah.
S tem dobimo vektor 1(uv) = edge-GDV (uv) = [ [S e |05 =0 ]” . Oznadimo

[

z Ag dogodek iz realnega sveta, ki potencialno sprozi pojavitev povezave uv v grafku

(G, + uv)[S]. Pri tem se sklicujemo na nek stohasticen mehanizem v naravnem sis-
temu, opisovanem z od ¢asa odvisnim omrezjem G, ki prozi morebitno povezovanje
vozli§¢ v takem grafku. Povedano drugace, dogodek Ag je v nekaksni pozitivni ko-
relaciji z dogodkom pojavitve povezave uv v grafku na vozlis¢ih S, a ni nujno, da en
dogodek implicira drugega. Verjetnost, da se v ¢asovnem oknu dolzine At zgodi do-
godek Ag ne znamo oceniti, zato predpostavimo, da je verjetnost kar enaka ocenjeni

verjetnosti dogodka, da se v tem ¢asu pojavi povezava v v grafku na vozlis¢ih S:
P[As] = P[T,, < At] =1-¢s™, (4.12)

Ena izmed moznih ekstremnih predpostavk v takem sistemu je, da se povezava pojavi
le, ¢e se v naravnem sistemu zgodijo vsi dogodki Ag za S € 5. Do pojavitve torej pride
natanko takrat, ko se pojavijo vse poti dolZine 2, v katerih nastopa ta povezava (takih
poti je 1(uv)y, saj povezava 1o v njih nastopa v orbiti 1) in se zaprejo vsi trikotniki, ki
jo vsebujejo (takih trikotnikov je 17(11v), itd. Zaradi preprostosti metode zanemarimo
odvisnosti med temi dogodki in predpostavimo njihovo pogojno neodvisnost, zato je
verjetnost, da se zgodijo vsi, enaka produktu verjetnosti posameznih dogodkov. Potem

vrednost izraza 4.11 izra¢unamo kot

Py[uo € Eypun |uo 2 By | =P\ As|= (4.13)

Se.”

68
= H P[AS] = H(]_ — g’AnAt)'I(“U)o

Se.” o=1

in s tem dobimo sorazmerno preprosto napovedno metodo.

V u¢nem delu postopka smo vrednosti slu¢ajne spremenljivke T, definirali kot ¢as, ki
je do pojavitve povezave v orbiti 0 v podmnozici tock S pretekel od zadnje spremembe
med katerimakoli dvema vozlis¢ema v S (izraz 4.7). Napovedna metoda ne uposteva

¢asa, ki je minil od zadnje spremembe v podmnozici tock S (c;, (S)) do casa zacetka
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napovedovanja (f7), in torej predpostavlja

Pluv € Eypyn |uv ¢ Ey | =P [uv € Eypyata(troay ) |10 € Eip ] (4.14)
oziroma ekvivalentno
P[T, < At = P[T, < At + (tr =, (9)) | T, > tr = ¢, (S) ] (4.15)
To je poseben primer enacbe
P[XSx]:P[X<x+x0|X>x0]. (4.16)

Porazdelitvam, za katere velja ta enacba, pravimo, da so brez spomina (angl. memory-
Jess). Eksponentna porazdelitev ima to lastnost, zato je predpostavka iz enacbe 4.14
izpolnjena.

Izraz 4.14 je en od ekstremnih pogledov na povode za spremembo v omreZju. Ce-
prav je dejstvo, da se pri eni dodani povezavi zgodi mnogo (|-”]) dogodkov na nivoju
grafkov, pa si lahko mislimo, da so zgolj nekateri od teh povod za dodajanje pove-
zave, ostali pa so kolateralni. To pomeni, da smo pri zanemarjanju odvisnosti med
dogodki storili hudo napako: éeprav bo pod dolo¢enimi pogoji do kolateralnih do-
godkov zagotovo prislo, pa je njihova brezpogojna verjetnost lahko nizka. V gostem
delu omrezja je takih dogodkov veliko in ko pod predpostavko neodvisnosti zmnozimo
njihove verjetnosti, pridemo do zelo nizke vrednosti. To nasprotuje ze omenjenemu
principu prednostne povezanosti, ki pravi, da bi ravno v gostej$em delu omreZja morala
biti verjetnost za nastanek nove povezave vedja.

Nasprotna ekstremna interpretacija sistema je, da se povezava pojavi, ko se zgodi
katerikoli dogodek (en ali ve¢) izmed Ag, S € 5. Vse ostale spremembe gratkov so
morda kolateralne. Verjetnost pojavitve povezave izrazimo kot od 1 odsteto verjetnost,

da se ne zgodi noben dogodek, ki implicira pojavitev povezave:

Pyuv € By [uo ¢ By |=1- )\ A = (4.17)
Se.”
o8 n(uv)
= 1-JJa-Plah=1-T[(1-(1-e*2)"" =
Se.” 0=1

68
68
= 1= H e~ MoAtno)y — 1 _ e_At'Z“:‘l Aon(uv),

0=1



V tem primeru smo predpostavili pogojno neodvisnost nasprotnih dogodkov spre-
memb v grafkih okrog povezave uv. Otitna posledica so visje vrednosti v gostejsih
delih grafa, kar ustreza principu prednostne povezanosti.

Izraza P, in Py zastopata ekstremne interpretacije: bodisi je za pojavitev povezave
potrebno, da se zgodijo vsi dogodki Ag, S € .7, bodisi je dovolj zgolj en. Drugo
moznost je mogoce posplositi v zahtevo, da se zgodi najman;j neko fiksno $tevilo (k)

dogodkov in tako definirati verjetnost Py pojavitve nove povezave.

Py [uv € Eyone |u0 ¢ Eyy | = (4.18)
= p \/ /\ Ag A /\ Agl| =
e\ ses, Se A,
|7 12k
= X [ITPws: IT Plaf]
.S Ses, SeA\S,
|7, 1=k

Izidi v disjunkciji so disjunkeni (. se ne morejo zgoditi hkrati), zato je njihova ver-
jetnost kar vsota verjetnosti posameznih izidov. Vseh ¢lenov v vsoti je toliko, kot je
podmnozic mnozice - z vsaj k elementi, kar z velikostjo .% raste eksponentno hitro.
Neposreden izracun verjetnosti s podanim izrazom torej ni mozen zaradi velike ¢asovne
zahtevnosti.

Ker opazujemo N = || po predpostavki neodvisnih dogodkov, pri ¢emer i-ti
dogodek uspe z verjetnostjo p; = P [AS,- ], re¢emo, da izvajamo zaporedje N Poissonovib
poskusov'. Slucajna spremenljivka K, katere vrednost je enaka $tevilu uspelih poskusov,
je porazdeljena po Poissonovi binomski porazdelitvi. 1zraz 4.18 jeenak P[K > k] =1 -
P[K < k —1]. Za izrat¢un njegove vrednosti torej potrebujemo vrednost kumulativne
porazdelitve slu¢ajne spremenljivke K v tocki k — 1.

Chen, Dempster in Liu [74] so razvili postopek za izratun gostote verjetnosti v kon-
kretni tocki, torej P[K = k], s ¢asovno zahtevnostjo 7 (Nk +k?). Vmesni rezultati pri

tem izra¢unu vsebujejo tudi P[K = k'] za vse 0 < k’ < k, v asimptoti¢no enakem ¢asu

Poissonov poskus in Bernoullijev poskus sta izraza, ki ozna¢ujeta poskus z dvema izidoma (uspeh in neu-
speh), od katerih se prvi zgodi z verjetnostjo p. Pri zaporedju takih pogojno neodvisnih poskusov govorimo o

Bernoullijevih poskusih, &e je verjetnost za uspeh pri vseh poskusih enaka, sicer pa o Poissonovih poskusih.
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lahko izra¢unamo tudi vrednost kumulativne porazdelitve slu¢ajne spremenljivke v tej
tocki. O¢itno je tudi, da pri izratunu Py nimamo opravka s ¢isto splosnim zaporedjem
Poissonovih poskusov, saj se kljub velikemu $tevilu (IN) poskusov lahko pojavi zgolj do
68 razli¢nih verjetnosti uspeha le-teh: P [Ag] je odvisen od A, (teh je 68) in At (ta je
za en izratun fiksno izbran). Brez dokaza navajamo enostavno preverljivo dejstvo, da
ima v takem primeru Chen-Dempster-Liujev postopek ¢asovno zahtevnost @' (k?), ce
predpostavimo, da se operacija potenciranja s celostevilskim eksponentom od 1 do N
izvede v konstantnem casu.

Z izrazi 4.14, 4.17 in 4.18 smo definirali druzino napovednih funkcij, ki na podlagi
orbit, v katerih bi trenutno neobstoje¢a povezava nastopala, ¢e bi se pojavila, oceni
verjetnost dejanske pojavitve povezave v vnaprej dolo¢enem ¢asovnem obdobju At.
Prva dva izraza sta le posebna primera tretjega: vrednost P; je enaka ne glede na to, po
katerem od izrazov jo izratunamo, P pa je enak Py = P .

Ce je cilj uporabe napovedne metode zgolj rangiranje parov vozli§¢ po naradtajoci
verjetnosti pojavitve povezave, je pri Py vrednost At nepomembna. Ocena verjetnosti
nastanka povezave med vozliS¢ema # in v je namre¢ enaka vrednosti kumulativne po-
razdelitveni funkciji eksponentne porazdelitve s parametrom A, = Zgil Aon(uo), v
tocki At. Tavrednost (pri poljubnem fiksnem At > 0) monotono nara$¢a z vrednostjo
parametra A, torej je rangiranje parov vozli§¢ odvisno le od pripadajocih vrednosti
tega parametra. Za funkcije Py, k > 1 in Py to v sploSnem ne velja in je vrednost At

pomembna.

4.4.1  Ocena uspesnosti

Uspesnost predlagane druzine napovednih funkcij Py smo ocenjevali na ¢asovnih za-
poredjih omrezij, ki smo jih opisali v razdelku 4.3.2. Na vsaki podatkovni mnozici
smo iz seznama dogodkov (pojavitev in izginotij povezav) izbrali testne intervale tako,
da smo zadnjih 75 % seznama enakomerno (po $tevilu dogodkov) razbili na d delov.
Pri ve¢ini mnozic smo uporabili d = 10, znizali smo ga le pri zelo majhnem omrezju
India, saj so sicer intervali vsebovali prenizko Stevilo testnih povezav. Nato smo izve-
dli oceno uspesnosti posamezne napovedne funkcije na dolo¢enem omrezju s sledecim

postopkom.

= Ucni del metode smo sprozili na prvih 25 % seznama dogodkov, ki ni bil razde-

ljen na testne intervale.



= Iz prvega testnega intervala smo izbrali 5 pozitivnih testnih povezav, tj. povezav,
ki se v tem intervalu pojavijo, ter prav toliko negativnih testnib povezav, tj. parov

vozlis¢, ki v tem intervalu ostanejo nepovezana.

= Z ocenjevano napovedno funkcijo smo ocenili verjetnosti pojavitve pozitivnih
in negativnih povezav ter izratunali deleZ narobe razvri¢enih parov, tj. parov ene
pozitivne in ene negativne povezave, kjer je bila verjetnost pojavitve negativne
povezave ocenjena visje kot verjetnost pojavitve pozitivne povezave. S tem smo

dobili oceno za vrednost mere AUC (plos¢ine pod krivuljo ROC).

= Uporabljen testni interval smo dodali u¢nim podatkom in postopek ponovili z
naslednjim testnim intervalom dogodkov, dokler niso bili uporabljeni vsi raz-

polozljivi podatki.

Izjema je omrezje Enron, pri katerem smo na 10 testnih intervalov razdelili drugih
25 % dogodkov, zadnjih 50 % dogodkov pa smo ignorirali. Vetina teh je namre¢
odstranjevanje povezav, zato omrezje za napovedovanje novih povezav v tem ¢asovnem
obdobju ni zanimivo.

Zaradi ¢asovne zahtevnosti postopka smo pri omrezjih AS in Enron za model do-
mene uporabili le grafke velikosti do 4 vozlis¢. Tudi pri ostalih omrezjih smo poskusili
uporabiti tak model in rezultati se niso bistveno razlikovali od teh pri uporabi vseh
grafkov. Vseeno v teh primerih objavljamo rezultate pri uporabi grafkov s § vozlis¢i.

Ocenili smo uspe$nost napovednih funkcij Py, Py, Ps, Py, P1gg, P1ggo in Pyy. Vre-
dnost parametra At smo nastavili na dolzino intervala, za katerega ocenjujemo verje-
tnosti pojavitve povezav. To je v teoretiénem smislu edina vrednost, ki napovednim
metodam da pravo informacijo o problemu, ki ga z njimi reSujemo. Empiri¢no vpliva
tega parametra na uspe$nost napovednih metod nismo opazovali.

Kot referen¢no metodo za primetjavo uspesnosti smo uporabili sodobno metodo za
dopolnjevanje velikih omreZij, metodo nakljucnib sprehodov s ponovnimi zacletki (an-
gl. Random Walk with Restarts, RWR [48]). Uporabili smo enak postopek ocenjevanja
uspesnosti kot pri druzini napovednih funkcij, ki jih predlagamo. Delovanje metode
RWR smo opisali ze v prej$njem poglavju v razdelku 3.4.3. Za parameter & smo upo-
rabili vrednosti iz mnozice {0;0,01;0,1;0,5;0,9; 0,99}. Na podatkih Enron se izratun
pri vrednostih @ = 0 in @ = 0,01 ni zakljucil po 14 dneh neprestanega racunanja,

zato smo poskus prekinili. Na vseh podatkih smo preizkusili $e dodatne vrednosti &
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okrog dotedaj najboljega dosezenega AUC, a s tem nismo dosegli izbolj$anja rezultata.

Konkretno smo uporabili:
= na mno¥icah Ggg(500,5000) in Gy, (500, 10) vrednosti a € {0,001, 0,0001},
= na G¢(500, 5000, 2) in G (500, 5000, 4) vrednosti & € {0,4,0,45,0,55, 0,6},
= na AS in Enron vrednosti a € {0,85,0,875,0,925,0,95} ter
= na podatkovnih mnoicah India in Levant vrednosti & € {0,999, 0,9999).

Rezultate smo poskusili izboljsati $e z uporabo meta-udenja, natanéneje s skladanjem
klasifikatorjev (angl. stacking). Verjetnostne napovedi osnovnih klasifikatorjev, tj. v
tem delu definiranih napovednih funkcij ter metode naklju¢nih sprehodov s ponovni-
mi zakljucki (pri vseh uporabljenih vrednostih parametrov), za posamezno povezavo
smo skupaj z njenimi orbitami uporabili kot vhodne podatke za klasifikator. S tem
drugonivojskim klasifikatorjem nismo mogli izdelati napovedi za prvi testni interval,
saj $e ni bila izdelana nobena verjetnostna napoved za ucenje. Pri nadaljnjih testnih
intervalih smo za ucenje uporabili verjetnostne napovedi osnovnih klasifikatorjev na
vseh predhodnih testnih intervalih.

Kot drugonivojski klasifikator smo preizkusili klasifikacijska drevesa, naivni Bayesov
klasifikator (z uporabo metode LOESS za ocenjevanje pogojnih porazdelitev zveznih
atributov), metodo podpornih vektorjev (epsilon-SVR) ter metodo naklju¢nih dreves
(angl. Random Forest). Slednja je konsistentno dajala najboljse rezultate, zato bomo v
tem delu zaradi preglednosti objavili le rezultate le-te.

Z namenom ugotovitve koristnosti osnovnih klasifikatorjev ter informacije o orbitah
povezav smo drugonivojski klasifikator u¢ili in uporabljali na ve¢ razli¢nih mnozicah

znadilk. Oznac¢imo:

» z Fp oznatimo znacilke z verjetnostnimi napovedmi funkcij Py, P,, Ps, Py,

Pigo> P1ggo in Py,

= z F oznatimo znacilke z verjetnostnimi napovedmi metode naklju¢nih spre-
hodov pri vseh vrednostih &, ki so bile pri posamezni podatkovni mnozici upo-

rabljene,

= z ¥ ozna¢imo znalilke s Stevili pojavitev povezave v orbitah.



Drugonivojski klasifikator smo preizkusili na mnozicah znatilk Fp, Fr, Fpr =
FpUFp, Fop=FoUFp, For=FoUFrinFpopr=FoUFpU.Fp.

V tabeli 4.2 so izpisane plos¢ine pod ROC krivuljo (AUC) za nastete kombinacije
metod in parametrov za vse uporabljene mnoZice podatkov. Zaradi prostorske omejitve
Sirine tabele smo izpustili rezultate za P, in Ps, saj so zelo podobnim rezultatom, ki jih
dosega P;.

Opazimo lahko, da P, in Pjog dajeta neuporabne rezultate. Vse izratunane verje-
tnosti pojavitev povezav so namre¢ tako majhne, da jih pri zapisu v plavajoéi vejici pri
dvakratni natan¢nosti ni ve¢ mozno razlociti. Napovedne funkcije Py pri preostalih
uporabljenih vrednostih k dajejo podobne rezultate, najvisjo uspe$nost pa na razli¢nih
podatkih dosezejo pri razli¢nih vrednostih parametra.

Pri metodi naklju¢nih sprehodov je za doseganje optimalnih rezultatov potrebno pri
razli¢nih podatkovnih mnozicah uporabiti razli¢ne vrednosti parametra . Za dosega-
nje najviSje mozne uspesnosti zgolj z uporabo te metode bi v praksi uporabili notranje
pre¢no preverjanje (angl. internal cross-validation) na uéni mnozici. Za korektno ne-
postedno primerjavo parametriziranih napovednih metod je potrebna uporaba takega
preverjanja pri ocenjevanju njihove uspesnosti. Mi ga nismo izvedli zaradi visoke ¢a-
sovne potratnosti postopka. Odlocitev utemeljujemo s tem, da na nekaterih mnozicah
metoda pri nobeni od uporabljenih vrednosti parametra ne uspe izdelati dobrih na-
povedi, na drugih pa deluje dobro ne glede na izbrano vrednost parametra (le 0 in
vrednosti zelo blizu 1 niso dobre za vsaj katero izmed teh mnozic).

Pri zadani napovedni nalogi metoda RWR deluje bolje kljub neupostevanju infor-
macij o preteklem ¢asovnem razvoju. Na vseh mnozicah, kjer je vsaj ena od metod
dosegla omembe vredne rezultate (torej vrednost AUC krepko nad 0,5), je rezultat
metode RWR pri vecini vrednosti parametra @ vseeno bolj$i od najboljsega rezultata
napovednih funkeij P,, z izjemo mnozice Enron, kjer sta metodi primerljivi.

Najvedji uspeh smo dosegli z zlaganjem klasifikatorjev z metodo naklju¢nih goz-
dov. Pri uporabi vseh razpoloZljivih informacij (% opr) je metoda dosegla zavidljive
rezultate na vseh uporabljenih podatkovnih mnozicah z izjemo sinteti¢nih podatkov
po modelu Erd8s—Rényi. Uporaba razli¢nih mnozic znadilk nam daje vpogled v kori-
stnost posameznih informacij. Vidimo, da Ze zgolj zlaganje napovedi metode naklju¢-
nih sprehodov daje dobre rezultate. Na nekaterih podatkovnih mnozicah je koristno
dodati e informacijo o orbitah, v katerih nastopajo napovedovane povezave. Uporaba

verjetnostnih napovedi v tem poglavju definiranih napovednih funkcij opazno izboljsa
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Tabela 4.2: Vrednosti AUC.

M. Polajnar

Metoda Pk =..
Podatki 1 10 100 | 1000 all
Gr(500,5000) 0,511 | 0,504 | 0,504 | 0,500 | 0,500
Gpa(500,10) 0,511 | 0,511 | 0,509 | 0,500 | 0,500
G(500,5000,2) || 0,934 | 0,934 | 0,901 | 0,500 | 0,500
G¢(500,5000,4) || 0,851 | 0,851 | 0,854 | 0,500 | 0,500
AS 0,402 | 0,402 | 0,536 | 0,500 | 0,500
Enron 0,693 | 0,693 | 0,617 | 0,500 | 0,500
India 0,392 | 0467 | 0,500 | 0,500 | 0,500
Levant 0463 | 0473 | 0,472 | 0,500 | 0,500
RWR: a = ...
0 0,01 0,1 0,5 0,9 0,99
Ggxr(500,5000) 0,517 | 0,516 | 0,515 | 0,506 | 0,488 | 0,500
Gga(500, 10) 0,505 | 0,486 | 0,483 | 0477 | 0,480 | 0,500
G¢(500,5000,2) || 0,967 | 0969 | 0,978 | 0,979 | 0,949 | 0,500
G(500,5000,4) || 0,881 | 0,888 | 0,918 | 0,939 | 0,907 | 0,500
AS 0,489 | 0,641 | 0,821 | 0,864 | 0,890 | 0,875
Enron 0,527 | 0,644 | 0,692 | 0,535
India 0,333 | 0,343 | 0,366 | 0,369 | 0,371 | 0,446
Levant 0449 | 0471 | 0495 | 0,504 | 0,540 | 0,547
Zlaganje klasifikatorjev z metodo naklju¢nih gozdov
Fp TR F R For | For | Forr
Ggr(500,5000) 0,507 | 0,563 | 0,590 | 0,531 | 0,590 | 0,585
Gpa(500,10) 0495 | 0,761 | 0,699 | 0,550 | 0,699 | 0,687
G;(500,5000,2) || 0,934 | 0976 | 0,983 | 0955 | 0,983 | 0,984
G (500,5000,4) || 0,863 | 0934 | 0,955 | 0,928 | 0,955 | 0,956
AS 0,608 | 0,986 | 0,985 | 0,686 | 0,985 | 0,984
Enron 0,693 | 0,827 | 0,833 | 0,691 | 0,833 | 0,842
India 0,525 | 0,888 | 0,882 | 0,674 | 0,882 | 0,883
Levant 0483 | 0,703 | 0,741 | 0,551 | 0,769 | 0,810
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rezultat le pri mnozici Levant.

Zastavljen problem je vsaj na nekaterih mnozicah zelo tezak. Tudi uveljavljena me-
toda za dopolnjevanje omreZij je namre¢ pogosto dosegla plos¢ino pod krivuljo, nizjo
od 0,5, kar je slabse od naklju¢nega uvr$¢anja. To pomeni, da bi boljse rezultate dose-
gli z zamenjavo napovedovanih vrednosti: kot verjetnost, da se neka povezava pojavi,
bi upostevali verjetnost, ki jo metoda napove za dogodek, da se povezava ne bo poja-
vila, in obratno. S tako resitvijo ne moremo biti zadovoljni, saj pri nobeni od dveh
uporabljenih metod napovedovani vrednosti nista arbitrarno dolo¢eni, temve¢ sta me-
todi zasnovani na teoreti¢nih temeljih, ki pojasnjujejo, zakaj so vrednosti, ki jih dajeta
metodi, ravno verjetnosti, da dolo¢ene povezave se pojavijo. Po drugi strani pa napo-

vedi vseeno imajo prakti¢no vrednost, saj jih z uporabo zlaganja klasifikatorjev lahko

koristno uporabimo.

Predlagana druzina napovednih funkcij kot napovedni model za ¢asovni razvoj omrez-
ja ne deluje prepri¢ljivo. Po drugi strani pa rezultati zlaganja napovedi metode na-
klju¢nega sprehoda, po moznosti pri uporabi dodatnih atributov o povezavi, kot so na

primer orbite, dajejo zanimivo izto¢nico za nadaljnje raziskovalno delo.
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V tem delu smo postavili temelje novim nacinom analize omreZij. Poudarek smo na-
menili predvsem spremembam v omrezjih na lokalnem nivoju. Temo smo obravnavali
z dveh zornih kotov: kot opazovano enoto smo v enem primeru uporabili pogoste
vzorce v oznacenih omrezjih, v drugem pa grafke.

Dela na tem podro¢ju nismo izérpali v $irino: ¢asovnega razvoja tretje vrste podo-
mreZij, v razdelku 2.2.1 omenjenih motivov, nismo opazovali. Menimo, da so v tem
oziru manj zanimivi od grafkov, saj z dodajanjem nove povezave v motiv ne dobimo
nujno spet motiva, torej ni mozno opazovati vpliva ¢asa na razvej motivov, temved
zgolj na njihovo pojavljanje in izginjanje. Poleg tega se v razli¢nih omreZjih pojavlja-
jo razli¢ni motivi, kar je bilo s pridom uporabljeno za stati¢no primerjavo omrezij,
onemogoca pa primerjavo ¢asovnega razvoja razli¢nih omrezij.

Tudi v globino raziskovalnega podro¢ja zaradi njegove obseznosti nismo izérpali.
V zaklju¢ku zato poleg povzetka rezultatov objavljamo tudi razpravo o moznostih za

nadaljnje delo na tem podro¢ju.
5.1 Dopolnjevanje majhnih omrezij

V kontekstu analize omrezij smo odprli novo smer — dopolnjevanje majhnih omre-
zij. Njeno uporabnost smo utemeljili z opisi prakti¢nih aplikativnih primerov in v ta
namen zajeli konkretne podatke, na katerih smo tudi sami izvajali poskuse. Problem
smo formalno definirali in predlagali metodo Hyspan, ki ga reSuje. Slednja temelji
na iskanju delnih vpetij vzorcev, ki se v domeni grafov pogosto pojavljajo. Algoritem
za reSevanje tega podproblema smo zasnovali v okviru razvoja metode. Za odkrivanje
pogostih vzorcev smo uporabili enega izmed obstojecih algoritmov, gSpan.

Ker gre za novo podro¢je, smo dolo¢ili tudi nac¢in merjenja uspe$nosti metode ter
pripadajo¢o mero uspesnosti. Ciljne vrednosti, ki naj bi jih metoda dosegla, se nava-
dno postavljajo primerjalno z drugimi metodami. Ker drugih metod za resevanje tega
problema $e ni, smo razvili preprosto in hitro referenéno metodo. Da postavimo svoje
delo v $irsi kontekst, smo ob prilagoditvi nac¢ina merjenja uspesnosti rezultate svoje
metode primetjali $e z znanimi metodami za re$evanje sorodnega problema napovedo-
vanja povezav v velikih neoznacenih omrezjih.

Rezultati kazejo, da je razvita metoda uspe$nejsa od preproste referen¢ne, hkrati pa
daje tudi bolj$e napovedi od metod za napovedovanje povezav v velikih neoznacenih
grafih. Slednje kaZe na to, da se problem, ki smo ga zastavili, bistveno razlikuje od

tistega, ki ga reSujejo te metode, zato je prav, da mu posve¢amo posebno pozornost.



Ob tem je pomembno tudi, da se na problem dopolnjevanja majhnih omrezij preve-
dejo konkretne aplikativne naloge. Ceprav so nas na problem napeljali uporabnigki
vmesniki za vizualno programiranje, majhna oznac¢ena omrezja lahko sre¢amo v raznih
vejah znanosti in tehnologije.

S poskusi smo pokazali, da s pove¢evanjem $tevila povezav v omrezjih nasa metoda
zalne izgubljati svoje prednosti pred splo$nejsimi metodami. Njena ¢asovna zahtev-
nost preprecuje analizo velikih omreZij, prav tako pa zaéne padati njena napovedna
uspesnost. Z nadaljnjim delom na tem podrodju bo potrebno pokazati, ali je to po-
manjkljivost metode, ali gre za ob¢o lastnost omrezij vsaj v dolo¢enih domenah.

Tudi metoda Hyspan $e ponuja moznosti za nadaljnje raziskovalno delo. Tocko-
valne funkcije razlikujejo vzorce le na podlagi velikosti in pogostosti, predvsem pa so
zanemarjene tako strukturne podobnosti med njimi kot tudi korelacije med njihovi-
mi pojavitvami v u¢ni mnozici. Z modeliranjem slednjih na primer z uporabo metod
strojnega u¢enja bi bilo morda mo¢ dosei vi$je napovedni uspesnosti v kompleksnejsih
mnozicah podatkov.

gSpan ni edina mo#na izbira algoritma za odkrivanje pogostih vzorcev. Se ve¢, poleg
mnotzice pogostih vzorcev obstajajo e drugi koncepti mnozic vzorcey, ki so znatilni za
neko domeno omrezij. Zanimiv primer so na primer zaprti pogosti vzorci (angl. closed
Jrequent graph patterns [29]). Izbira drugega koncepta za model in s tem u¢nega algo-
ritma bi spremenila tako ¢asovno zahtevnost kot tudi napovedno uspe$nost metode.

Pri dopolnjevanju majhnih omrezij se nismo omejili na omrezja z dodano ¢asov-
no komponento, smo pa predpostavili, da imamo kot u¢ne podatke na voljo mnozico
majhnih omreZij (in ne enega velikega omrezja). Posledi¢no kot model ni mozno upo-
rabiti metode, ki v od ¢asa odvisnih omrezjih iS¢e pogoste vzorce ¢asovnega razvoja —
GERM [52]. Vzorci ¢asovnega razvoja so tudi zelo nefleksibilni glede ¢asov pojavitve

posameznih povezav v vzorcu, kar njihovo uporabnost omeji na zelo ozek krog domen.
5.2 Casovni razvoj lokalnib struktur

Casovni razvoj velikih omrezij je bil doslej obravnavan predvsem na globalni ravni [8].
Leskovec in sodelavci [54] so raziskovali tudi razvoj na, kot so poimenovali v raziskavi,
mikroskopskem nivoju. Osredotodili so se na medprihodne ¢ase vozlis¢ in povezav
pri posameznem vozliS¢u ter na mehanizme, ki dolocajo zapiranje trikotnikov, torej
povezovanje vozli$¢ na razdalji 2.

V tem delu smo postavili teoreti¢ne temelje za opazovanje razvoja grafkov, torej
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lokalnih vzorcev velikosti do 5 vozlis¢, v omreZju skozi ¢as. Izpeljali smo tudi mate-
mati¢na orodja, ki omogocajo tovrstno analizo z minimalno spremembo obstojecih
algoritmov za Stetje orbit vozlis¢. Pri empiri¢ni analizi ve¢ zelo razli¢nih omreZij smo
prisli do zakljucka, da ¢as, ki pote¢e od nastanka grafka do njegovega razvoja v gostejsi
grafek, lahko obravnavamo kot eksponentno porazdeljeno slucajno spremenljivko. Ta
porazdelitev ima zgolj en parameter, zato lahko vrednosti parametra za razli¢ne orbi-
te medsebojno primerjamo. Razli¢na razmerja parametrov porazdelitev pri razli¢nih
omrezjih lahko interpretiramo kot razlike v mehanizmu, ki povzroc¢a rast posameznih
omrezij.

Teoreti¢no smo utemeljili druzino metod za napovedovanje novih povezav na osnovi
analize Casovnega razvoja grafkov ter izpeljali matemati¢ne izraze, ki omogocajo ¢asov-
no uéinkovito izvedbo. Empiri¢na ocena u¢inkovitosti na razli¢nih vrstah omrezij in
primetjava z ucinkovitostjo uveljavljene metode naklju¢nih sprehodov pokazeta, da
predlagane napovedne funkcije pogosto niso ucinkovite in dosegajo slabse rezultate
od metode, ki ¢asovne komponente omrezij sploh ne uposteva. Tudi v kombinaciji z
drugimi napovednimi metodami ne prinasajo bistvene dodane vrednosti. Vpraanje,
¢e nam casovni razvoj gratkov lahko pomaga pri lokalnem napovedovanju ¢asovnega
razvoja omreZja, tako pus¢amo odprto. Glede na rezultate, ki smo jih dosegli s skla-
danjem napovedi ene najbolj$ih metod za dopolnjevanje velikih omrezij, RWR, pri
razli¢nih vrednostih parametra @, pa bi bilo zanimivo ta pristop uporabiti tudi izven
konteksta ¢asovnega razvoja na omrezjih, na katerih je znano, da RWR dosega dobre

rezultate.
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