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Povzetek

Delo obsega opis uporabe kompleksnih stevil v dvodimenzionalni geometriji in
razvoj demonstracij s programskim orodjem Mathematica. V prvem delu, ki
zajema drugo do Sesto poglavje, sem predstavil kompleksne funkcije kot trans-
formacije ravnine in razvil potrebno teorijo za opis ter razumevanje geometrije.
Sfericno in hiperboli¢no geometrijo sem definiral kot geometrijo sfere in pseu-
dosfere. Transformacijske grupe evklidske, sfericne in hiperboli¢ne geometrije
sem tvoril z uporabo teorema treh zrcaljenj. Razvil sem izometri¢ni preslikavi s
sfere in pseudosfere na ravnino in transformacijske grupe treh geometrij opisal
s transformacijami ravnine ter posledicno Mobiusovimi transformacijami. V
drugem delu, ki zajema sedmo poglavje, sem podal opis aplikacij, ki na podlagi
ugotovitev prvega dela demonstrirajo dvodimenzionalne geometrije.

Klju¢ne besede:

Mobiusova transformacija, zrcaljenje prek kroga, evklidska geometrija, ukri-
vljenost ploskve, sferi¢cna geometrija, hiperboli¢na geometrija, . . .






Abstract

This work comprises description of applications of complex numbers in two-
dimensional geometry and demonstration development with programming tool
Mathematica. In the first part, consisting of chapters two to six, I interpreted
complex functions as transformations of the plain and developed theory, nec-
essary for defining and understanding geometry. I interpreted spherical and
hyperbolic geometry as geometry of the sphere and the pseudosphere. Trans-
formation groups of Euclidean, spherical and hyperbolic geometries are formed
using the three reflections theorem. I developed isometric mappings from
the sphere and the pseudosphere to the plain and interpreted transformation
groups of the three geometries as transformations of the plain and consequently
as Mobius transformations. In the second part, consisting of chapter seven, I
described applications which demonstrate two-dimensional geometries.

Keywords:

Mobius transformation, reflection in a circle, Euclidean geometry, surface cur-
vature, spherical geometry, hyperbolic geometry, ...






Poglavje 1

Uvod

Geometrija je eno najstarejsih in Se vedno zivih podroc¢ij matematike. Uporaba
najrazlicnejsih geometrij je razsSirjena med vsemi naravoslovnimi vedami, med
katerimi je tudi racunalnistvo. Hiperbolicna geometrija in iz nje izpeljana
metrika se uporablja na primer pri zajemanju podatkov [3] in v umetni in-
teligenci. Kompleksna Stevila so dobila svojo potrditev prav prek geometrije.
V svojem zacetku je Stevilo ¢ kot koren Stevila —1 za matematike veljalo kot
izmisljeno oziroma imaginarno. Od tod izvira izraz imaginarno Stevilo, ki
danes pomeni veckratnik stevila ¢. Zmotno so celo najvecji matematiki menili,
da velja v/—2v/—3 = /6.

Ob pojavu problemov, kako izracunati presecis¢e med premico in kvadratno
ali kubicno funkcijo, so se matematiki srecali z enacbami, neresljivimi v mnozici
realnih stevil. V evklidski geometriji prvi problem ni vedno resljiv, obstoj ge-
ometrijske resitve drugega problema pa je ociten. Preteklo je Se kar nekaj casa
preden so se kompleksna stevila uveljavila kot prava stevila oblike z = a + bs.
Stevili @ in b sta realni stevili, ¢ pa stevilo, za katerega velja i2 = —1. Razvoj
kompleksne analize je imel mocan vpliv na matematiko in omogocil nov pristop
k do tistega casa neresljivim problemom. Tekom zgodovine se je poglabljala
tudi povezava med kompleksnimi stevili in geometrijo.

Kompleksna stevila so dobila geometrijsko predstavitev kot tocke ali vek-
torji v ravnini. Na kompleksno stevilo z = a + b lahko tako gledamo kot
na tocko v ravnini xy s kartezijskimi koordinatami (a,b) ali vektor od koor-
dinatnega izhodis¢a do te tocke. Tako ravnino oznacimo s C in jo imenujemo
kompleksna ravnina. Operacije nad kompleksnimi stevili imajo lahko podoben
pomen kot geometrijske operacije nad tockami ali vektorji v ravnini. Sestevanje
kompleksnih stevil lahko definiramo kot navadno vektorsko sestevanje, pri
katerem velja paralelogramsko pravilo. Podobna geometrijska pravila lahko
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podamo tudi za mnozenje in druge operacije nad kompleksnimi Stevili. S tako
interpretacijo kompleksnih stevil vsaka kompleksna funkcija z — f(z) pred-
stavlja transformacijo kompleksne ravnine.

Za izbrano tematiko sem se odlocil zaradi zanimanja za kompleksno analizo
in izjemne knjige Tristana Needhama, Visual Complex Analysis [7]. Ker sem
zelel ugotovitve ¢im bolje graficno predstaviti z razvojem interaktivne apli-
kacije, sem se soocil s problemom izbire programskega orodja. Med stevilnimi
okolji za delo s 3D grafiko in modeliranje sem se odlocil za programsko orodje
Mathematica, ki v primerjavi z drugimi programskimi orodji najenostavneje
privede do risanja grafov funkcij. Navdusile so me tudi demonstracije v Ma-
thematici, ki jih najdemo na spletni strani Wolfram Demonstration Project
[15].

Glavni del diplomskega dela sem predstavil v naslednjih Sestih poglavjih. V
drugem poglavju sem opisal Mobiusove transformacije in geometrijske lastnosti
kompleksne aritmetike. Podrobno sem obravnaval linearne funkcije, komple-
ksno inverzijo in zrcaljenje prek kroga. V tretjem poglavju sem formaliziral opis
geometrije z njeno transformacijsko grupo. Obdelal sem tudi osnove geometrije
ukrivljenih ploskev in na koncu poglavja navedel najpomembnejse lastnosti
neevklidskih geometrij. Cetrto poglavje sem namenil evklidski geometriji in
podal relacijo med njeno transformacijsko grupo in linearno funkcijo. V pe-
tem poglavju sem obravnaval lastnosti sfericne geometrije kot prve izmed dveh
neevklidskih geometrij. V osrednjem delu tega poglavja sem opisal stereograf-
sko projekcijo, na koncu pa sem izpostavil povezavo med rotacijami sfere in
Mobiusovimi transformacijami. V Sestem poglavju sem opisal hiperboli¢no ge-
ometrijo, ki je Se dandanes predmet mnogih matemati¢nih raziskovanj. Pred-
stavil sem jo na modelu zgornje polravnine. Podal sem preslikavo s pseudosfere
na zgornjo polravnino in posledice izpeljane hiperbolicne metrike. Poglavje
sem koncal z obravnavo transformacijske grupe in njeno relacijo z Mobiuso-
vimi transformacijami. V sedmem poglavju sem podal osnove za razumevanje
izdelanih demonstracij v Mathematici. Opisal sem tudi zahtevnejSe postopke
in nekatere lastnosti programskega orodja Mathematica.



Poglavje 2

Mobiusove transformacije

Definicija 1. Mobiusove transformacije ali ulomljene linearne transformacije
so funkcije kompleksne spremenljivke tipa:

az+b

M(z) = (2.1)

cz+d

Obravnavo Mdobiusovih transformacij nam olajsa naslednja trditev.

Trditev 1. Vsako ulomljeno linearno transformacijo lahko zapisemo kot kom-
pozitum dveh vrst elementarnih funkcij: linerane funkcije oblike f(z) = Az+ B
in kompleksne inverzije f(z) = 1/z. Pri tem gre za zaporedje operacij

fi) = 2+ Cgi (2.2)
folz) =1/z (2.3)
fa(2) = —(ad; b, (2.4)
falz) = 2 + % (2.5)
tako da velja
(fio fyo fao fi)(z) = M(z). (2.6)
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Dokaz.
(f40f30f20f1)(2)Z—(ad_bc) ! +2 (2.7)

2 z+4 ¢

—(ad — be) + a(cz + d)

— 2.
2z +cd (2:8)

acz + be

= = 2.
2z +cd (2.9)
az+b

— = M(z). 2.1
cz+d (2) (2.10)

V primeru, ko velja (ad — bc) = 0, je funkcija konstantna preslikava, ki
vsako tocko z preslika v tocko a/c. To je razvidno iz enacbe 2.4. Mdbiusove
transformacije tega tipa so singularne. V nadaljevanju bom obravnaval le
nesingularne transformacije.

Obe elementarni funkciji imata velik geometrijski pomen. Linearna funkcija
je v tesni povezavi z evklidsko geometrijo, kompleksna inverzija pa z neevk-
lidskimi geometrijami. Tako linearna funkcija kot kompleksna inverzija sta
posebni vrsti Mébiusovih transformacij s parametri ¢ = 0 in d = 1 oziroma
a=0,b=1,c=1,ind=0.

Za prikaz kompleksnih funkcij obstaja ve¢ nacinov. V tem delu sem si
izbral tehniko, pri kateri si kompleksno funkcijo predstavljamo kot transfor-
macijo kompleksne ravnine. Pri tej tehniki ucinek transformacije prikazemo
tako, da izberemo neko podmnozico kompleksne ravnine (zanimivi kandidati so
premice, krogi, trikotniki, ...) in prouc¢imo sliko te podmnozice. Slika je nova
podmnozica kompleksne ravnine, njena ,,oblika‘“ pa je tisto, kar daje predstavo
o tem, kaj naredi transformacija. Pri tej tehniki je najbolj pomemben vizualni
oziroma geometrijski pomen transformacije, kar je tudi namen tega dela.

2.1 Linearna funkcija

Linearna funkcija je funkcija tipa f(z) = Az + B, kjer sta A in B poljubni
kompleksni Stevili. Najprej bom predstavil geometrijski pomen mnozenja in
sestevanja kompleksnih Stevil.

Trditev 2. Za neko tocko z v kompleksni ravnini pomeni mnozenje z A € C
rotacijo te tocke za arg(A) ter razteg za faktor |A| s srediséem v koordinatnem
1zhodiscu.

Dokaz. Trditev postane jasna, ko Stevili zapiSemo v polarnih koordinatah

z = Re" in A = Qe
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_100

Slika 2.1: Mnozenje kompleksnih stevil (3 + 5i)z.

Az = RQe'H0), (2.11)

Absolutna vrednost stevila z se torej Q-krat poveca, |f(z)| = Q|z|, argu-
ment pa je vecji za 0, arg(f(z)) = arg(z) + 0.

Mnozenje bom predstavil tudi na nacin vektorskega sestevanja. Komple-
ksno mnozenje ima namre¢ veliko skupnega z vektorskimi operacijami. Pro-
dukt Az najprej preuredim v R(A)z + J(A)iz. Kompleksno spremenljivko
z = a + bi bom zapisal kot vektor v kompleksni ravnini r = (a,b) in podobno
tudi iz = —b+ ai kot r, = (—b,a). Vektor r, je pravokoten na r (v pozitivni
smeri) ter enake dolzine kot r. Orientacija vektorja izhaja iz mnozenja z i.
Ker velja arg(z) = 7/2, pomeni tako mnozenje rotacijo za 7/2. MnozZenje je
torej sestevek R(A) vektorjev r in J(A) vektorjev r,. To sem prikazal na sliki
2.1.

Trditev 3. Za neko tocko z v kompleksni ravnini pomeni sestevanje z + B
premik za |B| v smeri arg(B).

Tudi sestevanje z+ B lahko geometrijsko ponazorimo s sestevkom vektorjev
r = (a,b)inq = (R(B),I(B)). Uporaba kompleksnih stevil namesto vektorjev
nam mnogokrat olajsa delo. Zelo koristno je ze omenjeno mnozenje z i, s
¢imer enostavno izracunamo pravokotni vektor. Naslednja trditev podaja Se
eno povezavo med kompleksnim mnozenjem in vektorskimi operacijami.
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-2

Slika 2.2: Linearna funkcija f(z) = (3 + %)z + (i + 1).

Trditev 4. Ce zapisemo kompleksni stevili a = |ale’ in b = |ble’® kot vektorja

a= R(a),3(a)) in b= (R(b), (b)), ki oklepata kot § = 5 — «, velja

ab=a-b+i(axb). (2.12)

Dokaz.
ab = (lale™**)(|ble"”) = |al[o]""~*) = al b]e” (2.13)
= |a||b| cos @ + i|a||b|sinf = a-b +i(a x b). (2.14)

Iz ugotovitev prejsnjih dveh odstavkov izpeljemo trditev:

Trditev 5. Geometrijski pomen linearne funkcije f(z) = Az + B je rotacija
in (enakomeren) razteg, s srediScem v koordinatnem izhodiscéu, ter premik
(podmnozice) kompleksne ravnine.

Na sliki 2.2 rdeci kvadrat prikazuje sliko modrega kvadrata s transformacijo
f(z) = (3+%)z+(i+1). To transformacijo sestavljajo rotacija za I, raztezanje
za \/2/2 ter premik za 1 + 1.

Definicija 2. Negibna tocka preslikave z — f(z) je tista tocka, za katero velja
f(z) = z.

Sredisce rotacije in raztega sta pomembna pojma teh dveh transformacij
ter poslediéno tudi linearne funkcije.
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Definicija 3. Sredisce ¢ rotacije Rf za kot ¢ v ravnini je edina negibna tocka
te transformacije.

Trditev 6. Za vsak z € C velja

2 —ql = [R3(2) —ql. (2.15)
Tocka q je edina tocka s to lastnostjo.

Definicija 4. Srediste g raztega Dy za faktor r je edina negibna tocka te
transformacije.

Trditev 7. Za vsak z € C velja

‘D%Z(Z_) ;| Q‘ —r (2.16)

Tocka ¢ je edina tocka s to lastnostjo.

Trditev 8. Linearna funkcija f(z) = Az+ B, A # 1 ima natanko eno negibno
tocko zp.

Dokaz. Resitev enacbe z = Az + B nam da

Iz trditev 5 in 8 sklepamo:

Trditev 9. Geometrijski pomen negibne tocke zy linearne funkcije f(z) =
Az + B, A # 1 je sredisce q rotacije in raztega.

Dokaz. Iz trditve najprej sledi, da pravzaprav vsaka linearna funkcija geo-
metrijsko predstavlja le rotacijo in razteg okoli tocke ¢ = zy! Ce zapisem B
kot g(1 — A), lahko enacbo linearne funkcije prepisem v:

f(z)=Az+B=Az+q(1-A)=A(z—q)+q. (2.18)

Enacba pove, da Stevilo z najprej premaknemo za —g, rotiramo za arg(A)
in raztegnemo za faktor |A| okrog koordinatnega izhodisca in premaknemo
nazaj v smeri q. Transformacija kot celota se izkaze kot rotacija in razteg s
srediscem v q. Kompleksno mnozenje nam omogoca le rotacijo okrog izhodisca.
Ce torej zelimo rotirati tocko z okrog neke druge tocke ¢, moramo to najprej
prestaviti v izhodisce. To naredi odstevanje (z — ¢), ki celotno kompleksno
ravnino ustrezno premakne. Inverzna operacija se izvede s pristevanjem ¢, ki
ravnino postavi nazaj v prvotno lego.
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Na podlagi trditev 5 in 9 lahko oblikujemo zaklju¢no ugotovitev o geomet-
rijskem pomenu linearne funkcije.

Trditev 10. Linearna transformacija f(z) = Az + B, A # 1 pomeni rotacijo
in razteg s srediséem v zy tocke z € C

f(z) = DA o R, (2.19)

V izjemnem primeru A =1 gre za premik tocke z:

£(2) = Ty (2.20)

Definicija 5. Invariantna krivulja z(«) funkcije f(2) je tista krivulja, ki ostane
nespremenjena glede na f(z). Velja

f(z(a)) = 2(q). (2.21)

Iz definicije 5 ni mo¢ sklepati, da so vse tocke na krivulji fiksne, temvec
da je slika krivulje kot celote kar enaka tej krivulji. Invariantne krivulje nam
povedo veliko o transformaciji.

Trditev 11. Invariantne krivulje linearne funkcije f(z) = A(z — q) + q, kjer
velja |A| = 1, so kroznice s srediséem v q.

Dokaz. Kroznica je dolocena z enacbo |z — ¢q| = r. Izpeljemo:

1f(2) —ql=(A(z = q)) + @) —q| = |[A(z = q)| = |Al|z —q| = 7. (2.22)

Trditev 12. Invariantne krivulje linearne funkcije f(z) = A(z — q) + q, kjer
velja arg(A) = 0, so premice skozi q.

Dokaz. Premice skozi ¢ doloca enacba z(a) = ae + ¢, 6 € [0,27) in a €
[—00, 00). Izpeljemo

f(z(0) = A((ae” + q) — ¢) + q = |Alae” +q. (2.23)

Z zamenjavo 3 = |Ala, § € [—00,00) dobimo

2(8) = B’ +q, (2.24)

kar je ista krivulja.
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Trditev 13. Invariantne krivulje splosne linearne funkcije f(z) = A(z—q)+q
so polzaste krivulje s srediscem v q oblike z(a) = k|A|%e™@™8A) + ¢ k € C,
a € [—00,00).

Dokaz.
f(z()) = A((k|A]*e* ™8 4 q) — q) + ¢ (2.25)
_ k|A|(a—l—l)eiaarg(A)-i-iarg(A) +q (226)
_ k|A|(a+1)6i(a+1)arg(A) + q. (2‘27)

Z zamenjavo f = a + 1, f € [—00, 00) dobimo
2(8) = k|A[PeParsN) 1 g (2.28)
kar je ista krivulja.
Pozoren bralec bo ugotovil, da iz trditve 13 sledita trditvi 11 in 12.

Trditev 14. Linearna funkcija f(z) = Az + B ima lastnost |f(z1) — f(z2)] =
k|z1 — 22|, kjer sta z; in zo poljubni kompleksni Stevili.

Dokaz.
|f(z1) = f(22)] = [Az1 + B — (Azo + B)| = |A(21 — 22)| = |A|[z21 — 22, (2.29)
in sicer k = |A|.

Iz trditve 14 sledi, da linearna funkcija slika kroznice v kroznice in premice
v premice.

Trditev 15. Linearna funkcija ohranja razmerja med razdaljami, torej velja

la—b] _ |f(a) = f(b)]
la—cf  |f(a) = f(c)]

(2.30)
za poljubne a,b,c € C.

Dokaz.
F(@) = F®)| _ Alla=b] _|a—b
[f(a) = f()l  [Alla—c| Ja—c|

(2.31)
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2.2 Kompleksna inverzija in zrcaljenje prek
enotskega kroga

Zanimivejsa in veliko bolj kompleksna komponenta Mobiusovih transformacij
je kompleksna inverzija.

Definicija 6. Kompleksna inverzija je funkcija f(z) = 1/z.

Ta transformacija kompleksne ravnine je klju¢ do razumevanja Mobius-ovih
transformacij in temelj geometrijskih transformacij neevklidskih geometrij.
Tudi to transformacijo lahko razbijemo na dve operaciji

filz) = % (2.32)
o) = 2 (2.33)

tako da velja
f(2) = fale) o filz) = e = 2. (2.34)

Iz enacbe 2.34 lahko razberemo dvoje. Radij v’ = |2/| slike 2/ = 1/¢'?" je
reciprocen radiju r = |z|, torej velja ' = 1/r. Geometrijsko to pomeni, da se
zunanjost enotskega kroga (ali enotski disk) preslika v notranjost (in obratno),
enotska kroznica pa je invariantna krivulja te preslikave. Polarni kot ¢’ slike 2’
je nasproten polarnemu kotu z, arg(z’) = —arg(z). Ta druga ugotovitev nam
pove, da imamo poleg enotske kroznice Se dve invariantni krivulji, in sicer osi
kompleksne ravnine. Negibni tocki preslikave pa sta le dve in sicer z = 1 ter
z = —1. Tocka z = 0 nima slike znotraj mnozice kompleksnih stevil C.

Trditev 16. Funkcija ima tudi obratno ali inverzno funkcijo, ki je kar enaka
sama sebi:

7)) = f(z) = 1/= (2.35)

Na sliki 2.3(a) je prikazana konstrukcija stevila z’.
Izkaze se, da je preslikava fi(z) prav tako pomembna in ima svoje ime.

Definicija 7. Zrcaljenje prek enotskega kroga je preslikava

f() =1 =To(z) = 2 (2.36)
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1/z
1 o
-2 - 2
1/z
-2t
(a) Kompleksna inverzija in zrcaljenje (b) Zrcaljenje prek kroga K.

prek enotskega kroga.

Slika 2.3: Kompleksna inverzija in zrcaljenje prek kroga.

Geometrijsko se preslikava Z¢(z) od preslikave f(z) = 1/z razlikuje za zr-
caljenje prek realne osi, analiti¢no pa za kompleksno konjugacijo: Z = z’. Po-
larni kot Stevila Z je pri tej preslikavi enak polarnemu kotu praslike z. Posledica
tega je, da so invariantne krivulje preslikave Z¢(z) kar vse premice, ki preckajo
koordinatno izhodis¢e. Hkrati so vse tocke enotne kroznice tudi negibne tocke
preslikave.

V nadaljevanju bom uporabljal predvsem to funkcijo. Bistvo kompleksne
inverzije je v absolutni vrednosti in posledici, da izmenja notranjost in zunan-
jost enotskega kroga. Zato lastnosti zrcaljenja prek kroga v glavnem veljajo
tudi za kompleksno inverzijo in nas obravnavanje zrcaljenja prek kroga ne bo
prikrajsalo za razumevanje funkcije f(z) = 1/z.

2.3 Zrcaljenje prek kroga K

V prejsnjem poglavju sem ze navedel nekaj geometrijskih lastnosti zrcaljenja
prek enotskega kroga, na primer, da preslikava izmenja notranjost in zunanjost
enotskega kroga.

Definicija 8. Zrcaljenje prek kroga K s sredis¢em ¢ in radijem R je preslikava
z — Tk(z), ki izmenja zunanjost in zunanjost kroga K. Tocke na K so negibne
tocke preslikave.

Ce naj za Tk(z) veljajo lastnosti iz definicije 8, mora veljati naslednja
relacija med oddaljenostma tocke z in njene slike Z = Zx(2) od sredisca q.
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R2
|z —ql

2 —ql = (2.37)

Ce v enacbo 2.37 vstavimo R = 1 in ¢ = 0, dobimo relacijo |3| = 1/|z], ki
velja za Z¢(z). Funkcija Zo(2) = 1/Z je namreé poseben primer bolj splosne
funkcije

R? zZ+ (R? —|q|?
Ti(z) = 2y q= U ) (2.38)
Z—dq Z—dq
Na sliki 2.3(b) je prikazana konstrukcija preslikave Zr(2).
Spoznali bomo, da je enacba 2.38 osnova vsem geometrijskim transforma-

cijam neevklidske geometrije.

Trditev 17. Kompozitum dveh zrcaljenj prek kroga Ly, (z) oIk, (2) je Mébius-
ova transformacija.

Dokaz.
R2
Ik, (2) 0 Ik, (2) = —R2—2 + o (2.39)
T @
R2
=t (2.40)
0 Th ¢
Riz — R3qu

(1 — @)z + R — (@ — ¢2)
_ (R3+ ¢2(¢1t — )z — R3q1 + Rigo — 102(Gi — G2) (2.42)
(1 — @)z + R — (@1 — @)

Omenil sem ze, da ima inverzija v krogu K podobne lastnosti kot zrcaljenje
prek premice L. Premica ali kroznica razdeli ravnino na dva dela, ki ju zrcal-
jenje zamenja. Ce krivuljo orientiramo, zrcaljenje prek te krivulje zamenja
obmocji levo in desno od krivulje. Pri premici je to obmocje polravnina, pri
krogu pa notranjost oziroma zunanjost, odvisno od izbrane orientacije. Tocke
na krivulji zrcaljenja so negibne tocke, kar velja tudi za Zx(z). Invariantne
krivulje pri zrcaljenju so premice, pravokotne na krivuljo zrcaljenja. Pri zrcal-
jenju prek kroga so to premice skozi sredisée g kroga K. V nadaljevanju bomo
spoznali, da premice skozi ¢ niso edine invariantne krivulje. Nazadnje velja:

Trditev 18. Rezultat dveh enakih zrcaljenj je identiteta.
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Ti(z)oZk(z) = 2. (2.43)
Dokaz.
RQ
IK(Z) OIK(Z) = RQ—— +q (244)
=tq—q
RQ
= - +¢ (2.45)
L +q—g
R*(z —q)
=t (2.46)
= Z. (2.47)

Tudi pri zrcaljenju prek kroga recemo, da sta tocka z in njena slika Z
simetricni glede na K. Ce je radij R kroznice K zelo velik in/ali tocka z
zelo blizu K, se zrcaljenje Zx (z) pravzaprav obnasa enako kot zrcaljenje prek
premice L (tangente na K v tocki najblizji z).

Preden zatnem z obravnavo, v kaj Zx(z) preslika kroge in premice, bom
navedel Se dve trditvi glede zrcaljenja prek kroga.

Trditev 19. Zrcaljanje prek kroga ne ohranja razdalj med tockami. Za poljubni
tocki a,b € C torej velja, da razdalja |a—>b| v splognem ni enaka razdalji |a—b.

Dokaz. Trditev bom dozakal s protiprimerom. Naj bosta tocki a in b na
premici skozi sredisce q. Velja

~ _ R2 R2
R L I e e (2.45)
- o=l b=l (2.49)
- (2:50)
Prvotno razdaljo je torej potrebno mnoziti z
i (2.51)

la —ql|b—q|



18 Poglavje 2: Mobiusove transformacije

Ko se a in b priblizujeta kroznici K in se njuni oddaljenosti od izhodisca
priblizujeta R, se popravek 2.51 priblizuje vrednosti 1. To je dodaten dokaz,
da je zrcaljenje tock blizu K enako zrcaljenju prek premice.

Trditev 20. Zrcaljenje prek kroga ne ohranja razmerja med razdaljami. Za
poljubne tocke a,b,c € C torej velja

la—b| , |a—bl

la—c| " |la—2¢|

(2.52)

Dokaz. Za tocke a, b in ¢ na premici prek ¢ dobimo podoben izracun kot pri
prejsnjem dokazu. Dobimo popravek |¢ — ¢|/|b — ¢].

Premice L skozi ¢ sem Ze opredelil kot invariantne krivulje preslikave. Del
premice znotraj K se slika v dva poltraka zunaj K in obratno. Kaj pa se zgodi
s poljubno premico L, ki ne gre ¢ez tocko ¢?

Trditev 21. Premica, ki ne seka sredisca q kroga K, se preslika v krozZnico, ki
vsebuge tocko q.

Dokaz. Geometrijska razlaga je precej lazja kot analiticna. Slika 2.4 prikazuje
konstrukcijo preslikave premice L. Na premici L sem izbral tocko, ki je na-
jblizje sredisc¢u ¢ in jo oznacil z a. Izbral sem Se drugo tocko na premici, b. Na
sliki sta prikazani tudi njuni sliki @ in b. Ker je kot Zgba = Zgab pravi kot,
velja, da ko totko b premikamo po premici L, njena slika b izrisuje kroznico z
radijem |@ — ¢|/2 in sredis¢em v (@ + ¢)/2. Da sta omenjena kota res enaka,
bom dokazal s krajSim izrac¢unom.
Po definiciji preslikave velja relacija

la—qlla—q| = R*=|b—q||b—q, (2.53)

iz. Cesar sledi

la—qllb—q| = |b—qlla —q. (2.54)

Upostevaje skupni kot Zagb = Zagb, je mot sklepati, da sta trikotnika
aqb in bqa podobna. Sledi omenjena relacija med kotoma éqba in Zgab. Med
ostalimi koti drzita Se relaciji Zqab = Zqba in Zgba = Zqab. Dokaz je s tem
koncan.

Na sliki 2.4 je prikazan primer, ko premica L ne seka kroga K. Velja, da
se tudi v nasprotnem primeru premica L preslika v kroznico, ki je doloc¢ena s
premerom qa.
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Slika 2.4: Preslikava premice.

Posledica trditve 18 je, da se kroznice, ki vsebujejo ¢, preslikajo v premice,
ki ne sekajo gq.

Trditev 22. KrozZnice, ki ne vsebujejo q, se zrcalijo v nove kroznice, prav tako
ne vsebujejo q.

Dokaz. Naj bosta a in b tocki na kroznici C' z radijem R, tako da velja |a—b| =
2R. Pogoj zagotavlja, da tocki lezita na premeru C'. Poleg tega naj a, b in ¢
lezijo na isti premici. Izberimo si Se poljubno tocko ¢ na kroznici C. Kot Zach
je torej pravi kot (slika 2.5(a)). Z izrekom o podobnih trikotnikih iz prejsnjega
dokaza je razvidno, da sta paroma enaka osenc¢ena kota in temno obarvana
kota. Poleg tega je osenceni kot pri a enak vsoti kotov pri b in c. Iz tega
sledi, da je tudi kot £ach pravi kot. Slednje pomeni, da sta a in b robni tocki
premera C = Ik (C) in ¢ tocka na kroznici C. Rezultat zrcaljenja je kroznica
C z radijem |a — b|/2 in srediséem v (@ + b) /2.

Dokaz je podoben tudi za krog C, ki seka kroznico K oziroma, ki ima v
svoji notranjosti sredisée ¢ kroga K. V obeh primerih je krog C' dolocen z
robnimi tockami premera @ in b.

Trditev 22 je najpomembnejsa lastnost zrcaljenja prek kroga. Re¢emo tudi,
da zrcaljenje prek kroga ohranja kroge. Podobno velja tudi za zrcaljenje prek
premice.

Nekoliko drugace je s preslikavo obmocja znotraj kroga C'. Zaradi lastnosti
zrcaljenja, ki se imenuje antikonformnost in o kateri govori naslednji razdelek,
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(a) Preslikava kroga (b) Preslikava kroga, ko gre
radij R proti neskoncnosti

Slika 2.5: Preslikava kroga.

se orientacija tock na kroznici obrne. Naj bo C orientirana kroznica. Obmocje
desno od C' se preslika v obmocje levo od €' = Tg(C). Posledica tega je,

da se notranjost C, ki vsebuje ¢, slika v zunanjost C'. Podobno velja pri

preslikavi polravnine nad premico L s slike 2.4, ki se slika v notranjost kroznice
C'=L=Tk(L).

Trditev 23. Krogi C, pravokotni na krog zrcaljenja K, so invariantne krivulje
zrealjenja prek kroga K. Velja C'=TIx(C) = C.

Dokaz. Naj krog C' seka krog K s srediséem ¢ v tockah a in b. Ce naj bo C
pravokoten na K, je tangenta T na C' v tocki a premica skozi ¢ in a. Ker a in
b lezita na K, sta negibni tocki zrcaljenja. Spomnimo se tudi, da so premice
skozi ¢ invariantne krivulje zrcaljenja, torej velja T' = Ty (T) = T. Slika C je
krog, ki gre prav tako skozi a in b in je pravokoten na K. To pa je lahko le

krog C'.
Trditev 24. Vsak krog C' skozi z in Z = Tk (z) je pravokoten na krog K.

Dokaz. Naj bo C' krog skozi z in Z, eno izmed dveh presecis¢ s K pa naj bo
tocka a. Ker velja a = a, krog C' dolocajo tocke z, Z in a. Sledi C' = C| s
pomocjo trditve 23 pa sklepamo, da je C' pravokoten na K.

Na sliki 2.5(b) je prikazano zrcaljenje kroga C prek kroga K, katerega radij
gre do neskoncnosti. Krog C' je tako vedno bolj podoben premici L, notranjost
C pa se razdirja ¢ez polravnino nad premico L. Njegova slika C' se priblizuje
srediScu ¢. Zrcaljenje premice je torej samo poseben primer zrcaljenja kroga.

Nekaj primerov zrcaljenj je prikazanih na sliki 2.6. Na sliki vidimo moder
disk zunaj K, ki se preslika v nov disk znotraj K; rde¢o premico skozi ¢, ki
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-2

Slika 2.6: Izverzija Zx(z) v krogu K (primeri preslikav).

se preslika vase; in polravnino pod premico (obarvano zeleno), ki se preslika v
disk znotraj K.

2.4 Konformnost preslikav

Na koncu poglavja sem dolzan navesti Se eno lastnost, po kateri se preslikave
lo¢ijo med seboj.

Definicija 9. Preslikava z — f(z) je konformna, ¢e ohranja tako velikost
kotov kot tudi orientacijo.

Velja torej, da je kot med poljubnima dvema krivuljama S; in Sy enak kotu
med S| = f(S1) in Sy = F(S2).

Definicija 10. Preslikava z +— f(z) je antikonformna, ¢e ohranja velikost
kotov, orientacijo pa obrne.

Linearna funkcija f(z) = Az + B je konformna preslikava. Kompleksna
konjugacija f(z) = z je antikonformna preslikava, saj gre za zrcaljenje prek

premice.

Trditev 25. Zrcaljenje prek kroga je antikonformna preslikava.
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Dokaz trditve 25 najdemo v [7]. Antikonformnost je Se ena skupna lastnost
zrcaljenja prek kroga in zrcaljenja prek premice. Posplosimo lahko, da je vsako
zrcaljenje antikonformna preslikava.

Trditev 26. Kompleksna inverzija f(z) = 1/z je konformna preslikava.

Dokaz. Iz enacbe 2.34 sledi, da je kompleksna inverzija kompozitum dveh
zrcaljenj. Zrcaljenje prek enotskega kroga obrne orientacijo kotov, enako pa
za tem stori tudi kompleksna konjugacija. Orientacija kotov se torej ohrani.

Povezavo med Stevilom zaporednih zrcaljenj in uc¢inkom nastale preslikave
na orientacijo kotov posplosimo na naslednjo trditev.

Trditev 27. Kompozitum sodega Stevila zrcaljenj nam da konformno pres-
likavo, kompozitum lihega Stevila zrcaljenj pa antikonformno preslikavo.

Tudi Mobiusove transformacije so konformne preslikave, saj sta komformni
preslikavi obe njeni komponenti: linearna funkcija ter kompleksna inverzija.



Poglavje 3

Geometrije dveh dimenzij

3.1 Kaj je geometrija?

V prejsnjem poglavju sem govoril o geometrijskih lastnostih Mobiusovih trans-
formacij, izognil pa sem se vprasanja, kaj je geometrija? Pri obravnavi linearne
funkcije kompleksne spremenljivke sem od bralca pravzaprav pricakoval, da ve
vse o geometriji v ravnini. Kljub temu bom to poglavje zacel s povsem osnovn-
imi pojmi in postopoma presel k opisu geometrije s transformacijsko grupo. Na
tem mestu velja omeniti, da beseda ,geometrija“ pomeni , merjenje zemlje“.
Spoznali bomo, da je merjenje pomemben element geometrije.

Evklid je k definiciji geometrije pristopil z aksiomi (podroben pregled takega
pristopa najdemo v [6]), jaz pa bom zacel s povsem splosno mislijo, ki velja
za vse vede. Ta je, da geometrija proucuje neke geometrijske lastnosti nekih
geometrijskih objektov oziroma elementov. Pod pojmom geometrijski objekt
si bralec zagotovo najprej predstavlja geometrijske like in telesa. Tu so Se pre-
mice, tocke in vse ostalo, kar lahko nariSemo na katerokoli ploskev, na primer
na list papirja ali nogometno zogo. Koné¢no si lahko podobne oblike zamislimo
tudi v prostoru. Bolj strokovno lahko objektom recemo mnozica tock. Ob
pojmu geometrijska lastnost najprej pomislimo na polozaj tocke pa tudi na
izpeljane razseznosti, na primer kot, razdalja ali razmerje razdalj. Tocka je
enoli¢cno dolocena s polozajem, ki je zato neke vrste identifikator. Sledi, da
so vsi geometrijski objekti med seboj razlicni. Ker je objekt mnozica tock,
lahko enako sklepamo tudi iz definicije o enakosti mnozic. O¢itno to ni na-
jbolj zazelena lastnost in zato polozaj tock ni najbolj zanimiva geometrijska
lastnost. Postavi se vprasanje, ali sta dve sicer razlicni mnozici tock lahko
enaki glede na neko lastnost. Odgovor je pritrdilen. Sledi vprasanje, katere
so te lastnosti. Izkaze se, da sta to predvsem razdalja med tockama (glede na

23
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enoto merjenja) in posledi¢no kot, pri evklidski geometriji je pomembno tudi
razmerje razdalj. Ce povzamem so geometrijske lastnosti tiste lastnosti, ki
so skupne vsem med seboj enakim oblikam. Omenjenih lastnosti podrobno ne
bom obravnaval, saj so vsi koncepti dobro znani. Nasprotno pa se bom posvetil
relaciji med dvema enakima objektoma in s tem odgovoril na vprasanje, kdaj
sta obliki geometrijsko enaki oziroma kongruentni.

3.2 Geometrijska enakost

Pred razlago pomena trikotnikov, prikazanih na sliki 3.1, sem dolzan opozoriti
na navidez nepomembno lastnost trikotnika. Vsi vemo, kaj je trikotnik: tri
tocke, paroma povezane med seboj. Pomembna pa je prav ta povezava. Pare
tock lahko povezeno s poljubno krivuljo. V tem delu se bom drzal pravila, ki
zahteva, da je ta krivulja najkrajsa pot med tockama. V evklidski ravnini je
taka krivulja del premice med tockama, ki jo imenujemo daljica. Pri geometriji
na ukrivljenih ploskvah uporabljamo pojem geodeta.

Definicija 11. Geodeta L je krivulja na ploskvi, zanjo pa velja, da je najkrajsa
pot med poljubnima tockama a,b € L del te iste geodete.

Velja tudi, da poljubni dve tocki na ploskvi enolicno dolocata geodeto.
Merjenje ocitno res igra pomembno vlogo v geometriji!

Vrnimo se k sliki 3.1, kjer je naslikanih veliko trikotnikov. Zaenkrat os-
tajamo pri (evklidski) geometriji v ravnini, zato naj predstavitev v prostoru
bralca ne zmede. Ce pozornost usmerimo na temnejse obarvane trikotnike v
ravnini, takoj opazimo, da imajo nekaj skupnega. Rec¢emo, da so podobni.

Iz ¢esa izhaja ta predstava? Ko primerjamo trikotnike, si avtomatsko pred-
stavljamo, kako bi lahko nek trikotnik prijeli v roke, ga nekako premaknili v
prostoru, ter ga polozili na drug trikotnik. Tako bi hitro ugotovili, ali se trikot-
nika prilegata ali ne, oziroma, ali prvi trikotnik pokrije drugega. Na sliki je
ponazorjeno, da lahko moder trikotnik prevrnemo in se tako prileze na vijoli¢ni
trikotnik. Ce ga nato Se zavrtimo, zasede polozaj najbolj desnega vijolicnega
trikotnika. S predpostavko, da je ravnina s slike 3.1 neskoncen list papirja, bi
za dajensko fizicno izvedbo morali trikotnik najprej izrezati. Lahko pa nare-
dimo kopijo tega lista in premik opravimo kar s celim kosom papirja. Kopijo
polozimo na original tako, da se trikotnika ujemata. Tako ujemanje lahko
formaliziramo kot preslikavo M ravnine nase. Sliko tocke A bom zapisal kot
A" = M(A). Dobili smo idejo, mora za enaka objekta obstajati gibanje v
prostoru, ki ju prilagodi med seboj. Naj bralca ne zmede, ko pri geometriji v
ravnini govorim o gibanju v prostoru. Gre le za vizualno predstavo.
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Slika 3.1: Enaki trikotniki.

Pri premikanju papirja smo predpostavili, da ga med gibanjem ne raztezamo
oziroma kréimo (drugace je z upogibanjem, s katerim se bomo srecali kasneje).
Zato velja, da mora preslikava M ohranjati razdalje med tockami.

Definicija 12. Transformacijo ravnine M, za katero velja enacba d(A, B) =
d(M(A), M(B)), imenujemo togi premik ali izometrija.

Vrste izometrij M bomo proucili v naslednjih poglavjih za vsako geometrijo
posebej, sedaj pa se vrnimo k nasi definiciji enakosti. Po vseh dosedanjih
ugotovitvah lahko definiramo geometrijsko enakost med objektoma F' in F’.

Definicija 13. F' je enak ali kongruenten F’, kar zapiSsemo kot F' = F’ ce
obstaja preslikava oziroma gibanje M, tako da velja M(F) = F".

Geometrijska lastnost objekta je tista, ki ostane nespremenjena, ¢e nad
objektom izvedemo transformacijo M oziroma izometrijo. S pomocjo te ugo-
tovitve lahko kon¢no izpeljemo naso definicijo geometrije.

Definicija 14. Geometrija je proucevanje invariant druzine transformacij G,
ki ohranjajo razdalje med tockami.

Od geometrijske enakosti, ki jo bom oznacil z ~, pricakujemo naslednje
lastnosti:
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1. oblika mora biti enaka sama sebi, torej: F ~ F’ za vsak F;
2. e je F enak F’, mora biti tudi F’ enak F: F~ F' = F' ~ F in
3. e je F enak F' ter I’ enak ", potem mora biti tudi F' enak F”.

Te lastnosti imenujemo (po vrsti) refleksivnost, simetricnost ter tranzi-
tivnost. Relacija ~ je torej ekvivalenc¢na relacija. Upostevaje definicijo 13 in
zgornji seznam mora druzina G transformacij N € G vsebovati transformacije
sledecega seznama.

1. Druzina G mora vsebovati transformacijo £, imenovano identiteta, ki
preslika vsako tocko vase.

2. Ce G vsebuje transformacijo NV, mora vsebovati tudi transformacijo N !,
imenovano inverz. Velja N 1o N = £. Pogoj za to je, da je N bijektivna
transformacija.

3. Ce G vsebuje N; in Ny, potem G vsebuje tudi My o M. Recemo, da je
mnozica G zaprta.

Druzino G transformacij, ki ustreza zahtevanim pogojem, imenujemo trans-
formacijska grupa [1].

Trditev 28. Preslikave M tvorijo grupo.

Dokaz. Identiteta seveda ohranja razdalje. Ce M ohranja razdalje, sledi,
da jih ohranja tudi M~!. Ker je M preslikava ravnine nase, je surjektivna.
M je tudi injektivna, saj zaradi same definicije o ohranjanju razdalj razli¢ni
tocki (razdalja med njima je vecja od ni¢) slika v razlicni tocki. Sledi, da je
M bijektivna, torej inverz tudi res vedno obstaja. Konéno, ker M; in Mjy
ohranjata razdalje, jih ohranja tudi My o M;.

Razmisljanje nadaljujemo v smeri, ki jo je pri definiciji geometrije izbral
Felix Klein [5]; [4]. Z izbiro poljubne transforamcijske grupe G s pripadajocimi
transformacijami M definiramo geometrijo kot prouc¢evanje invariant glede na
G. S tako definicijo smo zajeli vse vrste geometrij. Ce za G izberemo toge
premike, dobimo na primer evklidsko geometrijo v ravnini. Ni pa to edina
mozna geometrija v ravnini, poznamo na primer tudi projektivno geometrijo.
Vec o projektivni geometriji najdemo v [10]. Lahko definiramo tudi geometrijo
na omejenem delu ravnine, na primer na enotnem disku D. Tudi geometrije na
ukrivljenih ploskvah, ki nas vodijo do neevklidskih geometrij, lahko definiramo
kot transformacijsko grupo. V nadaljevanju bomo spoznali osnovne ideje teh
geometrij, saj so te starejse, kot pa njuni modeli - ukrivljene ploskve, o katerih
bom govoril kasneje.
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3.3 Neevklidska geometrija

Evklidska geometrija temelji na petih aksiomih, vse ostale lastnosti pa so
logicno izpeljane iz le teh. Prvi Stirje aksiomi niso nikoli vzbujali pretirane
pozornosti, peti, aksiom o vzporednih premicah, pa je bil skozi zgodovino
predmet Stevilnih raziskav. Le te so pripeljale do odkritij neevklidskih ge-
ometrij. Aksiom o vzporednih premicah pravi, da za vsako tocko p, ki ne lezi
na premici L, obstaja natanko ena premica L’ skozi p, ki ne seka L. 1z dvomov
o pravilnosti tega aksioma sta kot dve nasprotni si alternativi nastala dva nova
aksioma.

Definicija 15. Sferi¢ni aksiom: Premica skozi p, ki ne seka L, ne obstaja.

Definicija 16. Hiperboli¢ni aksiom: Obstajata vsaj dve premici skozi p,
ki ne sekata L.

Na podlagi teh dveh aksiomov sta se razvili dve novi geometriji, sferi¢nal
in hiperboli¢na. Ker za njiju osnovni evklidski aksiomi ne drzijo, ju imenujemo
neevklidske.

3.3.1 Lastnosti neevklidske geometrije

Iz aksioma o vzporednih premicah evklidske geometrije lahko izpeljemo teorem,
da je vsota notranjih kotov trikotnika 7' enaka m. Posledica sferi¢nega in
hiperboli¢nega aksioma je, da je vsota notranjih kotov trikotnika neevklidskih
geometrij razli¢cna od .

Definicija 17. Kotni presezek E(T) je razlika med vsoto notranjih kotov in
vrednostjo m:

E(T") = [Vsota notranjih kotov T] — 7. (3.1)

Kotni presezek evklidske geometrije je torej enak 0. Izkaze se, da je pri
sferiéni geometriji vsota kotov vecja od , torej E(T") < m, pri hiperboli¢ni pa
manjsa, torej E(7") > 7. Nadalje drzi, da je E(7T") linearno odvisen od plos¢ine
A(T) trikotnika 7"

E(T) = kA(T), (3.2)

kjer je k pozitivno stevilo pri sferi¢ni geometriji ter negativno pri hiperbolic¢ni.
Iz omenjenega dejstva izpeljemo naslednje ugotovitve:

1Sferi¢na geometrija je tesno povezana z elipti¢no geometrijo. Ve o tej povezavi najdemo
v [9].
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(a) Sfera. (b) Pseudosfera.

Slika 3.2: Modela sferi¢ne in hiperboli¢ne geometrije.

e Obstaja neskoncno stevilo sferi¢nih ter hiperbolicnih geometrij, vsaka
ima svojo konstanto k.

e Ker vsota notranjih kotov trikotnika ne more biti negativna, velja E(T") >
—m. Sledi, da ploséina trikotnika pri hiperboli¢ni geometriji ne more biti

vecja od |(m/k)].

e V neevklidski geometriji ni podobnih trikotnikov: trikotnika z razlicno
plos¢ino imata razli¢ne kote.

e Manjsi kot je trikotnik, tezje ga je razlikovati od trikotnika evklidske
geometrije. E(T") se namre¢ bliza 0, vsota kotov pa .

3.4 Geometrija na ukrivljenih ploskvah

Podoben pomen, kot ga ima ravnina za evklidsko geometrijo, ga imata za
sfericno in hiperbolicno geometrijo ukrivljeni ploskvi na sliki 3.2. Risanje na
ti dve ploskvi uposteva pravila sfericne in hiperboli¢ne geometrije. Ploskev na
sliki 3.2(a) imenujemo sfera, in je model sfericne geometrije, na sliki 3.2(b)
pa je prikazana pseudosfera, model hiperbolicne geometrije. Nasa naloga je
poiskati tiste lastnosti, ki vplivajo na geometrijo ukrivljene ploskve.
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Slika 3.3: Modeli evklidske geometrije.

Zacel bom s podobno idejo kot na zacetku poglavija, t.j. risanjem. Nakazal
sem, da lahko riSemo na katerokoli ploskev. Kakor hitro zelimo narisati neko
pravilno obliko, na primer kvadrat, smo soocCeni s problemom merjenja raz-
dalje. Da bi izmerili razdaljo med dvema tockama na ploskvi, moramo znati
narisati geodeto, ki jo dolocata. Na tem mestu ne bom prehiteval snovi in
ne bom razkril, kako izgledajo geodete na ploskvah 3.2(a) in 3.2(b). Kljub
temu si poskusajmo predstavljati, kako bi izgledala trikotnika 7; na sferi in
T, na pseudosferi. Po razmisleku bo bralec ugotovil, da velja E(71) > 0 ter
E(T,) < 0. Jasno je torej, da na E(T") vpliva ukrivljenost ploskve. Vendar pa
E(T') ni odvisen od konkretne , oblike“ ploskve. Papir, na katerega smo risali
v prejsnem poglavju, lahko upogibamo (ne pa tudi raztezamo!) in dobimo
eno izmed ploskev na sliki 3.3. Prav tako lahko papir prilagodimo na primer
valju ali stozcu. S tem smo ploskvi spremenili tako imenovano ekstrinzicno
geometrijo. Opazimo, da je kljub temu geometrija na taki ploskvi enaka ev-
klidski geometriji v ravnini. Krivulje, v katere so se transformirale premice,
so 8e vedno najkrajse poti med pari tock (so geodete). Vsota notranjih kotov
trikotnika je Se vedno 7. Pravimo, da se intrinzicna geometrija ni spremenila.

Trditev 29. Vrednost E(T) je neodvisna od upogibanja (ne pa tudi raztezanja),
torej od ekstrinzicne geometrije ploskve.

Sfera na sliki 3.2(a) ni narisana v merilu, zato bi lahko pomislili, da je
vrednost E(T") neodvisna od radija R. Nasprotno lahko dokazemo z nasled-
njim razmislekom. Pomarancni olupek lahko upogibamo prav tako kot smo
upogibali list papirja, pa vendar ga brez raztezanja ne moremo natanc¢no pri-
lagoditi ploskvi lubenice. Intrinzi¢na geometrija lubenice je torej drugac¢na
od geometrije pomarance. Katera je torej lastnost, ki doloc¢a intrinzi¢no ge-
ometrijo ploskve?
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(a) k(p) <0 (b) k(p) >0

Slika 3.4: Ploskve s pozitivnim, negativnim in ni¢nim k(p).

3.4.1 Ukrivljenost ploskev

Na poti do odgovora na vprasanje prejSnjega razdelka se srecamo z Gaussovo
ukrivljenostjo, ki jo bom oznagcil s k(p). Ta vrednost natanéno doloca ukrivl-
jenost ploskve v tocki p. Vecja kot je vrednost k(p), vecja je ukrivljenost v dani
tocki. Za primer povejmo, da je ukrivljenost zemlje veliko manjsa kot ukri-
vljenost nogometne zoge. Predznak k(p) pa nam pove, kako priblizno izgleda
ploskev v blizini tocke p. Primeri ploskev so na sliki 3.4. Ce je k(p) negativno
stevilo, ploskev spominja na sedlo: v nekaterih smereh je upognjena navzdol,
v drugih navzgor. V primeru, ko je k(p) pozitivno stevilo, je ploskev v vseh
smereh upognjena ali samo navzdol ali samo navzgor. Kadar je k(p) enak 0,
ploskev v neki smeri ni upognjena. To lastnost imajo ravnina in vse ploskve,
katerih intrinzi¢na geometrija je enaka ravnini (ploskve na sliki 3.3).

Gauss je definiral k(p) kot sledi. Naj bo II ravnina, ki vsebuje normalni
vektor 7 na ploskev v tocki p. Nato naj bo k ukrivljenost krivulje, ki jo dobimo
kot presek ploskve in ravnine II, v tocki p. Predznak k(p) je odvisen od tega,
ali je ukrivljenost v smeri 7 ali —n. Oznadimo s Kyue in Ky, najvecjo in
najmanjso vrednost k ob vrtenju II okoli 7.

Definicija 18. Gaussova ukrivljenost je vrednost

k(p) = kmakaiw (33)

Glede na definicijo lahko razumemo, da je k odvisna od natancne oblike
ploskve v prostoru (ekstrinzi¢na geometrija). Najvecje odkritje pa je dejstvo,
da k pravzaprav meri intrinzi¢no ukrivljenost ploskve in je neodvisna od ukri-
vljanja!
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Pogoj, da obstaja geometrija na ukrivljeni ploskvi, torej, da obstaja neka
transformacijska grupa, je, da je vrednost k(p) enaka za vse tocke p na ploskvi.
Govorimo o ukrivljenih ploskvah s konstantno ukrivijenostjo. Take so vse
ploskve na slikah 3.3 in 3.4. Podobno kot se papir prilega mizi, se tudi del
ploskve s konstantno ukrivljenostjo brez raztezanja popolnoma prilega ploskvi
na nekem drugem mestu. Drsenje trikotnika na sferi je lahko predstavljivo.
Za pseudosfero je prileganje manj oc¢itno, saj je potrebno upogibanje. Seveda
pa trditev o prileganju ne velja za sferi oziroma pseudosferi z razlicnima radi-
jema. Pri tem radij pseudosfere imenujemo polmer kroga, ki ga dobimo z
vodoravnim presekom osnove oziroma dna pseudosfere. Sferi oziroma pseu-
dosferi z razlicnima radijema imata namre¢ razli¢ni ukrivljenosti.

Ukrivljenost k(p), kot jo doloca enacba 3.3, je Ze omenjena konstanta k
(namenoma sem jo oznacil enako) v enacbi

E(T) = kA(T). (3.4)

Velja, da jo pri sferi in pseudosferi izracunamo kot k = +(1/R?), kjer je R radij
sfere oziroma pseudosfere. Dokaz trditve in Se ve¢ o diferencialni geometriji
najdemo v [2].

Ponovimo, da lahko evklidsko, sferi¢cno in hiperboli¢no geometrijo inter-
pretiramo kot intrinzi¢no geometrijo ploskev s konstantno ni¢no, pozitivno in
negativno ukrivljenostjo k.

3.5 Geometrije visjih dimenzij

Na koncu poglavja naj omenim, da tudi geometrije visjih dimenzij lahko defini-
ramo s pomocjo transformacijske grupe. Primeri geometrij treh dimenzij so
evklidska geometrija v prostoru, sferi¢na geometrija na 3-sferi in hiperboli¢na
geometrija v (hiperbolicnem) prostoru. V tem delu bom obravnaval le ge-
ometrije dveh dimenzij, kot nam pove naslov tega poglavja. Bralec, ki ga za-
nima geometrija treh dimenzij, lahko tovrstno teorijo poisée v [11]. Naj bralca
ne zmoti dejstvo, da moramo na primer 2-sfero narisati v prostoru. Kljub
temu gre za dvodimenzionalno geometrijo, saj lahko tocke na sferi opisemo
z dvema parametroma (na primer ¢ in 6 v sferi¢nih koordinatah). Podobno
velja za pseudosfero, ravnino v prostoru ali katero drugo ploskev s prejsnjih
slik. Dodaten argument je, da obstajajo bijektivne izometri¢ne preslikave na
ravnino, ki jih bomo spoznali v petem in Sestem poglavju.
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Evklidska geometrija

Povezavo med evklidsko geometrijo v ravnini in Mébiusovimi transformacijami
sem posredno razkril ze v drugem poglavju. Cilj tega poglavja pa je natan¢no
opredeliti transformacijsko grupo G evklidske geometrije. Spomnimo se, kako
smo poskusali trikotnik, narisan na papir, z nekim premikom poloziti na drug
trikotnik. Pri tem smo morali z listom papirja opraviti nek premik v prostoru,
sestavljen iz:

e obracanja,
e premikanja (translacije) in
e vrtenja (rotacije).

V seznamu lahko pojem ,,obrniti“ zamenjamo s pojmom ,, prevrniti“, saj je
papir na koncu vedno v vodoravnem polozaju. Kako vemo, katere operacije
moramo izvesti, da bomo nek lik prilagodili drugemu?

4.1 Transformacijska grupa G

Trditev 30. Vsaka transformacija M € G je enolicno dolocena s sliko T’
trikotnika T

Dokaz. Ce torej poznamo slike treh nekolinearnih tock, lahko izra¢unamo sliko
poljubne tocke v ravnini. Pri dokazovanju nam je v pomoc¢ dejstvo, da polozaj
poljubne tocke P v ravnini doloc¢ajo oddaljenosti od treh referencnih tock. Naj
bosta podani tocki A in B in razdalji |PA| in |PB|. Polozaja tocke P s tem Se
ne moremo dolociti, saj je lahko eno izmed dveh presecisc krogov s srediséema

32
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v A in B ter radijema |PA| in |PB|. Potrebujemo torej $e razdaljo od tretje
tocke C'. Ker transformacije M ohranjajo razdalje med tockami, velja da lahko
polozaj tocke P’ = M(P) dolo¢imo s pomocjo tock A’, B" in C”.

Dokaz trditve 30 nam pove, da ob nepoznavanju slike tocke C transforma-
cija Se ni dolocena. Vendar pa M ohranja razdalje, zato sta mozna polozaja
slike tocke C' le dva. Oznacimo jus C’ in C, ustrezni preslikavi pa z M in M,
tako da velja M(C) = C’ in M(C) = C. Sliki C" in C sta simetriéni glede
na premico L = A'B’. Trikotnika ABC’ in ABC se razlikujeta za zrcaljenje
P, prek premice L. Transformaciji M in M se med seboj razlikujeta v tem,
kako vplivata na orientacijo kotov. Naj bo transformacija M konformna, M
pa antikonformna.

Trditev 31. Obstaja natanko ena konformna transformacija M in natanko
ena antikonformna transformacija M, ki preslika daljico AB v daljico A'B’.
Velja

.A;l :%A/B/OM. (41)

Za nas je pomembnejie dejstvo, da transformacije M € G, torej take,
katerih sestavni del je zrcaljenje, ne tvorijo podgrupe grupe G. Kompozitum
dveh antikonformnih preslikav namre¢ ni antikonformna preslikava, kar sledi
iz trditve 27.

[s¢emo torej transformacije M € G, ki tvorijo grupo. Da bralca ne bi
zmedla sprememba v notaciji, naj poudarim, da bom v nadaljevanju z M
oznaceval konformne transformacije.

Trditev 32. Vsaka konformna transformacija M je rotacija in izjemoma
translacija.

Dokaz. Iz trditve 31 sledi, da je vsaka konformna transformacija enoli¢no
dolocena s slikama dveh tock A in B. Glede na razmerje med polozajema
daljice AB in njene slike A'B’ lo¢imo tri primere, prikazane na sliki 4.1. Ce
je A’B’ vzporedna AB ter nasprotno orientirana, gre za rotacijo s sredis¢em
v tocki P za m. Tocka P lezi na preseciscu daljic AB’ ter BA’ (slika 4.1(b)).
V primeru, ko sta daljici vzporedni in enako orientirani, gre za translacijo
(4.1(a)). To je tudi edina situacija, v kateri je potrebna translacija. V vseh
ostalih primerih gre izkljuéno za rotacijo. Na sliki 4.1(c) vidimo konstrukcijo
sredisca rotacije P v primeru, ko daljici nista vzporedni.
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AY

(a) Premik za v. (b) Rotacija za 7 s (¢) Rotacija za ¢ s sredis¢em P.
srediscem P.

Slika 4.1: Togi premiki.
V prvem poglavju (trditev 10 na strani 12) smo spoznali, da linearna

funkcija f(z) = AZ + B, ko velja |A| = 1, predstavlja prav rotacijo in (iz-
jemoma) translacijo, zato velja naslednja trditev.

Trditev 33. Vsak togi premik M evklidske geometrije lahko izrazimo kot
funkcijo:

M(z) = €z + . (4.2)

4.2 Togi premiki kot zrcaljenja

Spoznali smo, da transformacije M € G ne tvorijo grupe, saj je kompozitum
dveh antikonformnih preslikav konformna preslikava. Poraja se ideja, da bi
konformne preslikave tvorili s pomoéjo preslikav M. V primeru, ko M pred-
stavlja enostavno zrcaljenje Ry, prek premice L, se ideja izkaze kot pravilna.

Trditev 34. Vsaka konformna transformacija M je kompozitum dveh zrcaljenj
prek premic Ly in Ly:

M =R, oRy,. (4.3)

Ocitno je pomembna medsebojna lega premic L; in Ls. Lo¢imo dva primera:

1. premici Ly in Ly se sekata in
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2. Ly in Ly sta vzporedni.

Trditev 35. Ce sta Ly in Ly vzporedni, razdalja med njima pa je enaka |v| v
smeri v, je R, o Ry, premik Ty, za 2.

Trditev 36. Ce imata premici skupno tocko p in objemata kot ¢, je Ry, oRy,
rotacija R2? za 2¢ okrog p.

Dokaze trditev 34 do 36 lahko bralec najde v [7]. Ker se transformaciji
M in M razlikujeta za zrcaljenje (trditev 31), lahko vsako transformacijo M
zapisemo kot kompozitum treh zrcaljenj. Dejstvo, da je vsaka transformacija
iz G kompozitum dveh ali treh zrcaljenj, imenujemo teorem treh zrcaljeny.

Zrcaljenje R 45 v enacbi 4.1 lahko zamenjamo s poljubnim zrcaljenjem, na
primer kompleksno konjugacijo. Oznac¢imo jo z Ry. Enacba M = R p o M
sicer ne drzi veé, velja pa M = Rg o M/, kjer je M’ neka druga konformna
preslikava iz G. Ce upostevamo se trditev 33, izpeljemo naslednjo trditev.

Trditev 37. Vsako antikonformno transformacijo M evklidske geometrije
lahko zapisemo kot

M(z) = €z +v. (4.4)

Pristop k definiciji transformacijske podgrupe preslikav M kot zaporedij
dveh zrcaljenj je enostavnejsi od pristopa, ki sem ga uporabil v prejsnjem
razdelku, zato bom ta pristop uporabil pri neevklidskih geometrijah.

4.3 Podobnost

Pri evklidski geometriji v ravnini se srecamo tudi s pojmom podobnosti.

Definicija 19. Podobnost S je transformacija ravnine, ki ohranja razmerja
razdalj.

Vsaka podobnost poveca razdaljo med poljubnima tockama za nek faktor
r > 0, kar zapisemo s S". Identiteta Z je podobnost, velja tudi S¥ o 8™ = S*
in (87)~! = S/, Mnozica podobnosti tvori grupo.

Definicija 20. Evklidska geometrija je proucevanje tistih lastnosti geometri-
jskih objektov, ki ostanejo nespremenjene nad transformacijsko grupo podob-
nosti [4].
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Podgrupa podobnosti S! je kar enaka grupi enakosti oziroma togih pre-
mikov. Splosna podobnost 8" pa je kombinacija togega premika M in raztega
D, za faktor r s srediscem v p. Ucinek Dy je dolocen z enacbo 2.16 na strani
11.

Trditev 38. Vsaka podobnost 8™ je sestavljena iz rotacije za ¢ in raztega za
faktor r s srediséem v tocki p (oziroma izjemoma premika):

S"=RSo D) =Dy (4.5)

Dokaz. Prepricajmo se z analizo poljubne daljice AB in njene slike A’B’, ki si
jih predstavljamo kot stranici med seboj podobnih trikotnikov. V primeru, ko
sta daljica in njena slika enake dolzine, imamo 3 moznosti na sliki 4.1, ki smo jih
7e obravnavali. V nasprotnem primeru imamo 3 moznosti na sliki 4.2. Ce sta
daljici vzporedni, sta mozni dve situaciji. Na sliki 4.2(a) gre za podobnost D;’O,
na sliki 4.2(b) pa za D). V obeh primerih velja r = (pA’/pA) = (pB'/pb).
Ostal nam je le 8e splosen primer podobnosti, prikazan na sliki 4.2(c). Poiskati
moramo srediSce rotacije in raztega p, faktor raztega r ter kot rotacije ¢, da bo
Dg‘z’ preslikala A v A’ ter B v B’. O¢itno je, da mora biti kot ¢ enak kotu med
daljicama. Le tako se bo daljica AB po rotaciji preslikala v neko vzporednico
daljici A’B’. Kot dobimo tako, da konstruiramo tocko S, v kateri se sekata
nosilki AB ter A’B’. Ker mora veljati ¢ = ZApA’ = ZASA’, mora tocka p
lezati na kroznici skozi A, A’ in S. Ker enako velja za kot Z/BpB’, sta nam
A" in S oziroma B, B’ in S. Ker mora biti faktor raztezka r enak A'B’/AB,
sledita pogoja: (pA'/pA) = (pB'/pB) = r. V splosnem to za tocko S ne drzi,
zato velja p = (). Ustrezna preslikava je torej Dj’;‘b.

Ponovno se spomnimo splosne linerane funkcije f(z) = Az+ B (trditev 10),
katere geometrijski pomen je prav rotacija in razteg (ter izjemoma translacija),
in sklenimo zaklju¢no ugotovitev o povezavi med evklidsko geometrijo in kom-
pleksnimi Stevili.

Trditev 39. Vsako podobnost S evklidske geometrije lahko izrazimo s funkcijo

S"(2) = re"z +w. (4.6)
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(a) Razteg za (b) Rotacija za (¢) Rotacija za ¢ in razteg za faktor
faktor AB/A'B’ s 7 in razteg za AB/A'B’ s srediscem P.
sredis¢em P. faktor AB/A'B’ s

srediSc¢em P.

Slika 4.2: Podobnosti.
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Sfericna geometrija

Ko pri¢nemo risati na sfero, se moramo najprej spoprijeti s problemom, kako
pravilno med seboj povezemo tri tocke, da dobimo trikotnik. Kako torej iz-
gledajo sfericne geodete?

Definicija 21. Geodete na sferi z radijem R imenujemo veliki krogi. Izkazejo
se kot kroznice z radijem R.

Veliki krogi so presecne tocke med sfero in ravninami skozi koordinatno
izhodisce. Veliki krog L skozi tocki A in B na sferi torej dolo¢a ravnina skozi
ti tocki ter izhodisée O. To ravnino bomo zapisali z I[I;. V izjemnem primeru,
ko so tocke A, B in O kolinearne, je ravnin II; neskon¢no, zato tudi veliki
krog L skozi A in B ni enoli¢no dolocen. V tem primeru rec¢emo, da sta tocki
A in B antipodni oziroma, da je tocka B antipod tocke A; B = A. Na sliki
5.1 so prikazani trije veliki krogi. Iz slike lahko razberemo tudi, kako izgleda
trikotnik, ki ga ti veliki krogi omejujejo.

Vemo, da se poljubni dve ravnini, skozi koordinatno izhodisée O, sekata v
premici skozi O. Vsaka premica skozi izhodisce pa seka sfero v dveh tockah. 1z
tega sledi, da imata poljubna dva velika kroga vedno natanko dve skupni tocki.
Velja tudi, da sta ti tocki antipodni. Velja torej sfericni aksiom, ki pravi, da
vsaka premica skozi A, ki ni na premici L, seka premico L.

5.1 Sferi¢cni trikotnik

V prejsnjem poglavju sem govoril o vrednosti k(p), to je o ukrivljenosti ploskve
v tocki p. Omenil sem tudi, da je sfera ploskev s konstantno pozitivno ukri-
vljenostjo k(p) = k > 0. Velja k = 1/R?, kjer je R radij sfere [2]. V tem delu
bom obravnaval sfero z radijem R = 1.

38
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Slika 5.1: Veliki krogi.

Iz enacb 3.1 in 3.2 sledi, da je vsota notranjih kotov trikotnika 7' na sferi
enaka m+kA(T) = 7+ A(T). Pri tem je A(T) ploscina trikotnika 7". O¢itno je,
da vsota notranjih kotov ne more biti manjsa od 7. Za infinitezimalno majhne
trikotnike velja, da se vsota notranjih kotov bliza m. Podobno velja za ploskve
z infinitezimalno majhno ukrivljenostjo k, na primer sfero z neskonéno velikim
radijem R. Enacba za izracun vsote notranjih kotov trikotnika nam pove, da je
maksimalna vrednost vsote odvisna od maksimalne velikosti trikotnika A(T).
Ploséina trikotnika naj ne bi bila vec¢ja od ploscine sfere, v naSem primeru
R =1 le ta znasa 4.

Trditev 40. Najvecja mozna plosc¢ina trikotnika na sferi je enaka cetrtinig
ploscine sfere, torej .

Dokaz. Da je to res, lahko obrazlozimo s sliko 5.2. Sfero postavimo v prostor
(z,9,2), tako da je enacba sfere z2 + y* + 22 = 1. Izberimo si prvo tocko,
S, ki naj bo severni pol sfere, S(0,0,1), in drugo tocko A(0,1,0). Dolo¢imo
tretjo tocko trikotnika, naj bo B, blizu A, lezi pa naj na enotskem polkrogu v
polravnini x > 0, z = 0. Ko tocko B premikamo po enotski kroznici proti tocki
A'(0,—1,0), to je antipodni tocki A, se trikotnik razgrinja nad tistim delom
(Cetrtini) sfere, kjer velja x > 0,z > 0. Ko je B povsem blizu A’, je plos¢ina
trikotnika SAB blizu w. V tocki B = A’ veliki krog skozi A in B ni dolocen,
zato tezko govorimo o trikotniku. Ce B premikamo dalje po kroznici v smeri
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Slika 5.2: Sferi¢ni trikotnik.

urinega kazalca, veliki krog med A in B presko¢i na polravnino x < 0,z = 0.
Podobno velja tudi za trikotnik. Plos¢ina takega trikotnika je ponovno manjsa
od 7 in se s premikanjem B Se naprej po kroznici manjsa.

5.2 Transformacijska grupa ¢

Pois¢imo, podobno kot smo to storili pri evklidski geometriji, transformaci-
jsko grupo G, t.j. druzino preslikav iz sfere na sfero, ki ohranjajo geometrijo
objektov v sferi¢ni geometriji. Razmislimo, katere operacije bi lahko vsebo-
vala grupa G, kasneje pa bomo transformacijsko grupo formalizirali s pomocjo
trditve 34, ki velja tudi pri sfericni geometriji [7]. Kandidati za transformacije
iz. G so:

e premik (drsenje pomaranénega olupka po pomaranéi),
e rotacija okrog neke osi (vrtenje zoge) in

e zrcaljenja.
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Tudi tu bomo transformacije grupe G razdelili v dve podmnozici: podgrupo
konformnih transformacij M in antikonformne transformacije M. Osredotoéili
se bomo predvsem na konformne transformacije M, ki jih tudi v sferi¢ni ge-
ometriji imenujemo togi premiki. Ti se torej kazejo kot kombinacija rotacije
in premika. Kljub temu moramo vedeti, kaj pomeni zrcaljenje PRy, sfere prek
velikega kroga L, saj bomo transformacije M konstruirali s pomocjo zrcaljenj.

Ce zelimo tocko A zrcaliti prek L, moramo poiskati veliki krog M skozi
A, ki je pravokoten na L. Is¢emo ravnino II; skozi koordinatno izhodis¢e in
tocko A, tako da je II,; pravokotna na II;. S temi zahtevami je II,; enoli¢no
dolocCena, razen v izjemnem primeru, ko je vektor v smeri A pravokoten na
II;. V tem primeru je velikih krogov M mneskonéno, zrcalna slika A" pa je
kar njena antipodna tocka A. V splosnem primeru sliko A’ dobimo tako, da
izmerimo razdaljo od A do preseciséa M z L in to razdaljo odmerimo na M od
presecisca naprej. Velika kroga L in M se seveda sekata v dveh tockah, vendar
ni pomembno, katero razdaljo si izberemo. Izkaze se, da je zrcaljenje prek
velikega kroga na sferi enakovredno zrcaljenju preko ravnine Iy v evklidskem
prostoru.

V prejsnjem poglavju smo ugotovili, da lahko vsako rotacijo v evklidski ge-
ometriji konstruiramo kot zrcaljenje prek dveh presec¢nih premic, premik pa kot
zrcaljenje prek vzporednic. Prva konstrukcija je izvedljiva tudi pri sferiéni ge-
ometriji, ker pa na sferi ni vzporednih geodet oziroma velikih krogov (poljubna
velika kroga se sekata v dveh tockah), v sferiéni geometriji nimamo analogne
transformacije premikom. Vsako drsenje trikotnika po sferi je enakovredno
neki rotaciji. Toge premike sfericne geometrije sestavljajo torej le rotacije.

Vsako rotacijo dolocata os V rotacije in kot ¢. Ce si os predstavljamo kot
premico skozi izhodisce, jo dolo¢a eno izmed dveh presecisc te premice s sfero.
Oznacimo ti tocki s p in p in povejmo, da sta ti dve tocki antipodni. Tako
definirano rotacijo zapisemo z Rf,’. Kadar je ¢ > 0, gre za rotacijo v pozitivni
smeri, t.j. v nasprotni smeri urinega kazalca, ¢e gledamo na sfero od zunaj.

Velja tudi RS =R, °.

Trditev 41. Rotacijo sfere Rf; konstruiramo kot zrcaljenje preko dveh velikih
krogov Ly in Lo, ki se sekata v p in oklepata kot ¢/2:

Rg = %Lg 9) %Ll‘ (51)
Dokaz. Naj bosta 1y, in IT;, ravnini, ki oklepata pozitiven kot ¢/2, presecne

tocke med njima naj tvorijo premico [, s smernim vektorjem v. Ravnina 2
naj bo pravokotna na Iy, in II;, (takih ravnin je neskon¢no). Presecne tocke
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med II7, in € ter med II, in Q naj tvorijo premici /; in /5. Ucinek zracljenja
SRHLQ o SRHLl prek ravnin Il;; in II;5 na ravnino €2 je zrcaljenje %HzQ o %Hll
prek premic /; in [,. To je rotacija za ¢ s srediStem v presec¢iScu med [y in
I3! Ker velja enako za katerokoli ravnino, vzporedno ravnini €2, sklepamo, da
M, oMRn,, predstavlja rotacijo prostora za ¢ okrog premice [,. Ce gre premica
[, ¢ez koordinatno izhodisce, rotacija ohranja oddaljenost tock od izhodisca.
Tocke na sferi torej ostajajo na sferi - gre za rotacijo sfere okrog [,,. Poleg tega
velja, da tudi ravnini II;, in II;, vsebujeta koordinatno izhodisce in s tem
enolicno dolocata velika kroga Ly in L,. Spomnimo se, da je za tocke na sferi
zrcaljenje prek ravnine ekvivalentno zrcaljenju prek velikega kroga, ki lezi v
tej ravnini. Ucinek %HLQ o S%HLl za tocke na sferi je torej Ry, o Ry,. Ce jep
tocka na sferi v smeri v, velja Ry, o Ry, = Rﬁ. Trditev je s tem dokazana.

Videli smo, da lahko rotacijo sfere Rfj za kot ¢ s srediscem v tocki p pred-
stavimo s kompozicijo zrcaljenj prek poljubnih dveh velikih krogov s skupno
tocko p, v kateri tvorita kot ¢/2. Rotacija R]‘f sfere ima dve fiksni tocki, to
sta p in njen antipod p. Obstaja tudi natanko en veliki krog P, ki se preslika
vase. Veliki krog P lezi v ravnini, pravokotni na os rotacije. Pravimo, da je P
polarni krog tocke p, oziroma, da je tocka p pol velikega kroga P. Invariantne
krivulje rotacije so Se vse kroznice na sferi, ki lezijo v ravninah, pravokotnih
na os rotacije.

Ob koncu razprave povejmo, da je tudi v sferi¢ni geometriji vsaka transfor-
macija dolocena s sliko poljubnega trikotnika [7], in zapisimo kon¢no ugotovitev
o transformacijski grupi G.

Trditev 42. Obstaja natanko ena konformna transformacija M in natanko
ena antikonformna transformacija M, ki preslika del velikega kroga AB med
A in B v del velikega kroga A'B’ med A" in B' enake dolzine. Velja

M =Rup o M. (5.2)

5.3 Preslikava s sfere > na C

Ker zZelim prikazati povezavo med rotacijami sfere in Mobiusovimi transfor-
macijami, ki delujejo na kompleksni ravnini, potrebujemo ravninski model
sfericne geometrije. Z drugimi besedami, iS¢emo povezavo oziroma preslikavo
med tockami na sferi in kompleksnimi Stevili. Taki preslikavi pravimo tudi
projekcija.
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Pri izbiri projekcije se najprej srecamo s pojmom razdalje. Spoznali smo,
da je pravzaprav razdalja med tockami na ploskvi tista koli¢ina, ki vodi do ra-
zlicnih geometrij. Iskanje najmanjse razdalje v ravnini nam da daljice oziroma
premice, na sferi pa pridemo do velikih krogov. Zanima nas torej povezava
med razdaljami dveh tock na sferi Z in ¢ ter njunimi projekcijami v ravnini, z
in q.

Definicija 22. Transformacija metrike A(z, ¢), dolocena s projekcijo s ploskve
S na ravnino C, je razmerje med razdaljo d$ na ploskvi S in (evklidsko) razdaljo
ds v ravnini. Velja

ds = A(z, ¢)ds. (5.3)

V nasem primeru je ploskev S sfera, ds razdalja na sferi in ds evklidska
razdalja v ravnini. Izberimo ¢ zelo blizu z, tako da velja z = ¢ + dz, in
ds = |dz|. Enacba 5.3 pove, da je razdalja d$ na sferi odvisna od polozaja
projekcije tocke Z na ravnino, torej z, smeri ds glede na z ter seveda razdalje
v ravnini ds. Posledica vpeljave metrike v ravnino je, da je geometrija take
ravnine drugacna od evklidske. Evklidska geometrija je geometrija ravnine z
evklidsko metriko oziroma A(z, ¢) = 1. Ravnini z vpeljano metriko re¢emo tudi
metricni prostor. Kaj lahko se zgodi, da najkrajsa pot med dvema tockama v
ravnini z metriko, razlicno od evklidske, ni veé¢ daljica med njimal! Ce zelimo,
da geometrija nase ravnine uposteva sfericni aksiom, je transformacija metrike
oc¢itno nujna. Bralec bi pomislil, da bi bila primernejsa projekcija, ki bi geodete
sfericne geometrije (velike kroge) projicirala v geodete evklidske geometrije
(premice). Ponovno pa se pojavi problem, saj bi bila vsota notranjih kotov
trikotnika 7' v ravnini enaka 7. Za trikotnik 7' na sferi pa to ne drzi. Izkaze
se, da je konformnost projekcije pomembnejsa lastnost od ohranjanja geodet.
Projekcija je konformna, ¢e transformacija metrike A(z, ¢) ni odvisna od smeri
¢ stevila dz [7]. Tako se poljuben neskoncno majhen lik na sferi razlikuje od
svoje projekcije na ravnino le v (navidezni) velikosti. Konéno nam tudi ukri-
vljenost sfere (k > 0) onemogoca, da bi sferi¢no geometrijo preprosto ,,prevedli
na evklidsko, ob tem pa ohranili vse lastnosti prve. Prisiljeni smo izbrati nek
element, ki ga zelimo ohraniti, in zanemariti ostale.

Zelimo tudi, da bi bila nasa projekcija izometricna. Dolzina projekcije
poljubnega velikega kroga mora torej znasati 2w. ISCemo torej konformno
in izometricno transformacijo oziroma projekcijo s sfere na ravnino ter pri-
padajoco transformacijo metrike A(z). Zahtevane pogoje izpolnjuje stereograf-
ska projekcija.
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Slika 5.3: Stereografska projekcija.

5.4 Stereografska projekcija

Stereografsko projekcijo kompleksnega stevila dobimo z naslednjo konstrukcijo.
Kompleksno ravnino C umestimo v prostor tako, da koordinatno izhodisce sov-
pada s srediscem sfere, presek ravnine s sfero pa je enotna kroznica. Oznac¢imo
tocki na sferi, ki sta najbolj oddaljeni od kompleksne ravnine kot severni in
juzni pol N in S. Tangentni ravnini na sfero v polih sta vzporedni komplek-
sni ravnini. Stereografska projekcija priredi tocki p v kompleksni ravnini tisto
tocko p na sferi, ki lezi na premici skozi severni pol N in izbrano tocko p. Na
preslikavo lahko gledamo tudi z drugega zornega kota. Stereografska projekcija
tocke p na sferi je tista tocka p v kompleksni ravnini, v kateri le to prebada
premica skozi N in izbrano tocko p (slika 5.3).
Takojsnje posledice taksne projekcije so:

e tocke na enotni kroznici so negibne tocke preslikave,
e notranjost enotne kroznice se projicira na juzno poloblo sfere,
e zunanjost enotne kroznice se projicira na severno poloblo,

e tocka 0 je projekcija juznega pola S in
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e severni pol N se projicira v tocko, ki je neskonéno oddaljena od izhodisca.

Pri zadnji tocki se srecamo z vprasanjem, v katero smer projiciramo severni
pol, torej kaksen je argument Arg(z) projekcije. Podoben problem se je pojavil
ze pri zrcaljenju prek kroga, kjer smo zapisali, da tocka z = 0 nima slike med
kompleksnimi Stevili.

Definicija 23. Razsirjena kompleksna ravnina je kompleksna ravnina C, ki
ji dodamo tocko v neskoncnosti co. Za tocko v neskoncnosti velja, da se ji
priblizujemo, ko gre absolutna vrednost |z| do neskonénosti, ne glede na smer

arg(z).

Z vpeljavo tocke v neskoncnosti smo tako resili problem preslikave severnega
pola N kot tudi zrcaljenje tocke 0. Na premico v razsirjeni kompleksni ravnini
zdaj lahko gledamo kot na krog ¢ez tocko v neskonc¢nosti.

Trditev 43. Premice v kompleksni ravnini se projicirajo v kroznice skozi N.

Dokaz. Poljubna premica v kompleksni ravnini skupaj s severnim polom N
tvori neko ravnino v prostoru. Vsaka taka ravnina odreze del sfere. Z drugimi
besedami povedano, skupne tocke take ravnine in sfere tvorijo kroznico na
sferi. Premice se torej res projicirajo v kroznice, ki vsebujejo severni pol. Ce si
tocke na sferi predstavljamo kot kompleksna stevila sama in ne le kot projekcijo
kompleksne ravnine, vidimo, da kroznice skozi tocko v neskonénosti obstajajo.
Velja tudi, da je tangenta na tako kroznico na sferi v tocki N vzporedna s
premico, na katero se projicira.

Ce konstrukcijo stereografske projekcije, torej sfero s srediséem v koordi-
natnem izhodis¢u in kompleksno ravnino C, prerezemo z ravnino, ki vsebuje
izhodisce in je pravokotna na C, dobimo sliko 5.4(a). Vidimo, da je na tako
omejenem segmentu stereografska projekcija pravzaprav zrcaljenje prek kroga!
Precni prerez sfere X se z zrcaljenjem prek kroga K s sredis¢em v N in radijem
V2 slika v premico, ki je del kompleksne ravnine C.

Sedaj si predstavljajmo elemente v prostoru, ki jih dobimo, ¢e sliko 5.4(a)
zavrtimo okoli osi SN. Dobimo sfero ¥ in ravnino C. Z rotacijo kroznice K se
tvori sfera A (slika 5.4(b)). Prisli smo do najzanimivejsega dejstva, da lahko
zrcaljenje prek kroga razsirimo na zrcaljenje prek sfere Za(p). Vse, kar velja
za zrcaljenje prek kroga, velja tudi za zrcaljenje prek sfere, le da slednja deluje
Vv prostoru.

Definicija 24. Zrcaljenje prek sfere Za(p) z radijem R in sredisCem g je pres-
likava, ki tocko v prostoru p, oddaljeno za p od ¢, preslika v tocko p = Za(p),
ki ima isto smer glede na ¢ kot p ter za katero velja
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(a) Zrcaljenje prek kroga. (b) Zrcaljenje prek sfere.

Slika 5.4: Stereografska projekcija kot zrcaljenje.

p—al = R*/p. (5.4)

Iz slike 5.4(b) je jasno, da Za sfero, ki se dotika sredis¢a ¢, preslika v
ravnino. V naSem primeru gre za sfero ¥ in ravnino C. Iz trditve 21 na strani
18 sledi, da zrcaljenje prek sfere Za preslika ravnino, ki ne gre skozi sredisce
q v sfero, ki vsebuje ¢q. Iz trditve 22 pa sledi, da Zx sfere, ki se ne dotikajo g,
slika sfere, ki se prav tako ne dotikajo g. Ravnine skozi ¢ so invariantne. Ce
misel o premicah in krogih prenesemo eno dimenzijo visje, ugotovimo, da je
ravnina le sfera z neskon¢nim radijem.

Ker je premica le kroznica z neskon¢nim radijem, pricakujemo, da se tudi
splosna kroznica v kompleksni ravnini projicira v kroznico na sferi.

Trditev 44. Kroznice v kompleksni ravnini se projicirajo v kroznice, ki ne
vsebujejo N.

Dokaz. Kroge na ¥ dobimo s presekom sfere z izbrano ravnino. Zrcaljenje
Zn preslika sfero 3 v kompleksno ravnino C, ravnine pa v sfere (in izjemoma
ravnino). Skupne tocke med kompleksno ravnino in sferami so seveda kroznice
(in izjemoma premica). Stereografska projekcija torej ohranja kroznice.

Ni tezko ugotoviti, da se veliki krogi projicirajo v kroznice v kompleksni
ravnini, ki sekajo enotski krog v tockah na njegovem premeru. Veliki krogi
namrec lezijo v ravnini skozi izhodis¢e O. Izbrana ravnina skozi tocko O in us-
trezen veliki krog sekata enotsko kroznico v dveh tockah, ki sta simetricni glede
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na O. Vemo pa, da so tocke na enotski kroznici negibne tocke stereografske
projekcije. Zapisimo zdaj koncno definicijo stereografske projekcije.

Definicija 25. Stereografska projekcija je zrcaljenje Za sfere 3 prek sfere A,
ki ima sredisce v N in radij v/2. Velja

P =Za(p) (5.5)

IA(S) =C. (5.6)

Dokaz, da je stereografska projekcija res konformna preslikava, lahko bralec
najde v [7]. V nadaljevanju pa bomo poiskali pripadajoco transformacijo
metrike in pokazali, da je stereografska projekcija izometri¢na preslikava.

Ker stereografska projekcija ohranja kroge, se krog in njegova slika raz-
likujeta le v plosc¢ini. IScemo razmerje med radijem dr neskonéno majhnega
kroga na sferi ter radijem dr projiciranega kroga v kompleksni ravnini, t.j.
transformacijo metrike A(z). Pri razmisleku si bomo pomagali s sliko 5.4(a).
Spomnimo se enacbe 2.50, ki povezuje razdalji med dvema tockama a in b v
ravnini in njunimi slikami @ in b pri zrcaljenju prek kroga. Ce sta a in b tocki
na premeru kroga v ravnini ter a in b tocki na premeru kroga na sferi, velja
dr = |a — b| ter di* = |a@ — b|. Postavimo §e a = z in opomnimo, da v nasem
primeru velja R = v/2. V limiti, ko gre a proti b, ena¢bo 2.50 poenostavimo
na

2 2
dr = dr = dr. 5.7
" \N—z|2r 1+\z|2r (5:7)
Transformacija metrike je torej enaka:
Az) = — (5.8)
Z) = . .
1+ |22

Trditev 45. Ce v kompleksno ravnino vpeljemo metriko 1/(1 + |z|?), dobimo
sfericno geometrijo.

Metriko 1/(1 + |2|?) zato imenujemo tudi sfericna metrika. Ce bi torej
poskusali narisati najkrajSo pot med dvema tockama v ravnini s tako metriko,
bi ugotovili, da je le ta krozni lok. Izracunajmo na primer dolzino realne osi.

/OO A(z)dx = /OO 2 dr = 2arctan(z)|> = 2. (5.9)

oo oo 122
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Spomnimo se, da je realna os projekcija velikega kroga v ravnini X 7. Ker
je dolzina vsakega velikega kroga enaka 27, je izracunani rezultat pravilen.
Za konec zapisimo Se stereografsko enachbo, ki podaja relacijo med tocko
A(X,Y, Z) na sferi in njeno projekcijo z = = + yi v kompleksni ravnini.
X+Yi

| = , 5.10
x4 yi T 7 (5.10)

Izpeljavo lahko bralec najde v [7].

5.5 Kompleksne funkcije in sfera

S stereografsko projekcijo smo definirali zvezo med kompleksnimi stevili in
tockami na sferi. Lahko celo recemo, da tocke na sferi pravzaprav so komplek-
sna Stevila. Uc¢inek kompleksnih funkcij lahko namesto v ravnini gledamo na
sferi. Opazujemo torej tocki 2 in w na sferi, ki sta stereografski projekciji tock
z in w v kompleksni ravnini, povezani z neko funkcijo w = f(z).

Kompleksna konjugacija f(z) = z povzroéi zrcaljenje sfere ¥ prek ravnine
XZ. Zrcaljenje prek enotskega kroga Zo(z) pa pomeni zrcaljenje tock na sferi
prek ravnine XY. Skupni u¢inek teh dveh funkcij je kompleksna inverzija
f(z) = 1/z. Kompleksna inverzija torej pomeni zaporedno zrcaljenje prek
ravnin XY in XZ, ki vsebujeta izhodisce, kot med njima pa znasa 7/2. Ta
transformacija je rotacija R, ;) sfere s sredistem v tocki A(1,0,0) oziroma
okoli realne osi za kot m. Rotacija za m okrog realne osi zamenja pola N in
S, enak ucinek pa ima tudi kompleksna inverzija nad njunima projekcijama v
kompleksni ravnini, 0 in tocko v neskonénosti oo.

Izkaze se, da lahko z Mobiusovimi transformacijami opiSemo rotacije sfere.

Trditev 46. Zrcaljenje prek R; velikega kroga L na sferi stereografsko povzroci
zrealjenje Ir(z) prek kroga L, ki je projekcija velikega kroga L.

Dokaz. Dokaz lahko bralec poisce v [7].

Ker so rotacije Rﬁ kompozitum dveh zrcaljenj R;_ o MR; (trditev 41),
stereografsko povzrocijo preslikavo (Zp, o Zp,)(z). V drugem poglavju smo
pokazali (trditev 17), da so take preslikave Mobiusove transformacije. Naj
bo T trikotnik na sferi, T' pa njegova projekcija v kompleksni ravnini. Velja
relacija

Ry(T) =T = Ia(T) = Ia((Zr, 0 Iy, )(T)), (5.11)
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kjer je Za stereografska projekcija.

Mébiusova transformacija M (z) = (Z, o Z,)(z) ima dve negibni tocki a
in b. Ti tocki sta projekciji tock a in b na sferi, v katerih se sekata premici Ly
in L. Izkaze se, da je vsaka Mobiusova transformacija M (z), ki predstavlja
rotacijo sfere Rf s srediscem v tocki a za kot ¢ oblike

Az+ B

Utemeljitev enacbe 5.12 presega to delo, najdemo pa jo v [7].



Poglavje 6

Hiperbolicna geometrija

V tem poglavju bomo opisal Se eno dvodimenzionalno geometrijo in sicer
hiperboliéno. Omenil sem, da ,risanje“ po ploskvi s slike 3.2(b) uposteva
zakone hiperboli¢ne geometrije oziroma hiperboli¢ni aksiom. Na sliki 6.1(a)
je prikazana konstrukcija krivulje, ki jo imenujemo traktrisa. Krivulja ima to
lastnost, da je dolzina tangente v vsaki tocki med to isto toc¢ko in osjo Y kon-
stantna. Oznacimo to vrednost z R. Enacba traktrise za R = 1 v parametri¢ni
obliki je

z(a) = 1/ cosh(a) _
y(a) = o — tanh(«), (6.2)

a € [0,00)[16].

Ce traktriso rotiramo okrog osi Y, dobimo pseudosfero z radijem R, kar
je prikazano na sliki 6.1(b). Taka pseudosfera ima konstantno negativno ukri-
vljenost k = —(1/R?) [2]. V nadaljevanju privzemimo, da velja R = 1.

Poglavje o sfericni geometriji sem zacel z obravnavo geodet. Podoben
pristop je za pseudosfero precej bolj tezaven. Sfera ima veliko pojavnih oblik
v realnem svetu, kar pa za pseudosfero ne velja. Na prvi pogled je ocitno,
da so navpicni prerezi pseudosfere (slika 6.1(b)) geodete. Nasprotno pa je za
vodoravne prereze manj o¢itno, da niso geodete. Najkrajsa pot med tockama
na vodoravnem prerezu je najprej usmerjena nekoliko navzgor po osi Y, nato
pa se na polovici obrne navzdol. Taka definicija je precej povrsna, zato bomo
raje presli na enega izmed ravninskih modelov hiperbolicne geometrije, kjer
bomo geodete natanc¢neje dolocili. Poznamo vec¢ ravninskih modelov, v tem
delu sem izbral zgornjo (kompleksno) polravnino.

50
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(a) Traktrisa. (b) Del pseudosfere.

Slika 6.1: Traktrisa in pseudosfera.

6.1 Preslikava s sfere na zgornjo polravnino

Preden se lotimo preslikave pseudosfere na zgornjo polravnino, bomo definirali
vmesno preslikavo med tockami na pseudosferi in podmnozico kompleksnih
stevil. Se prej moramo priti do dogovora, kako bomo doloéili tocke na pseu-
dosferi. Za ploskve v prostoru velja, da jih opiSemo z dvema parametroma.
Naj koli¢ina = meri kot okoli osi pseudosfere v obmocju [0, 27). Drugi parame-
ter o pa naj meri oddaljenost tocke od dna pseudosfere. Razdalja o je torej
dolzina traktrise skozi izbrano tocko od dna pseudosfere do te iste tocke. Tocke
x = konst. ocitno tvorijo traktriso, tocke o = konst. pa dolo¢ajo kroznico z
radijem X. Te kroznice so vodoravni prerezi pseudosfere. Povezava med radi-
jem X in parametrom o je dolo¢ena z enacbo

X = Re /R, (6.3)

Ker v nasem primeru velja R = 1, se enacbha 6.3 poenostavi na X = e~ 7.

Izberimo tako preslikavo tocke (z, o) na pseudosferi v kompleksno ravnino,
da bo parameter x dolocal realni del kompleksnega stevila z = x 4 yi. Tra-
ktrise oziroma tocke x = konst. bodo v kompleksni ravnini predstavljene z
navpicnimi premicami. Doloc¢iti moramo Se imaginarni del Stevila z oziroma
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funkcijo y = y(z,0). Razvidno je, da so navpiéni prerezi pseudosfere pra-
vokotni na vodoravne. Ker Zelimo, da je nasa preslikava konformna, se morajo
tocke o = konst. preslikati v vodoravne premice y = konst. Sledi, da mora biti
preslikava y(x,0) odvisna le od parametra o, torej y = y(o). Poskusajmo z
dosedanjimi ugotovitvami dolociti transformacijo metrike, ki velja v taki kom-
pleksni ravnini. Prouciti moramo torej razmerje razdalj med dvema tockama
na pseudosferi in njunima slikama v kompleksni ravnini. Naj bosta (z,0) in
(x+dz, o) tocki na vodoravnem prerezu pseudosfere. Ker je radij na razdalji o
od dna pseudosfere enak X = e77, je razdalja ds med tockama na pseudosferi
enaka Xdz. To sledi iz enacbe za dolzino kroznega loka in dejstva, da sta tocki
glede na Z os pseudosfere narazen za kot dx. V kompleksni ravnini je razdalja
ds med slikama teh tock enaka natanko dx, saj lezita na vodoravni premici.
Spomnimo se trditve iz prejSnjega poglavja, da za konformne preslikave velja,
da je transformacija metrike neodvisna od smeri ds glede na z. Transformacija
metrike je torej enaka

ds = Xds = e “ds. (6.4)

Ta enacba ni najbolj primerna, ker moramo poznati parameter o tocke na
sferi. Da bi ga lahko izra¢unali, moramo najprej poznati preslikavo y = y(o),
ki dolo¢a imaginarni del y slike tocke (x,0). Ker je transformacija metrike
neodvisna od smeri ds glede na z, tudi za tocki na traktrisi oziroma navpicni
premici v kompleksni ravnini velja dy/do = 1/X = €. Z integracijo dobimo
y = €7 in s tem

ds =ds/y (6.5)
ter
1
A(z) = S0 (6.6)

Trditev 47. Ce v kompleksno ravnino vpeljemo metriko 1/3(z), dobimo hiper-
bolicno geometrijo.

Metriki 1/3(z) zato recemo tudi hiperbolicna metrika.

Pseudosfera se tako preslika v podmnozico kompleksne ravnine R(z) €
[0,27),J(z) € [1,00). Tocke J(z) = 1 so slike tock na dnu pseudosfere. Pre-
slikavo si predstavljamo, kot bi pseudosfero prerezali po traktrisi in jo razvili
na omenjeno obmocje. Visje dele pseudosfere bi v vodoravni smeri ustrezno
raztegnili, nato pa Se celotno obmocje v navpicni smeri, eksponentno glede na
visino.
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Taka preslikava je glede na povedano povsem ustrezna, vendar pa pseudo-
sfera sama ni tako popoln model hiperboli¢cne geometrije, kot to velja za sfero
in sfericno geometrijo. Zato tudi izpeljana preslikava ne predstavlja popolne
hiperboli¢ne ravnine. Ima namre¢ dve veliki pomanjkljivosti. Prva je ta, da
ima pseudosfera podobne lastnosti kot cilinder. Vsako zanko v ravnini lahko
skré¢imo v tocko, za zanke na pseudosferi pa to ne velja. Druga pomanjkljivost
pa je pseudosferin rob. Taka ploskev ni zvezna in zato ne moremo potegni-
ti geodete poljubno dale¢. Traktrise so neomejene v pozitivni smeri Z osi,
navzdol pa so omejene. To je Se bolj oc¢itno pri definicijskem obmoc¢ju nase
preslikave. Realna os je omejena na interval [0,27). Podobno velja za imagi-
narno os y, kjer premica y = 1 v ravnini predstavlja dno pseudosfere.

Omenjena problema resimo na naslednji nacin. Povedali smo, da si vimesno
preslikavo predstavljamo kot poskus prileganja plaséa pseudosfere ravnini (ravni
podlagi). Ce pa bi bila pseudosfera ve¢ plastna, bi lahko njen plasé razvili ¢ez
celotno polravnino nad premico y = 1. Slika tocke, ki potuje po vodoravni
premici, se giblje okoli pseudosfere po kroznici o = konst. in vsake 27 naredi
en obhod.

Drugi problem smo pravzaprav ze resili z uvedbo metrike v kompleksno
ravnino. Ce potujemo nizje od vodoravne premice y = 1, nam integracija
poti dy/y pove, da je razdalja do realne osi pravzaprav neskonéna. Realne
osi nikoli ne dosezemo in tako je geodeta, ki se dotika realne osi v hiper-
boli¢ni ravnini ekvivalentna premici v evklidski ravnini. Navpi¢ne premice v
hiperboli¢ni ravnini, ki so geodete, so torej v resnici neomejene. Realni osi v
hiperboli¢ni ravnini pravimo tudi obzorje.

Sliko pseudosfere smo razsirili na celotno zgornjo kompleksno polravnino in
s transformacijo metrike A(z) = 1/3(2) dobili hiperboli¢no ravnino. Spoznali
smo tudi posebno vrsto geodet, to so navpi¢ne premice. V nadaljevanju bomo
videli, da so splosne geodete, podobno kot pri sfericni geometriji, pravzaprav
kroznice.

6.2 Hiperboli¢cne premice in razdalja

Povedali smo, da navpicne premice v kompleksni ravnini predstavljajo geodete
hiperboliéne geometrije. To je torej najkrajSa pot med dvema tockama z
enakim realnim delom. V nadaljevanju bomo geodeti hiperboli¢ne geometrije
rekli kar h-premica. V splosnem je hiperboli¢na razdalja H(z1, z5) upostevaje
metriko ds = ds/y, v primeru ko je ds dovolj majhen, enaka
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|dz|

S(2)

H(z,z 4+ dz) = (6.7)
Za tocki na navpicni premici lahko ena¢bo poenostavimo in zapisemo hiper-
boli¢no razdaljo (v nadaljevanju h-razdaljo) kot:

H(z +y14, 2 + y21) = | In(y1/12)|- (6.8)

Navpic¢ne premice v kompleksni ravnini, ki predstavljajo poseben tip h-
premic, se zdruzijo v tocki v neskoncnosti. Ko potujemo navzgor po dveh
razlicnih navpicnih premicah, se h-razdalja med njima eksponentno manjsa.
V neskonc¢nosti pridemo torej do iste tocke. S podobnim konceptom smo se
srecali tudi pri sfericni geometriji, kjer smo ugotovili, da tako tocko predstavlja
severni pol sfere. Poleg tock na obzorju imamo v hiperboli¢ni geometriji Se
eno tocko v neskoncnosti. Za navpicne h-premice torej velja, da se oba konca
priblizujeta tockama v neskoné¢nosti. Izkaze se, da podobno velja tudi za vse
ostale h-premice, katerih oba konca se dotikata obzorja oziroma realne osi.
Na poti do ugotovitve, kako izgledajo splosne h-premice, se najprej srecamo z
zrcaljenjem prek kroga.

Trditev 48. Zrcaljenje Lk (z) prek kroga K, ki je pravokoten na realno os,
ohranja h-razdaljo.

Dokaz. Najprej povejmo, da so krogi, pravokotni na realno os, tisti, ki imajo
sredisce ¢ na realni osi. Naj bo ds razdalja oziroma daljica med z in z + dz
v kompleksni ravnini. Pokazati Zelimo, da Z(z) ohranja razdaljo d§ = ds/y.
Izberimo daljico ds tako, da bo pravokotna na radij kroga K. Iz podobnih
trikotnikov gz(z + dz) in ¢Z(Z 4 dZ) izhajajo naslednje enakosti:

ds

ds
=~ =— =da 6.9
7T (6.9)

[VARNY

d

Zrcaljenje v krogu Zx(z) s srediséem na realni osi v hiperboli¢ni ravnini
je neka antikonformna preslikava, ki ohranja razdalje, torej neko zrcaljenje. 1z
ugotovitev evklidske in sferi¢ne geometrije pricakujemo, da je zrcaljenje Zr(2)
v krogu K pravzaprav zrcaljenje prek h-premice K. Preden lahko to trdimo,
se moramo prepricati, da so kroznice, pravokotne na realno os res h-premice.

Trditev 49. Splosne h-premice so polkrogi, pravokotni na realno os.

Dokaz. Dokaz nam omogoca trditev 48. Izberimo si tocki a in b in enoli¢no
polkroznico L skozi ti tocki s sredis¢em na realni osi (slika 6.2). Eno izmed
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Slika 6.2: Zrcaljenje h-premice v krogu K.

presecis¢ kroznice L z realno osjo naj bo ¢. Iz znanja o zrcaljenju prek kroga
vemo, da bo vsaka preslikava Zx (z), kjer ima K sredisc¢e v ¢, omenjeno kroznico
preslikala v navpi¢no premico. Krozni lok med a in b se torej preslika v
navpicno daljico ab. Za slednjo ze vemo, da je najkrajsa razdalja med a in
b, ker pa Tk (z) ohranja h-razdaljo, je tudi krozni lok med a in b najkrajsa pot
med tema tockama.

Taka konstrukcija nam omogoca izpeljavo enacbe za izracun h-razdalje med
poljubnima tockama:

m@m_Hmijm(ig)w (6.10)

Trditev 50. Zrcaljenje Zx(z) prek kroga K je ekvivalentno zrcaljenju prek
h-premice K :

R (2) = Tue(2). (6.11)

Dokaz. Da je zrcaljenje v krogu Z(z) antikonformna preslikava ze vemo.
Dokazali smo tudi, da so kroznice, pravokotne na realno os, res h-premice ter da
Tk (z) ohranja h-razdaljo. Ostane nam le Se dokaz, da Z(z) predstavlja prav
zrcaljenje prek premice K. Pokazati moramo, da sta poljubna tocka z in njena
zrcalna slika Z = Zx (z) enako oddaljeni, glede na h-razdaljo, od h-premice K.
Najprej moramo definirati h-razdaljo med tocko in h-premico. Podobno kot
pri evklidski geometriji moramo poiskati h-premico P, ki je pravokotna na z in
Z. Nato izmerimo h-razdaljo med z oziroma Z in m, ki je tocka presecisca med
K in P. Spomnimo se, da je vsaka kroznica skozi z in Z = Zk(z) pravokotna
na K (trditev 24). Taka kroznica P pa je hkrati tudi najkrajsa pot med z in
Z oziroma h-premica skozi z in zZ. Kroznice, pravokotne na K, se preslikajo
same vase (trditev 23), torej Zx(z) zamenja med seboj krozna loka zm in mZz.
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Slika 6.3: Premice v hiperboli¢ni ravnini.

Ker Zx(z) ohranja h-razdaljo, velja, da sta omenjena krozna loka enako dolga,
in s tem je trditev dokazana.

Poglejmo sedaj, kaksne relacije so mozne med h-premicami. Na sliki 6.3 je
prikazano, da obstaja neskonc¢no stevilo h-premic, ki gredo ¢ez p in ne sekajo L
(modra polna krivulja). Za take premice recemo, da so ultraparalelne premici
L. Na sliki 6.3 so oznacene s pikcastimi kroznimi loki. Med premicami, ki
sekajo L in ultraparalelnimi premicami sta dve premici, ki jim reCemo astmp-
toticni. Ti dve premici ne sekata premice L nikjer v hiperboli¢ni ravnini, se
pa z njo srecata na obzorju. Ta je oznacCena s ¢rtkasto modro ¢rto. Tu je
tudi natanko ena premica M (na sliki oznacena zeleno), ki seka premico L pod
pravim kotom. Tako premico lahko konstruiramo tudi kot h-premico skozi
tocki p in Ry (p) = Zr(p) = p (trditev 24). Oddaljenost tocke p od premice L
je enaka dolzini h-premice M med p in q. Ker sta M in L pravokotni, zrcaljenje
Ry = Iy prek premice M preslika L vase. Zrcaljenje prek M tudi zamenja
tocki na obzorju in asimptoticni premici glede na L. Premica M je tudi sime-
trala kota med asimptoti¢nimi premicami, ki ga imenujemo kot paralelizma in
oznacimo s II. Ta kot nam pove, za koliko najve¢ lahko rotiramo premico M
okoli p, da le ta Se vedno seka premico L. Na sliki sta oznaceni Se dve h-premici
(polna ¢rna ¢rta), ki sekata L. Slika 7.13 na strani 77 prikazuje podobne ele-
mente, le da v tem primeru h-premica L postaja vedno bolj podobna navpicni.
To velja tudi za eno od njenih asimptot.
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6.3 Transformacijska grupa G

V poglavju o evklidski geometriji smo spoznali, da lahko konformne transfor-
macije M kot pripadnice druzine G realiziramo z zrcaljenji prek dveh premic.
Antikonformne transformacije M pa dobimo z zrcaljenjem prek tretje pre-
mice. Podobno je obveljalo tudi pri sferi¢ni geometriji, kjer smo tocke zrcalili
prek velikih krogov. V evklidski ravnini se lahko dve premici sekata ali pa sta
vzporedni in glede na ti dve razmerji smo kot preslikave M dobili rotacije in
premike. Skupno smo jih poimenovali togi premiki. Sferi¢cna geometrija nam je
ob odsotnosti vzporednih geodet ponudila le eno vrsto preslikav, to je rotacijo.
Hiperboli¢na geometrija pa je bogatejsa od obeh prejsnjih. Zaradi neskonéno
vzporednih oziroma ultraparalelnih in asimptoti¢nih h-premic se nam poleg
rotacij in premikov ponuja nova, tretja vrsta transformacij M.

Mozne konformne transformacije M = Ry, o R, hiperbolicne geometrije
glede na razmerje med premicama L; in Ly so kot sledi.

e V primeru, ko se L; in L, sekata, M imenujemo hiperbolicna rotacija.
e V primeru, ko sta Ly in L, asimptoti¢ni, imenujemo M rotacija v limiti.

e V primeru, ko sta L; in L, ultraparalelni, imenujemo M hiperbolicni
premik.

V prejsnjem poglavju smo spoznali, da je zrcaljenje prek h-premice L v
hiperboli¢ni ravnini ekvivalentno zrcaljenju prek kroga L, torej Ry, = 7. Pres-
likavo Zj, lahko seveda zapisemo kot funkcijo kompleksne spremenljivke oblike
2.38. Ker sredisce q kroga L lezi na realni osi, lahko enacbo 2.38 poenostavimo
na:

qz + (R* — ¢°)
7z = . 6.12
o) = (6.12)
Kompozitum dveh takih funkeij je seveda Mobiusova transformacija (trditev
17)

az+b
M(Z):ma

pri ¢emer so koeficienti a, b, ¢ in d realna stevila. Velja tudi (ad —bc) > 0. Ker
so koeficienti realni, iz zaporedja enach 2.2 do 2.5 sledi, da gre za preslikavo
zgornje polravnine nase. To smo glede na povedano tudi pricakovali.

(6.13)
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Slika 6.4: Rotacije s sredis¢em v ¢ v korakih po 7/12.

6.3.1 Rotacija

Hiperboli¢na rotacija R? okrog tocke a za kot ¢ ima na hiperboli¢no ravnino
podoben ucinek kot je to pri evklidski geometriji. Vsako h-daljico ap preslika v
h-daljico ap, ki s prvo objema kot ¢. Tudi tu lahko tako rotacijo konstruiramo
kot zrcaljenje prek dveh h-premic s skupno tocko a ter kotom ¢/2 med njima.
Invariantne krivulje rotacije so h-kroznice s srediscem v a. To so tiste tocke,
ki so enako oddaljene od a. Zanimivo je dejstvo, da so take h-kroznice v
hiperboli¢ni ravnini predstavljene z evklidskimi kroznicami. Velja, da se h-
krog s sredis¢em a = x + yi in h-radijem p v hiperboli¢ni ravnini kaze kot
evklidski krog s sredis¢em

q = (z + iy cosh p) (6.14)
in radijem
R = ysinhp. (6.15)

Na sliki 6.4 so prikazane rotacije RY, ¢ € [r/12,2mr/3] v korakih po 7/12,
pri ¢emer so vijolicni trikotniki slike modrega. Opozoriti je potrebno, da h-
premici Ly in Ly na sliki 6.4 ustrezata le rotaciji R?/ 2 (najtemnejsi vijoliéni
trikotnik).
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6.3.2 Rotacija v limiti

Rotacija v limiti R¢ je svoje ime dobila po tem, da se sredigce rotacije a v limiti
priblizuje obzorju. Rotacija v limiti je zrcaljenje prek dveh asimptoti¢nih h-
premic L; in Ly. Invariantne krivulje take preslikave so horo-krogi. To so
evklidske kroznice, ki se dotikajo realne osi, recimo v neki tocki A. Horo-krogi
predstavljajo vrsto h-krogov, ko sredisce a limitira proti tocki A. Horo-krogi so
torej posebna vrsta h-krogov z neskonénim radijem. Ce tak horo-krog zrcalimo
prek poljubnega kroga s sredistem v A (to je h-premica), dobimo vodoravno
premico v hiperboli¢ni ravnini. Tudi to so horo-krogi!

Tudi h-premici, vidni kot navpiéni premici v ravnini, sta asimptoticni.
Dotikata se v tocki v neskon¢nosti. Preslikava Ry, 0, pri kateri sta Ly in Lo
navpicni, se v hiperboli¢ni ravnini kaze kot kompleksno sestevanje z — z + 3,
kjer je B evklidska razdalja med h-premicama L; in Ly. Tudi v tem primeru so
invariantne krivulje rotacije v limiti horo-krogi, le da se v tem primeru kazejo
kot vodoravne premice v hiperboli¢ni ravnini.

6.3.3 Premik

Hiperboli¢ni premik 7, je zrcaljenje prek dveh ultraparalelnih h-premic L,
in L,. Obstaja natanko ena h-premica L, ki je pravokotna tako na L; kot
tudi na Ly. Premica L je tudi invariantna krivulja hiperboli¢ne translacije. V
tem se hiperboli¢ni premik razlikuje od evklidskega, pri katerem so invariantne
krivulje vse premice v smeri premika. Kljub temu gre za premik, saj velja, da
se tocke na h-premici L pomikajo za h-razdaljo § v ustrezni smeri. Premici
L recemo tudi os premika. Poleg premice L so invariantne krivulje tudi vse
evklidske kroznice skozi tocki e; in ey, v katerih se h-premica L dotika obzorja.
Takim krivuljam recemo, da so ekvidistancne, saj velja, da povezujejo tocke, ki
so enako oddaljene glede na h-razdaljo od premice L. Na sliki 6.3 je v oranzni
barvi prikazan primer take krivulje.

V primeru, ko je os premika navpi¢na h-premica, so invariantne krivulje
premika premice skozi tocko e;, v kateri se L dotika realne osi. Premik 7,
kjer je L navpi¢na premica, se v hiperboli¢ni ravnini kaze kot linearna funkcija
z — alz — e1) + ;. Faktor raztega a je enak o = €°.

Podobno, kot pri prejsnjih dveh geometrijah, tudi tu velja, da je vsaka
transformacija iz G dolocena s tremi tockami, vsaka konformna preslikava M
pa z dvema [7]. Poglavje sklenemo z naslednjo trditvijo.

Trditev 51. Obstaja natanko ena konformna transformacija M in natanko
ena antikonformna transformacija M, ki preslika del h-premice AB med A in
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B v del h-premice A’B" med A" in B' enake dolZine. Velja

M =Ry oM. (6.16)

Postopka, kako dolo¢imo konformno transformacijo M, glede na tocki A in
B ter njuni sliki, ne bomo obravnavali. Bralec ga lahko poisce v [7].



Poglavje 7

Demonstracije v Mathematici

Na osnovi teorije, opisane v poglavjih 2 do 6, sem izdelal pet demonstracij
v razvojnem okolju Mathematica. Mathematica je program za numeri¢no in
simboli¢no ra¢unanje in ima bogato zbirko funkcij za delo z grafiko. Funkcija
Manipulate[] omogoca razvoj interaktivnih aplikacij za prikaz grafov funkcij
in drugih matematicnih pojavov. Glede na vrednosti vhodnih parametrov, ki
jih uporabnik interaktivno spreminja, program izrisuje grafe funkcij in druge
elemente.
Razvil sem naslednje prezentacije:

Zrcaljenje prek enotskega kroga,

Evklidska geometrija,

Sfericna geometrija,

Hiperboli¢ne premice in

Hiperboli¢na rotacija.

Pri razvoju vseh programov, Se posebej pa pri evklidski geometriji, sem
uporabljal prednost simbolicnega racunanja. Ta omogoca natancen izracun
funkcij in ne le numeric¢ni priblizek, kar je posebej opazno pri korenih celih
stevil in kotnih funkcijah. Mathematica vsebuje dve glavni funkciji za delo z
grafiko, Graphics[] in Graphics3D[], ki se obnasata kot okvir za standardne
dvodimenzionalne in trodimenzionalne grafi¢ne elemente kot so premica, krog,
veckotnik, sfera, parametrizirane krivulje in ploskve (npr. ParametricPlot3D[]
) ter niz znakov. Pri risanju diagramov imamo na voljo obsezno mnozico
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konstruktorjev, za vsak element posebej pa lahko dolo¢imo Se njegove lastno-
sti. Lokacijo graficnih elementov v ravnini podamo s koordinatami (z,y), v
prostoru pa s koordinatami (z,y, z). Te vrednosti so absolutne, pri nekaterih
lastnostih, na primer debelini premic, pa operiramo z relativnimi vrednostmi
glede na velikost diagrama (v pikah). Druge lastnosti, na primer barva in
vrsta premice (¢értkana, pikcasta), so podane s skalarnimi vrednostmi, spet
druge z vrednostjo na intervalu od 0 do 1 (prosojnost) in tako dalje. Izmed
najbolj uporabnih funkcij je tudi funkcija Table[], ki se obnasa podobno kot
For zanka. Izberemo nek parameter «, ki tece od min do max v korakih deo,
funkcija pa generira elemente tabele glede na «.

Kjer je bilo mozno, sem opravil izracune v mnozici kompleksnih stevil,
kar ima nekatere prednosti pred racunanjem z vektorji. Pri delu vsake izmed
prezentacij sem se srecal z svojevrstnimi algoritmi. V nadaljevanju bom opisal
aplikacije ter navedel kontrolne elemente in najpomembnejse funkcije. Nekatere
funkcije sem uporabljal v vecih prezentacijah, zato jih bom opisal le enkrat.

Glede na zalogo vrednosti parametera prezentacije se avtomatsko doloci
vrsta kontrole. Vrsto kontrole je sicer mo¢ spreminjati, vendar je privzeta
moznost v praksi najbolj ustrezna.

Tudi vse slike v tem delu sem izdelal v Mathematici. V veliko pomo¢ pri
delu v razvojnem okolju Mathematica mi je bila uradna dokumentacija [14]
ter ze izdelane aplikacije [15].

Pri uporabi urejevalnika besedil KTEX 2zsem si pomagal z [8].

7.1 Zrcaljenje prek enotskega kroga

V tej prezentaciji sem predstavil geometrijski pomen inverzije v enotskem
krogu. Preslikava v sploSnem krogu K z radijem R in srediScem ¢ se od te
razlikuje za premik in raztezek. Zaradi podobnega vizualnega ucinka, splosne
inverzije v krogu nisem predstavil. Aplikacija prikaze neko obmocje oziroma
podmnozico kompleksne ravnine ter prikaze sliko tega obmocja. Uporabnik
ima na voljo naslednje kontrolne elemente:

e Vrsta krivulje

— kroznica
— elipsa
— hiperbola

— parabola
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e Prosojnost prvotnega obmocja (parameter na intervalu [0,1])
e Prosojnost slike obmocja (parameter na intervalu [0,1])

e Lokatorji (3)

Izbiramo lahko med S$tirimi znanimi krivuljami. Pravilo, kako izbrana
krivulja omejuje obmocje, se pri vsaki izmed njih razlikuje, zato ga bom navedel
v podrobnem opisu. Vrsta kontrole je mnozica gumbov (SetterBar[]). To je
privzeta kontrola za parametre z do pet skalarnimi vrednostmi.

Pri prosojnosti pomeni vrednost 0 najve¢jo transparentnost, 1 pa naj-
manjso. Z uporabo teh parametrov lahko dosezemo, da nam aplikacija prikaze
le preslikavo krivulje, ali pa da obmocje slike popolnoma prekrije prvotno
obmocje. Tip kontrole je pri obeh parametrih drsnik (Slider[]). To velja za
vse enodimenzionalne parametre z vrednostmi na nekem intervalu. Privzeta
vrednost obeh je 0.4. Obmocje sem obarval razlicno glede na vrsto krivulje,
slika obmocja pa je v vseh primerih obarvana modro.

Lokator je tocka na dvodimenzionalnem diagramu, ki jo lahko uporabnik
premika z misko. Pomen lokatorjev je pri tej demonstraciji razlicen, v splosnem
lokatorji doloc¢ajo tocke na krivuljah. S tem se parametri krivulj dinamic¢no
spreminjajo in grafi krivulj ter obmocij se temu ustrezno osvezujejo.

Aplikacija prikazuje kompleksno ravnino v obmoéju [—5, 5] na realni osi in
[—2.5,2.5] na imaginarni osi.

7.1.1 Kroznica

Kroznico C' z enacbo |z — p| = r sem dolocil s tremi tockami, katerih vrednost
doloca polozaj lokatorjev. Te sem oznacil s ¢rkami ,,a“, ,b“ in ,,c“. Obmocje
je v tem primeru mnozica tock znotraj kroznice, oziroma je doloc¢eno z enacbo
|z — p| < r, in obarvano zeleno. Pri realizaciji sem razvil funkcije:

e Krogla:comp, b:comp, c:comp]:{p:comp, r:real}
e InverzijaKrogal[p:comp, r:reall:{p’:comp, r’:real}

e Komplement[L:1list]:list

Prva funkcija izracuna radij r in sredisce p glede na tri tocke v kompleksni
ravnini. Velja, da tri nekolinearne tocke enoli¢no doloc¢ajo kroznico. S poda-
nimi tockami a, b in ¢ sem parametra p in r doloc¢il po naslednjem postopku.
Sredisce kroga je nekje na simetrali med a in b (ali katerem drugem paru tock).
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Tocke na simetrali sem dolo¢il z enac¢bo t = (a +0)/2 + ki(a — b). Is¢emo tak
k, da bo veljalo |t —a| = |t — ¢| = r. Vrednost r je radij kroga, sredisce ¢
pa je kar enako t: ¢ = t. Kadar so tocke kolinearne, dobimo premico. To je
tudi prednost pred dolocanjem kroznice le z radijem in srediSc¢em, saj hkrati
omogoca Se demonstracijo preslikave premic oziroma polravnin.

Za resevanje enacbe v prejsnjem odstavku sem uporabil funkcijo Solvel[],
ki je namenjena sploSnemu resevanju enacb. Deluje nad realnimi in komple-
ksnimi spremenljivkami. ReSuje enache ve¢ spremenljivk, tako linearne kot
visjega reda, in tudi sisteme enacb. V podanih enac¢bah se lahko pojavljajo
tudi funkcije, kot na primer Abs[]. Vendar v tem primeru vrne opozorilo, da je
lahko mnozica resitev nepopolna. Zaradi tega razloga sem zgornjo enacbo razs-
tavil na realni in imaginarni del, tako da sem dobil ena¢bo realne spremenljivke
in se izognil absolutnim vrednostim oziroma kompleksni konjugaciji.

Za preslikavo kroznice sem uporabil drugacen pristop kot pri ostalih kri-
vuljah, v ta namen sem razvil posebno funkcijo InverzijaKrogall. Ce pres-
likamo tocki a in b na premeru kroga C, ki so v presecis¢u s premico v smeri p,
dobimo tocki @ in b. To sta tocki na premeru slike kroga, ki je prav tako krog
(izjemoma premica). Novo srediice p’ je torej na polovici daljice med tema
tockama: p' = (@+b)/2. Podobno dobimo radij kot absolutno vrednost razlike
med p’ in na primer a: ' = |p’ — aj.

Pri risanju kroznic C' in njene slike C' sem uporabil funkcijo Circle[], zato
mi ni bilo potrebno skrbeti za resolucijo krivulje oziroma njene slike. Drugace
je pri risanju obmodcij. Pri risanju prvotnega obmocja sem uporabil funkcijo
Disk[]. V primeru, ko notranjost C' vsebuje izhodisce, pa se to obmocje
preslika v zunanjost kroznice C' (str. 20). To preverja pogoj |p| < r. V
tem primeru sem uporabil funkcijo Komplement[]. Kroznico C' sem najprej
predstavil kot mnozico tock (veckotnik). Funkcija sprejme ta seznam tock in
vrne seznam tock, ki dolo¢ajo komplement tega obmocja (glede na del ravnine,
prikazan v aplikaciji). Primer take preslikave je na sliki 7.1.

7.1.2 Elipsa

Tudi elipso sem dolo¢il s tremi tockami oziroma lokatorji. Lokatorje sem oznacil
s crkami ,,q“, ,v1“in ,v2“. Enacba elipse s srediS¢em ¢ v parametrizirani obliki
je z(t) = sin(t) (v — q) +cos(t)(v2 — q), t € [0, 27]. Taka predstavitev omogoca
tudi rotacijo elipse. Obmocje, katerega preslikavo aplikacija ponazarja, je tisto
znotraj elipse. Obarvano je oranzno.

Elipso sem aproksimiral z veckotnikom, tocke sem izracunal po zgornji
enacbi. Lahko bi uporabil tudi funkcijo Circle[] z ustreznimi parametri in



7.1 Zrcaljenje prek enotskega kroga 65

Inverzija v krogu

¥rsta krivalje

Teberikrivulio [krag | hiperbola elipsa parabols

Prosajnest sbmocij

Pryvotno shmacie -

Slka obmeacia -

-
dJ
A
d

Slika 7.1: Zrcaljenje prek kroga (preslikava kroznice).

dobljeno elipso nato rotiral s funkcijo Rotate[], vendar sem mnenja, da bi se
zmanjsal pomen lokatorjev in s tem tudi interaktivnost prezentacije. Preslikavo
elipse sem realiziral s preslikavo posameznih tock na elipsi, saj inverzija elipse
ni katera izmed znanih krivulj. Pri tem sem se srecal s problemom locljivosti.
Locljivost se z inverzijo namreC spremeni, saj se tocke zelo blizu izhodisca
preslikajo zelo dale¢. Tako je absolutna razlika med tockama in njunimi slikami
zelo velika in slika krivulje zelo slabo aproksimirana. Pri veliko tockah nastane
problem zmogljivosti in zgodi se, da zaradi preve¢ racunanja prezentacija ni
ve¢ interaktivna. Problem sem resil tako, da sem resolucijo spreminjal glede
na oddaljenost od izhodis¢a. Definiral sem najvecjo dovoljeno absoluto razliko
med dvema zaporednima tockama slike in tako zelo zmanjsal stevilo potrebnih
tock.

Srecal sem se tudi s problemom dolo¢anja, ali elipsa v svoji notranjosti
vsebuje koordinatno izhodis¢e. Gre za podoben koncept, kot sem ga omenil
pri preslikavi kroznice. Razvil sem funkcijo VVeckotniku[L:1list] :bool, s
katero sem implementiral algoritem vodoravnih zarkov [17].

Primer preslikave elipse je prikazan na sliki 7.2.



66 Poglavje 7: Demonstracije v Mathematici

Inverzija v krogu

vrsta krivalie

Teberi krivulio  krag hiperbola slipsa | parabols

) -

Slika 7.2: Zrcaljenje prek kroga (preslikava elipse).

7.1.3 Hiperbola

Pri hiperboli sem izbral predstavitev, pri kateri sta uporabljena le dva loka-
torja. Prvi je oznacen kot ,,(a,b)*, drugi pa kot ,,0“. Tocko simetrije hiperbole
sem fiksiral v koordinatno izhodisce. Prvi lokator z = a + bi dolo¢a parametra
a in b enacbe hiperbole realnih spremenljivk z in y v ravnini 2% /a® —y?/b* = 1.
Obmogje je doloceno z enacbo x?/a? — y*/b* > 1 in obarvano vijoli¢cno. Drugi
lokator ,,0* sem uporabil za orientacijo hiperbole. Kadar za lokator ,,0“ velja
|R(0)| > |S(0)]|, je hiperbola dolo¢ena s prej navedeno enacbo, v nasprotnem
primeru pa velja enacba x?/a® — y?/b?* = —1. V kompleksni ravnini je krivulja
torej dolocena kot z(t) = a cosh(t) + ibsinh(t), t € (—o0, 00).

Tudi tu sem krivuljo in njeno sliko aproksimiral sam. Inverzija hiperbole s
parametroma a = 1 in b = 1 nam da poznano lemniskato. Tudi za hiperbolo
s poljubnimi parametri velja, da je njena slika podobna lemniskati, vendar
sem se zaradi tezavne parametrizacije take krivulje raje odlocil za preslikavo
posameznih tock in aproksimacijo krivulje z veckotnikom.

Preslikavo hiperbole vidimo na sliki 7.3.

7.1.4 Parabola

Parabolo z enacbo y = a(z — p)* 4+ ¢ v kartezitnih koordinatah sem dolo¢il
z dvema lokatorjema. Prvi lokator, oznacen s ,(p,q)“, doloca teme parabole
z1 = p + qi, drugi lokator, oznacen s ,,t“, pa drugo tocko na paraboli zo =
x + 1y in posledicno koeficient a. Obmocje preslikave sem dolocil z enacho
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Inverzija v krogu

vrsta krivalie

Teberi krivuljo - krag hiperbola|elipsa parabols

Slika 7.3: Zrcaljenje prek kroga (preslikava hiperbole).

y > a(r — p)? + ¢ in ga obarval rumeno. V kompleksni ravnini je krivulja
dolocena z f(z) =t + (a(t — p)* + q)i, t € (—o0,00).

Uporabil sem podoben pristop kot pri prejsnjih dveh krivuljah. Krivuljo
sem torej parametriziral in aproksimiral z ustreznim Stevilom tock s funkcijo
Line[]. Posamezne tocke sem preslikal in tako dobil inverzijo parabole v
krogu.

Za ugotavljanje, ali je izhodis¢e nad parabolo, sem preveril pogoj ap? +q >
0.

Primer preslikave parabole je prikazan na sliki 7.4. Prikazana je tudi
uporaba manipulatorjev prosojnosti. Obmocje nad parabolo je skoraj popo-
Inoma transparentno, slika obmocja pa je poudarjena in prekriva parabolo.

7.2 Evklidska geometrija in linearna funkcija

S to prezentacijo sem zZelel toge premike in podobnosti evklidske geometrije
predstaviti kot linerane funkcije kompleksne spremenljivke. Operacije delu-
jejo nad trikotnikom A'B’'C’, ki ga lahko premikamo, rotiramo in raztezamo,
program pa nato glede na fiksen referenc¢ni trikotnik ABC' izra¢una ustrezno
linearno funkcijo, ki predstavlja to preslikavo. Aplikacija vsebuje naslednje
kontrolne elemente:

e Razteg

e Rotacija
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Inverzija v krogu

vrsta krivalie

Teberi krivulio  krag hiperbola elipsa [parabols

(p,q)

Slika 7.4: Zrcaljenje prek kroga (preslikava parabole).

e Premik

Kontrola faktorja raztega in rotacije je v obliki drsnika z vrednostmi na
intervalu [1,5] v korakih po 1/2 oziroma [0, 77/4] v korakih 7/4. Privzeti
vrednosti sta 1 za faktor raztega in 0 za rotacijo. SrediSce raztega oziroma
rotacije je v obeh primerih A’. Premik je realiziran s kontrolo tipa dvodimen-
zionalni drsnik (Slider2D[]). Lokacija tega drsnika doloca polozaj tocke A’
in je na intervalu x € [—20, 20|, y € [—10, 10] v korakih po 1 za obe koordinati.
Aplikacija je prikazana na sliki 7.5.

Omenjene kontrole sem izbral kljub dejstvu, da gre pri kombinaciji rotacije
in premika pravzaprav le za rotacijo (str. 11). S tem sem namre¢ predstavil
to ugotovitev. Preslikavo sem tudi prikazal na enak nacin, kot je to na slikah
4.1, str. 34 in 4.2, str. 37. Glede na razmerje med stranicama trikotnikov AB
in A’B’ sem locil:

1. Enakosti

e Primer, kjer sta referenc¢ni stranici AB in A’B’ vzporedni, vendar
nasprotno orientirani (rotacija za m);

e Primer, kjer sta stranici vzporedni in enako orientirani (premik);

e Primer, kjer stranici nista vzporedni (rotacija),

2. Podobnosti
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Evklidska geometrija

Rotacija in raztezek

Faktor ) J
Ket i4) b

C ' V1 z--ai

Slika 7.5: Evklidska geometrija (rotacija).

e Primer, kjer sta referenc¢ni stranici AB in A’B’ vzporedni, vendar
nasprotno orientirani (rotacija za m in razteg);

e Primer, kjer sta stranici vzporedni in enako orientirani (razteg);

e Primer, kjer stranici nista vzporedni (rotacija in razteg).

Enakosti so prikazane na slikah 7.5, 7.6 in 7.7, podobnosti pa na slikah 7.8,
7.9 in 7.10.

Pri implementaciji sem razvil tri manj zahtevne postopke in sicer:

e PreseciscePremPrem[al:comp, bl:comp, a2:comp, b2:comp]:comp
e PresecistePremKrog[a:comp, b:comp, q:comp, r:real]:comp

e PresecisceKrogKrog[ql:comp, rl:real, g2:comp, r2:real]:comp

Prva funkcija poisce presecisce dveh daljic oziroma njunih nosilk. Druga
funkcija je namenjena iskanju presecisca med premico in krogom. V splosnem
lahko resitev vsebuje 0, 1 ali 2 tocke. V mojem primeru premica vedno seka
kroznico v dveh tockah, funkcija pa izbere eno izmed njih (slika 4.1(c), str. 34).
Tretja funkcija izracuna presecisca med krogoma. Tudi kroga se lahko sekata
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Evklidska geometrija

Rotacija in raztezek

Faktor ) ]

Kat () J

Premik

Lokaciia togke A!

C v z-(11-58

Slika 7.6: Evklidska geometrija (premik).

Evklidska geometrija

Rotacija in raztezek

Faktor [) ]

Kot (4) - ]
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!
Lokacija togke A’
C . "
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Slika 7.7: Evklidska geometrija (rotacija za 7).
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Evklidska geometrija

Rotacija in raztezek

Faktor ] J
Kt | |
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Slika 7.8: Evklidska geometrija (razteg).

v 0, 1 ali 2 tockah, vendar v mojem primeru resSitev ponovno vedno vsebuje
dve tocki. Funkcija vrne eno izmed njih (slika 4.2(c), str. 37). Pri vseh treh
sem uporabil funkcijo Solve[] z ustreznimi parametri.

7.3 Sfericna geometrija

S to prezentacijo sem ponazoril sfericno geometrijo, hkrati pa sem predstavil
tudi stereografsko projekcijo. Prezentacija ima dva lo¢ena graficna dela. V
levem oknu se izriSe (sfericni) trikotnik, dolocen s tremi tockami a, ¢ in ¢ v
kompleksni ravnini z metriko d$ = ds/(14|z|?). Polozaj tock je dolocen s tremi
kontrolami tipa lokator. Oznaceni so s ¢rkami ,,a“, ,b“in ,,c“. V desnem oknu
je prikazana sfera in stereografska projekcija tock. Prikazane so tudi projekcije
geodet med pari tock, to so veliki krogi. Poleg lokatorjev aplikacijo sestavljajo
Se naslednji kontrolni elementi:

e Parametri rotacije

— Os
— Kot
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Evklidska geometrija

Rotacija in raztezek
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-=-0-78

Slika 7.9: Evklidska geometrija (rotacija za 7 in razteg).

Evklidska geometrija

Rotacija in raztezek

Faktor ) - j
Kot (4) - j
Premik
Lokacija togke A’ T
;l
}

3,38
%—(10—3@)

Slika 7.10: Evklidska geometrija (rotacija in razteg).
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e Parametri za prikaz

— Veliki krogi
— Ravnini / kroga zrcaljenja

— Prosojnost sfere

Aplikacija izriSe tudi ustrezni ravnini IT; in II; (v prostoru) oziroma kroga
Ly in Ly (v ravnini), prek katerih moramo zrcaliti, da dobimo rotacijo Rf)’ .S
parametri rotacije dolocamo vrednosti ¢ in p. Kontrola kot je tipa drsnik in
ima vrednosti na intervalu [—m, 7| z natan¢énostjo m/12. Sredisce rotacije p
doloca kontrola os, ki lahko zavzame vrednosti ,,X*, ;)Y “ ali ,,Z".

Aplikacija vsebuje naslednje pomembnejse funkcije:

LokGeodete[a:comp, b:comp]:{a:real, [:real}

StereografskaProj[z:comp] :vec

StereografskaProj2[a:vec] :comp

VelikiKrogla:vec, b:vec]:fun

VsebujeN[a:comp, b:comp, c:comp]:bool

Za izracun geodete med dvema tockama a in b v kompleksni ravnini sem
uporabil Ze opisano funkcijo Krog[]. Geodeta je kroznica, ki jo dolo¢ajo tocke
a in b ter antipod ene od njiju, na primer a. Antipod @ tocke a v kompleksni
ravnini je dolocen z enacbo

a=—=[1. (7.1)

a

Pred tem sem moral preveriti, ali sta morda tocki a in b antipodni. V tem
primeru ni enoli¢ne geodete med njima. Ce veliki krog precka severni pol N,
se le ta projicira v premico v ravnini.

Pri dolo¢anju kroznega loka, ki predstavlja najkrajso pot med a in b, sem se
srecal z najtezjim problemom. To nalogo resuje funkcija LokGeodete[]. Krog
v kompleksni ravnini tocki a in b delita v dva krozna loka. Krajsega izmed
njiju sem poiskal s pomocjo polozaja antipoda a. Oba loka med a in @ imata
enako dolzino, zato je krajsi lok med a in b tisti, ki ne vsebuje a. Postopek
je zapleten zaradi nezveznega definicijskega obmocja kotov, na primer (—, 7]
oziroma [0, 27), kar je posledica njihove periodi¢ne narave. Poleg tega funkcija
Arg[z] uporablja prvo obmocje, funkcija za risanje kroznega loka Circlel[]
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pa drugega. Problem sem resil tako, da sem postavil arg(a) = 0. Nato sem
lazje primerjal polozaje tock na kroznici.

Funkciji StereografskaProj[] in StereografskaProj2[] staimplemen-
taciji enacbe 5.10 in projekcije s kompleksne ravnine na sfero. Koordinate
projekcije A(X,Y, Z) tocke z = = + yi izratunamo z enacbami

2
=T P (7.2)
2y
=T P (7.3)
2> =1
REEES (74)

Funkcija VelikiKrogl[] izracuna parametricno enacbo velikega kroga. Ve-
liki krog, dolo¢en s tockama a in b na sferi, je oblike

acos(a) + vsin(a), (7.5)

kjer je v enak

b= (axb)xa. (7.6)

Vektor v mora biti seveda normaliziran.

Funkcija VsebujeN[] je namenjena ugotavljanju, ali sferi¢ni trikotnik abé
vsebuje severni pol V. V primeru, da ga vsebuje, se notranjost trikotnika proji-
cira v obmocje zunaj kroznih lokov med tockami a, b in ¢. Najprej izracunamo
tocke @, b in ¢ z uporabo funkcije StereografskaProj[]. Trikotniku abé nato
dolo¢imo orientacijo in jo primerjamo z orientacijo trikotnika abc. Orientacijo
sem izracunal kot vektorski produkt tangentnih vektorjev na velika kroga med
a in b oziroma a in c. Pri nastavitvi enacbe sem si pomagal z [12]. Ce se
orientacija ne ohrani, je notranjost trikotnika zunaj kroznih lokov.

Ravnini II; in II;  sta doloceni z veckotnikom v prostoru. Prva ravnina
se s poveCevanjem kota ne spreminja in je pri rotaciji okoli Y osi ravnina XY.
Druga ravnina je v primeru rotacije okoli osi Y dolo¢ena s tockami A(0, —1, 0),
B(0,1,0) in

C(cos(¢/2),0,sin(¢)). (7.7)
Pri rotaciji okoli drugih osi je konstrukcija ravnin podobna. Kroga L; in Lo

sta dolocena s projekcijo dveh parov tock velikih krogov Ly in Ly na ravnino
(funkcija StereografskaProj2[] ).
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Sfericna geometrija

Slika 7.11: SferiZna geometrija (rotacija Rgfw/u).

Parametri za prikaz dolocajo, ali se ustrezni elementi prikazejo ali ne oziroma
dolocajo njihovo prosojnost. Ravnina je prikazana na obmocju z € [—5, 5],
y € [—5,5]. Posnetka aplikacije sta na slikah 7.11 in 7.12.

7.4 Hiperbolicna geometrija

Predstavitev hiperbolicne geometrije sem razdelil v dve aplikaciji. V prvi sem
simuliral kompleksno ravnino z metriko d$ = ds/y in prikazal znacilne krivulje
hiperboli¢ne geometrije. Druga aplikacija predstavlja rotacije hiperboli¢ne ge-
ometrije.

7.4.1 Hiperboli¢ne premice

Glavni kontrolni elementi te aplikacije so trije lokatorji, oznaceni s ¢rkami ,,a“,
,b“in ,p“ Glede na vrednosti kompleksnih Stevil a, b in p, ki jih lokatorji
predstavljajo, sem prikazal naslednje krivulje:

e Premico L skozi a in b (modra, odebeljena);

e Asimptoti¢ni premici skozi p glede na L (modri, ¢rtkani);
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Sfericna geometrija

I

¥

Slika 7.12: Sferitna geometrija (rotacija R}/g).

Ultraparalelne premice skozi p glede na L (sive, pikcaste);

Premice skozi p, ki sekajo L (¢rne);

Premico skozi p, pravokotno na L (zelena, ¢rtkana);

Ekvidistan¢éno krivuljo glede na p in L (mnozica tock, oddaljenih od L
za d(p, L)) (oranzna, ¢rtkana).

Teoreticno ozadje teh krivulj sem opisal Ze v poglavju o hiperboli¢ni ge-
ometriji (str. 54 - ), zato bom tu navedel le konkreten postopek za izrac¢un.

Premica L skozi a in b je dolocena s evklidsko kroznico skozi ti tocki in
srediScem na realni osi. Ker je hiperboli¢na ravnina omejena na del kompleksne
ravnine nad realno osjo, se hiperbolicna premica kaze kot krozni lok, omejen s
kotoma 0 in 7. Asimptoti¢ni premici sta tisti hiperboli¢ni premici, ki vsebujeta
p in se dotikata premice L na realni osi. Ultraparalelne premice so premice
skozi p, ki nimajo skupnih tock s premico L. Sekante so vse ostale premice
skozi p. Premico skozi p, pravokotno na L, dobimo tako, da izriSemo premico
skozi p in p = R (p) = Z1(p), torej zrcalno sliko p glede na L. Ekvidistanéna
krivulja je evklidska kroznica skozi p in tocki, v katerih se asimptoti¢ni premici
dotikata L.
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Hiperbolitne premice

Prikeaz krivuly
Agimptotini premici

Ultra-paralelne

Ekvidist
Pravckotna premica

Slika 7.13: Hiperbolitne premice (prikaz nekaterih krivulj v hiperboli¢ni
ravnini).

Za izracun premic prek dveh tock sem uporabil nekoliko poenostavljeno
funkcijo Krog[] . Is¢emo namre¢ kroznico skozi a in b, sredisce q pa je oblike
q(z,0) oziroma I(q) = 0.

Poleg lokatorjev ima aplikacija Se 5 kontrolnih elementov. Izbirati je mogoce,
katere krivulje naj aplikacija prikaze. Izjema je le premica L, katere prikaz
je obvezen. Kontrole so oblike kvadratka s kljukico (CheckBox[], zaloga vre-
dnosti {True, False} ). Zaslonska maska aplikacije je prikazana na sliki 7.13.

7.4.2 Rotacija v hiperboli¢ni ravnini

Aplikacija prikazuje rotacijo Rf hiperboli¢nega trikotnika 7' s srediS¢em v tocki
q za kot ¢. Uporabnik ima na voljo stiri lokatorje. Trije dolocajo trikotnik
T in so oznaceni s ¢rkami ,a“ ,b“ in ,c“ cetrti, oznacen s ,q“ pa doloca
sredisce rotacije ¢q. Aplikacija izriSe h-premici zrcaljenja L; in Ls, tako da
velja RY = Ry, o Ry,. Nato se izriseta tudi sliki R, (T) in (R, o R, )(T),
obarvani enako kot L, oziroma L,. Poleg lokatorjev ima aplikacija naslednje
kontrolne elemente:

e Parametri rotacije
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— Kot
e Parametri za prikaz

— Slika zrcaljenja Ry,
— Slika zrcaljenja Ry, o Ry,
— H-premici zrcaljenja L in Lo

— Invariantne krivulje

Kot je kontrola tipa drsnik in vsebuje vrednosti na intervalu [—7, 7] v
korakih po 7m/12. Pri dolo¢anju h-premic L; in Ly sem uporabil naslednji
pristop. Za h-premico L; sem izbral navpi¢no premico skozi q. Nato sem
poiskal ustrezno h-premico Lo, tako da je kot med L; in Ly enak ¢. Kadar je
kot ¢ pozitiven, je h-premica Ly polkrog z radijem R in sredis¢em p, tako da
velja

)
 sin(r — ¢/2) (7.8)
p=R(q) — Rcos(m — ¢/2). (7.9)

Ce je kot ¢ negativen, se vlogi h-premic L in L, zamenjata.

Invariantne krivulje so h-krogi s sredis¢em v ¢ ter skozi tocke a, b oziroma c.
Radije h-krogov sem izracunal z implementacijo konstrukcije iz dokaza trditve
49 in uporabo enacbe 6.10. Za izracun sredisca ¢ in radija R evklidskega kroga,
ki predstavlja h-krog, sem uporabil enachi 6.14 in 6.15.

Zrcaljenja tock sem implementiral z uporabo enacbe 2.38.

Aplikacija je prikazana na sliki 7.14.
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Hiperboli¢na rotacija

Paramelri rotacije
Kat 7:'7

Parametri za prikaz
Slika zrcatienia Lt
Silka arcaljena Lzs1
Premicl zrcalienia L1in L2
Invariantnie krivalje

Slika 7.14: HiperboliZna

rotacija (rotacija Rq

/12
/ )

79



Poglavje 8
Zakljucek

V mojem delu sem predstavil nekaj primerov uporabe kompleksnih stevil v
geometriji. Geometrijskih lastnosti Mobiusovih transformacij pa Se zdalec¢
nisem izcrpal. Obsel sem model hemisfere, katerega lahko z ustrezno pro-
jekcijo prevedemo na vse tri ravninske modele hiperboli¢ne geometrije. Poleg
zgornje polravnine sta to Se Poincaréov in Kleinov disk, ki jih pravtako nisem
obravnaval. Splosna Mobiusova transformacija pa predstavlja transformaci-
jsko grupo hiperboli¢nega prostora. Iz hiperbolicnega prostora izhajajo prav
vse dvodimenzionalne geometrije, ki sem jih obdelal v tej nalogi. Ponuja se
torej kar nekaj moznosti oziroma smeri razsiritve moje naloge.

Drugi zastavljeni cilj, vizualno ¢im bolj priblizati geometrijske lastnosti
kompleksnih stevil in dvodimenzionalnih geometrij, sem po mojem mnenju v
veliki meri zpolnil. Nadaljni izziv je zagotovo optimizacija kode, ki zahteva
poglobljeno znanje razvojnega okolja Mathematica. Sledila bi lahko Se izpopo-
Initev uporabniskega vmesnika. Knjiznica funkcij uporabniskega vmesnika je
bila pri razvoju tekoce verzije Mathematice med pomembnejSimi usmeritvami
in bo v prihodnjih verzijah zagotovo Se bogatejsa.

Podobne aplikacije, usmerjene v e-ucenje ze obstajajo [13], vendar ostaja
pomanjkanje celostnih resitev na vseh podrocjih naravoslovja. Menim, da so
tu Se neodkrite moznosti uporabe Mathematice, ki je zaradi podpore sim-
boli¢nemu rac¢unanju primerna tudi za izobrazevanje. Slabost obstojece ver-
zije Mathematice je pomanjkljiva podpora izpisovanja racunskega postopka.
Uporaba demonstracij, razvitih v okolju Mathematica, je omogocena vsem,
saj je izvajalno okolje Mathematica Player na voljo brezplacno. Alternativna
reSitev pa je tehnologija Web Mathematica, ki poveze Mathematico s sple-
tnim streznikom in tako omogoc¢a uporabo alikacije prek spletnega brskalnika.
Primer uporabe je spletni integrator [18].
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