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POVZETEK

Univerza v Ljubljani
Fakulteta za računalništvo in informatiko

Monika Cerinšek
Analiza dvovrstnih omrežij in množenje omrežij

Tema disertacije je analiza dvovrstnih omrežij. Analize se lotimo iz dveh strani. Po eni
strani razdelamo teoretično plat – metode (množenje omrežij, normalizacija omrežij
in posplošene dvovrstne sredice). Po drugi strani prikažemo na primeru bibliografskih
podatkov, kako lahko podatke pretvorimo v nabor usklajenih omrežij, iz katerih lahko z
množenjem pridobimo različna izpeljana omrežja. Opisani pristop je uporaben veliko
širše.

Pri metodah se podrobneje posvetimo množenju omrežij s poudarkom na velikih
redkih omrežjih. Odgovorimo na vprašanje, kdaj je produkt dveh redkih omrežij tudi
sam redko omrežje. Z uvedbo različnih polkolobarjev v množenje omrežij se odprejo
novi pogledi na uporabnost produkta omrežij. Zato naredimo pregled polkolobarjev,
ki so perspektivni za uporabo v analizi omrežij.

Razvita in analizirana je tudi nova metoda za iskanje pomembnih podomrežij v dvo-
vrstnih omrežjih – posplošene dvovrstne sredice. Ta omogoča direktno analizo dvovr-
stnih omrežij, v katerih poiščemo podomrežja glede na izbrani lastnosti vozlišč na obeh
množicah vozlišč dvovrstnega omrežja.

V disertaciji je narejen tudi pregled osnovnih pristopov za pridobivanje omrežnih
podatkov. Podrobneje se posvetimo analizi bibliografskih omrežij, kjer raziščemo vpliv
normalizacije v omrežjih sodelovanj in drugih izpeljanih omrežjih. Bibliografski po-
datki so še posebej zanimivi za analize, saj omogočajo vpogled v razvoj posameznega
znanstvenega področja.

Ključne besede: omrežje, dvovrstno omrežje, veliko redko omrežje, matrika, polkolobar,
množenje omrežij, izpeljana omrežja, viri omrežnih podatkov, bibliografska omrežja,
omrežje sodelovanj, posplošene dvovrstne sredice, statistična analiza omrežij
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ABSTRACT

University of Ljubljana
Faculty of Computer and Information Science

Monika Cerinšek
Analysis of two-mode networks and multiplication of networks

e topic of presented dissertation is the analysis of two-mode networks. We deal
with the analysis from two aspects. On one hand we research the theoretical part – the
methods (network multiplication, normalization of a network, and generalized two-
mode cores). On the other hand we use an example of bibliographic data to present
the conversion of a data into a set of compatible networks. From those we are able to
get derived networks using a network multiplication. Described approach can also be
used for other types of data.

We deal with the network multiplication especially multiplication of large sparse
networks. We answer the question when the product of two sparse networks is also
sparse. Using different semirings in a network multiplication we get new interpreta-
tions of a product of networks. Semirings that are perspective for the network analysis
are presented in this dissertation.

A new method for determining important subnetworks in two-mode networks is
presented – generalized two-mode cores. is method allows a direct analysis of two-
mode networks and we can determine subnetworks according to different properties
of links or vertices of a network with it.

In presented dissertation are also overviewed basic approaches for obtaining the net-
work data. We made an analysis of bibliographic networks to explore the impact of
normalizations in collaboration network and in other derived networks. Bibliographic
data are especially interesting for the network analysis because with them we get an
insight into a development of a particular scientific field.

Key words: network, two-mode network, large sparse network, matrix, semiring, net-
work multiplication, derived networks, sources of data, bibliographic networks, col-
laboration network, generalized two-mode cores, statistical network analysis
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2 1 Uvod M. Cerinšek

1.1 Motivacija

Analiza omrežij je eden izmed načinov za analizo relacijskih podatkov. Analiziramo
lahko svetovni splet, transportne sisteme, širjenje epidemije, človeški metabolizem, in-
terakcije v skupini ljudi, električna vezja in še marsikaj drugega. Iz računalniškega
vidika je analiza omrežij ena izmed uporab teorije grafov. Ta predstavlja teoretično
podlago za analizo omrežij, ki ji dodamo vsebino glede na podatke, ki jih analiziramo.

V omrežju enote predstavimo z vozlišči, relacije med njimi pa s povezavami. Dvo-
vrstna omrežja so omrežja, pri katerih je množica vozlišč sestavljena iz dveh ločenih
podmnožic vozlišč, povezave pa imajo po eno krajišče v vsaki izmed njiju – vse po-
vezave potekajo med tema množicama. Dvovrstna omrežja so posebej zanimiva, ker
ponujajo alternativni omrežni pristop k analizi podatkov. Metod za neposredno anali-
zo dvovrstnih omrežij je razmeroma malo. Zato se bom v doktorski disertaciji posvetila
razvoju nekaterih metod za neposredno analizo dvovrstnih omrežij.

Graf 𝒢 je urejen par množic (𝒱 ,ℒ ) z množico vozlišč 𝒱 in množico povezav
ℒ. Vsaka povezava ima dve krajišči. Povezava je usmerjena ali neusmerjena.

(Navadno) omrežje 𝒩 = (𝒱 ,ℒ ,𝒫,𝒲 ) sestoji iz grafa 𝒢 = (𝒱 ,ℒ ), ki opi-
suje strukturo omrežja, in dodatnih podatkov: 𝒫 je množica lastnosti vozlišč in 𝒲 je
množica lastnosti povezav. Kadar v navadnem omrežju dodamo pogoje glede strukture
omrežja, dobimo posebne vrste omrežij.

Dvovrstno omrežje je omrežje𝒩 = ((ℐ ,𝒥 ),ℒ ,𝒫,𝒲 ), ki ima množico vozlišč
razdeljeno v dve ločeni množici vozlišč ℐ in 𝒥 (𝒱 = ℐ ∪ 𝒥 , ℐ ∩ 𝒥 = ∅),
vsaka povezava v ℒ pa ima eno krajišče v ℐ in drugo krajišče v 𝒥 .

V večrelacijskem omrežju 𝒩 = (𝒱 ,ℒ ,𝒫,𝒲 ) množico povezav sestavlja več re-
lacij ℒ = (ℒ􏷪,ℒ􏷫, … ,ℒ𝑟).

V časovnem omrežju 𝒩 = (𝒱 ,ℒ ,𝒫,𝒲 , 𝑇) je dodana časovna komponenta 𝑇.
Za vsako vozlišče in povezavo moramo določiti časovne intervale, v katerih so dejavni
oz. prisotni. Skozi čas se lahko spreminjajo tudi lastnosti vozlišč in uteži povezav.

Vsako dvovrstno omrežje lahko predstavimo z matriko, pri čemer vozlišča v prvi
podmnožici vozlišč predstavljajo vrstice matrike, vozlišča iz druge podmnožice omrežja
pa stolpce matrike. Vrednosti v matriki so enake vrednostim povezav v omrežju. Če
dve vozlišči nista povezani, v dano celico matrike zapišemo ničelno vrednost. Produkt
omrežij je omrežje, ki ga dobimo iz matrike matričnega produkta ustreznih matrik
obeh omrežij [1]. Seveda je produkt definiran le za usklajena omrežja – druga množica
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vozlišč prvega omrežja je enaka prvi množici vozlišč drugega omrežja. Pri množenju
lahko namesto običajnega seštevanja in množenja števil uporabljamo tudi kak drug
polkolobar [2–15], ki bolje odraža posebnosti problema, ki ga rešujemo.

Iz vsake podatkovne tabele (Enote × Spremenljivke) lahko za vsako spremenljivko
ustvarimo dvovrstno omrežje med množicama (Enote, Zaloga vrednosti spremenljiv-
ke). Tako lahko na primer iz bibliografskih podatkov o člankih ustvarimo dvovrstna
omrežja (Članki, Avtorji), (Članki, Ključne besede), (Članki, Države) idr. Ker imajo
vsa ta omrežja skupno množico Enote, so v bistvu, če prvo omrežje transponiramo,
usklajena. To nam omogoča, da z množenjem pridobimo cel kup izpeljanih omre-
žij. Če transponirano omrežje pomnožimo s samim seboj, dobimo običajno enovrstno
omrežje, ki ga lahko analiziramo s standardnimi metodami analize omrežij [16].

Zgodba postane še zanimivejša, če imamo na voljo dodatna omrežja. Na primer pri
člankih enovrstno omrežje𝒞 sklicevanj (citiranj) med članki. Tedaj, če z𝒜 označimo
omrežje (Članki, Avtorji), je omrežje 𝒜 𝑇 ⋆ 𝒞 ⋆ 𝒜 omrežje, ki pove, kolikokrat se
posamezni avtor sklicuje na drugega avtorja. Pri tem z 𝒜 𝑇 označimo transponirano
omrežje𝒜 – obrnemo vrstni red obeh podmnožic vozlišč v omrežju in smeri povezav

Bibliografski podatki so še posebej zanimivi za analizo [17–23], saj je na voljo kar
nekaj bibliografskih baz (Web of Science, Zentralblatt MATH, MathSciNet, Cobiss,
Croatian Scientific Bibliography, Google Scholar idr.). Zberemo lahko podatke o član-
kih iz danega raziskovalnega področja, jih prevedemo v usklajena dvovrstna omrež-
ja [24] in analiziramo. Iz njih lahko z množenjem pridobimo izpeljana omrežja, ki
jih analiziramo dalje. Pri analizi bibliografskih podatkov lahko uporabimo standar-
dne metode za analizo omrežij, ki pa jih moramo dopolniti s poznavanjem področja –
rezultate analiz je potrebno vsebinsko razložiti.

Navadna sredica [25] je maksimalna podmnožica vozlišč v omrežju, ki imajo stopnjo
znotraj sredice enako ali večjo od dane mejne vrednosti. Namesto stopnje lahko opazu-
jemo tudi kako drugo lastnost vozlišč [26], kot so vsota vrednosti incidenčnih povezav,
največja vrednost incidenčnih povezav, relativna gostota soseščine idr. V teh primerih
govorimo o posplošenih sredicah. V članku [27] pa so bile za analizo dvovrstnih omre-
žij predlagane dvovrstne sredice. Pri definiciji posplošene sredice v dvovrstnem omrežju
podamo dve mejni vrednosti – za vsako izmed obeh podmnožic vozlišč posebej, lahko
pa opazujemo različni lastnosti za obe podmnožici.

Metoda posplošenih dvovrstnih sredic je uporabna, kadar iščemo močneje poveza-
ne dele dvovrstnega omrežja, pri čemer spodnjo mejo moči povezanosti določimo za
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vsako izmed obeh podmnožic omrežja posebej. Na primer iz podatkov o posameznih
filmih lahko ustvarimo različna omrežja. Raziščemo lahko sodelovanja med režiserji in
glavnimi igralci v filmih, torej režiserje in glavne igralce predstavimo s vozlišči, posa-
mezen režiser pa je povezan s posameznim glavnim igralcem, če sta kdaj sodelovala pri
snemanju filma. Vrednost povezave je enaka številu filmov, pri katerih sta sodelovala.
V takšnem omrežju lahko s pomočjo dvovrstnih posplošenih sredic najdemo skupi-
ne režiserjev in glavnih igralcev, ki so sodelovali pri vsaj določenem številu filmov, pri
čemer to mejo določimo posebej za režiserje in posebej za glavne igralce.

Pričujoča disertacija je torej razdeljena v tri sklope: množenje in polkolobarji, viri
podatkov in bibliografska omrežja ter posplošene dvovrstne sredice. Vsi trije sklopi
so se razvijali neodvisno eden od drugega. Kljub temu se vsebine sklopov vsaj delno
prepletajo. Hitro množenje redkih omrežij iz prvega sklopa smo uporabili v analizah
bibliografskih omrežij. V le-teh analizah smo prikazali metode za določanje pomemb-
nih podomrežij, čemur je namenjena tudi metoda posplošenih dvovrstnih sredic. Le
seznam polkolobarjev iz prvega sklopa se ne prepleta neposredno z ostalima sklopo-
ma, saj smo se v analizah bibliografskih omrežij bolj posvetili normalizacijam omrežij.
Uporaba različnih polkolobarjev v analizi omrežij je del načrtovanega prihodnjega dela.

1.2 Znanstveni prispevki

Kot že opisano, običajni pristop k analizi dvovrstnih omrežij temelji na pretvorbi dvovr-
stnega omrežja v navadno (enovrstno) omrežje, na katerem potem uporabimo poznane
metode za analizo omrežij. S tem lahko izgubimo nekaj informacij o omrežju, zato sem
to premostila z razvojem novih in s posplošitvijo ter razdelavo že obstoječih metod za
neposredno analizo (velikih) dvovrstnih omrežij.

Na področju uporabe različnih polkolobarjev pri analizi omrežij je bilo narejenega že
veliko dela. Moj prispevek na tem področju je razvoj novih uporab množenja omrežij
nad ustreznimi polkolobarji pri reševanju različnih problemov analize omrežij. Pri tem
sem si pomagala s podrobnim pregledom tovrstnih primerov, ki sem ga naredila na
podlagi že obstoječih polkolobarjev. Posplošen in analiziran je bil postopek za hitro
množenje redkih omrežij.

Na primeru bibliografskih omrežij so razdelane splošne metode za analizo družin
omrežij, pridobljenih iz podatkovnih tabel. Tu nam množenje omrežij omogoča pri-
dobivanje izpeljanih omrežij. Pokazan pa je tudi velik pomen ustrezne normalizacije
omrežij za pridobitev smiselnih rezultatov.
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Razvila in analizirala sem tudi metodo posplošenih dvovrstnih sredic. Le-te lahko
uporabimo pri iskanju pomembnih podomrežij v dvovrstnem omrežju glede na izbra-
no(i) lastnost(i) vozlišč.

Za navedene probleme sem poskušala razviti podkvadratične (skoraj linearne) al-
goritme, ki jih je mogoče uporabljati tudi na velikih omrežjih, ki jih vse pogosteje
srečujemo v praksi.

1.3 Metodologija

Metodologija raziskovalnega dela je zajemala predvsem študij literature, samostojno
raziskovalno in razvojno delo ter programsko izvedbo in preizkušanje metod.

Preden smo posamezno metodo programsko izvedli, smo jo teoretično razdelali –
njeno pravilnost in učinkovitost. Ob samem razvoju metode je zato dokazana njeno
pravilnost in ocena učinkovitosti z analizo časovne zahtevnosti metode. Uporabnost
metod je prikazana na primerih uporabe na realnih dvovrstnih omrežjih.

Zapiske o pravilnosti, učinkovitosti in uporabnosti metode smo zapisovali v digitalne
dokumente. Del teh dokumentov smo preuredili v članke za objavo v znanstveni reviji.
Vsi digitalni zapiski pa so povzeti in združeni v tej disertaciji.

Prototipna programska izvedba metod je potekala v programskem jeziku Python
(verzija 2.7), končne različice metod pa so delno že sprogramirane tudi v program-
skem jeziku C++. Normalizacije omrežij so bile pripravljene z makroji v programu
Pajek [28–30].

Uporabnost novo razvitih metod je prikazana z analizami velikih dvovrstnih omre-
žij, pridobljenih iz bibliografskih baz Web of Science in Zentralblatt MATH. Analize
omrežij z že poznanimi metodami so bile opravljene s programom za analizo in prikaz
velikih omrežij Pajek in s programskim jezikom R.

1.4 Pregled disertacije

Skozi celotno disertacijo se ukvarjamo z dvema pogledoma na analizo omrežij s poudar-
kom na analizi dvovrstnih omrežij. Predstavljena je tako analiza konkretnih podatkov
kot tudi nove metode za analizo podatkov.

V poglavju 2 obravnavamo množenje omrežij. Pri tem se posvetimo množenju red-
kih omrežij, v katerih matrikah je veliko ničel in je zato običajno množenje preveč
potratno. V analizi omrežij pa se vedno išče nove načine analize obstoječih podatkov,
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zato se v tem poglavju posvetimo tudi uporabi različnih polkolobarjev v množenju
omrežij. Opisani so kombinatorični polkolobar, polkolobar regularnih izrazov, polko-
lobar najkrajših poti, polkolobar dosegljivosti in mnogi drugi.

V poglavju 3 je najprej opisanih nekaj najpogostejših pristopov k zbiranju podatkov
oziroma virov podatkov: od opazovanja in vprašalnikov do semantičnih in naključ-
nih omrežij. Nato sledita primera analize podatkov z metodami analize omrežij. V
analizi bibliografskih podatkov iz podatkovne baze Web of Science so opisane različne
izpeljave omrežij s pomočjo množenja omrežij in različnih normalizacij omrežij. V ana-
lizi bibliografskih podatkov iz podatkovne baze Zentralblatt MATH pa je podrobneje
opisana struktura vhodnih podatkov, statistična analiza podmnožic pridobljenih dvo-
vrstnih omrežij, analiza omrežja sodelovanj in vse te analize, ponovljene na podmnožici
vhodnih podatkov, ki se nanaša na teorijo grafov.

V poglavju 4 je opisana nova metoda za neposredno analizo dvovrstnih omrežij. Po-
dana je definicija posplošenih dvovrstnih sredic, lastnosti vozlišč, ki jih lahko uporabi-
mo pri tej metodi, lastnosti dobljenih podomrežij in sam algoritem metode posplošenih
dvovrstnih sredic.

1.4.1 Oznake

ℕ = {􏷟, 􏷠, 􏷡, 􏷢, …} množica naravnih števil,

ℕ = ℕ∪ {∞} množica naravnih števil s pozitivno neskončnostjo,

ℝ množica realnih števil,

ℝ+ množica pozitivnih realnih števil,

ℝ+
􏷩 množica nenegativnih realnih števil,

ℝ = ℝ ∪ {−∞,∞} množica realnih števil z negativno in pozitivno neskončno-
stjo,

Dodatno

∃ matematična oznaka za ‘obstaja’,

∀ matematična oznaka za ‘vsak’,

|𝐀| matematična oznaka za velikost množice 𝐀,
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𝒫(𝐀) matematična oznaka za množico vseh podmnožic množice 𝐀 (potenčna
množica).

Pojmi iz analize omrežij so prevedeni s pomočjo slovarja, ki je na voljo na spletni strani
http://zvonka.fmf.uni-lj.si/netbook/doku.php?id=net:dic.
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Polkolobar je algebrska struktura z dvema operacijama, ustrezna za opis računanja z
naravnimi števili in matrikami pa tudi za probleme določanja vrednosti sprehodov v
omrežjih. Številni rezultati in algoritmi iz različnih področij uporabe teh izzivov se
izkažejo za posebne primere uporabe ustreznih polkolobarjev.

2.1 Polkolobarji

Naj bo𝕂 množica ter 𝑎, 𝑏 in 𝑐 poljubni elementi iz te množice. Polkolobar [2, 4, 5] je
algebrska struktura (𝕂, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠) z dvočlenima operacijama seštevanja ⊕ in množenja
⊙, za katero velja:

(𝕂, ⊕) je Abelov monoid z nevtralnim elementom 􏷟 (ničla):

komutativnost: 𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑏 ⊕ 𝑎

asociativnost: (𝑎 ⊕ 𝑏) ⊕ 𝑐 = 𝑎 ⊕ (𝑏 ⊕ 𝑐)

obstoj ničle: 𝑎 ⊕ 􏷟 = 𝑎

(𝕂,⊙) je monoid z nevtralnim elementom 􏷠 (enota):

asociativnost: (𝑎 ⊙ 𝑏) ⊙ 𝑐 = 𝑎 ⊙ (𝑏 ⊙ 𝑐)

obstoj enote: 𝑎 ⊙ 􏷠 = 􏷠 ⊙ 𝑎 = 𝑎

veljata distributivnostna zakona:

𝑎 ⊙ (𝑏 ⊕ 𝑐) = 𝑎 ⊙ 𝑏 ⊕ 𝑎 ⊙ 𝑐

(𝑏 ⊕ 𝑐) ⊙ 𝑎 = 𝑏 ⊙ 𝑎 ⊕ 𝑐 ⊙ 𝑎

Pri zapisu izrazov privzamemo, da ima množenje prednost pred seštevanjem.

Opomba: Velja:

1. Operacija ⊙ ni komutativna, torej se vrstni red povezav ohranja.

2. Ničlo in enoto polkolobarja lahko predstavlja tudi isti element množice polko-
lobarja.

3. Komutativnost in asociativnost (𝕂, ⊕) pomeni, da ni pomembno, v kakšnem
vrstnem redu gledamo na že izračunane uteži poti.
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4. Nevtralni element (𝕂, ⊕) predstavlja neobstoječo pot.

5. Asociativnost (𝕂, ⊙) pove, da ni pomembnen vrstni red računanja vrednosti
sprehoda.

6. Če nevtralni element za katero operacijo ne obstaja, ga lahko dodamo kot ele-
ment, za katerega velja za vsak 𝑎 ∈ 𝕂 ∶ 𝑎 ⊕ 􏷟 = 𝑎 = 􏷟 ⊕ 𝑎 in 𝑎 ⊙ 􏷟 = 􏷟 ⊙ 𝑎 = 􏷟
oz. 𝑎 ⊙ 􏷠 = 􏷠 ⊙ 𝑎 = 𝑎.

7. Distributivnost pride v upoštev pri notranje (po povezavah) neločenih poteh,
sicer nima pomena. Povezavo, ki se pojavi v več poteh hkrati, izračunamo le
enkrat in ta izračun upoštevamo pri vseh naslednjih poteh, ki to povezavo vse-
bujejo.

Polkolobar (𝕂, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠) je poln natanko takrat, ko je seštevanje dobro definirano
za števne množice in zanj veljajo komutativnost, asociativnost in distributivnost. Te
lastnosti v primeru števnih množic posplošimo. Distributivnost velja v naslednji obliki

⎛
⎜
⎜
⎝
􏾘
𝑖∈𝐼

𝑎𝑖
⎞
⎟
⎟
⎠
⊙
⎛
⎜
⎜
⎝
􏾘
𝑗∈𝐽

𝑏𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠
=􏾘

𝑖∈𝐼

⎛
⎜
⎜
⎝
􏾘
𝑗∈𝐽

(𝑎𝑖 ⊙ 𝑏𝑗)
⎞
⎟
⎟
⎠
=􏾘

𝑖,𝑗∈𝐼×𝐽
(𝑎𝑖 ⊙ 𝑏𝑗).

Primer polnega polkolobarja je najpogosteje uporabljani polkolobar – kombinatorični
polkolobar (ℕ,+, ⋅, 􏷟, 􏷠).Obstaja več različic kombinatoričnega polkolobarja glede na
izbrano množico elementov: ℕ,𝑁,ℝ,ℝ+

􏷩 , ℚ.
Operacija seštevanja je idempotentna natanko takrat, ko velja 𝑎⊕𝑎 = 𝑎 za vsak 𝑎 ∈ 𝕂.

V tem primeru je polkolobar nad končno množico 𝕂 poln.
Polkolobar (𝕂, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠) je zaprt[31] natanko takrat, ko v njem obstaja dodatna

(enočlena) operacija zaprtja ∗, za katero velja

𝑎∗ = 􏷠 ⊕ 𝑎 ⊙ 𝑎∗ = 􏷠 ⊕ 𝑎∗ ⊙ 𝑎

za vsak 𝑎 ∈ 𝕂. V danem polkolobarju lahko obstaja več različnih zaprtij. Primer
zaprtega polkolobarja je različica kombinatoričnega polkolobarja (ℝ, +, ⋅, 􏷟, 􏷠).

Poln polkolobar je vedno zaprt za

𝑎∗ =􏾘
𝑘∈ℕ

𝑎𝑘.
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V zaprtem polkolobarju lahko definiramo strogo zaprtje 𝑎 kot

𝑎 = 𝑎 ⊙ 𝑎∗.

V polkolobarju (𝕂, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠) drži absorpcijski zakon natanko takrat, ko za katerekoli
𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝕂 velja

𝑎 ⊙ 𝑏 ⊕ 𝑎 ⊙ 𝑐 ⊙ 𝑏 = 𝑎 ⊙ 𝑏.

Za veljavnost absorpcijskega zakona v polkolobarju je zaradi distributivnosti dovolj
preveriti, ali za vsak 𝑎 ∈ 𝕂 velja 􏷠 ⊕ 𝑎 = 􏷠.

2.2 Matrike

Matrika 𝐀 velikosti𝑚×𝑛 nad množico𝕂 je pravokotna tabela elementov iz množice
𝕂, ki vsebuje 𝑚 vrstic in 𝑛 stolpcev. Vrednost v 𝑖-ti vrstici in 𝑗-tem stolpcu označimo
z 𝑎𝑖𝑗. Če je 𝑚 = 𝑛, matriki 𝐀 rečemo kvadratna matrika.

Matrika s samo ničelnimi vrednostmi je ničelna matrika in jo označimo z 𝟎𝑚𝑛. Di-
agonalna matrika je kvadratna matrika 𝐀, v kateri so lahko le diagonalne vrednosti
neničelne: 𝑎𝑖𝑗 = 􏷟 za 𝑖 ≠ 𝑗. Če v diagonalni matriki velja 𝑎𝑖𝑖 = 􏷠, 𝑖 = 􏷠,… , 𝑛, takšni
matriki rečemo enotska matrika 𝐈𝑛 reda 𝑛.Matrika𝐀 je zgornje trikotna, če velja 𝑎𝑖𝑗 = 􏷟
za 𝑖 > 𝑗, njej transponirana matrika pa je spodnje trikotna.

Naj bo ℳ𝑚𝑛(𝕂) množica matrik reda 𝑚 × 𝑛 nad polkolobarjem (𝕂, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠).
Predpostavimo, da velja

∀𝑎 ∈ 𝕂 ∶ 𝑎 ⊙ 􏷟 = 􏷟 ⊙ 𝑎 = 􏷟.

Naj bo ℳ(𝕂) množica vseh matrik nad 𝕂. Operaciji ⊕ in ⊙ lahko razširimo na
ℳ(𝕂):

𝐀,𝐁 ∈ ℳ𝑚𝑛(𝕂) ∶ 𝐀 ⊕ 𝐁 = [𝑎𝑢𝑣 ⊕ 𝑏𝑢𝑣]𝑚𝑛 ∈ ℳ𝑚𝑛(𝕂),

𝐀 ∈ ℳ𝑚𝑘(𝕂), 𝐁 ∈ ℳ𝑘𝑛(𝕂) ∶ 𝐀 ⊙ 𝐁 = [
𝑘

􏾘
𝑡=􏷪

𝑎𝑢𝑡 ⊙ 𝑏𝑡𝑣]𝑚𝑛 ∈ ℳ𝑚𝑛(𝕂).

Potem velja:

(ℳ𝑚𝑛(𝕂), ⊕,𝐎𝑚𝑛) je Abelov monoid,

(ℳ𝑛𝑛(𝕂), ⊙, 𝐈𝑛) je monoid,
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(ℳ𝑛𝑛(𝕂), ⊕, ⊙,𝐎𝑛, 𝐈𝑛) je polkolobar.

Matrični polkolobar nad polnim polkolobarjem je tudi poln. Matrični polkolobar
je zaprt za 𝐀∗ = ⨁∞

𝑘=􏷩
𝐀𝑘. Zaprtje matrike dobimo tako, da izračunamo vrednosti

sprehodov med posameznimi vozlišči.
Transponirana matrika matrike 𝐀 je matrika 𝐀𝑇 , v kateri so vrstice matrike 𝐀 zapi-

sane kot stolpci matrike 𝐀𝑇 ∶ 𝑎𝑇𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖. Za matriki 𝐀 in 𝐁 velja

(𝐀 ⊙ 𝐁)𝑇 = 𝐁𝑇 ⊙ 𝐀𝑇 .

Kvadratna matrika 𝐀 je simetrična, če velja 𝐀 = 𝐀𝑇 . Definirajmo še simetrično zaprtje
matrike: 𝐀• = (𝐀 ⊕ 𝐀𝑇 )∗.

2.3 Množenje omrežij

(Enostaven usmerjen) graf 𝒢 je urejen par množic (𝒱 ,𝒜 ), pri čemer je 𝒱 množica
vozlišč in𝒜 ⊆ 𝒱 ×𝒱 množica usmerjenih povezav. Privzamemo, da je množica vo-
zlišč končna: 𝒱 = {𝑣􏷪, 𝑣􏷫, … , 𝑣𝑛}.Naj bo𝒩 = ((ℐ ,𝒥 ),𝒜 ,𝑤) enostavno dvovrstno
omrežje, pri čemer staℐ in𝒥 ločeni (pod)množici vozlišč (𝒱 = ℐ ∪𝒥 ,ℐ ∩𝒥 =
∅),𝒜 je množica usmerjenih povezav odℐ do𝒥 , preslikava𝑤 ∶ 𝒜 → 𝕂 pa je vre-
dnost povezav, ki ji pravimo tudi utež. Omrežju priredimo njegovo vrednostno matriko
𝐖 = 𝑤(𝑖,𝑗) z vrednostmi

𝑤𝑖𝑗 =
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑤((𝑖, 𝑗)) (𝑖, 𝑗) ∈ 𝒜 ,
􏷟 sicer.

V računalniški uporabi vrednostnih matrik njihova velikost lahko predstavlja velik
problem. Vrednostne matrike velikih omrežij so običajno redke. Ker ni nobene po-
trebe po shranjevanju ničelnih elementov matrike, obstaja več različnih podatkovnih
struktur za shranjevanje in delo z vrednostnimi matrikami: posebni slovarji in seznami.
Zato pojem množenja matrik prenesemo tudi na omrežja.

Naj bosta 𝒩𝐀 = ((ℐ ,𝒦 ),𝒜𝐀, 𝑤𝐀) in 𝒩𝐁 = ((𝒦 ,𝒥 ),𝒜𝐁, 𝑤𝐁) dvovrstni
omrežji s pripadajočima matrikama 𝐀ℐ×𝒦 in 𝐁𝒦×𝒥 . Predpostavimo, da velja 𝑤𝐀 ∶
𝒜𝐀 → 𝕂, 𝑤𝐁 ∶ 𝒜𝐁 → 𝕂 in da je (𝕂, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠) polkolobar. Takšni omrežji oz. ma-
triki sta usklajeni – druga množica prvega omrežja je enaka prvi množici drugega omrež-
ja. Produkt 𝒩𝐀 ⋆ 𝒩𝐁 omrežij 𝒩𝐀 in 𝒩𝐁 je omrežje 𝒩𝐂 = ((ℐ ,𝒥 ),𝒜𝐂, 𝑤𝐂) za
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𝒜𝐂 = {(𝑖, 𝑗); 𝑖 ∈ ℐ , 𝑗 ∈ 𝒥 , 𝑐𝑖𝑗 ≠ 􏷟} in 𝑤𝐂(𝑖, 𝑗) = 𝑐𝑖𝑗 za (𝑖, 𝑗) ∈ 𝒜𝐂, pri čemer je
𝐂 = [𝑐𝑖𝑗]ℐ×𝒥 = 𝐀⊙𝐁. Če so vse tri množice vozlišč enake (ℐ = 𝒦 = 𝒥 ), imamo
opravka z navadnimi (enovrstnimi) omrežji, ki jim pripadajo kvadratne matrike.

Kako so določene usmerjene povezave v produktnem omrežju? Oglejmo si definicijo
vrednosti povezave v produktu matrik:

𝑐𝑖𝑗 =􏾘
𝑘∈𝒦

𝑎𝑖𝑘 ⊙ 𝑏𝑘𝑗.

Usmerjena povezava (𝑖, 𝑗) ∈ 𝒜𝐂 obstaja, če je vrednost 𝑐𝑖𝑗 neničelna. Torej mora biti

Slika 2.1
Množenje omrežij.

I K J

i

j

kaik
bkj

vsaj ena izmed vrednosti 𝑎𝑖𝑘 ⋅ 𝑏𝑘𝑗 v vsoti neničelna. To pomeni, da morata biti tako 𝑎𝑖𝑘
kot tudi 𝑏𝑘𝑗 neničelna za vsaj en 𝑘 ∈ 𝒦 , torej mora veljati (𝑖, 𝑘) ∈ 𝒜𝐀 in (𝑘, 𝑗) ∈ 𝒜𝐁

za vsaj en 𝑘 ∈ 𝒦 (Slika 2.1). Vrednost v produktu matrik lahko torej napišemo kot

𝑐𝑖𝑗 = 􏾘
𝑘∈𝑁𝐀(𝑖)∩𝑁−

𝐁 (𝑗)
𝑎𝑖𝑘 ⊙ 𝑏𝑘𝑗.

kjer je 𝑁𝐀(𝑖) množica naslednikov vozlišča 𝑖 v omrežju 𝒩𝐀 in 𝑁−
𝐁 (𝑗) množica predni-

kov vozlišča 𝑗 v omrežju 𝒩𝐁. Vrednost elementa 𝑐𝑖𝑗 je enaka vsoti vrednosti vseh poti
(dolžine 􏷡) od 𝑖 ∈ ℐ do 𝑗 ∈ 𝒥 skozi vozlišča 𝑘 ∈ 𝒦 .

Predpostavimo, da operaciji polkolobarja zahtevata 𝑂(􏷠) časa za izvedbo. Standar-
dni proces za izračun produkta matrik𝐀ℐ×𝒦 in𝐁𝒦×𝒥 zahteva𝑂(|ℐ |⋅|𝒦 |⋅|𝒥 |) časa
in je zato prepočasen za uporabo na velikih omrežjih. Ker so matrike velikih omrežij
ponavadi redke, lahko produkt dveh takih omrežij izračunamo veliko hitreje z upošte-
vanjem le neničelnih vrednosti. Predlaganih je bilo že nekaj algoritmov za množenje
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redkih omrežij [32–34]. Mi predlagamo algoritem, v katerem upoštevamo strukturo
omrežja [7, 35], kakor je prikazano v algoritmu 2.1.

Algoritem 2.1
Algoritem za hitro množenje redkih matrik.

for 𝑘 ∈ 𝒦 do
for 𝑖 ∈ 𝑁−

𝐀(𝑘) do
for 𝑗 ∈ 𝑁𝐁(𝑘) do

if ∃𝑐𝑖𝑗 then
𝑐𝑖𝑗 ← 𝑐𝑖𝑗 ⊕ 𝑎𝑖𝑘 ⊙ 𝑏𝑘𝑗

else
𝑐𝑖𝑗 ← 𝑎𝑖𝑘 ⊙ 𝑏𝑘𝑗

end if
end for

end for
end for

Redkost omrežja oziroma matrike je definirana v odvisnosti od konteksta. Ponavadi
privzamemo, da je omrežje redko, kadar je njegovo število povezav linearno odvisno
od števila vozlišč: 𝑚 ≈ 𝑐𝑛 za relativno majhno konstanto 𝑐. V splošnem je množenje
velikih redkih omrežij nevarna operacija, saj lahko rezultat raznese – dobljeno omrežje
ni nujno redko.

V algoritmu za množenje omrežij opazimo, da vsako vmesno vozlišče 𝑘 ∈ 𝒦 doda k
produktnemu omrežju poln dvovrstni podgraf 𝐾𝑁−

𝐀(𝑘),𝑁𝐁(𝑘) (oz. v primeru𝐀 = 𝐁 poln
podgraf 𝐾𝑁(𝑘)). Če sta stopnji 􏸃􏸄􏸆

𝐴
(𝑘) = |𝑁−

𝐀(𝑘)| in 􏸃􏸄􏸆𝐁(𝑘) = |𝑁𝐁(𝑘)| veliki, potem
ima že izračun tega polnega podgrafa kvadratično (časovno in prostorsko) zahtevnost
v odvisnosti od vhodnih podatkov – rezultat raznese.

Hitro opazimo, da če ima vsaj eno izmed obeh redkih omrežij 𝒩𝐀 in 𝒩𝐁 majhno
največjo stopnjo v množici 𝒦 , je tudi rezultat množenja 𝒩𝐂 redko omrežje.

Pokažimo, da velja še močnejši rezultat: če v množici 𝒦 redkih omrežjih 𝒩𝐀 in
𝒩𝐁 obstaja le nekaj vozlišč z visoko stopnjo in nobeno izmed teh nima visoke stopnje
v obeh omrežjih, je produkt teh dveh omrežij 𝒩𝐂 tudi redko omrežje.

Za 𝑘 ∈ 𝒦 označimo

𝑑𝑚𝑖𝑛(𝑘) = 􏸌􏸈􏸍(􏸃􏸄􏸆𝐀(𝑘), 􏸃􏸄􏸆𝐁(𝑘)) in 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑘) = 􏸌􏸀􏸗(􏸃􏸄􏸆𝐀(𝑘), 􏸃􏸄􏸆𝐁(𝑘)).
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Potem velja
􏸃􏸄􏸆

𝐀
(𝑘) ⋅ 􏸃􏸄􏸆

𝐁
(𝑘) = 𝑑𝑚𝑖𝑛(𝑘) ⋅ 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑘).

Definirajmo še 􏸷𝑚𝑖𝑛 = 􏸌􏸀􏸗𝑘∈𝒦 𝑑𝑚𝑖𝑛(𝑘) in

𝒦(𝑑) = {𝑘 ∈ 𝒦 ∶ 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑘) ≥ 𝑑}.

Označimo 𝑑∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑑
(|𝒦 (𝑑)| ≤ 𝑑) in 𝒦 ∗ = 𝒦 (𝑑∗). Potem velja |𝒦 ∗| ≤ 𝑑∗ in za

število neničelnih elementov v produktu velja

𝐶 ≤ 􏾜
𝑘∈𝒦

􏸃􏸄􏸆
𝐀
(𝑘) ⋅ 􏸃􏸄􏸆

𝐁
(𝑘) = 􏾜

𝑘∈𝒦
𝑑𝑚𝑖𝑛(𝑘) ⋅ 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑘)

= 􏾜
𝑘∈𝒦 ∗

𝑑𝑚𝑖𝑛(𝑘) ⋅ 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑘) + 􏾜
𝑘∈𝒦 ⧵𝒦 ∗

𝑑𝑚𝑖𝑛(𝑘) ⋅ 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑘)

≤ 􏸷𝑚𝑖𝑛 ⋅ 􏾜
𝑘∈𝒦 ∗

𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑘) + 𝑑∗ ⋅ 􏾜
𝑘∈𝒦 ⧵𝒦 ∗

𝑑𝑚𝑖𝑛(𝑘)

≤ 𝑑∗ ⋅ (􏸷𝑚𝑖𝑛 ⋅ 􏸌􏸀􏸗(|ℐ |, |𝒥 |) + 􏸌􏸈􏸍(|𝒜𝐀|, |𝒜𝐁|))

Torej velja:

Če sta vrednosti 􏸷𝑚𝑖𝑛 in 𝑑∗ majhni za redki omrežji𝒩𝐀 in𝒩𝐁, potem je
tudi njuno produktno omrežje 𝒩𝐂 redko.

Ta trditev je ekvivalentna gornjemu rezultatu.

2.4 Algebrajski problem poti

Uporaba pravega polkolobarja in množenja omrežij nas lahko vodita v samo bistvo
problema najkrajše poti [4]. Tudi mnogo drugih problemov na omrežjih je rešljivih z
zamenjavo običajnega seštevanja in množenja z operacijama iz primernega polkolobar-
ja.

Naj bo 𝒩 = (𝒱 ,𝒜 ,𝑤) omrežje, za katero velja, da je 𝑤 ∶ 𝒜 → 𝕂 vrednost
(utež) usmerjenih povezav in je (𝕂, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠) polkolobar. Število vozlišč označimo z
𝑛 = |𝒱 | in število usmerjenih povezav označimo z 𝑚 = |𝒜 |.

Končno zaporedje vozlišč 𝜎 = (𝑢􏷩, 𝑢􏷪, 𝑢􏷫, … , 𝑢𝑝−􏷪, 𝑢𝑝) je sprehod dolžine 𝑝 v𝒩 na-
tanko takrat, ko je vsak par sosednjih vozlišč povezan: (𝑢𝑖−􏷪, 𝑢𝑖) ∈ 𝒜 za 𝑖 = 􏷠,… , 𝑝.
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Končno zaporedje 𝜎 je polsprehod ali veriga v 𝒩 natanko takrat, ko je vsak par sose-
dnjih vozlišč povezan ne glede na usmerjenost povezav: (𝑢𝑖−􏷪, 𝑢𝑖) ∈ 𝒜 ∨(𝑢𝑖, 𝑢𝑖−􏷪) ∈ 𝒜
za 𝑖 = 􏷠,… , 𝑝. (Pol)sprehod je sklenjen natanko takrat, ko sta njegovi končni vozlišči
isti: 𝑢􏷩 = 𝑢𝑝. Sprehod je enostaven natanko takrat, ko se vsako vozlišče v zaporedju po-
javi le enkrat. Enostavnemu sprehodu pravimo tudi pot. Obhod je sprehod, v katerem
krajišči sovpadata, razen tega pa nima drugih podvojenih vozlišč.

Vrednost 𝑤 lahko razširimo na sprehode in množice sprehodov v 𝒩 z naslednjimi
pravili (Slika 2.2):

Če je 𝜎𝑣 = (𝑣) ničeln sprehod v vozlišču 𝑣 ∈ 𝒱 , potem je 𝑤(𝜎𝑣) = 􏷠.

Če je 𝜎 = (𝑢􏷩, 𝑢􏷪, 𝑢􏷫, … , 𝑢𝑝−􏷪, 𝑢𝑝) sprehod dolžine 𝑝 ≥ 􏷠 v 𝒩 , potem je

𝑤(𝜎) =
𝑘

􏾖
𝑖=􏷪

𝑤(𝑢𝑖−􏷪, 𝑢𝑖).

Za prazno množico sprehodov ∅ velja 𝑤(∅) = 􏷟.

Če je 𝒮 = {𝜎􏷪, 𝜎􏷫, …} množica sprehodov v 𝒩 , potem je (če vsota obstaja)

𝑤(𝒮 ) =􏾘
𝜎∈𝒮

𝑤(𝜎).

Naj bosta 𝜎􏷪 in 𝜎􏷫 usklajena sprehoda v 𝒩 – zadnje vozlišče sprehoda 𝜎􏷪 je enako
prvemu vozlišču sprehoda 𝜎􏷫 (spodnji del slike 2.2). Takšna sprehoda lahko staknemo
v nov sprehod 𝜎􏷪 ∘ 𝜎􏷫, katerega utež je definirana sledeče:

𝑤(𝜎􏷪 ∘ 𝜎􏷫) = 𝑤(𝜎􏷪) ⊙ 𝑤(𝜎􏷫).

Če sprehoda 𝜎􏷪 in 𝜎􏷫 nista usklajena, velja 𝑤(𝜎􏷪 ∘ 𝜎􏷫) = 􏷟.
Naj bo 𝒮 množica vseh sprehodov v 𝒩 . Uvedimo naslednje oznake:

𝒮 𝑘
𝑢𝑣 je množica vseh sprehodov od vozlišča 𝑢 do vozlišča 𝑣 dolžine 𝑘;

𝒮 (𝑘)
𝑢𝑣 je množica vseh sprehodov od vozlišča 𝑢 do vozlišča 𝑣 dolžine največ 𝑘;

𝒮 ∗
𝑢𝑣 je množica vseh sprehodov od vozlišča 𝑢 do vozlišča 𝑣 (Slika 2.3);
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Slika 2.2
Računanje vrednosti
sprehodov.

u v u v

u v u vt

w(σ1)⊕w(σ2)

w(σ1)⊙w(σ2)w(σ1) w(σ2)

w(σ2)

w(σ1)

Slika 2.3
Sprehodi med vozliščema 𝑢
in 𝑣.

u v

𝒮 𝑢𝑣 je množica vseh neničelnih sprehodov od vozlišča 𝑢 do vozlišča 𝑣;

𝜀𝑢𝑣 je množica vseh enostavnih sprehodov (poti) od vozlišča 𝑢 do vozlišča 𝑣.

Med temi množicami veljajo naslednje zveze:

𝒮 𝑘
𝑢𝑣 ⊆ 𝒮

(𝑘)
𝑢𝑣 ⊆ 𝒮 ∗

𝑢𝑣,

𝑘 ≠ 𝑙 ⇒ 𝒮 𝑘
𝑢𝑣 ∩𝒮 𝑙

𝑢𝑣 = ∅,

𝒮 (𝑘)
𝑢𝑣 =

𝑘

􏾌
𝑖=􏷩
𝒮 𝑖

𝑢𝑣, 𝒮 ∗
𝑢𝑣 =

∞

􏾌
𝑘=􏷩

𝒮 𝑘
𝑢𝑣,

za 𝑘 ≥ |𝒱 | − 􏷠 velja 𝜀𝑢𝑣 ⊆ 𝒮 (𝑘)
𝑢𝑣 ,

𝑤(𝒮 (𝑘)
𝑢𝑣 ) =

𝑘

􏾘
𝑖=􏷩

𝑤(𝒮 𝑖
𝑢𝑣).

Naj bo𝒩 dano omrežje ter 𝑢 in 𝑣 izbrani vozlišči v tem omrežju. Algebrajski problem
poti predstavlja določitev poti 𝜎 ∈ 𝒮𝑢𝑣, katere utež je enaka 𝑤(𝜎) = ⨁

𝜎∈𝒮𝑢𝑣
𝑤(𝜎).
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Iščemo torej pot med vozliščema, ki je glede na polkolobar najboljša. Algebrajski
problem poti lahko definiramo tudi kot iskanje takšne poti med vsemi pari vozlišč
𝑢, 𝑣 ∈ 𝒱 .

Za običajen algebrajski problem poti uporabimo eno izmed različic polkolobarja naj-
krajših poti (ℝ ∪ {∞},􏸌􏸈􏸍, +,∞, 􏷟). V tem polkolobarju utež posamezne poti raču-
namo postopoma: 𝑤(𝜎𝑠𝑣) = 􏸌􏸈􏸍𝑣∈𝑉 {𝜎𝑠𝑢 + 𝑤(𝑢, 𝑣)}, ∀𝑣 ∈ 𝑉 ⧵ {𝑠}, pri čemer velja
𝑤(𝜎𝑠𝑠) = 􏷟.

Če označimo zℳ𝑛 množico kvadratnih matrik, lahko tvorimo naslednji polkolobar:
(ℳ𝑛, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠), pri čemer sta operaciji definirani sledeče:

𝐀 ⊕ 𝐁 = 𝐂 za [𝑐𝑖𝑗] = [𝑎𝑖𝑗 ⊕ 𝑏𝑖𝑗],

𝐀 ⊙ 𝐁 = 𝐂 za [𝑐𝑖𝑗] = [􏾘
𝑘

𝑎𝑖𝑘 ⊙ 𝑏𝑘𝑗].

Problem iskanja najkrajše poti lahko v tem polkolobarju definiramo z enačbo 𝑑𝑇 =
𝑑𝑇 ⊙ 𝐀 ⊕ 􏷠𝑇𝑠 , kjer z 𝑑 označimo vektor uteži povezav od vozlišča 𝑠 do vseh ostalih,
𝐀 je utežena incidenčna matrika, 􏷠𝑠 pa enotski vektor z enico na mestu 𝑠. Problem
najkrajših poti za vse pare vozlišč nato definiramo z enačbo 𝐃 = 𝐃𝐀 ⊕ 𝐈, pri čemer
je 𝐃 matrika uteži najkrajših poti med vsemi pari vozlišč. Rešitev tega problema je
𝐃 = 𝐀∗ = ⨁𝑛−􏷪

𝑘=􏷩
𝐀𝑘. Če je v polkolobarju največji element ravno nevtralni element

za multiplikativno operacijo, so uteži na vseh povezavah nenegativne.
Naj bosta 𝒮􏷪 in 𝒮􏷫 končni množici sprehodov. Potem velja

𝑤(𝒮􏷪 ∪𝒮􏷫) ⊕ 𝑤(𝒮􏷪 ∩𝒮􏷫) = 𝑤(𝒮􏷪) ⊕ 𝑤(𝒮􏷫).

V posebnem primeru, ko je 𝒮􏷪 ∩ 𝒮􏷫 = ∅, velja enakost 𝑤(𝒮􏷪 ∪ 𝒮􏷫) = 𝑤(𝒮􏷪) ⊕
𝑤(𝒮􏷫). Stikanje sprehodov lahko posplošimo na množice sprehodov:

𝒮􏷪 ∘ 𝒮􏷫 = {𝜎􏷪 ∘ 𝜎􏷫 ∶ 𝜎􏷪 ∈ 𝒮􏷪, 𝜎􏷫 ∈ 𝒮􏷫, 𝜎􏷪 in 𝜎􏷫 sta usklajena}.

Velja tudi: 𝒮 ∘ ∅ = ∅ ∘𝒮 = ∅.
Množica sprehodov 𝒮 je enolično razcepna za množici sprehodov 𝒮􏷪 in 𝒮􏷫, če

velja 𝒮 = 𝒮􏷪 ∘ 𝒮􏷫 in za vse sprehode 𝜎􏷪, 𝜎′􏷪 ∈ 𝒮􏷪, 𝜎􏷫, 𝜎′􏷫 ∈ 𝒮􏷫, 𝜎􏷪 ≠ 𝜎′􏷪, 𝜎􏷫 ≠ 𝜎′􏷫
velja 𝜎􏷪 ∘ 𝜎􏷫 ≠ 𝜎′􏷪 ∘ 𝜎′􏷫.

Vsak sprehod dolžine 𝑘 lahko za vsak 𝑠, 􏷟 < 𝑠 < 𝑘, enolično razcepimo na njegov
začetek dolžine 𝑠 in preostanek dolžine 𝑘 − 𝑠.
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Izrek 2.1: Naj bo končna množica 𝒮 enolično razcepna na 𝒮􏷪 in 𝒮􏷫 ali naj bo pol-
kolobar poln. Potem velja

𝑤(𝒮􏷪 ∘ 𝒮􏷫) = 𝑤(𝒮􏷪) ⊙ 𝑤(𝒮􏷫).

Za katerokoli kvadratno matriko𝐖 nad𝕂 je njena 𝑘-ta stopnja𝐖𝑘 enolično dolo-
čena zaradi asociativnosti.

Izrek 2.2: Vrednost 𝑤𝑘𝑢𝑣 𝑘-te potence 𝐖𝑘 vrednostne matrike 𝐖 je enaka vrednosti
vseh sprehodov od vozlišča 𝑢 do vozlišča 𝑣 dolžine 𝑘 ∶

𝑤(𝑆𝑘𝑢𝑣) = 𝐖𝑘[𝑢, 𝑣] = 𝑤𝑘𝑢𝑣.

Zato za vrednostno matriko 𝐖 acikličnega omrežja 𝒩 velja:

∃𝑘􏷩 < 𝑛 ∶ ∀𝑘 > 𝑘􏷩 ∶ 𝐖𝑘 = 􏷟,

pri čemer je 𝑘􏷩 dolžina najdaljšega sprehoda v omrežju.
Torej, če je 𝐖 matrika sosednosti omrežja nad kombinatoričnim polkolobarjem

(ℕ,+, ⋅, 􏷟, 􏷠), potem vrednosti 𝑤𝑘𝑢𝑣 predstavljajo število različnih sprehodov od vozli-
šča 𝑢 do vozlišča 𝑣 dolžine 𝑘.

Naj bo

𝐖(𝑘) =
𝑘

􏾘
𝑖=􏷩

𝐖𝑖.

V idempotentnem polkolobarju velja 𝐖(𝑘) = (􏷠 ⊕𝐖)𝑘.

Izrek 2.3:
𝑤(𝑆(𝑘)𝑢𝑣 ) = 𝐖(𝑘)[𝑢, 𝑣] = 𝑤(𝑘)𝑢𝑣 .

Če je 𝐖 matrika sosednosti omrežja nad kombinatoričnim polkolobarjem, potem
vrednosti 𝑤(𝑘)𝑢𝑣 predstavljajo število različnih sprehodov od vozlišča 𝑢 do vozlišča 𝑣 dol-
žine največ 𝑘.

Izrek 2.4: Naj bo𝐖 vrednostna matrika omrežja nad polnim polkolobarjem. Za njeno
zaprtje 𝐖∗ in strogo zaprtje 𝐖 velja:

𝑤(𝒮 ∗
𝑢𝑣) = 𝐖∗[𝑢, 𝑣] = 𝑤∗𝑢𝑣 in 𝑤(𝒮 𝑢𝑣) = 𝐖[𝑢, 𝑣] = 𝑤𝑢𝑣.
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Če je𝐖matrika sosednosti omrežja nad polkolobarjem dosegljivosti, je matrika𝐖
njeno tranzitivno zaprtje.

Če je𝐖 vrednostna matrika omrežja nad polkolobarjem najkrajših poti, so vrednosti
𝑤∗𝑢𝑣 enake vrednostim najkrajših poti od vozlišča 𝑢 do vozlišča 𝑣.

Naj bo (𝕂, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠) absorpcijski polkolobar in naj bo 𝜎 sprehod, ki ni pot, iz mno-
žice sprehodov 𝒮 (𝑘)

𝑢𝑣 . V 𝜎 se vsaj eno vozlišče 𝑣𝑗 pojavi več kot enkrat. Del sprehoda
med njegovo prvo in zadnjo pojavitvijo je sklenjen sprehod 𝐶 (Slika 2.4). Celoten
sprehod zato lahko zapišemo kot 𝜎 = 𝑃 ∘ 𝐶 ∘ 𝑄, pri čemer je 𝑃 začetni del sprehoda
𝜎 od vozlišča 𝑢 do prve pojavitve vozlišča 𝑣𝑗 in 𝑄 končni del sprehoda 𝜎 od zadnje
pojavitve 𝑣𝑗 do vozlišča 𝑣. Tudi 𝑃 ∘ 𝑄 je sprehod. Vrednost obeh sprehodov skupaj je
enaka

𝑤({𝑃 ∘ 𝑄, 𝑃 ∘ 𝐶 ∘ 𝑄}) = 𝑤(𝑃 ∘ 𝑄).
Torej obhodi v sprehodih ne prispevajo k vrednosti sprehodov. Zato velja

𝑤(𝒮 ∗
𝑢𝑣) = 𝑤(𝜀𝑢𝑣).

Enakost velja tudi za 𝒮 ∗
𝑢𝑣 = ∅.

v

u

vj

P

Q

C

Slika 2.4
Primer sprehoda, ki ni pot.

Ker je množica vozlišč 𝒱 končna, je tudi množica 𝜀𝑢𝑣 končna, kar nam omogoča
izračun vrednosti 𝑤(𝑆∗𝑢𝑣). Vemo že, da velja 𝐖∗ = 𝐖(𝑘) = (𝟏 + 𝐖)𝑘 za dovolj velike
vrednosti 𝑘. Za izračun matrike zaprtja 𝐖∗ dane matrike nad polnim polkolobarjem
(𝕂, ⊕, ⊙, 􏷟, 􏷠) lahko uporabimo Fletcherjev algoritem [36], ki je prikazan v algorit-
mu 2.2. Fletcherjev algoritem je posplošitev več algoritmov (Kleene, Warshall, Floyd,
Roy) za izračun zaprtja nad specifičnim polkolobarjem.

Če iz algoritma odstranimo vrstico 𝑐𝑘[𝑘, 𝑘] ∶= 􏷠 ⊕ 𝑐𝑘[𝑘, 𝑘], dobimo algoritem za
izračun strogega zaprtja 𝐖. Če je operacija seštevanja ⊕ idempotentna, lahko zaprtje
matrike izračunamo na mestu – izpustimo indekse v matrikah 𝐂𝑘.
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Algoritem 2.2
Fletcherjev algoritem za izračun zaprtja matrike.

𝐂􏷩 ←𝐖
for 𝑘 ∈ {􏷠, … 𝑛} do

for 𝑖 ∈ {􏷠, … 𝑛} do
for 𝑗 ∈ {􏷠, … 𝑛} do

𝑐𝑘[𝑖, 𝑗] ← 𝑐𝑘−􏷪[𝑖, 𝑗] ⊕ 𝑐𝑘−􏷪[𝑖, 𝑘] ⊙ (𝑐𝑘−􏷪[𝑘, 𝑘])∗ ⊙ 𝑐𝑘−􏷪[𝑘, 𝑗]
end for
𝑐𝑘[𝑘, 𝑘] ← 􏷠 ⊕ 𝑐𝑘[𝑘, 𝑘]

end for
end for
𝐖∗ ←𝐖𝑛

Urejeni polkolobarji so polkolobarji, za katere za 𝕂 obstaja delna urejenost ≺ (refle-
ksivnost, tranzitivnost, antisimetričnost). Dioid je polkolobar, ki je kanonično urejen,
torej zanj velja 𝑎 ⪯ 𝑏 ⇔ ∃𝑐 ∈ 𝕂 ∶ 𝑎 ⊕ 𝑐 = 𝑏. Če je operacija ⊕ idempotentna, je
polkolobar dioid. Če je operacija ⊕ selektivna (∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝕂 ∶ 𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑎 ∨ 𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑏),
je polkolobar dioid s polno urejenostjo (∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝕂 ∶ 𝑎 ⪯ 𝑏 ∨ 𝑏 ⪯ 𝑎). Urejenost se z
operacijo ⊙ ohranja.

Polkolobarje lahko ustvarimo iz že obstoječega polkolobarja (𝕂, ⊞, ⊡) [4]:

Razširitev na vektorje in matrike: (𝕂, ⊕, ⊙), kjer je ⊕ seštevanje po elementih in
⊙ matrično množenje.

Konvolucija: (𝑀,⋆) je monoid z identiteto 􏷠, torej funkcije 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝕂 tvo-
rijo polkolobar z operacijama (𝑓 ⊕ 𝑔)(𝑚) = 𝑓(𝑚) ⊞ 𝑔(𝑚) in (𝑓 ⊙ 𝑔)(𝑚) =
⨁

𝑚′⋆𝑚″=𝑚
𝑓(𝑚′) ⊡ 𝑔(𝑚″).

Redukcija: 𝑓 ∶ 𝕂 → 𝕂 je redukcija za 𝑓(􏷟) = 􏷟, 𝑓(􏷠) = 􏷠, 𝑓(𝑎 ⊕ 𝑏) =
𝑓(𝑓(𝑎) ⊕ 𝑏), 𝑓(𝑎 ⊙ 𝑏) = 𝑓(𝑓(𝑎) ⊙ 𝑏) = 𝑓(𝑎 ⊙ 𝑓(𝑏)). (𝕂𝑓 , ⊕, ⊙) je polkolobar za
𝕂𝑓 = {𝑎 ∈ 𝕂; 𝑓(𝑎) = 𝑎}, 𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑓(𝑎 ⊞ 𝑏), 𝑎 ⊙ 𝑏 = 𝑓(𝑎 ⊡ 𝑏).

Endomorfizmi: naj bo množica 𝐻 množica endomorfizmov za 𝕂 (torej velja
linearnost). (𝐻, ⊕, ⊙) je polkolobar za (ℎ􏷪⊕ℎ􏷫)(𝑎) = ℎ􏷪(𝑎)⊕′ℎ􏷫(𝑎), ℎ􏷪⊙ℎ􏷫(𝑎) =
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ℎ􏷫(ℎ􏷪(𝑎)). (𝕂, ⊕, ⊙) je polkolobar za fiksirana ℎ􏷪, ℎ􏷫 ∈ 𝐻 in 𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑎 ⊞ 𝑏,
𝑎 ⊙ 𝑏 = ℎ􏷪(𝑎) ⊡ ℎ􏷫(𝑏).

2.5 Množenje matrik in vektorjev

Naj bo 𝑒𝑖 enotski vektor dolžine 𝑛 – edini neničelni element je na 𝑖-tem mestu in le-ta
je enak 􏷠. Produkt enotskega vektorja in vrednostne matrike omrežja lahko uporabimo
za izračun vrednosti sprehodov od vozlišča 𝑖 do vseh ostalih vozlišč.

Naj bo
𝑞𝑇􏷪 = 𝑒𝑇𝑖 ⊙𝐖.

Vrednosti elementov vektorja 𝑞􏷪 so enake vrednostim sprehodov od vozlišča 𝑖 do vseh
ostalih vozlišč dolžine 􏷠 ∶ 𝑞􏷪[𝑗] = 𝑤(𝒮 􏷪

𝑖𝑗 ). Vrednosti vseh sprehodov dolžine 𝑠, 𝑠 =
􏷡, 􏷢, … 𝑘, ki se začnejo v vozlišču 𝑖, lahko izračunamo iterativno:

𝑞𝑇𝑠 = 𝑞𝑇𝑠−􏷪 ⊙𝐖

ali 𝑞𝑇𝑠 = 𝑒𝑇𝑖 ⊙ 𝐖𝑠 in 𝑞𝑠[𝑗] = 𝑤(𝒮 𝑠
𝑖𝑗 ). Podobno dobimo 𝑞(𝑘)𝑇 = 𝑒𝑇𝑖 ⊙ 𝐖(𝑘), 𝑞(𝑘)[𝑗] =

𝑤(𝒮 (𝑘)
𝑖𝑗 ) in 𝑞∗𝑇 = 𝑒𝑇𝑖 ⊙𝐖∗, 𝑞∗[𝑗] = 𝑤(𝒮 ∗

𝑖𝑗 ).
To lahko posplošimo. Naj boℐ ⊆ 𝒱 in naj bo 𝑒ℐ karakteristična vrednost množi-

ceℐ – za elementeℐ ima vrednost 􏷠, za ostale pa 􏷟. Potem recimo za 𝑞𝑇𝑘 = 𝑒𝑇ℐ ⊙𝐖𝑘

velja 𝑞𝑘[𝑗] = 𝑤(⋃𝑖∈ℐ 𝒮 𝑘
𝑖𝑗 ).

2.6 Polkolobarji in omrežja

V nadaljevanju sledi opis polkolobarjev, ki so primerni za delo z omrežji. Več drugih
primerov polkolobarjev je opisanih v [4, 11, 37–39]. Za omrežje𝒩 = ((ℐ ,𝒥 ),𝒜 ,𝑤)
privzamimo okrajšano oznako 𝒩 = ℐ𝒥 .

2.6.1 Kombinatorični polkolobar

Kombinatorični polkolobar (ℕ,+, ⋅, 􏷟, 􏷠) je najpogosteje uporabljani polkolobar [11].
Namesto množice naravnih števil lahko uporabimo tudi kake druge množice: ℕ,ℝ,ℝ+

􏷩

aliℚ. Če uporabimo množicoℕ, je polkolobar zaprt za 𝑎∗ = ∑𝑘∈ℕ 𝑎
𝑘, saj je ta polko-

lobar poln. Drugo zaprtje, ki velja v tem polkolobarju nad množicoℝ, je 𝑎∗ = 􏷠/(􏷠−𝑎)
za vsak 𝑎 ≠ 􏷠,∞. Za to zaprtje velja 􏷟∗ = 􏷠, 􏷠∗ = ∞ in∞∗ = ∞. Polkolobar je komu-
tativen, saj v njem velja 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 za vse 𝑎 in 𝑏 v množici elementov polkolobarja.
Kombinatorični polkolobar ni idempotenten.
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V produktu omrežij 𝒜ℬ in ℬ𝒞 je vrednost posamezne povezave enaka

𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏾜
𝑏∈ℬ

(𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑤(𝑏, 𝑐)).

Ta vrednost pove število možnih sprehodov dolžine 2 od 𝑎 do 𝑐 preko ℬ .
Običajno pri množenju omrežij uporabljamo kombinatorični polkolobar. Imejmo

omrežje soavtorstev 𝒲 𝒜 , pri čemer so 𝒲 dela in 𝒜 raziskovalci, 𝑤(𝑤, 𝑎) = 􏷠, če
je raziskovalec 𝑎 soavtor dela 𝑤. Transponirano omrežje le-tega zmnožimo z omrežjem
soavtorstev. Vrednosti povezav 𝑤(𝑎, 𝑐) v dobljenem produktu𝒜𝒲 ⋆𝒲 𝒜 so enake
številu del, pri katerih sta sodelovala 𝑎 in 𝑐. Vrednosti zank pa so enake številu del v
soavtorstvu posameznega raziskovalca.

Naj bosta𝒟𝒵 in𝒵𝒯 omrežji, v katerih𝒟 označuje množico držav,𝒵 množico
znanj in 𝒯 množico tehnologij. Vrednost povezave med državo in znanjem je enaka
ena, če ima država na voljo znanje, vrednost povezave med znanjem 𝑧 in tehnologijo
𝑡 pa je enaka 𝑤(𝑧, 𝑡) = 􏷠/􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆(𝑡), če je znanje 𝑧 potrebno za razvoj tehologije 𝑡.
Zanima nas, ali ima neka država izpolnjena vsa potrebna znanja za razvoj določene
tehnologije. V ta namen izračunamo produkt 𝒟𝒵 ⋆𝒵𝒯 , v katerem so vrednosti
povezav definirane sedeče:

𝑤(𝑑, 𝑡) =

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

􏷠; 𝑑 ima izpolnjena vsa potrebna znanja za razvoj 𝑡,
< 􏷠; 𝑑 nima izpolnjenih vseh potrebnih znanja za razvoj 𝑡,
􏷟; 𝑑 nima nobenih znanj za razvoj 𝑡.

2.6.2 Polkolobar regularnih izrazov

Ta polkolobar ima oznako (𝒫(􏸼∗), ∪, ⊙,∅, {𝜆}) [11], pri čemer je 􏸼∗ množica konč-
nih nizov nad abecedo 􏸼. Za unijo velja posplošena komutativnost, posplošena asoci-
ativnost in posplošena distributivnost, zato je polkolobar regularnih izrazov poln pol-
kolobar. Zato je polkolobar zaprt za 𝑎∗ = ⋃

𝑘∈ℕ 𝑎… 𝑎􏿄
𝑘

. Polkolobar je idempotenten,

saj je unija dveh enakih množic spet ta množica. V njem ne velja absorpcijski zakon.
Če so v množici 𝒜 omrežja 𝒜ℬ shranjeni vsa možna začetna stanja, v množici

𝒞 omrežjaℬ𝒞 vsa možna končna stanja in v skupni množiciℬ vsa možna vmesna
stanja, dobimo s produktom 𝒜ℬ ⋆ℬ𝒞 množico vseh možnih potekov v danem
končnem avtomatu:

𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏾌
𝑏∈ℬ

⊙(𝑤(𝑎, 𝑏), 𝑤(𝑏, 𝑐)).
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2.6.3 Polkolobar najkrajših poti

V polkolobarju (ℝ+
􏷩 ,􏸌􏸈􏸍, +,∞, 􏷟) [11] velja komutativnost za množenje. Obstaja več

različic polkolobarja najkrajših poti glede na izbiro množice: ℝ+
􏷩 ,ℕ,ℝ∪ {∞}. Polko-

lobar je zaprt za 𝑎∗ = 􏷟, saj je 􏸌􏸈􏸍(􏷟, 𝑎 + 𝑎∗) = 􏷟. Zaradi 􏸌􏸈􏸍(􏷟, 𝑎) = 􏷟 velja tudi
absorpcijski zakon. Kadar uporabimo množicoℕ, se polkolobar imenuje tropski pol-
kolobar. V primeru množiceℝ∪{∞} je polkolobar izomorfen (𝑥 ↦ −𝑥) polkolobarju
max-plus (ℝ ∪ {−∞},􏸌􏸀􏸗, +, −∞, 􏷟).

Polkolobar najkrajših poti je idempotenten in v njem velja absorpcijski zakon.
S polkolobarjem najkrajših poti računamo najboljšo pot med izvirom in ponorom.

Pri tem privzamemo 𝑎𝑖𝑖 = 􏷟, 𝑎𝑖𝑗 = ∞, če med 𝑖 in 𝑗 ni povezave.
Računamo lahko tudi najkrajšo pot s časovno nehomogenimi povezavami. Za izvir

𝑠, destinacijo 𝑑 in potovalni čas 𝑡􏷩 računamo najkrajši možni čas potovanja od 𝑠 do 𝑑.
Množico v polkolobarju sestavljajo endomorfizmi.

V produktu 𝒜ℬ ⋆ ℬ𝒞 so vrednosti povezav enake najmanjšim vsotam uteži
povezav med 𝑎 in 𝑐 preko ℬ ∶

𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏸌􏸈􏸍
𝑏∈ℬ

(𝑤(𝑎, 𝑏) + 𝑤(𝑏, 𝑐)).

Kot primer uporabe tega polkolobarja lahko vzamemo omrežje 𝒜ℬ , kjer so 𝒜
mesta inℬ podjetja, 𝑤(𝑎, 𝑏) = moč mesta 𝑎 v omrežju podjetja 𝑏. Vrednost povezave
v produktu 𝒜ℬ ⋆ℬ𝒜 je enaka moči podjetja, ki je v obeh mestih skupaj (𝑎 in 𝑐)
najšibkejše. Diagonalne vrednosti 𝑤(𝑎, 𝑎) so dvakratniki moči najšibkejšega podjetja v
mestu 𝑎.

Še en primer uporabe polkolobarja najkrajše poti je analiza občutljivosti. Opazuje-
mo lahko vpliv poznavanja toleranc povezav pri razumevanju preusmerjanja prometa.
Preusmerjanje predstavlja preusmeritev prometa skozi povezave ali vozlišča, ki jih na-
padalec izbere, s čimer se te poti zdijo krajše od ostalih. To lahko povzroči zastoje na
preusmerjenih delih omrežja, preusmerjen promet pa je slabši od optimalnega, saj lah-
ko napadalec prometu prisluškuje, ga prilagodi ali spusti. Napadalec preusmeri promet
na dva načina. S privlakom prometa se zdi, da ima povezava mnogo manjšo utež od
ostalih. Sprememba teže pomeni preusmeritev prometa skozi to povezavo. Z odbojem
prometa pa se zdi, da ima povezava mnogo večjo utež od ostalih. Poslabšanje uteži
povezave povzroči odmik prometa.
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2.6.4 Polkolobar dosegljivosti

Polkolobar dosegljivosti ali logični polkolobar ({􏷟, 􏷠}, ∨, ∧, 􏷟, 􏷠) uporabljamo za reše-
vanje vprašanj povezanosti v omrežjih [4]. Operacija množenja je komutativna in v pol-
kolobarju velja absorpcijski zakon. Polkolobar dosegljivosti je zaprt za 𝑎∗ = 􏷠∨𝑎∧𝑎∗ =
􏷠 in je idempotenten.

Vrednosti povezav v produktu𝒜ℬ ⋆ℬ𝒞 so enake 􏷠, če sta krajišči povezani vsaj
preko enega skupnega 𝑏 ∈ ℬ ∶

𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏾔
𝑏∈ℬ

(𝑤(𝑎, 𝑏) ∧ 𝑤(𝑏, 𝑐)).

Diagonalne vrednosti so enake nič za izolirana vozlišča.
Vzemimo bibliografsko omrežje𝒲 𝒦 , pri čemer so𝒲 dela in𝒦 ključne besede,

𝑤(𝑤, 𝑘) = 􏷠, če je ključna beseda 𝑘 uporabljena v delu 𝑤. Vrednost povezave v pro-
duktu 𝒦𝒲 ⋆𝒲 𝒦 je enaka 􏷠, če sta bili ključni besedi 𝑘􏷪 in 𝑘􏷫 (krajišči povezave)
uporabljeni v vsaj enem skupnem delu. Diagonalna vrednost je enaka 􏷟, če ključna
beseda 𝑘 ni bila nikoli uporabljena.

2.6.5 Verjetnostni polkolobar

Oznaka tega polkolobarja je ([􏷟, 􏷠], +, ⋅, 􏷟, 􏷠) [11]. Utež povezave pove verjetnost pre-
hoda iz začetnega vozlišča v končno vozlišče. Velja

􏾜
𝑣∈𝑁(𝑢)

𝑤(𝑢, 𝑣) = 􏷠.

Polkolobar je zaprt za 𝑎∗ = 􏷠/(􏷠 − 𝑎) za 𝑎 ≠ 􏷠. Polkolobar ni idempotenten in v
njem aborpcijski zakon ne velja.

Ta polkolobar lahko uporabimo za reševanje posplošenega problema najkrajših poti
na uteženem usmerjenem grafu. Utežene relacije med vozlišči v omrežju določajo me-
triko zaupanja. Uteži so določene z 𝑤(𝑢, 𝑣) ∶ 𝒱 × 𝒱 → 𝑆 (prostor mnenj; opinion
space). Zanima nas, kakšno mnenje ima 𝑠 o 𝑡, če upoštevamo mnenja na poti od 𝑠
do 𝑡. Za določanje ugleda pa upoštevamo dve metriki: zaupanje (trust) in samozavest
(confidence). Zaupanje predstavlja pravilnost (ali je nekdo dober človek), samozavest
pa natančnost podatkov zaupanja.

Z uporabo množice [􏷟,∞] lahko ta polkolobar uporabimo na markovskih verigah.
Graf je usmerjen, uteži na povezavah so enake verjetnostim, da bo naključni sprehod
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vseboval posamezno povezavo. Vozlišča so torej stanja v markovski verigi, povezave pa
verjetnosti korakov. Velja ∑𝑣 𝑝𝑢𝑣 = 􏷠, ∀𝑖, torej lahko tvorimo incidenčno matriko 𝐀
tako, da vrednosti (𝑢, 𝑣) v 𝐀𝑘 predstavljajo verjetnosti, da smo v 𝑘 korakih v stanju 𝑣,
če smo začeli v 𝑢. Drugi primer je Fletcher postopek, pri katerem velja ∑𝑣 𝑝𝑢𝑣 ≤ 􏷠
in je verjetnost, da se ustavimo v 𝑢, enaka 􏷠 − ∑𝑣 𝑝𝑢𝑣. Računamo pričakovano število
obiskov naključnega sprehoda v vozlišču 𝑡, če smo sprehod začeli v 𝑠.

Vrednost
𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏾜

𝑏∈ℬ
𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑤(𝑏, 𝑐)

v produktu 𝒜ℬ ⋆ℬ𝒞 predstavlja verjetnost sprehoda iz 𝑎 v 𝑐 preko ℬ .
Vrednosti povezav v produktu nad verjetnostnim polkolobarjem se izračunajo enako

kot nad kombinatoričnim polkolobarjem. Razlika je v omejitvi vrednosti. Pokažimo,
da velja 𝑤(𝑎, 𝑐) ∈ [􏷟, 􏷠]. Vemo, da velja

𝑤(𝑎, 𝑏), 𝑤(𝑏, 𝑐) ∈ [􏷟, 􏷠], ∀𝑏 ∈ ℬ .

⇒ 𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑤(𝑏, 𝑐) ≤ 𝑤(𝑎, 𝑏), 𝑤(𝑏, 𝑐)

Ker je omrežje dvovrstno, velja

𝑁(𝑎) ⊆ ℬ ⇒ 􏾜
𝑏∈ℬ

𝑤(𝑎, 𝑏) = 􏷠.

⇒ 􏷠 = 􏾜
𝑏∈ℬ

𝑤(𝑎, 𝑏) ≥ 􏾜
𝑏∈ℬ

𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑤(𝑏, 𝑐) ≥ 􏷟.

Preverimo še pogoj z vsoto vrednosti povezav v soseščino nekega vozlišča 𝑎 ∈ 𝒜 ∶

􏾜
𝑐∈𝒞

𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏾜
𝑐∈𝒞

􏾜
𝑏∈ℬ

𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑤(𝑏, 𝑐)

= 􏾜
𝑏∈ℬ

􏾜
𝑐∈𝒞

𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑤(𝑏, 𝑐)

= 􏾜
𝑏∈ℬ

⎛
⎜
⎜
⎝
𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 􏾜

𝑐∈𝒞
𝑤(𝑏, 𝑐)

⎞
⎟
⎟
⎠

= 􏾜
𝑏∈ℬ

𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 􏷠

= 􏷠.



..

.
28 2 Množenje omrežij in polkolobarji M. Cerinšek

2.6.6 Polkolobar razdalje

Operaciji v ([􏷟,∞] × [􏷟, 􏷠], ⊕, ⊙, (􏷟, 􏷟), (􏷟, 􏷠)) [4] sta definirani sledeče:

(𝑎􏷪, 𝑏􏷪) ⊕ (𝑎􏷫, 𝑏􏷫) = (𝑎􏷪 + 𝑎􏷫, 𝑏􏷪 + 𝑏􏷫),

(𝑎􏷪, 𝑏􏷪) ⊗ (𝑎􏷫, 𝑏􏷫) = (𝑎􏷪𝑏􏷫 + 𝑎􏷫𝑏􏷪, 𝑏􏷪𝑏􏷫).

Polkolobar ni idempotenten in v njem ne velja absorpcijski zakon.
Ta polkolobar predstavlja posplošitev verjetnostnega polkolobarja: poleg verjetnosti

imamo na povezavah podane še njihove uteži.

2.6.7 Polkolobar max-min

V polkolobarju (ℝ
+
􏷩 ,􏸌􏸀􏸗,􏸌􏸈􏸍, 􏷟,∞) [11] so dovoljene tudi druge številske množice:

[𝐿, 𝑅] ⊆ ℝ za 𝐿 < 𝑅 in {􏷟, 􏷠}. Polkolobar z množico ℝ
+
􏷩 je zaprt za 𝑎∗ = ∞, je

idempotenten in v njem velja absorpcijski zakon. Imenuje se tudi algebra ozkega grla.
Uporabimo ga lahko za računanje najboljše poti med izvirom in ponorom glede

na dano metriko ali več metrik. Primer: iskanje najširše poti med 𝑠 in 𝑡, torej poti z
največjo kapaciteto (glede na ozko grlo). Polkolobar je komutativen.

Polkolobar max-min z množico {􏷟, 􏷠} lahko uporabimo tudi za določanje determi-
nističnega neuspeha oz. dosegljivost. Preverjamo torej povezanost v grafu, pri čemer
najprej tvorimo incidenčno matriko z elementi

𝑎𝑖𝑗 =
⎧⎪
⎨⎪⎩

􏷠; (𝑖, 𝑗) je povezava,
􏷟; 𝑠𝑖𝑐𝑒𝑟

nad polkolobarjem. Polkolobar max-min z izbrano množico {􏷟, 􏷠} je absorbirajoči
polkolobar z ničlo 􏷠 in enoto 􏷟.

Vrednost posamezne povezave v produktu 𝒜ℬ ⋆ℬ𝒞 izračunamo sledeče:

𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏸌􏸀􏸗
𝑏∈ℬ

(􏸌􏸈􏸍(𝑤(𝑎, 𝑏), 𝑤(𝑏, 𝑐))).

Za vsak 𝑏 ∈ ℬ vzamemo manjšo od vrednosti povezav od/do 𝑎 in 𝑐 ter iz dobljenih
vrednosti izberemo najvišjo. Vrednost povezave 𝑤(𝑎, 𝑐) pove, koliko vsaj lahko prene-
semo od 𝑎 do 𝑐, če izbiramo med vsemi potmi med njima. Pot med dvema vozliščema
je močna toliko, kolikor je močan njen najšibkejši člen.
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2.6.8 Polkolobar min-max

V polkolobarju (ℝ
+
􏷩 ,􏸌􏸈􏸍,􏸌􏸀􏸗,∞, 􏷟) [11] so dovoljene tudi druge številske množice:

[𝐿, 𝑅] ⊆ ℝ za 𝐿 < 𝑅, {􏷟, 􏷠}. Polkolobar z izbrano množico ℝ
+
􏷩 je zaprt za 𝑎∗ = 􏷟, je

idempotenten in v njem velja absorpcijski zakon.
Ta polkolobar je izomorfen polkolobarju max-min s preslikavo 𝑥 ↦ 􏷪

𝑥 .
V usmerjenem in povezanem omrežju lahko s pomočjo tega polkolobarja poiščemo

minimalno (uteženo) vpeto drevo. Povezava (𝑖, 𝑗) je v tem drevesu natanko takrat, ko
velja ∀𝜎 ∈ 𝒮𝑖𝑗 ∶ 𝑤(𝑖, 𝑗) < 􏸌􏸀􏸗(𝑒,𝑓)∈𝜎 𝑤(𝑒, 𝑓) (ko je na katerikoli drugi poti od 𝑖 do 𝑗
povezava z večjo utežjo).

Vrednost povezave v produktu 𝒜ℬ ⋆ℬ𝒞 izračunamo sledeče:

𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏸌􏸈􏸍
𝑏∈ℬ

(􏸌􏸀􏸗(𝑤(𝑎, 𝑏), 𝑤(𝑏, 𝑐))).

Ta vrednost je enaka najmanjši vrednosti izmed močnejših povezav v paru (𝑎, 𝑏) in
(𝑏, 𝑐) za vsak 𝑏 ∈ ℬ .

2.6.9 Polkolobar verjetnosti najboljše poti

Polkolobar ([􏷟, 􏷠],􏸌􏸀􏸗, ⋅, 􏷟, 􏷠) [11] lahko uporabimo za računanje najboljše poti med
izvirom in ponorom glede na dano metriko ali več metrik. Primer: iskanje najbolj
zanesljive poti glede na verjetnost uspešnosti prenosa.

Polkolobar je zaprt za 𝑎∗ = 􏷠, je idempotenten in v njem drži absorpcijski zakon.
Če omrežje predstavlja strukturo in anotacijo spletne strani, so vrednosti povezav

enake zanesljivosti posameznih internetnih poti. V tem primeru lahko polkolobar ver-
jetnosti najboljše poti uporabimo za ugotavljanje stopnje kvalitete spletne strani za
vsakega uporabnika. Temu polkobarju zato rečemo tudi semantični omrežni polkolo-
bar.

Vrednosti povezav v produktu 𝒜ℬ ⋆ℬ𝒞 izračunamo kot

𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏸌􏸀􏸗
𝑏∈ℬ

(𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑤(𝑏, 𝑐)).

Če so uteži povezav enake verjetnosti, da neka pot vsebuje določeno povezavo, ali pa
ta verjetnost odraža kakšno drugo lastnost omrežja, potem je vrednost 𝑤(𝑎, 𝑐) enaka
najboljši možni izbiri poti od 𝑎 do 𝑐 preko ℬ . To velja ob predpostavki, da najboljšo
izbiro predstavlja najvišja dovoljena vrednost.
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2.6.10 Polkolobar vozlišč sprehoda

Množica polkolobarja (𝒫(𝒱 ∪𝒱 􏷫∪…∪𝒱 𝑛), ∪, ∘, ∅,∅) [11] je družina podmnožic
sprehodov v omrežju. Operacija množenja je definirana kot𝑊􏷪 ∘𝑊􏷫 = {𝑤􏷪 ∘𝑤􏷫; 𝑤􏷪 ∈
𝑊􏷪, 𝑤􏷫 ∈ 𝑊􏷫, zadnje vozlišče v 𝑤􏷪 je prvo vozlišče v 𝑤􏷫}. Polkolobar je idempoten-
ten in v njem ne velja absorpcijski zakon.

Ta polkolobar lahko uporabimo za iskanje sprehoda med dvema vozliščema v omrež-
ju. Množenje predstavlja stikanje sprehoda iz dveh kosov: prvi del je iz 𝑊􏷪, drugi pa
iz 𝑊􏷫. Ta polkolobar lahko uporabimo tudi za iskanje sprehoda, ki zadošča nekem
kriteriju.

2.6.11 Polkolobar najboljše poti

Množica 𝑊 polkolobarja (𝑊 𝑘, ⊕, ⊙, (􏸌􏸀􏸗(𝑊),… ,􏸌􏸀􏸗(𝑊)), (􏷟, … , 􏷟)) [4] je mno-
žica uteži povezav, operaciji sta definirani sledeče:

(𝑎􏷪, 𝑎􏷫, … , 𝑎𝑘) ⊕ (𝑏􏷪, 𝑏􏷫, … , 𝑏𝑘) = 𝑘−􏸌􏸈􏸍{𝑎􏷪, 𝑎􏷫, … , 𝑎𝑘, 𝑏􏷪, 𝑏􏷫, … , 𝑏𝑘},

(𝑎􏷪, 𝑎􏷫, … , 𝑎𝑘) ⊙ (𝑏􏷪, 𝑏􏷫, … , 𝑏𝑘) = 𝑘−􏸌􏸈􏸍{𝑎𝑖 + 𝑏𝑗; 𝑖, 𝑗 = 􏷠, 􏷡, … , 𝑘},

pri čemer operator 𝑘−􏸌􏸈􏸍 pomeni izbiro 𝑘 najmanjših elementov iz dane množice.
Ničla in enota sta vektorja dolžine 𝑘. Polkolobar je idempotenten in v njem velja ab-
soprcijski zakon.

S tem polkolobarjem računamo najboljšo pot med izvirom in ponorom glede na
dano metriko ali več metrik. Poiščemo lahko 𝑘 najkrajših poti.

2.6.12 Časovni polkolobar

Množica𝕂 polkolobarja (𝕂,􏸌􏸈􏸍, kompozitum,􏸌􏸀􏸗(𝑊), 􏷠) [4] je množica vrednosti
povezav, enota je enaka vrednosti poti dolžine 􏷟. Polkolobar je idempotenten in v njem
absorpcijski zakon velja.

S tem polkolobarjem lahko poiščemo najkrajšo pot s časovno nehomogenimi po-
vezavami. Za izvir 𝑠, destinacijo 𝑑 in potovalni čas 𝑡􏷩 računamo najkrajši možni čas
poti od 𝑠 do 𝑑. Z vsako povezavo (𝑖, 𝑗) asociiramo nenaraščajočo 𝑤(𝑖, 𝑗) ∶ ℝ → ℝ,
􏸋􏸈􏸌𝑡→∞ 𝑤(𝑖, 𝑗)(𝑡) = ∞. 𝑤(𝑖, 𝑗)(𝑡) je čas prispetja do 𝑗 z zamikom 𝑤(𝑖, 𝑗)(𝑡) − 𝑡. To je
polkolobar endomorfizmov.
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2.6.13 Prerezni polkolobar

S polkolobarjem (􏷡𝒜 ∪{􏷟}, ∩, ∪) [4] za𝒜 množico povezav lahko poiščemo prerezne
povezave. Povezava 𝑒 predstavlja prerezno povezavo, če ∃𝑠, 𝑡 ∶ 𝑒 leži na vseh poteh od
𝑠 do 𝑡. Če namesto podane množice uporabimo 􏷡𝒱 ∪ {􏷟}, lahko s tem polkolobarjem
poiščemo prerezna vozlišča.

2.6.14 Družina polkolobarjev - bijekcija, homomorfizem

Naj bo 𝐵 ⊆ ℝ takšna, da je (𝐵, +, ⋅, 􏷟, 􏷠) ali (𝐵,􏸌􏸈􏸍, +,𝑈, 􏷟) polkolobar za 𝑈 =
􏸌􏸀􏸗(𝐵). Torej velja 􏷟 ∈ 𝐵 in 􏷠 ∈ 𝐵. Naj bo 𝐴 ⊆ ℝ takšna, da je 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐵 bijekcija.
Definiramo operacije ⊕,▽, ⊙ tako, da je 𝑔 homomorfizem:

𝑔(𝑎 ⊕ 𝑏) = 𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑏),
𝑔(𝑎▽𝑏) = 􏸌􏸈􏸍(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏)),
𝑔(𝑎 ⊙ 𝑏) = 𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑏).

Te definicije so enakovredne naslednjim:

𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑏)),
𝑎▽𝑏 = 𝑔−􏷪(􏸌􏸈􏸍(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))),
𝑎 ⊙ 𝑏 = 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑏)).

Tudi funkcija 𝑔−􏷪 je homomorfizem: označimo 𝛼 = 𝑔(𝑎), 𝛽 = 𝑔(𝑏). Potem velja
𝑎 = 𝑔−􏷪(𝛼), 𝑏 = 𝑔−􏷪(𝛽), torej velja

𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑔−􏷪(𝛼) ⊕ 𝑔−􏷪(𝛽),
𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑏)) = 𝑔−􏷪(𝛼 + 𝛽),

𝑎 ⊙ 𝑏 = 𝑔−􏷪(𝛼) ⊙ 𝑔−􏷪(𝛽),
𝑎 ⊙ 𝑏 = 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑏)) = 𝑔−􏷪(𝛼 ⋅ 𝛽),

𝑎▽𝑏 = 𝑔−􏷪(𝛼)▽𝑔−􏷪(𝛽),
𝑎▽𝑏 = 𝑔−􏷪(􏸌􏸈􏸍(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))) = 𝑔−􏷪(􏸌􏸈􏸍(𝛼, 𝛽)).

Če je 𝑔 strogo naraščajoča funkcija, velja 𝑎▽𝑏 = 𝑔−􏷪(􏸌􏸈􏸍(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏))) = 􏸌􏸈􏸍(𝑎, 𝑏) ∶

􏸌􏸈􏸍(𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏)) ∈ {𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏)} ⊆ 𝐵, 𝑔−􏷪(𝑔(𝑥)) = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝐵.
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Ker homomorfizem ohranja algebrske lastnosti, je (𝐴, ⊕, ⊙, 𝑔−􏷪(􏷟), 𝑔−􏷪(􏷠)) polko-
lobar za 𝐴 ⊆ ℝ, 𝑔 bijekcijo in homomorfizem.
Dokaz: [Za polkolobar]

Komutativnost prve operacije: Očitno.

Asociativnost prve operacije:

𝑎 ⊕ (𝑏 ⊕ 𝑐)=𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑔−􏷪(𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑐))))
=𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑐))
=𝑔−􏷪(𝑔(𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑏))) + 𝑔(𝑐))
=(𝑎 ⊕ 𝑏) ⊕ 𝑐

Obstoj ničle:

𝑎 ⊕ 􏷟=𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) + 𝑔(􏷟))􏷩=𝑔
−􏷪(􏷩)= 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎))

=𝑎

Asociativnost druge operacije:

𝑎 ⊙ (𝑏 ⊙ 𝑐)=𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑔−􏷪(𝑔(𝑏) ⋅ 𝑔(𝑐))))
=𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑏) ⋅ 𝑔(𝑐))
=𝑔−􏷪(𝑔(𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑏))) ⋅ 𝑔(𝑐))
=𝑔−􏷪(𝑔(𝑎 ⊙ 𝑏) ⋅ 𝑔(𝑐))
=𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑏)) ⋅ 𝑔(𝑐))
=(𝑎 ⊙ 𝑏) ⊙ 𝑐

Obstoj enote:

𝑎 ⊙ 􏷠=𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(􏷠)) = 𝑔−􏷪(𝑔(􏷠) ⋅ 𝑔(𝑎))=􏷠 ⊙ 𝑎

=𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(􏷠))􏷪=𝑔
−􏷪(􏷪)= 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎)) = 𝑎

Distributivnostna zakona:

𝑎 ⊙ (𝑏 ⊕ 𝑐) = 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑔−􏷪(𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑐))))
= 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ (𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑐)))
= 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑐))

𝑔−􏷪ℎ𝑜𝑚𝑜𝜑= 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑏)) ⊕ 𝑔−􏷪(𝑔(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑐))
= (𝑎 ⊙ 𝑏) ⊕ (𝑎 ⊙ 𝑐)
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(𝑏 ⊕ 𝑐) ⊙ 𝑎 = 𝑔−􏷪(𝑔(𝑔−􏷪(𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑐))) ⋅ 𝑔(𝑎))
= 𝑔−􏷪((𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑐)) ⋅ 𝑔(𝑎))
= 𝑔−􏷪(𝑔(𝑏) ⋅ 𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑐) ⋅ 𝑔(𝑎))

𝑔−􏷪ℎ𝑜𝑚𝑜𝜑= 𝑔−􏷪(𝑔(𝑏) ⋅ 𝑔(𝑎)) ⊕ 𝑔−􏷪(𝑔(𝑐) ⋅ 𝑔(𝑎))
= (𝑏 ⊙ 𝑎) ⊕ (𝑐 ⊙ 𝑎)

Polkolobarji Minkowskega 1

Polkolobarji (ℝ+
􏷩 ,􏸌􏸈􏸍, r ,∞, 􏷟) se imenujejo tudi polkolobarji Pathfinder [13]. Ti

polkolobarji so podmnožica zgornje družine polkolobarjev za 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑟, 𝑔−􏷪(𝑦) = 𝑟√𝑦.
Množenje je definirano kot operacija Minkowskega: 𝑎 r 𝑏 = 𝑟√𝑎𝑟 + 𝑏𝑟. Iz članka [40]
izhaja, da je struktura (ℝ+

􏷩 ,􏸌􏸈􏸍, r ,∞, 􏷟) poln polkolobar. Primeri izbire vrednosti
𝑟:

𝑟 = 􏷠 ∶ 𝑎 r 𝑏 = 𝑎 + 𝑏,

𝑟 = 􏷡 ∶ 𝑎 r 𝑏 = √𝑎􏷫 + 𝑏􏷫,

𝑟 = ∞ ∶ 𝑎 r 𝑏 = 􏸌􏸀􏸗(𝑎, 𝑏).

Ti polkolobarji so zaprti za 𝑎∗ = 􏷟, so idempotentni in v njih velja absorpcijski
zakon.
Dokaz: [Za polkolobar] Poglejmo le en distributivnostni zakon; ostalo je očitno.

𝑎 r (􏸌􏸈􏸍(𝑏, 𝑐))= 𝑟√𝑎𝑟 +􏸌􏸈􏸍(𝑏, 𝑐)𝑟
= 𝑟√𝑎𝑟 +􏸌􏸈􏸍(𝑏𝑟, 𝑐𝑟)
=􏸌􏸈􏸍( 𝑟√𝑎𝑟 + 𝑏𝑟, 𝑟√𝑎𝑟 + 𝑐𝑟)
=􏸌􏸈􏸍(𝑎 r 𝑏, 𝑎 r , 𝑐)

Ta polkolobar uporabimo pri poenostavljanju uteženih omrežij z odstranjevanjem
povezav, ki ne zadoščajo trikotniški neenakosti. To pomeni, da iz omrežja odstranimo
tiste povezave, katerih krajišča so povezana tudi preko neke krajše poti. Osnovna ide-
ja postopka Pathfinder je v tem, da so različnosti med vozlišči predstavljene kot uteži
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usmerjenih povezav, torej ohranimo le tiste povezave, ki tvorijo najkrajše poti med voz-
lišči glede na dano mero različnosti. Kot matriko različnosti lahko uporabimo uteženo
matriko sosednosti. Ko tvorimo matriko različnosti, vedno opazujemo različnosti med
vsemi pari vozlišč, mera različnosti pa se navezuje na število skupnih sosedov.

Postopek Pathfinder: izračunaj matriko različnosti 𝐖, nato izračunaj 𝑞-to potenco
te matrike nad polkolobarjem Minkowskega (𝐖(𝑞)). Za vsako povezavo v omrežju pre-
veri, ali sta njegovi uteži v𝐖 in𝐖(𝑞) enaki (oz. se razlikujeta kvečjemu za 𝜀 > 􏷟 zaradi
zaokrožitvenih napak). Če da, je ta povezava vključena v poenostavljeno omrežje, sicer
ne.

Vrednost 𝑟 za operator Minkowskega določimo glede na izbrano mero različnosti.
Pri izbiri 𝑟 = 􏷠 dobimo polkolobar najkrajših poti, pri izbiri 𝑟 = ∞ pa polkolobar
min-max.

Vrednost povezave v produktu 𝒜ℬ ⋆ℬ𝒞 izračunamo sledeče:

𝑤(𝑎, 𝑐) = 􏸌􏸈􏸍
𝑏∈ℬ

𝑟
􏽮𝑤(𝑎, 𝑏)𝑟 + 𝑤(𝑏, 𝑐)𝑟.

Vrednost𝑤(𝑎, 𝑐) je enaka dolžini najkrajše dovoljene poti od 𝑎 do 𝑐 preko nekega 𝑏 ∈ 𝐵,
pri čemer za izračun dolžine uporabimo 𝑟-to metriko.

Polkolobarji Minkowskega 2

Polkolobarji (ℝ, r , ⋅, 􏷟, 􏷠) so tudi podmnožica zgornje družine polkolobarjev za 𝑔(𝑥) =
𝑥𝑟, 𝑔−􏷪(𝑦) = 𝑟√𝑦. Za seštevanje vzamemo operacijo Minkowskega, za množenje pa kar
običajno množenje števil. Polkolobar je zaprt za 𝑎∗ = 􏷟, ni idempotenten in v njem ne
velja absorpcijski zakon.
Dokaz: [Za polkolobar] Poglejmo le en distributivnostni zakon; ostalo je očitno.

𝑎 ⋅ (𝑏 r 𝑐)=𝑎 ⋅ 𝑟√𝑏𝑟 + 𝑐𝑟 =
= 𝑟√𝑎𝑟 ⋅

𝑟√𝑏𝑟 + 𝑐𝑟 =
= 𝑟√𝑎𝑟 ⋅ 𝑏𝑟 + 𝑎𝑟 ⋅ 𝑐𝑟=
=(𝑎 r 𝑏) ⋅ (𝑎 r 𝑐)

Vrednost 𝑟 za operator Minkowskega določimo glede na izbrano mero različnosti.
Pri izbiri 𝑟 = 􏷠 dobimo kombinatorični polkolobar, pri izbiri 𝑟 = ∞ pa polkolobar
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(􏸌􏸀􏸗, ⋅).Ti polkolobarji so izomorfni polkolobarjem Minkowskega (ℝ+
􏷩 ,􏸌􏸈􏸍, r ,∞, 􏷟)

s preslikavo 𝑥 ↦ 􏸋􏸍 𝑥.
Vrednosti povezav v produktu 𝒜ℬ ⋆ℬ𝒞 izračunamo sledeče:

𝑤(𝑎, 𝑐) = 𝑟

􏽱
􏾜
𝑏∈ℬ

(𝑤(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑤(𝑏, 𝑐))𝑟.

Na vrednosti povezav lahko gledamo kot na število možnih prehodov iz začetnega v
končno vozlišče. Tako pri izbiri 𝑟 = 􏷠 dobimo novo utež, ki je enaka številu vseh
možnih prehodov iz 𝑎 do 𝑐.

2.6.15 Polkolobarji za uravnoteženost in razvrščanje

Označen graf je urejen par (𝒢 , 𝜎), kjer je 𝒢 = (𝒱 ,𝒜 ) usmerjen graf brez zank,
𝜎 ∶ 𝒜 → {𝑝, 𝑛} pa je označitvena funkcija. Povezave z znakom 𝑝 so pozitivne, po-
vezave z znakom 𝑛 pa negativne. Množico vseh pozitivnih povezav označimo z 𝒜 +,
množico vseh negativnih povezav pa z 𝒜 −. V neusmerjenem grafu lahko vsako pove-
zavo nadomestimo z dvema nasprotno usmerjenima povezavama, ki imata isti znak kot
originalna povezava. Označen graf je uravnotežen natanko takrat, ko lahko množico
vozlišč 𝒱 razdelimo v dve podmnožici tako, da sta krajišči vsake pozitivne poveza-
ve znotraj ene podmožice, krajišči vsake negativen povezave pa v dveh podmnožicah.
Označen graf je razcepen natanko takrat, ko lahko množico vozlišč 𝒱 razdelimo v
vsaj dve paroma ločeni skupini tako, da sta krajišči vsake pozitivne povezave znotraj
ene skupine, krajišči vsake negativne povezave pa v obeh skupinah. Sprehod v ozna-
čenem grafu je pozitiven natanko takrat, ko vsebuje sodo število negativnih povezav,
sicer je negativen. Veljata naslednja izreka [5]:

Izrek 2.5: Označen graf (𝒢 , 𝜎) je uravnotežen natanko takrat, ko je vsak sklenjen spre-
hod pozitiven.

Izrek 2.6: Označen graf (𝒢 , 𝜎) je razcepen natanko takrat, ko𝐺 ne vsebuje sklenjenega
sprehoda z natanko eno negativno povezavo.

Polkolobar za uravnoteženost

Ta polkolobar ima oznako ({􏷟, 𝑛, 𝑝, 𝑎}, ⊕, ⊙, 􏷟, 𝑝) [5]. Vsak graf označimo z eno izmed
naslednjih oznak:
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􏷟 – v grafu ni sprehodov,

𝑛 – vsi sprehodi v grafu so negativni,

𝑝 – vsi sprehodi v grafu so pozitivni,

𝑎 – obstaja vsaj eden negativen in obstaja vsaj eden pozitiven sprehod v grafu.

Potem sta operaciji polkolobarja definirani kot:

⊕ 􏷟 𝑛 𝑝 𝑎
􏷟 􏷟 𝑛 𝑝 𝑎
𝑛 𝑛 𝑛 𝑎 𝑎
𝑝 𝑝 𝑎 𝑝 𝑎
𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎

⊙ 􏷟 𝑛 𝑝 𝑎
􏷟 􏷟 􏷟 􏷟 􏷟
𝑛 􏷟 𝑝 𝑛 𝑎
𝑝 􏷟 𝑛 𝑝 𝑎
𝑎 􏷟 𝑎 𝑎 𝑎

Ta polkolobar je zaprt za 􏷟∗ = 𝑝, 𝑛∗ = 𝑎, 𝑝∗ = 𝑝, 𝑎∗ = 𝑎, je idempotenten in v njem
ne velja absorpcijski zakon.

V družbenih omrežjih pozitivna utež mnogokrat predstavlja prijateljstvo, negativna
pa sovraštvo. Polkolobar predstavlja polkolobar za identifikacijo uravnoteženih gra-
fov. Označen graf je uravnotežen natanko takrat, ko ima vsak njegov obhod težo 􏷠 (je
pozitiven), kar je enakovredno naslednjemu izreku.

Izrek 2.7 ([5]): Označen graf (𝒢 , 𝜎) je uravnotežen natanko takrat, ko so vsi diagonalni
elementi uravnoteženega zaprtja matrike 𝐖• enaki 𝑝.

Polkolobar za razvrščanje

Ta polkolobar ima oznako ({􏷟, 𝑛, 𝑝, 𝑎, 𝑞}, ⊕, ⊙, 􏷟, 𝑝) [5]. Vsako omrežje označimo z
eno izmed naslednjih oznak:

􏷟 – v grafu ni sprehodov,

𝑛 – obstaja vsaj en sprehod z natanko eno negativno povezavo, ni sprehodov s
samo pozitivnimi povezavami,

𝑝 – obstaja vsaj en sprehod s samo pozitivnimi povezavami in nič sprehodov z
natanko eno negativno povezavo,
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𝑎 – obstaja vsaj en sprehod s samo pozitivnimi povezavami, obstaja vsaj en spre-
hod z natanko eno negativno povezavo,

𝑞 – vsak sprehod ima vsaj dve negativnipovezavi.

Potem operaciji polkolobarja definiramo sledeče:

⊕ 􏷟 𝑛 𝑝 𝑎 𝑞
􏷟 􏷟 𝑛 𝑝 𝑎 𝑞
𝑛 𝑛 𝑛 𝑎 𝑎 𝑛
𝑝 𝑝 𝑎 𝑝 𝑎 𝑝
𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎
𝑞 𝑞 𝑛 𝑝 𝑎 𝑞

⊙ 􏷟 𝑛 𝑝 𝑎 𝑞
􏷟 􏷟 􏷟 􏷟 􏷟 􏷟
𝑛 􏷟 𝑞 𝑛 𝑛 𝑞
𝑝 􏷟 𝑛 𝑝 𝑎 𝑞
𝑎 􏷟 𝑛 𝑎 𝑎 𝑞
𝑞 􏷟 𝑞 𝑞 𝑞 𝑞

Polkolobar je zaprt za 􏷟∗ = 𝑝, 𝑛∗ = 𝑎, 𝑝∗ = 𝑝, 𝑎∗ = 𝑎, 𝑞∗ = 𝑝, je idempotenten in v
njem ne velja absorpcijski zakon.

Polkolobar predstavlja polkolobar za identifikacijo razcepnih grafov. Označen graf
je razcepen natanko takrat, ko ne vsebuje nobenega obhoda z natanko eno negativno
povezavo, kar je enakovredno naslednjemu izreku.

Izrek 2.8 ([5]): Označen graf (𝒢 , 𝜎) je razcepen natanko takrat, ko so vsi diagonalni
elementi razcepnega zaprtja matrike 𝐖• enaki 𝑝.

2.6.16 Polkolobar geodezičnih razdalj in števcev

Operaciji v ((ℝ+
􏷩 ∪ {∞}) × (ℕ ∪ {∞}), ⊕, ⊙, (∞, 􏷟), (􏷟, 􏷠)) [5] sta definirani takole:

(𝑎, 𝑖) ⊕ (𝑏, 𝑗) = (􏸌􏸈􏸍(𝑎, 𝑏),

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

𝑖 𝑎 < 𝑏
𝑖 + 𝑗 𝑎 = 𝑏
𝑗 𝑎 > 𝑏

),

(𝑎, 𝑖) ⊙ (𝑏, 𝑗) = (𝑎 + 𝑏, 𝑖 ⋅ 𝑗).

Ta polkolobar je zaprt za

(𝑎, 𝑖)∗ =
⎧⎪
⎨⎪⎩

(􏷟,∞) 𝑎 = 􏷟, 𝑖 ≠ 􏷟
(􏷟, 􏷠) 𝑠𝑖𝑐𝑒𝑟.
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Polkolobar ni idempotenten in v njem velja absorpcijski zakon.
Ta polkolobar je posplošitev polkolobarja najkrajših poti. Z njim hkrati izračunamo

dolžino in število najkrajših poti med pari vozlišč. Prvi del uporabljamo za iskanje
dolžine najkrajših poti med vsemi pari vozlišč. Operacija ⊙ v drugem delu pride do
izraza, kadar naredimo zaporedno vezavo najkrajših poti v nekem vozlišču 𝑡. Če je
najkrajših poti od 𝑢 do 𝑡 𝑖, najkrajših poti od 𝑡 do 𝑣 pa 𝑗, je vseh najkrajših poti od 𝑢
do 𝑣 ravno 𝑖 ⋅ 𝑗. Operacija ⊕ v drugem delu deluje pri vzporedni vezavi najkrajših poti
- glede na dolžine različnih najkrajših poti od 𝑢 do 𝑣 določimo število najkrajših poti.
Če je poti od vozlišča 𝑢 do vozlišča 𝑣 dolžine 𝑎 𝑖 in poti dolžine 𝑏 𝑗, je novo število
najkrajših poti enako 𝑖, če je 𝑎 < 𝑏, enako 𝑗, če velja 𝑎 > 𝑏, če sta pa vrednosti 𝑎 in 𝑏
enaki, pa je novo število najkrajših poti enako 𝑖 + 𝑗.

S tem polkolobarjem lahko izračunamo indeks središčnosti vsakega vozlišča glede
na vmesnost: 𝐶𝐵(𝑡) = ∑

𝑢
∑
𝑣
𝑛𝑢𝑣(𝑡)
𝑛𝑢𝑣 , pri čemer je 𝑛𝑢𝑣 število najkrajših poti od 𝑢 do

𝑣, 𝑛𝑢𝑣(𝑡) pa število teh najkrajših poti, ki gredo skozi vozlišče 𝑡. Ta indeks izračunamo
preko matrike [(𝑑𝑢𝑣, 𝑛𝑢𝑣)], saj je

𝑛𝑢𝑣(𝑡) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑛𝑢𝑡𝑛𝑡𝑣; 𝑑𝑢𝑡 + 𝑑𝑡𝑣 = 𝑑𝑢𝑣
􏷟; sicer

,

kjer je 𝑑𝑢𝑣 dolžina najkrajših poti od 𝑢 do 𝑣. To matriko lahko izračunamo iz zaprtja
relacijske matrike nad polkolobarjem geodezičnih razdalj in števcev. Elementi relacijske
matrike so

(𝑑, 𝑛)𝑢𝑣 =
⎧⎪
⎨⎪⎩

(􏷠, 􏷠); (𝑢, 𝑣) v relaciji
(∞, 􏷟); sicer

,

ničla in enota polkolobarja sta 􏷟 = {(∞, 􏷟)} in 􏷠 = {(􏷟, 􏷠)}.
Dokaz: [Za polkolobar]

Komutativnost prve operacije:

(𝑎, 𝑖) ⊕ (𝑏, 𝑗) = (𝑏, 𝑗) ⊕ (𝑎, 𝑖): Očitno.
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Asociativnost prve operacije (privzamemo lahko, da velja 𝑎 ≤ 𝑐):

((𝑎, 𝑖) ⊕ (𝑏, 𝑗)) ⊕ (𝑐, 𝑘)=(𝑎, 𝑖) ⊕ ((𝑏, 𝑗) ⊕ (𝑐, 𝑘))
za vsak primer posebej:
𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ∶ (𝑎, 𝑖 + 𝑗 + 𝑘) (𝑎, 𝑖 + 𝑗 + 𝑘)
𝑎 < 𝑏 = 𝑐 ∶ (𝑎, 𝑖) (𝑎, 𝑖)
𝑎 = 𝑏 < 𝑐 ∶ (𝑎, 𝑖 + 𝑗) (𝑎, 𝑖 + 𝑗)
𝑎 < 𝑏 < 𝑐 ∶ (𝑎, 𝑖) ⊕ (𝑐, 𝑘) = (𝑎, 𝑖) (𝑎, 𝑖) ⊕ (𝑏, 𝑗) = (𝑎, 𝑖)
𝑎 < 𝑏, 𝑏 > 𝑐 ∶ (𝑎, 𝑖) ⊕ (𝑐, 𝑘) (𝑎, 𝑖) ⊕ (𝑐, 𝑘)

Obstoj ničle:
(𝑎, 𝑖) ⊕ (∞, 􏷟) = (∞, 􏷟) ⊕ (𝑎, 𝑖) = (𝑎, 𝑖)

Asociativnost druge operacije:

((𝑎, 𝑖) ⊙ (𝑏, 𝑗)) ⊙ (𝑐, 𝑘) = (𝑎 + 𝑏, 𝑖 ⋅ 𝑗) ⊙ (𝑐, 𝑘)
= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐, 𝑖 ⋅ 𝑗 ⋅ 𝑘⋅)

(𝑎, 𝑖) ⊙ ((𝑏, 𝑗) ⊙ (𝑐, 𝑘)) = (𝑎, 𝑖) ⊙ (𝑏 + 𝑐, 𝑗 ⋅ 𝑘)
= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐, 𝑖 ⋅ 𝑗 ⋅ 𝑘⋅))

Obstoj enote:

(𝑎, 𝑖) ⊙ (􏷟, 􏷠) = (􏷟, 􏷠) ⊙ (𝑎, 𝑖) = (𝑎 + 􏷟, 𝑖 ⋅ 􏷠) = (𝑎, 𝑖)

(𝑎, 𝑖) ⊙ (∞, 􏷟) = (∞, 􏷟) ⊙ (𝑎, 𝑖) = (∞ + 𝑎, 􏷟 ⋅ 𝑖) = (∞, 􏷟)

Pri dokazovanju distributivnostnega zakona lahko zaradi komutativnosti ⊕ pri-
vzamemo 𝑏 ≤ 𝑐 za spodnji splošen primer:

(𝑎, 𝑖) ⊙ ((𝑏, 𝑗) ⊕ (𝑐, 𝑘)) = (𝑎, 𝑖) ⊙ (𝑏,
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑗 𝑏 < 𝑐
𝑗 + 𝑘 𝑏 = 𝑐

)

= (𝑎 + 𝑏,
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑖 ⋅ 𝑗 𝑏 < 𝑐
𝑖 ⋅ (𝑗 + 𝑘) 𝑏 = 𝑐

)

(𝑎, 𝑖) ⊙ (𝑏, 𝑗) ⊕ (𝑎, 𝑖) ⊙ (𝑐, 𝑘) = (𝑎 + 𝑏, 𝑖 ⋅ 𝑗) ⊕ (𝑎 + 𝑐, 𝑖 ⋅ 𝑘)

= (𝑎 + 𝑏,
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑖 ⋅ 𝑗 𝑏 < 𝑐
𝑖 ⋅ 𝑗 + 𝑖 ⋅ 𝑘 𝑏 = 𝑐

)

Drugi distributivnostni zakon dokažemo podobno.
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Za dano dvovrstno omrežje𝒩 = (ℐ ,𝒥 ,ℒ ,𝑤) tvorimo matriko [(𝑑, 𝑛)𝑖,𝑗]ℐ×𝒥 :

(𝑑, 𝑛)𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨⎪⎩

(𝑤(𝑖, 𝑗), 𝑛(𝑖, 𝑗)) (𝑖, 𝑗) ∈ ℒ
(∞, 􏷟) sicer,

pri čemer je 𝑤(𝑖, 𝑗) utež povezave (𝑖, 𝑗), 𝑛(𝑖, 𝑗) pa je enako 􏷠. Če dovolimo večkratne
povezave, je 𝑤(𝑖, 𝑗) utež najcenejše povezave od 𝑖 do 𝑗, 𝑛(𝑖, 𝑗) pa število povezav (𝑖, 𝑗) s
to utežjo.

Vrednosti povezav v produktu 𝒜ℬ ⋆ℬ𝒞 torej izračunamo kot

(𝑑, 𝑛)𝑎,𝑐 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

􏸌􏸈􏸍
𝑏∈ℬ

(𝑤(𝑎, 𝑏) + 𝑤(𝑏, 𝑐)), 􏾜
𝑏∈ℬ

𝑤(𝑎,𝑏)+𝑤(𝑏,𝑐) je min.

𝑛(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑛(𝑏, 𝑐)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Prvi element predstavlja vrednost najcenejšega prehoda od 𝑎 do 𝑐 preko ℬ (enako
vrednost dobimo tudi pri uporabi polkolobarja najkrajših poti), drugi elementa pa
število najcenejših prehodov od 𝑎 do 𝑐 preko ℬ .

2.6.17 Semantični polkolobar

Polkolobar ([􏷟, 􏷠],􏸌􏸈􏸍, ⋅, 􏷠, 􏷠) [4] je idempotenten in v njem ne velja absorpcijski za-
kon.

Uporabimo ga lahko za reševanje posplošenega problema najkrajših poti na uteže-
nem usmerjenem grafu. Semantični omrežni polkolobar uporabimo za ugotavljanje
stopnje kvalitete spletne strani za vsakega uporabnika glede na strukturo in anotacijo
vsebine spletne strani.

2.6.18 Polkolobar geodezičnih množic

Ta polkolobar ima oznako ({(𝑖,𝒫 , 𝑗, 𝑑); 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒱 ,𝒫 ⊆ 𝒱 , 𝑑 ∈ ℕ}, ⊕, ⊙, {(𝑖, {𝑖}, 𝑖, 􏷟); 𝑖 ∈
𝒱 }), {(#, ∅, #, 􏷟)} [5], v množici je 𝑖 začetek, 𝑗 konec, 𝑑 dolžina,𝒫 pa množica vozlišč
na poteh od 𝑖 do 𝑗 s krajiščema vred. Znak # v enoti polkolobarja je poljubno vozlišče.
Operaciji sta definirani sledeče:
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𝑠􏷪 ⊕ 𝑠􏷫 = Redukcija(𝑠􏷪 ∪ 𝑠􏷫)
Redukcija(𝑠) = [(𝑠 ⧵ {𝑎𝑖, 𝑎𝑗}) ∪ ({𝑎𝑖} ⊕ {𝑎𝑗}), 𝑖 < 𝑗]
𝑎􏷪 ⊕ 𝑎􏷫 = {(𝑖􏷪,𝒫􏷪, 𝑗􏷪, 𝑑􏷪)} ⊕ {(𝑖􏷫,𝒫􏷫, 𝑗􏷫, 𝑑􏷫)} =
⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎩

{(𝑖􏷪,𝒫􏷪, 𝑗􏷪, 𝑑􏷪)}; 𝑖􏷪 = 𝑖􏷫, 𝑗􏷪 = 𝑗􏷫, 𝑑􏷪 < 𝑑􏷫
{(𝑖􏷪,𝒫􏷫, 𝑗􏷪, 𝑑􏷫)}; 𝑖􏷪 = 𝑖􏷫, 𝑗􏷪 = 𝑗􏷫, 𝑑􏷪 > 𝑑􏷫
{(𝑖􏷪,𝒫􏷪 ∪𝒫􏷫, 𝑗􏷪, 𝑑􏷪)}; 𝑖􏷪 = 𝑖􏷫, 𝑗􏷪 = 𝑗􏷫, 𝑑􏷪 = 𝑑􏷫
{(𝑖􏷪,𝒫􏷪, 𝑗􏷪, 𝑑􏷪)} ∪ {(𝑖􏷫,𝒫􏷫, 𝑗􏷫, 𝑑􏷫)}; sicer

𝑆􏷪 ⊗ 𝑆􏷫 =⨁𝑤􏷪∈𝑆􏷪 ,𝑤􏷫∈𝑆􏷫
𝑤􏷪 ⊙ 𝑤􏷫

(𝑖􏷪,𝒫􏷪, 𝑗􏷪, 𝑑􏷪)⊙(𝑖􏷫,𝒫􏷫, 𝑗􏷫, 𝑑􏷫) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑖􏷪,𝒫􏷪, 𝑗􏷪, 𝑑􏷪); 𝑑􏷫 = 􏷟, 𝑗􏷪 = 𝑖􏷫
(𝑖􏷫,𝒫􏷫, 𝑗􏷫, 𝑑􏷫); 𝑑􏷪 = 􏷟, 𝑗􏷪 = 𝑖􏷫
(𝑖􏷪,𝒫􏷪 ∪𝒫􏷫, 𝑗􏷫, 𝑑􏷪 + 𝑑􏷫); (𝑖􏷪 ≠ 𝑗􏷪 ≠ 𝑗􏷫,

𝒫􏷪 ∩𝒫􏷫 = {𝑗􏷪},
𝑗􏷪 = 𝑖􏷫)∨
(𝑗􏷪 ≠ 𝑖􏷪 = 𝑗􏷫,
𝒫􏷪 ∩𝒫􏷫 = {𝑖􏷪, 𝑗􏷪},
𝑗􏷪 = 𝑖􏷫)

􏷠; 𝑠𝑖𝑐𝑒𝑟
Polkolobar geodezičnih množic uporabimo za iskanje množice vozlišč na najkraj-

ši poti med vsakima dvema 𝑠, 𝑡 v usmerjenem neuteženem grafu. Množico vozlišč
na najkrajši poti med dvema vozliščema izračuna Boylov operator: 𝑢 ⋆ 𝑣 = {𝑧 ∈
𝒱 ; 𝑧 na najkrajši poti od 𝑢 do 𝑣}. Zanj velja: 𝑢⋆𝑣 ⊂ 𝑢⋆𝑡 ⇒ 𝑣⋆𝑡 ⊂ 𝑢⋆𝑡 in 𝑢⋆𝑣 =
𝑤⋆𝑡 ⇒ 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑡 so v nekem obhodu, vendar pa za Boylov operator ne velja asociativ-
nost. Rezultat Boylovega operatorja lahko izračunamo preko tega polkolobarja tako, da

relacijo pretvorimo v matriko z elementi (𝒫 , 𝑝)𝑢𝑣 =
⎧⎪
⎨⎪⎩

({𝑢, 𝑣}, 􏷠); (𝑢, 𝑣) v relaciji
(∅,∞); sicer

,

kjer je 𝒫 množica vozlišč na najkrajši 𝑢 − 𝑣 poti, 𝑝 pa dolžina najkrajših poti.

2.7 Zaključek

Množenje omrežij je ena izmed metod, ki se v analizi omrežij pogosto pojavlja. Omo-
goča namreč izračun izpeljanih omrežij, s katerimi pridobimo nov pogled na podatke
in drugačne rezultate. Izračune izpeljanih omrežij lahko dodatno razširimo, kadar v
množenje omrežij vpeljemo uporabo še katerega drugega polkolobarja poleg kombina-
toričnega.
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V tem poglavju je najprej podana definicija polkolobarja, opisane pa so posamezne
lastnosti polkolobarjev, ki jih potrebujemo pri množenju omrežij. Ker si množenje
omrežij lahko predstavljamo kot množenje matrik teh omrežij, v nadaljevanju poglavja
razširimo polkolobarje na matrične polkolobarje.

Eden izmed problemov na omrežjih, v katerem pride do izraza uporaba polkolo-
barjev, je algebrajski problem poti. Za reševanje tega problema uporabimo polkolobar
najkrajših poti, na voljo pa je še več razširitev tega polkolobarja, ki so v tem poglavju
tudi opisane.

Poleg različic polkolobarja najkrajših poti so v tem poglavju podani opisi več drugih
polkolobarjev, v katerih vidimo uporabnost v analizi omrežij. Seznamu teh polkolo-
barjev nameravamo v prihodnje dodati še primere uporabe na realnih podatkih.



..
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Podatke v obliki omrežja najdemo v marsikaterem področju vsakdanjega življenja:

mesta so povezana s cestami,

skupina ljudi je povezana z izmenjavo elektronskih in telefonskih sporočil,

dela iz posameznega raziskovalnega področja so povezana preko citatov,

raziskovalci so povezani med sabo preko skupnih raziskav,

atomi so v molekulah povezani s kemijskimi vezmi,

besede povezujemo med sabo glede na njihova sopojavljanja v povedih besedila,

rodovniki so omrežja, v katerih so ljudje med sabo povezani s porokami in vezmi
starš-otrok.

Kadar gradimo omrežje, moramo najprej definirati vozlišča in relacijo, s katero ta
vozlišča povežemo – pojavi se problemmej omrežja [41, 42]. Množico vozlišč omejimo
v skladu z načrtom analize omrežja. Hkrati z vozlišči in povezavami izberemo tudi
njihove lastnosti. Odločiti se moramo, ali bo omrežje enovrstno ali dvovrstno in katere
lastnosti so bistvene za načrtovane analize. Pri povezavah moramo odgovoriti na več
vprašanj: Ali so povezave usmerjene? Ali v omrežju obstaja več različnih vrst povezav
(več relacij)? Ali lahko med dvema vozliščema obstaja več povezav? Kaj je pomen uteži
povezav? Je omrežje statično ali dinamično (se spreminja skozi čas)?

Včasih seznam vozlišč poznamo že vnaprej (recimo učence v razredu). Velikokrat pa
množico vozlišč gradimo tekom zbiranja podatkov. V tem primeru definiramo kriterij
pripadnosti, ki za vsako možno vozlišče odloči, ali pripada omrežju ali ne.

Za zbiranje omrežnih podatkov velikorat uporabimo postopek snežne kepe [43]. Naj-
prej izberemo (majhno) množico vozlišč, ki predstavljajo začetne kandidate. Nato zbe-
remo podatke o vsakem kandidatu in določimo njemu sosednja vozlišča. Tista sosednja
vozlišča, ki so nova, dodamo v seznam kandidatov. Vključitev novih vozlišč lahko do-
loča tudi kakšno drugačno pravilo, recimo razdalja od najbližjega začetnega vozlišča.
Postopek končamo, ko je seznam kandidatov izrabljen ali ko dosežemo želeno število
opazovanih vozlišč.

Tekom določanja množice vozlišč se lahko pojavi problem identifikacije vozlišč. Eno-
ta, ki ustreza vozlišču, ima lahko več različnih poimenovanj (sinonimi) ali pa posame-
zno poimenovanje označuje več različnih enot (homonimi ali dvoumnost). Primer iz
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bibliografije matematike so imena avtorjev v bibliografski bazi Zentralblatt MATH;
zapisi imen Borštnik, N. S. Mankoč; Mankoč Borštnik, N.; Mankoč-Borštnik, Nor-
ma; Mankoč Borštnik, Norma Susana; Mankoc-Borstnik, N.S. in Mankoč Borštnik,
N.S. pripadajo isti avtorici. Na drugi strani v tej bazi obstajata zapisa, ki pripadara
vsaj dvema različnima avtorjema Smith, John W., saj v bazi najdemo zapise publikacij
s tem imenom avtorja v obdobju od 1868 do 2007. V matematični bazi MathSciNet
Database je shranjen zapis imena Wang, Li, ki pripada vsaj 57 različnim matematikom.
Uredniki te baze se že od leta 1985 trudijo z reševanjem identifikacije imen avtorjev
[44], kar izvajajo med vnosom podatkov v bazo. Problem bi lahko rešili z enolično
‘številko raziskovalca’, k čemur stremita sistema ResearcherID in ORCID.

Problem identifikacije se pojavi tudi pri pridobivanju enot iz enostavnega besedila.
Na primer besedni zvezi ‘glavni izvršni direktor podjetja Apple’ in ‘Tim Cook’ trenutno
označujeta isto osebo. Za reševanje te plati problema moramo podati ekvivalenčno
relacijo, s katero določimo sezname ekvivalentnih besednih zvez. Drugi vir problema
identifikacije so slovnična pravila jezika, v katerem je besedilo napisano. Na primer
glagol ‘iti’ se lahko v besedilu v slovenščini pojavi v oblikah ‘grem’, ‘greš’, ‘pojdite’,
‘sva šla’ idr. Za reševanje tega problema uporabimo krnjenje in lematizacijo s pomočjo
orodij za obdelavo naravnih jezikov, kakor sta NLTK¹ in MontyLingua².

Poseben pristop k zbiranju podatkov za analizo omrežij je ustvarjanje egocentričnih
omrežij [45]. Ta pristop uporabimo, kadar je obseg populacije, ki nas zanima, prevelik.
Iz populacije izberemo vzorec enot (ego) in zberemo podatke o njih, njihovih sosedih
(alter) in povezavah med njimi. Primer takega omrežja je omrežje prijateljstva izbranih
oseb na Facebooku.

Kadar zbiramo podatke, moramo paziti na pravne (pravice kopiranja) in etične ome-
jitve [46–49].

3.1 Metode za pridobivanje podatkov

Omrežne podatke lahko pridobimo na več različnih načinov:

z opazovanjem,

z anketami ali intervjuji,

¹http://www.nltk.org/
²http://web.media.mit.edu/ hugo/montylingua/
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iz arhivov in podatkovnih baz,

iz podatkov, ki so že organizirani v strukturo omrežja,

z izpeljavo iz zbirk podatkov,

iz pomenskega spleta (semantic web),

z generiranjem naključnih omrežij itd.

Vsaka izmed naštetih metod za pridobivanje omrežnih podatkov je podrobneje opi-
sana v nadaljevanju.

3.1.1 Opazovanje

Načini pridobivanja podatkov so se spreminjali skozi čas glede na razvoj tehnologije.
Osnovni pristop je opazovanje [50]. Opazovanje je človeška dejavnost, ki je sestavljena
iz pridobivanja informacij o zunanjem svetu skozi čutila ali iz zapisovanj podatkov s
pomočjo znanstvenih pripomočkov in vključuje tudi zbiranje podatkov. Za izboljša-
nje človeške moči opazovanja so bili razviti znanstveni pripomočki, recimo tehtnice,
ura, teleskop, mikroskop, termometer, kamera, snemalnik zvoka, in tudi za pretvor-
bo za človeška čutila nezaznavnih dogodkov v bolj zaznavne oblike, kot so voltmeter,
spektometer, infrardeče kamere, osciloskop, interferometer, geigerjev števec, rentgen
in radijski sprejemnik [51].

Najbolj natančna metoda za merjene posameznih spremenljivk je neposredno mer-
jenje, ki pa je lahko omejeno s pomanjkanjem tehnologije. Najpogostejši alternativni
pristop k temu je pridobitev podatkov o dejavnostih drugih.

Primer pridobivanja omrežnih podatkov z opazovanji je opisan v doktorski diser-
taciji Samuela F. Sampsona [52]. Naredil je etnografsko študijo sprememb strukture
skupnosti v samostanu v Novi Angliji – 􏷠􏷧 novicev je razdelil v štiri skupine v pe-
tih različnih časovnih obdobjih glede na njegova opazovanja in analize. Drugi primer
uporabe opazovanja je zaznavanje molekularne strukture organskih molekul.

3.1.2 Ankete

Anketiranje je metoda za zbiranje podatkov, ki aktivno vključuje tudi opazovane [53].
Uporaba anket omogoča študij obnašanja, prepričanj in ostali značilnostih. Z dobro
pripravljenim vprašalnikom lahko zberemo ogromne količine kvalitetnih podatkov.
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Odgovori so lahko zaprtega tipa – izbor vnaprej pripravljenih odgovorov. Tovrstne
odgovore je lažje analizirati. Odgovori odprtega tipa pa niso podani vnaprej in omo-
gočajo pridobitev večjega obsega informacij. Anketo lahko izvedemo na več različnih
načinov: v živo, s papirjem in pisalom, preko telefona, preko elektronske pošte ali preko
spletne aplikacije. Danes večinoma izvajamo ankete v digitalni obliki (spletne ankete),
ki jih lahko hitro prilagodimo, takoj preverimo podane odgovore in dopolnimo še z
nekaj vsebinskimi (opazovalnimi) podatki.

Z uporabo neposrednega opazovanja v kombinaciji z anketiranjem dobimo doda-
tne informacije. S kombinacijo teh metod lahko potrdimo ali zanikamo informacije,
ki smo jih pridobili z anketami. Kot za opazovanje se moramo tudi za opazovanje v
kombinaciji z anketami pripraviti. Opazovalec lahko uporabi primerna merila, kon-
trolne sezname in ostale pripomočke, ki jih izbere v skladu z vprašanji in morebitnimi
zaprtimi odgovori v anketi.

Primer zanimivega omrežja, ki je nastalo z uporabo anket, je Edinburgh Associative
esaurus³.

Ankete predstavljajo najpogosteje uporabljeno metodo za zbiranje podatkov o druž-
benih omrežjih. Uporabimo jih lahko tudi za raziskovanje notranjeorganizacijskih vezi
[54].

3.1.3 Arhivi in podatkovne baze

Arhiv je zbirka zgodovinskih podatkov ali prostor, v katerem je ta zbirka shranjena [55].
Arhivi imajo zgodovinsko, kulturno in dokazno vrednost. Najdemo jih povsod, kjer so
shranjeni podatki. Vsaka organizacija ima arhiv preteklih dejavnosti, univerze imajo
arhive dosežkov in raziskav bivših študentov, varnostna kopija podatkov na osebnem
računalniku je arhiv pretekle uporabe računalnika idr. Arhivi se vedno bolj pretvarjajo
in tvorijo v digitalni obliki, saj se pisarniško delo vedno bolj seli na računalnike. K
temu veliko pripomore tudi hitra širitev uporabe interneta.

Podatkovna baza je zgrajena v obliki zapisov. Za vsak zapis pa je shranjenih tudi
nekaj lastnosti [56]. Zaradi organizacije podatkov je te podatke zelo lahko pretvoriti v
zbirko (pogosto dvovrstnih) omrežij. Manjše količine podatkov pa lahko predstavimo
v tabelarični obliki, recimo s preglednicami.

Bibliografske baze (Web of Science, Scopus, Zentralblatt Math idr.) hranijo podat-

³http://www.eat.rl.ac.uk/
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ke o objavljenih člankih in knjigah. Obstaja tudi arhiv svetovnega spleta⁴ (World Wide
Web) – svetovni splet je delno shranjen kot arhiv za prihodnje raziskovalce, zgodovi-
narje in javnost.

Arhivi različnih vrst so poceni in prednostni viri podatkov za analizo že obstoječih ali
preteklih družbenih omrežij [53]. Tako lahko povezave med korporacijami analiziramo
na podlagi podatkov o članih upravnih odborov teh korporacij.

Zgodovinski arhivi pomagajo raziskovalcem pri zbiranju znanja o razvoju nekega po-
dročja – ekonomije, šolstva, vojske idr. Recimo podatki iz druge svetovne vojne omo-
gočajo analizo premikov enot vojsk tekom vojne, prevozov beguncev ali zapornikov,
prevozov orožja idr. Drugi primer uporabe arhivskih podatkov je analiza zavezništev
med močnejšimi državami tekom izbranega časovnega intervala.

Arhivske podatke o prebivalcih nekega mesta ali področja lahko uporabimo za ro-
doslovne analize. V rodoslovju iščemo značilne vzorce porok in njihove nepravilnosti.
Tako iščemo poroke med sorodniki, ki omogočajo ohranjanje bogastva znotraj dru-
žine, ali poroke med pomembnejšimi družinami, kar omogoča povečanje vpliva dru-
žine. Rodoslovni podatki so pogosto na voljo v formatu GEDCOM⁵. Večje zbirke
družinskih rodovnikov so na voljo na spletni strani Genealogy Forum⁶. ‘Znanstveni’
rodovniki, ki se uporabljajo v antropoloških raziskavah, so na voljo na spletni strani
KinSource⁷.

Dejavnosti na svetovnem spletu (elektronska pošta, klepet, forumi idr.) pustijo sled,
ki jo lahko uporabimo kot vir podatkov za analizo omrežij. Dobro poznani primer je
Enronova elektronska pošta⁸.

Arhiv svetovnega spleta je še posebej zanimiv za področje analize omrežij. Za zbi-
ranje podatkov iz svetovnega spleta lahko uporabimo spletne pajke (web crawlers), ki
imajo na začetku shranjen dani seznam naslovov URL spletnih strani. Ko obiščejo
spletno stran z naslovom iz tega seznama, identificirajo vse povezave na njej in dodajo
njihove naslove v seznam naslovov. Internet Archive⁹ je največja organizacija za arhi-
viranje spleta, ki zbira podatke s spletnimi pajki. Narodne knjižnice, narodni arhivi in
podobne organizacije se osredotočajo na zbiranje kulturno pomembnih podatkov na

⁴http://webarchives.cdlib.org/
⁵http://homepages.rootsweb.ancestry.com/ pmcbride/gedcom/55gctoc.htm
⁶http://www.genealogyforum.com/gedcom/
⁷http://kinsource.net/csac/wiki/kinsrc/KinSources/
⁸http://www.isi.edu/~adibi/Enron/Enron.htm
⁹http://archive.org/index.php
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svetovnem spletu.
Facebook, Twitter, LinkedIn, Google+ in ostali ponudniki družabnih omrežij so

tudi primeri zbirateljev ogromnih količin arhivskih podatkov. Te organizacije zbira-
jo podatke o svojih uporabnikih, njihovih objavah in drugih dejavnostih. Podatki o
uporabnikih niso javno dostopni, posamezen uporabnik lahko dobi podatke le o svoji
pretekli dejavnosti in podatke, dostop do katerih mu dovolijo drugi uporabniki.

Internet Movie Database¹⁰ (IMDb), Amazon¹¹ in last.fm¹² so nadaljni primeri ogro-
mnih podatkovnih zbirk. Podatke iz teh podatkovnih zbirk lahko pretvorimo v dvo-
vrstna omrežja, z analizo teh ter njihovih kombinacij pridobimo informacije o sode-
lovanjih med igralci, producenti in skladatelji, podobnosti med filmi glede na izbrane
metrike idr.

Z razvojem tehnologije so se pojavile različne vrste podatkovnih baz. Vrsto podat-
kovne baze definiramo kot način, na katerega so podatki shranjeni v njej. Zaradi rasti
količine podatkov so se razvila podatkovna skladišča. Podatkovna skladišča shranjujejo
podatke neposredno iz virov. Predstavljajo osrednji vir podatkov za upravitelje, ki jih
potrebujejo za izdelavo statističnih interaktivnih analitičnih plošč in poročil. Druga
zelo popularna vrsta podatkovne baze je podatkovna baza v oblaku [57].

V analizi omrežij je zelo praktična uporaba grafovske podatkovne baze [58]. Ta
vrsta podatkovne baze uporablja grafovsko strukturo za shranjevanje in predstavitev
podatkov. Posebne grafovske podatkovne baze uporabljajo omrežni model, ki omogoča
bolj prilagodljivo predstavitev objektov in relacij med njimi.

V zadnjih letih se vsak dan zbere velika količina podatkov. Zato se je pojavil pojem
velikih podatkovij [59], ki predstavljajo zbirke zelo velikih množic podatkov. Te mno-
žice podatkov so tako velike in kompleksne, da jih je težko obdelovati z uveljavljenimi
aplikacijami. Zato so se razvile nove in prilagojene metode na področju razvrščanja,
strojnega učenja, nevronskih mrež, zaznavanja vzorcev in anomalij.

Primeri zbirk omrežij in drugih podatkovnih zbirk so: Repositories of Datasets¹³,
KDnuggets Datasets for Data Mining¹⁴, Data Surfing on the World Wide Web¹⁵,

¹⁰http://www.imdb.com/
¹¹http://www.amazon.com/
¹²http://www.last.fm/
¹³http://www.trustlet.org/wiki/Repositories_of_datasets
¹⁴http://www.kdnuggets.com/datasets/index.html
¹⁵http://it.stlawu.edu/~rlock/datasurf.html
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Public Data Sets on Amazon Web Services¹⁶, TunedIT¹⁷, e Internet2 Observatory
Data Collections¹⁸, Infochimps¹⁹, CAIDA (e Cooperative Association for Internet
Data Analysis) Data²⁰ in Network Data Sources²¹ na spletni strani programa Pajek.

Določenim dejavnostim lahko sledimo z njihovim beleženjem. Telefonski operaterji
shranjujejo podatke o uporabi telefonov, zbirajo se podatki iz vremenskih postaj, po-
nudniki spletnih družabnih omrežij zbirajo podatke o svojih uporabnikih [60], tvorijo
se omrežja podatkov iz različnih senzorjev, vedno bolj zanimiva so omrežja peer-to-peer
(P2P) , z identifikatorji radijskih frekvenc (RFID) lahko sledimo njihovim lastnikom
idr. Tovrstne podatke lahko uporabimo za napovedno analizo in za analizo obnašanja
uporabnikov.

3.1.4 Skoraj omrežni podatki

Nekateri podatki že imajo obliko omrežja. Prevozniško omrežje je omrežje cest, cevi,
ulic ali druge podobne strukture, ki dovoljuje prevoz oz. prenos določene vrste. Te
strukture so predstavljene kot povezave, njihova križišča pa kot vozlišča. Še eno podro-
čje, ki se ukvarja s podatki v skoraj omrežni obliki, je kemija. Struktura molekule je
omrežje atomov kot vozlišč in kovalentnih kemijskih vezi kot povezav med njimi. Za
analizo omrežij najbolj zanimive kemijske strukture so organske molekule: proteini,
lipidi, hidrokarbonati in DNK. Veliko tovrstnih podatkov o molekulah je na voljo na
spletni strani Protein Data Bank²².

Kadar želimo tovrstne podatke analizirati z orodji analize omrežij, jih moramo naj-
prej pretvoriti v ustrezen datotečni format.

Včasih potrebujemo za pretvorbo podatkov posebno programsko rešitev. Recimo
pretvorbo opisa zemljevida z mejami med državnimi administrativnimi enotami (ob-
čine idr.) formata ESRI v relacijo sosednosti administrativnih enot lahko naredimo s
kratkim programom v programskem jeziku R z uporabo funkcije poly2nb iz paketa
spdep.

¹⁶http://aws.amazon.com/publicdatasets/
¹⁷http://tunedit.org/repo
¹⁸http://www.internet2.edu/observatory/archive/data-collections.html
¹⁹http://infochimps.com/
²⁰http://www.caida.org/data/
²¹http://pajek.imfm.si/doku.php?id=data:urls:index
²²http://www.rcsb.org/pdb/home/home.do
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3.1.5 Omrežja, pridobljena iz podatkov

Določeni viri podatkov zahtevajo bolj zapletene postopke za pretvorbo podatkov v pri-
padajoča omrežja.

Za analizo lahko dobimo zanimive podatke iz dnevnih arhivov tiskovnih agencij
(Agence France-Presse, Reuters, United Press International, American Press Agency,
Xinhua, ITAR-TASS idr.). Posamezna novica je (označeno) besedilo, ki ga lahko ana-
liziramo s postopki računalniško podprte analize besedila [61]. Eden izmed glavnih
pristopov k tej vrsti analize besedila je semantična analiza besedila. Enote besedila so
kodirane v skladu z modelom Chomskega osebek-povedek-predmet, ki ga enostavno pre-
tvorimo v časovno večrelacijsko omrežje z osebki in predmeti kot vozlišči in povedki kot
relacijami. Primer uporabe tega pristopa so Kansas Event Data System²³, International
Relations Data Site²⁴ Paula Hensela in Correlates of War²⁵. Pregled tega pristopa je
opisan v knjigi From Words to Numbers [62]. Zanimiv je tudi pristop Steva Cormena
Centering Resonance Analysis²⁶.

Še en primer takšnih podatkov so sosedska omrežja. Naj bo𝒱 množica (multivari-
atnih) enot in naj bo 𝑑(𝑢, 𝑣) različnost, ki je definirana na tej množici. Definiramo dve
vrsti omrežij: omrežje 𝑘-najbližjih sosedov𝒩 (𝑘) = (𝒱 ,𝒜 ,𝑤), v katerem so povezave
definirane kot:

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝒜 ⇔ 𝑣 je med 𝑘 najbližjimi sosedi vozlišča 𝑢, 𝑤(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢, 𝑣);

in omrežje 𝑟-sosedov𝒩 (𝑟) = (𝒱 ,ℰ ,𝑤), v katerem so povezave definirane kot:

(𝑢 ∶ 𝑣) ∈ ℰ ⇔ 𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑟, 𝑤(𝑢, 𝑣) = 𝑤(𝑣, 𝑢) = 𝑑(𝑢, 𝑣).

Takšna omrežja omogočajo povezavo med (multivariatno) analizo podatkov in analizo
omrežij. Pri večjih množicah enot se pojavi problem oblikovanja učinkovitega algo-
ritma za določanje najbližjih sosedov. David M. Mount je v Approximate Nearest
Neighbor Library²⁷ opisal hitri algoritem za (aproksimacijsko) iskanje najbližjih sose-
dov. V programskem jeziku R so tovrstni algoritmi na voljo z uporabo funkcije ann iz
paketa yaImpute.

²³http://web.ku.edu/keds/
²⁴http://www.paulhensel.org/data.html
²⁵http://www.correlatesofwar.org/
²⁶http://www.crawdadtech.com/
²⁷http://www.cs.umd.edu/~mount/ANN
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3.1.6 Pomenski splet

Pomenski splet (semantic web) [63] je nadgradnja in razširitev navadnega omrežja.
Omogoča uporabo podatkovne plasti v svetovnem spletu in v spletnih storitvah. Osno-
va pomenskega spleta je semantični opis spletne vsebine z uporabo metapodatkov in
ontologij. Uporablja se za pretvorbo omrežja nestrukturiranih dokumentov v omrežje
podatkov. To olajša analizo teh podatkov, saj so s tem podatki že pretvorjeni v obliko
omrežja.

Pomenski splet se opira na spletne tehnologije: Uniform Resource Identifier (URI),
Resource Description Framework (RDF) in Web Ontology Language (OWL). URI je
niz, ki identificira ime ali vir in omogoča interakcijo s predstavitvijo vira v omrežju z
uporabo posebnega protokola. RDF je standardni model W3C za izmenjano podatkov
na svetovnem spletu. Uporablja se za konceptualno opisovanje ali modeliranje infor-
macij iz spletnega vira in za iskanje znanja z računalniki. RDF je osnova za predela-
vo metapodatkov; omogoča notranjo operabilnost med aplikacijami, ki si izmenjujejo
strojno razumljive informacije na svetovnem spletu. OWL je družina jezikov za zapis
ontologij.

V RDF je delček znanja predstavljen v obliki trojice osebek-povedek-predmet. Ose-
bek označuje vir, predikat označuje vidik vira in izrazi relacijo med osebkom in predme-
tom. Viri so vedno poimenovani z URIji in morebitnimi dodanimi IDji (podmnožici
sta množici URLjev in URNjev). Trojice tvorijo večrelacijsko omrežje z osebki in pred-
meti kot vozlišči in predikati kot vrstami relacij. Večje zbirke trojic RDF so shranjene v
Linked Data - Connect Distributed Data across the Web²⁸, Freebase²⁹ in DBpedia³⁰.

Obstaja več različnih sintaktičnih formatov, ki se v kompleksnosti precej razlikujejo:
N3, N-Triples, TRiG, TRiX, Turtle, RDF/XML, RDFa, JSON-LD. Namen RDF-a
je zagotavljanje kodirnega in razlagalnega mehanizma, s katerim lahko vire opišemo
v takšni obliki, da jih z njim skladna programska oprema razume. Nekateri formati
so namenjeni predvsem strojnemu branju in so zato človeku težko berljivi. Primer
poizvedbenega jezika za RDF je SPARQL³¹.

²⁸http://linkeddata.org/
²⁹http://www.freebase.com/
³⁰http://en.wikipedia.org/wiki/DBpedia
³¹http://www.w3.org/TR/rdf-sparql-query/
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3.1.7 Naključna omrežja

Tvorjenje naključnih omrežij [64, 65] je pomembno za raziskovanje kompleksnih sis-
temov, recimo električnega omrežja, družabnih povezav, svetovnega spleta in interneta,
omrežja sodelovanj in citiranj med znanstveniki idr. Naključna omrežja uporabljamo
za modeliranje razredov grafov.

Paul Erdős in Alfréd Rényi sta v [66] predlagala pristop za formalizacijo naključnega
grafa. Model Erdős-Rényi, ki ga označimo z 𝒢 (𝑛,𝑚) za 𝑛 vozlišč in 𝑚 povezav, tvori
naključni graf z 𝑛 vozlišči in𝑚 povezavami, ki so (enakomerno) naključno izbrane med
𝑛(𝑛−􏷪)
􏷫 možnimi povezavami.
Podoben Erdős-Rényijevemu modelu jeGilbertov model𝒢 (𝑛, 𝑝) [67] za 𝑛 vozlišč in

verjetnost 𝑝 za izbiro posamezne povezave. V tem modelu je vsaka izmed 𝑛(𝑛−􏷪)
􏷫 možnih

povezav preprostega neusmerjenega grafa 𝐺(𝑛, 𝑝) ∈ 𝒢 (𝑛, 𝑝) vključena neodvisno od
ostalih povezav z verjetnostjo 𝑝.

Watts in Strogatz sta predstavila model majhnih svetov [68]. Ta razred naključnih
omrežij temelji na dveh strukturnih funkcijah. Koeficient nakopičenosti je visok, pov-
prečna razdalja med pari vozlišč pa je majhna. Karakteristike majhnih svetov imajo
družabna omrežja, internet in genska omrežja.

Porazdelitev stopenj naključnega grafa iz Erdős-Rényijevega ali Gilbertovega modela
je skoncentrirana okoli povprečne stopnje – Poissonova porazdelitev. V večini omrežij
iz dejanskega življenja pa porazdelitev stopenj v grobem sledi potenčnemu zakonu. Za
takšna omrežja rečemo, da so brezlestvična. Barabási in Albert [69] sta opisala postopek
prednostnega dodajanja, s katerim tvorimo omrežja s to lastnostjo. Prednostno dodaja-
nje v vsakem trenutku ustvari eno vozlišče in ga poveže s podanim številom obstoječih
vozlišč. Verjetnost izbire nekega soseda je sorazmerna z njegovo trenutno stopnjo.

Različne razrede naključnih grafov lahko opišemo tudi kot verjetnostne induktivne
razrede grafov [70].

3.2 Analiza bibliografskih podatkov iz baze Web of Science

Omrežje sodelovanj je ponavadi definirano takole: Množica vozlišč je množica avtorjev.
Povezava (neusmerjena) med avtorjema 𝑢 in 𝑣 obstaja natanko takrat, ko sta avtorja
sodelovala pri izdelavi skupnega dela (članek, knjiga, poročilo idr.). Utež te povezave
𝑤(𝑢, 𝑣) je enaka številu skupnih del avtorjev 𝑢 in 𝑣.

Omrežje sodelovanj temelji na še preprostejšem dvovrstnem omrežju, v katerem so
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dela povezava z avtorji. V tem omrežju obstaja usmerjena povezava od dela 𝑝 do avtorja
𝑢 natanko takrat, ko je 𝑢 (so)avtor dela 𝑝.Če to omrežje soavtorstev𝒲 𝒜 predstavimo
z matriko 𝐖𝐀, lahko izračunemo matriko omrežja sodelovanj kot 𝐖𝐀𝑇 ⋆ 𝐖𝐀. Ker
lahko vsako omrežje predstavimo z matriko, bomo v nadaljevanju uporabljali matrične
oznake omrežij: namesto 𝒲 𝒜 bomo za to omrežje uporabili oznako 𝐖𝐀.

Matrike velikih omrežij zasedejo v standardni predstavitvi preveč prostora glede na
to, da je večina elementov teh matrik ničelnih. Zato uporabimo ‘vzporedno’ operacijo
množenja omrežij, ki ničelnih elementov v matrikah ne upošteva (glej podpoglavje
2.3).

Za dano množico del lahko poleg omrežja soavtorstev𝐖𝐀 tvorimo tudi druga dvo-
vrstna omrežja: 𝐖𝐊 za dela × ključne besede, 𝐖𝐂 za dela × klasifikacije, 𝐖𝐉 za
dela × revije idr. Ker imajo vsa ta omrežja isto prvo množico (množico del), lahko
z množenjem omrežij dobimo različna izpeljana omrežja. Na primer z množenjem
𝐖𝐀𝑇 ⋆ 𝐖𝐊 = 𝐀𝐊 dobimo dvovrstno omrežje 𝐀𝐊 za avtorje × ključne besede,
v katerem so uteži 𝑤(𝑢, 𝑘) usmerjenih povezav enake številu del, v katerih je avtor
𝑢 uporabil ključno besedo 𝑘. Dodatna izpeljana omrežja dobimo, če uporabimo tudi
enovrstno omrežje citiranj med deli 𝐂𝐢.

V tem podpoglavju najprej pokažemo, kako lahko pretvorimo katerokoli tabelo po-
datkov v zbirko pripadajočih dvovrstnih omrežij. Ker imamo zbirko usklajenih dvovr-
stnih omrežij (vsa omrežja imajo eno množico vozlišč isto), lahko z množenjem omrežij
dobimo različna izpeljana omrežja. Glavni del tega podpoglavja se ukvarja z ustrezno
normalizacijo uteži povezav v izpeljanih omrežjih, kar prikažemo na primeru omrež-
ja sodelovanj. Opisani pristop lahko uporabimo tudi za ostala izpeljana omrežja. Na
koncu podpoglavja so predstavljena še nekatera druga izpeljana omrežja za primer bi-
bliografskih omrežij.

Predstavljene pristope uporabimo na zbirki omrežij SN5. Podatki za ta omrežja so
bili zbrani leta 2008 iz bibliografske baze Web of Science z iskalnim nizom`social

network*' in razširjeni z obstoječimi opisi najpogostejših referenc in bibliografij pri-
bližno 100 raziskovalcev s področja družbenih omrežij. Z uporabo programa WoS2Pajek [24]
smo to zbirko podatkov pretvorili v zbirko omrežij: omrežje dela × avtorji, dela ×
ključne besede idr., omrežje citiranj; razbitje del po letu objave in razbitje del na tista
s polnim opisom in samo citirane. Velikosti množic so naslednje: dela |𝐖| = 􏷠􏷨􏷢􏷢􏷦􏷥,
dela s polnim opisom |𝐂| = 􏷦􏷨􏷤􏷟, avtorji |𝐀| = 􏷦􏷤􏷨􏷢􏷟, revije |𝐉| = 􏷠􏷣􏷥􏷤􏷠, ključne
besede |𝐊| = 􏷡􏷨􏷡􏷥􏷦. Analize omrežij so bile narejene z orodjem za analize in prikaze
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velikih omrežij Pajek [29].

3.2.1 Dvovrstna omrežja iz tabel podatkov

Kakor je že omenjeno v podpoglavju 3.1, lahko omrežja pridobimo med drugim tudi
iz tabel podatkov. Tabela podatkov 𝑇 je množica zapisov 𝑇 = {𝑇𝑘 ∶ 𝑘 ∈ 𝒦 }, pri čemer
je 𝒦 množica ključev. Vsak zapis je oblike 𝑇𝑘 = (𝑘, 𝑞􏷪(𝑘), 𝑞􏷫(𝑘), … , 𝑞𝑟(𝑘)), pri čemer
je 𝑞𝑖(𝑘) vrednost lastnosti (atributa) 𝐪𝑖 za ključ 𝑘.

Predpostavimo, da ima lastnost 𝐪 zalogo vrednosti 􏷡𝒬 . Na primer za SNA [41] :

Avtorji(SNA) = { S. Wasserman, K. Faust },
LetoObjave(SNA) = { 1994 },
KljučneBesede(SNA) = { network, centrality, matrix, …}, …

ali za [20, 26, 30, 41, 71]:

delo avtorji leto
…
SNA S. Wasserman, K. Faust 1994
GenCores V. Batagelj, M. Zaveršnik 2011
Islands M. Zaveršnik, V. Batagelj 2004
ESNA2 W. de Nooy, A. Mrvar, V. Batagelj 2012
IFCS09 N. Kejžar, S. Korenjak, V. Batagelj 2010
…

V tej tabeli je delo ključ, avtorji in leto pa sta lastnosti.
Če je zaloga vrednosti 𝒬 končna, lahko lastnosti 𝐪 priredimo dvovrstno omrežje

𝒦 × 𝐪 = ((𝒦 ,𝒬 ),𝒜 ,𝑤), pri čemer je (𝑘, 𝑣) ∈ 𝒜 natanko takrat, ko je 𝑣 ∈ 𝑞(𝑘)
in 𝑤(𝑘, 𝑣) = 􏷠. Množico 𝒬 lahko vedno pretvorimo v končno množico z uporabo
razbitja vrednosti na podmnožice (intervale). Lastnosti z eno samo vrednostjo lahko
bolj zgoščeno predstavimo z razbitjem.

Iz podatkov v bibliografski bazi Web of Science (Knowledge)³² lahko pripadajoča
omrežja dobimo z uporabo programa WoS2Pajek. Podobni programi obstajajo tudi za
druge bibliografske baze in formate: BiBTEX, DBPL, IMDB, Zentralblatt Math idr.

³²http://home.izum.si/izum/ft_baze/wos.asp
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3.2.2 Sodelovanja

Omrežje soavtorstev

Naj bo 𝐖𝐀 dvovrstno omrežje soavtorstev za dela × avtorji; 𝑤𝑎𝑝𝑖 ∈ {􏷟, 􏷠} opisuje
avtorstvo avtorja 𝑖 dela 𝑝. Za vsako delo 𝑝 ∈ 𝐖 velja:

􏾜
𝑖∈𝐀
𝑤𝑎𝑝𝑖 = 􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆(𝑝).

Izhodna stopnja 􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆(𝑝) je enaka številu avtorjev dela 𝑝.
Naj bo𝐍 normalizirana različica omrežja soavtorstev z utežmi 𝑛𝑝𝑖, ki opisujejo delež

prispevka avtorja 𝑖 k delu 𝑝, tako da za vsako delo 𝑝 ∈ 𝐖 velja:

􏾜
𝑖∈𝐀
𝑛𝑝𝑖 ∈ {􏷟, 􏷠}.

Vsota je enaka nič za dela brez navedenih avtorjev.
Prispevki 𝑛𝑝𝑖 so lahko določeni s podanimi pravili ali pa s predpostavko, da vsak

avtor prispeva enakovreden delež k delu, torej jih lahko iz 𝐖𝐀 izračunamo kot

𝑛𝑝𝑖 =
𝑤𝑎𝑝𝑖

􏸌􏸀􏸗(􏷠, 􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆(𝑝)) .

Podobna normalizacija uteži sodelovalnih povezav je bila predlagana že v [72]. Raz-
lika je v tem, da v predlagani normalizaciji avtor uporabi 􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆(𝑝) − 􏷠 namesto
􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆(𝑝). Avtor te normalizacije uteži interpretira kot delež časa, ki ga posamezen
avtor porabi za sodelovanje z vsakim soavtorjem.

Normalizacija omrežja po vrsticah je omrežje 𝑛(𝒩 ), ki ga dobimo iz 𝒩 tako, da
utež vsake povezave 𝑎 delimo z vsoto uteži vseh povezav z istim začetim krajiščem kot
𝑎. Za dvojiško omrežje 𝐀 z množicama vozlišč 𝐈 × 𝐉 izračunamo normalizacijo kot

𝑛(𝐀) = diag 􏿶
􏷠

􏸌􏸀􏸗(􏷠, 􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆(𝑖)) 􏿹
𝑖∈𝐈

⋆𝐀.

Torej lahko normalizirano omrežje soavtorstev dobimo kot

𝐍 = 𝑛(𝐖𝐀).
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Definiramo lahko povratno transformacijo – binarizacijo 𝑏(𝒩 ) omrežja𝒩 ∶ rezul-
tat je izvorno omrežje, v katerem so vse uteži postavljene na ena. Velja

𝐖𝐀 = 𝑏(𝐍).

Velja tudi 𝐖𝐀 = 𝑏(𝑛(𝐖𝐀)).
Še ena koristna transformacija je transponiranje. Transponirano omrežje𝒩 𝑇 oziro-

ma 𝑡(𝒩 ) je omrežje, ki ga iz omrežja 𝒩 dobimo tako, da vsem povezavam obrnemo
usmerjenost in pri dvovrstnih omrežjih zamenjamo vrstni red množic vozlišč. Za bi-
bliografska omrežja uvedemo okrajšani zapis 𝐀𝐖 = 𝐖𝐀𝑇 , 𝐊𝐖 = 𝐖𝐊𝑇 itd.

Prvo omrežje sodelovanj

Po standardni poti dobimo omrežje sodelovanj𝐂𝐨 iz omrežja soavtorstev z množenjem:

𝐂𝐨 = 𝐀𝐖⋆𝐖𝐀.

Iz
𝑐𝑜𝑖𝑗 = 􏾜

𝑝∈𝐖
𝑤𝑎𝑝𝑖𝑤𝑎𝑝𝑗 = 􏾜

𝑝∈𝑁(𝑖)∩𝑁(𝑗)
􏷠

vidimo, da je posamezna utež 𝑐𝑜𝑖𝑗 enaka številu del, ki sta jih avtorja 𝑖 in 𝑗 napisala
skupaj.

Uteži so v prvem omrežju sodelovanj simetrične:

𝑐𝑜𝑖𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝐖

𝑤𝑎𝑝𝑖𝑤𝑎𝑝𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝐖

𝑤𝑎𝑝𝑗𝑤𝑎𝑝𝑖 = 𝑐𝑜𝑗𝑖.

Z utežmi 𝑐𝑜𝑖𝑗 lahko lahko določimo Saltonovo kosinusno mero podobnosti [73] ali
Ochiaijev koeficient med posameznima avtorjema 𝑖 in 𝑗 kot

􏸂􏸎􏸒(𝑖, 𝑗) =
𝑐𝑜𝑖𝑗

√𝑐𝑜𝑖𝑖𝑐𝑜𝑗𝑗
, za 𝑐𝑜𝑖𝑗 > 􏷟.

Ena izmed značilnih skupin avtorjev, ki jo lahko poiščemo v omrežju sodelovanj,
je skupina avtorjev z največ soavtorji. Tovrstni avtorji iz množice SN5 so navedeni v
tabeli 3.1. V tabeli 3.2 pa je prikazana porazdelitev izhodne stopnje avtorjev v množici
SN5. Izhodna stopnja avtorja je enaka številu del, pri katerih je sodeloval.
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Tabela 3.1
Seznam avtorjev z največ sodelovanji v podatkih SN5.

Zap. št. Avtor Št. soavtorjev Zap. št Avtor Št. soavtorjev

1 Snijders, T. 77 11 Rothenberg, R. 58
2 Krackhardt, D. 71 12 Doreian, P. 56
3 Wasserman, S. 65 13 Breiger, R. 56
4 Ferligoj,.A. 63 14 Valente, T. 52
5 Berkman,.L. 63 15 Butts, C. 52
6 van Duijn, M. 63 16 Goodreau, S. 52
7 Donovan, D. 62 17 Draper, D. 51
8 Friedman, S. 60 18 Batagelj, V. 51
9 Latkin, C. 59 19 Barabasi, A. 51

10 Faust, K. 59 20 Kelly, J. 50

Tabela 3.2
Porazdelitev izhodne stopnje v 𝐖𝐀(SN5).

Izhodna stopnja Frekvenca Izhodna stopnja Frekvenca Članek

1 2637 12 8
2 2143 13 4
3 1333 14 3
4 713 15 2
5 396 21 1 [5]
6 206 22 1 [1]
7 114 23 1 [3]
8 65 26 1 [6]
9 43 41 1 [4]

10 24 42 1 [2]
11 10 48 1 [7]

Med raziskovanjem omrežja sodelovanj se pojavi tudi očitno vprašanje o tem, kdo
je najbolj sodelovalen avtor. Standardni odgovor na to vprašanje dobimo s pomočjo
navadnih sredic [26].

Podmnožica 𝒰 ⊆ 𝒱 vozlišč določa (navadno) sredico reda 𝑘 𝒞 = (𝒰,ℒ |𝒰) v
omrežju𝒩 = (𝒱 ,ℒ ) natanko takrat, ko za vsako vozlišče 𝑢 ∈ 𝒰 velja 􏸃􏸄􏸆

𝒞
(𝑢) ≥ 𝑘

in je množica𝒰 maksimalna takšna množica. Podmnožica povezavℒ|𝒰 je sestavlje-
na iz povezav v ℒ, ki imajo obe krajišči v množici 𝒰.

V omrežju sodelovanj je navadna sredica reda 𝑘 največje podomrežje, v katerem velja,
da je vsak avtor sodeloval z vsaj 𝑘 drugimi avtorji iz te sredice.

Na sliki 3.1 so prikazane navadne sredice redov 20–47. Opazimo lahko zelo slabo
stran neposredne uporabe navadnih sredic v analizi omrežja sodelovanj. Vsako delo s 𝑘
avtorji prispeva v omrežju sodelovanj poln podgraf na 𝑘 vozliščih. Za bibliografije del z
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Slika 3.1
Navadne sredice redov
20–47 v omrežju 𝐂𝐨(SN5).

veliko avtorji metoda navadnih sredic najde za najvišji red sredice, ki predstavljajo tem
delom pripadajoče polne podgrafe, in ne dejansko najbolj sodelovalne avtorje, kakor
bi pričakovali.

Za bibliografije SN5 so navadne sredice redov 20–47 posledica člankov, ki pravza-
prav predstavljajo dela z največ avtorji (21-48), kakor je prikazano v tabeli 3.2 in v
dodatku A. Na sliki so prikazana imena le tistih avtorjev, ki so krajišča povezav z utežjo
večjo od ena.

Tega problema bi se lahko lotili tako, da bi odstranili vse povezave z utežjo ena (ali do
kakega drugega majhnega praga) in na dobljenem omrežju uporabili metodo navadnih
sredic.

Boljša rešitev je identifikacija del s (pre)več avtorji – z visoko izhodno stopnjo v
omrežju𝐖𝐀 – in njihova odstranitev iz omrežja𝐖𝐀 za namene te analize. Odstranjena
dela lahko pregledamo ločeno.

Še en možen pristop pa je uporaba 𝑝𝑆-sredic [26] na omrežju sodelovanj 𝐂𝐨 – po-
splošitev navadnih sredic, v kateri stopnjo 􏸃􏸄􏸆

𝒞
(𝑢) zamenjamo z vsoto uteži povezav
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Slika 3.2
𝑝𝑆-sredica reda 20 omrežja
sodelovanj 𝐂𝐨(SN5).

BORGATTI_S

WASSERMA_S

KNOWLTON_A

VLAHOV_D

BERNARD_H

CELENTAN_D

CURTIS_R

DESJARLA_D

FRIEDMAN_S

GOLDSTEI_M

LATKIN_C

NEAIGUS_A

ROTHENBE_R

KELLY_J

SNIJDERS_T

KALICHMA_S

KRACKHAR_D

LONGABAU_R

POTTERAT_J

MAGLIANO_L

CONNORS_G

MANDELL_W

ATKINSON_J

DEROSA_C

SEMPLE_S

BATAGELJ_V

FAUST_K

DOREIAN_P

VANDUIJN_M

ROBERTSO_J

MCCARTY_C

JOHNSEN_E

KNAPP_M

ZWEBEN_A

HANSSON_L

BENGTSSO_A

SORGAARD_K

AMIRKHAN_Y

DIFRANCE_W

LITT_M

KADDEN_R

STOUT_R

KILLWORT_P

SHELLEY_G

BUTTS_C

EVERETT_M

FERLIGOJ_A

MUTH_S

PETRESCU_M

GRANT_I

MERINDER_L

PATTERSO_T

WOODHOUS_D

JOSE_B

EMERSON_E

HATTON_C

ELLIOTT_J

MCINTOSH_B

SWIFT_P

KRINJEN-_E

TOWERS_C

ROMEO_R

SANDERSO_H

ROUTLEDG_M OAKES_P

JOYCE_T

FIORILLO_A

MALANGON_C

MAJ_M

KABAKCHI_E

VASSILEV_S

MCAULIFF_T

KHOURSIN_R

RYCHTARI_R

MIDDELBO_T

STRAITST_K

SANDLUND_M

BJARNASO_O

NILSSON_L

VINDING_H

ZISOOK_S

WIRTZ_P

MCCUTCHA_J

ILDEFONS_G

STEVENSO_L

OZIEMKOW_M

od vozlišča 𝑢 do ostalih vozlišč v 𝒰 ∶

𝑝𝑆(𝑢,𝒰) = 􏾜
𝑣∈𝒰

𝑤(𝑢, 𝑣).

Podmnožica 𝒰 ⊆ 𝒱 vozlišč določa 𝑝𝑆-sredico 𝒞 = (𝒰,ℒ |𝒰) reda 𝑡 v omrežju
𝒩 = (𝒱 ,ℒ ) natanko takrat, ko za vsako vozlišče 𝑢 ∈ 𝒰 velja 𝑝𝑆(𝑢,𝒰) ≥ 𝑡 in je
množica 𝒰 maksimalna takšna množica.

Na sliki 3.2 je prikazana 𝑝𝑆-sredica reda 20. Vsak avtor v njej ima vsaj 20 del z
ostalimi avtorji v tej sredici.

Tudi v 𝑝𝑆-sredici omrežja SN5 se pojavijo klike, ki pripadajo člankom z velikim šte-
vilom avtorjev. Poleg teh klik opazimo tudi močne sodelovalne skupine: { S. Borgatti,
M. Everett }, {H. Bernard, P. Killworth, C. McCarty, E. Johnsen, G. Shelley }, { R. Ro-
tenberg, S. Muth, J. Potterat, D. Woodhouse }, { L. Magliano, M. Maj, C. Malangon,
A. Fiorillo } in ostale.

Tudi 𝑝𝑆-sredice ne dajo povsem zadovoljivega odgovora. Kadar želimo nevtralizirati
prevlado prispevkov del z veliko avtorji, lahko to poskusimo rešiti z alternativnimi defi-
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nicijami omrežja sodelovanj, pri čemer uporabimo normalizirano omrežje soavtorstev.
Struktura (graf ) omrežja sodelovanj ostane enaka, spremenijo pa se uteži povezav.

Drugo omrežje sodelovanj

je definirano kot
𝐂𝐧 = 𝐀𝐖⋆𝐍.

Vrednosti uteži 𝑐𝑛𝑖𝑗 so definirane kot

𝑐𝑛𝑖𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝐖

𝑤𝑎𝑝𝑖𝑛𝑝𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝑁(𝑖)∩𝑁(𝑗)

𝑛𝑝𝑗

in so enake prispevku avtorja 𝑗 delom, pri katerih je sodeloval z avtorjem 𝑖.
V splošnem vrednosti matrike 𝐂𝐧 niso vedno simetrične (𝑐𝑛𝑖𝑗 = 𝑐𝑛𝑗𝑖). V primeru,

ko velja 𝑛𝑝𝑖 =
𝑤𝑎𝑝𝑖

􏸨􏸮􏸭􏸝􏸞􏸠𝐖𝐀(𝑝)
, pa so

𝑐𝑛𝑖𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝑁(𝑖)∩𝑁(𝑗)

𝑛𝑝𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝑁(𝑖)∩𝑁(𝑗)

􏷠
􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆

𝐖𝐀
(𝑝) =

􏾜
𝑝∈𝑁(𝑗)∩𝑁(𝑖)

𝑛𝑝𝑖 = 𝑐𝑛𝑗𝑖.

Skupen prispevek izrazov 𝑤𝑎𝑝𝑖𝑛𝑝𝑗 dela 𝑝 iz definicije 𝑐𝑛𝑖𝑗

􏾜
𝑗∈𝐀
􏾜
𝑗∈𝐀
𝑤𝑎𝑝𝑖𝑛𝑝𝑗 = 􏾜

𝑖∈𝑁(𝑝)
􏾜
𝑗∈𝐀
𝑛𝑝𝑗 = 􏾜

𝑖∈𝑁(𝑝)
􏷠 = 􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆

𝐖𝐀
(𝑝)

je enak številu avtorjev dela 𝑝.
Podobno za avtorja 𝑖 velja, da je skupni prispevek vrednosti 𝑐𝑛𝑖𝑗

􏾜
𝑗∈𝐀
𝑐𝑛𝑖𝑗 =􏾜

𝑗∈𝐀
􏾜
𝑝∈𝐖

𝑤𝑎𝑝𝑖𝑛𝑝𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝐖

𝑤𝑎𝑝𝑖􏾜
𝑗∈𝐀
𝑛𝑝𝑗 = 􏾜

𝑝∈𝐖
𝑤𝑎𝑝𝑖 = 􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆𝐖𝐀(𝑖)

enak številu del, pri katerih je avtor 𝑖 sodeloval. Diagonalne vrednosti

𝑐𝑛𝑖𝑖 = 􏾜
𝑝∈𝑁(𝑖)

𝑛𝑝𝑖

so enake celotnemu prispevku avtorja 𝑖 njegovim delom.
Torej lahko na podlagi elementov matrike 𝐂𝐧 definiramo kazalnik samozadostnosti

𝑆𝑖 =
𝑐𝑛𝑖𝑖

􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆
𝐖𝐀
(𝑖)
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Tabela 3.3
Seznam ‘najboljših’ avtorjev v SN5.

Zap. št. Avtor 𝑐𝑛𝑖𝑖 Skupaj 𝐾𝑖
1 Burt, R. 􏷭􏷬.􏷱􏷬 􏷮􏷬 􏷩.􏷪􏷰􏷬
2 Newman, M. 􏷬􏷯.􏷰􏷰 􏷯􏷩 􏷩.􏷬􏷱􏷰
3 Doreian, P. 􏷬􏷭.􏷭􏷭 􏷭􏷰 􏷩.􏷫􏷯􏷰
4 Bonacich, P. 􏷬􏷩.􏷪􏷰 􏷭􏷪 􏷩.􏷫􏷯􏷭
5 Marsden, P. 􏷫􏷲.􏷭􏷫 􏷬􏷰 􏷩.􏷫􏷩􏷮
6 Wellman, B. 􏷫􏷯.􏷱􏷰 􏷭􏷪 􏷩.􏷬􏷭􏷮
7 Leydesdorf, L. 􏷫􏷭.􏷬􏷰 􏷬􏷮 􏷩.􏷬􏷩􏷭
8 White, H. 􏷫􏷬.􏷮􏷩 􏷬􏷬 􏷩.􏷫􏷱􏷱
9 Friedkin, N. 􏷫􏷩.􏷩􏷩 􏷫􏷬 􏷩.􏷪􏷬􏷩

10 Borgatti, S. 􏷪􏷲.􏷫􏷩 􏷭􏷪 􏷩.􏷮􏷬􏷫
11 Everett, M. 􏷪􏷯.􏷲􏷫 􏷬􏷪 􏷩.􏷭􏷮􏷭
12 Litwin, H. 􏷪􏷯.􏷩􏷩 􏷫􏷪 􏷩.􏷫􏷬􏷱
13 Freeman, L. 􏷪􏷮.􏷮􏷬 􏷫􏷩 􏷩.􏷫􏷫􏷬
14 Barabasi, A. 􏷪􏷭.􏷲􏷲 􏷬􏷮 􏷩.􏷮􏷰􏷫
15 Snijders, T. 􏷪􏷭.􏷲􏷲 􏷬􏷩 􏷩.􏷮􏷩􏷩
16 Valente, T. 􏷪􏷭.􏷱􏷩 􏷬􏷭 􏷩.􏷮􏷯􏷮
17 Breiger, R. 􏷪􏷭.􏷭􏷭 􏷫􏷩 􏷩.􏷫􏷰􏷱
18 Skvoretz, J. 􏷪􏷭.􏷭􏷬 􏷫􏷰 􏷩.􏷭􏷯􏷯
19 Krackhardt, D. 􏷪􏷬.􏷯􏷮 􏷫􏷮 􏷩.􏷭􏷮􏷭
20 Carley, K. 􏷪􏷫.􏷲􏷬 􏷫􏷱 􏷩.􏷮􏷬􏷱
21 Pattison, P. 􏷪􏷫.􏷪􏷩 􏷫􏷰 􏷩.􏷮􏷮􏷫
22 Wasserman, S. 􏷪􏷪.􏷰􏷫 􏷫􏷯 􏷩.􏷮􏷭􏷲
23 Berkman, L. 􏷪􏷪.􏷫􏷪 􏷬􏷩 􏷩.􏷯􏷫􏷯
24 Moody, J. 􏷪􏷩.􏷱􏷬 􏷪􏷮 􏷩.􏷫􏷰􏷱
25 Scott, J. 􏷪􏷩.􏷭􏷰 􏷪􏷮 􏷩.􏷬􏷩􏷫
26 Latkin, C. 􏷪􏷩.􏷪􏷭 􏷬􏷰 􏷩.􏷰􏷫􏷯
27 Morris, M. 􏷲.􏷲􏷱 􏷫􏷩 􏷩.􏷮􏷩􏷪
28 Rothenberg, R. 􏷲.􏷱􏷫 􏷫􏷱 􏷩.􏷯􏷭􏷲
29 Kadushin, C. 􏷲.􏷰􏷮 􏷪􏷪 􏷩.􏷪􏷪􏷭
30 Faust, K. 􏷲.􏷰􏷫 􏷪􏷱 􏷩.􏷭􏷯􏷩
31 Batagelj, V. 􏷲.􏷯􏷲 􏷫􏷩 􏷩.􏷮􏷪􏷯
32 Mizruchi, M. 􏷲.􏷯􏷰 􏷪􏷮 􏷩.􏷬􏷮􏷯
33 [Anon] 􏷲.􏷩􏷩 􏷲 􏷩.􏷩􏷩􏷩
34 Johnson, J. 􏷱.􏷱􏷲 􏷫􏷪 􏷩.􏷮􏷰􏷰
35 Fararo, T. 􏷱.􏷱􏷬 􏷪􏷯 􏷩.􏷭􏷭􏷱
36 Lazega, E. 􏷱.􏷮􏷩 􏷪􏷫 􏷩.􏷫􏷲􏷫
37 Knoke, D. 􏷱.􏷬􏷬 􏷪􏷪 􏷩.􏷫􏷭􏷫
38 Ferligoj, A. 􏷱.􏷪􏷲 􏷪􏷲 􏷩.􏷮􏷯􏷲
39 Brewer, D. 􏷱.􏷩􏷬 􏷪􏷪 􏷩.􏷫􏷰􏷩
40 Klovdahl, A. 􏷰.􏷲􏷯 􏷪􏷰 􏷩.􏷮􏷬􏷫
41 Hammer, M. 􏷰.􏷲􏷫 􏷪􏷩 􏷩.􏷫􏷩􏷱
42 White, D. 􏷰.􏷱􏷬 􏷪􏷮 􏷩.􏷭􏷰􏷱
43 Holme, P. 􏷰.􏷭􏷫 􏷪􏷭 􏷩.􏷭􏷰􏷩
44 Boyd, J. 􏷰.􏷬􏷰 􏷪􏷬 􏷩.􏷭􏷬􏷬
45 Kilduff, M. 􏷰.􏷫􏷮 􏷪􏷯 􏷩.􏷮􏷭􏷰
46 Small, H. 􏷰.􏷩􏷩 􏷰 􏷩.􏷩􏷩􏷩
47 Iacobucci, D. 􏷰.􏷩􏷩 􏷪􏷫 􏷩.􏷭􏷪􏷰
48 Pappi, F. 􏷯.􏷱􏷬 􏷪􏷩 􏷩.􏷬􏷪􏷰
49 Chen, C. 􏷯.􏷰􏷱 􏷪􏷫 􏷩.􏷭􏷬􏷮
50 Seidman, S. 􏷯.􏷰􏷮 􏷲 􏷩.􏷫􏷮􏷩
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kot delež avtorjevega prispevka v skupnem številu del, pri katerih je sodeloval.
Kazalnik sodelovalnosti je komplement kazalniku samozadostnosti

𝐾𝑖 = 􏷠 − 𝑆𝑖.

Vse vrednosti 𝑐𝑛𝑖𝑗 se seštejejo v število vseh povezav v omrežju 𝐖𝐀 ∶

􏾜
𝑖∈𝐀
􏾜
𝑗∈𝐀
𝑐𝑛𝑖𝑗 =􏾜

𝑖∈𝐀
􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆

𝐖𝐀
(𝑖) = 𝑚𝐖𝐀.

V tabeli 3.3 je seznam 50 avtorjev z največjim prispevkom 𝑐𝑛𝑖𝑖 na področju analize
družbenih omrežij. Dodano je tudi število vseh del posameznega avtorja o tej temi in
njegov kazalnik sodelovalnosti.

Tretje omrežje sodelovanj

je definirano kot

𝐂𝐭 = 𝐍𝑇 ⋆𝐍.

Utež 𝑐𝑡𝑖𝑗 je enaka skupnemu prispevku sodelovanj avtorjev 𝑖 in 𝑗.
Skupen prispevek avtorjev v polnem podgrafu nekega dela je enak 􏷠 ∶

􏾜
𝑖∈𝐀
􏾜
𝑗∈𝐀
𝑛𝑇𝑖𝑝𝑛𝑝𝑗 =􏾜

𝑖∈𝐀
𝑛𝑝𝑖􏾜

𝑗∈𝐀
𝑛𝑝𝑗 =􏾜

𝑖∈𝐀
𝑛𝑝𝑖 ⋅ 􏷠 = 􏷠.

Uteži 𝑐𝑡𝑖𝑗 so simetrične

𝑐𝑡𝑖𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝐖

𝑛𝑇𝑖𝑝𝑛𝑝𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝐖

𝑛𝑇𝑗𝑝𝑛𝑝𝑖 = 𝑐𝑡𝑗𝑖

in vsota
􏾜
𝑗∈𝐀
𝑐𝑡𝑖𝑗 =􏾜

𝑗∈𝐀
􏾜
𝑝∈𝐖

𝑛𝑝𝑖𝑛𝑝𝑗 = 􏾜
𝑝∈𝐖

𝑛𝑝𝑖􏾜
𝑗∈𝐀
𝑛𝑝𝑗 = 􏾜

𝑝∈𝐖
𝑛𝑝𝑖

je enaka celotnemu prispevku avtorja 𝑖 delom iz množice 𝐖.
Vsota vseh uteži 𝑐𝑡𝑖𝑗

􏾜
𝑖∈𝐀
􏾜
𝑗∈𝐀
𝑐𝑡𝑖𝑗 =􏾜

𝑖∈𝐀
􏾜
𝑝∈𝐖

𝑛𝑝𝑖 = 􏾜
𝑝∈𝐖

􏾜
𝑖∈𝐀
𝑛𝑝𝑖 = 􏾜

𝑝∈𝐖
􏷠 = |𝐖|
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Slika 3.3
𝑝𝑆-sredica reda 0.75 v
tretjem omrežju sodelovanj
𝐂𝐭(SN5).
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je enaka številu vseh del.
Avtorjev prispevek področju lahko definiramo kot

𝑎𝑐𝑖 =
|𝐀|
|𝐖|

􏾜
𝑝∈𝐖

𝑛𝑝𝑖,

pri čemer velja
􏾜
𝑖∈𝐀
𝑎𝑐𝑖 = |𝐀|.

Torej je povprečna vrednost 𝑎𝑐 enaka 􏷠.
Opazimo tudi, da velja

𝑏(𝐂𝐨) = 𝑏(𝐂𝐧) = 𝑏(𝐂𝐭).

Na sliki 3.3 je prikazana 𝑝𝑆-sredica reda 0.75 v tretjem omrežju sodelovanj𝐂𝐭(SN5).
V tej sredici ni več velikih klik. Največja komponenta sredice je sestavljena iz vodilnih
raziskovalcev iz področja družbenih omrežij z naslednjimi zelo močnimi pari: Borgatti
in Everett, Killworth in Bernard, Bonacich in Bienestock, Ferligoj in Batagelj, Pattison
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in Robins idr. Druga največja komponenta sestoji iz fizikov z naslednjimi zelo močnimi
pari: Newman in Park, Barabasi in Albert ter Masuda in Konno. V manjši komponenti
najdemo še naslednje tri pare: Lienhard in Holland (pri čemer je Lienhard predstavljen
z dvema vozliščema), Metzke in Steinhaus ter Chou in Chi.

3.2.3 Izpeljana omrežja

Sklicevalni pari in skupna citiranja

V programu WoS2Pajek je relacija citiranja definirana kot 𝑝𝐂𝐢 𝑞 ≡ 𝑝 citira 𝑞. Torej
lahko definiramo omrežje sklicevalnih parov 𝐛𝐢𝐂𝐨 kot [74]

𝐛𝐢𝐂𝐨 = 𝐂𝐢 ⋆ 𝐂𝐢𝑇 .

Uteži v tem omrežju

𝑏𝑖𝑐𝑜𝑝𝑞 = 􏾜
𝑠∈𝐖

𝑐𝑖𝑝𝑠𝑐𝑖𝑞𝑠 = 􏾜
𝑠∈𝑁(𝑝)∩𝑁(𝑞)

􏷠

so enake številu del, na katera se sklicujeta deli 𝑝 in 𝑞, kakor je prikazano na sliki 3.4.
Uteži so simetrične: 𝑏𝑖𝑐𝑜𝑝𝑞 = 𝑏𝑖𝑐𝑜𝑞𝑝.

p

q

coCi biCo Slika 3.4
Dela, na katera se sklicujeta
deli 𝑝 in 𝑞, so upoštevana
v računanju uteži povezave
𝑝𝑞 v omrežju sklicevalnih
parov. Dela, ki se sklicujejo
na deli 𝑝 in 𝑞, so upošte-
vana v računanju uteži
povezave 𝑝𝑞 v omrežju
sosklicevanj.

Zopet se pojavi problem del z veliko citati, še posebej problematični so pregledni
članki. Njihov vpliv lahko nevtraliziramo z normalizacijo, recimo

𝐛𝐢𝐂𝐨𝐧 = 􏷠
􏷡 (𝑛(𝐂𝐢) ⋆ 𝐂𝐢

𝑇 + 𝐂𝐢 ⋆ 𝑛(𝐂𝐢)𝑇 ).

Hitro vidimo, da velja 𝑏𝑖𝑐𝑜𝑛𝑝𝑞 ∈ [􏷟, 􏷠] in 𝑏𝑖𝑐𝑜𝑛𝑝𝑞 = 𝑏𝑖𝑐𝑜𝑛𝑞𝑝 (simetrija). Velja tudi:
𝑏𝑖𝑐𝑜𝑛𝑝𝑞 = 􏷠 natanko takrat, ko se deli 𝑝 in 𝑞 sklicujeta na isto delo.
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Element 𝑐𝐶𝑝𝑞 v prvem členu vsote te normalizacije predstavlja ‘pomembnost nava-
dnega’ (𝑝, 𝑞)-sklicevanja za delo 𝑝; element 𝐶𝑐𝑝𝑞 v drugem členu pa predstavlja ‘po-
membnost navadnega (𝑝, 𝑞)-sklicevanja’ za delo 𝑞.

𝑏𝑖𝑐𝑜𝑛𝑝𝑞 =
􏷠
􏷡 (𝑐𝐶𝑝𝑞 + 𝐶𝑐𝑝𝑞)

Opazimo, da je prvi člen v definiciji omrežja 𝐛𝐢𝐂𝐨𝐧 enak transponiranemu drugemu
členu

(𝐂𝐢 ⋆ 𝑛(𝐂𝐢)𝑇 ))𝑇 = 𝑛(𝐂𝐢) ⋆ 𝐂𝐢𝑇

in zato velja 𝐶𝑐𝑝𝑞 = 𝑐𝐶𝑞𝑝. To dejstvo lahko uporabimo za učinkovitejši izračun omrežja
𝐛𝐢𝐂𝐨𝐧. Izračunati moramo namreč le prvi člen 𝐜𝐂. Potem velja

𝑏𝑖𝑐𝑜𝑛𝑝𝑞 =
􏷠
􏷡 (𝑐𝐶𝑝𝑞 + 𝑐𝐶𝑞𝑝).

V omrežju 𝐛𝐢𝐂𝐨𝐧(SN5) najdemo večjo komponento s povezavami z 𝑏𝑖𝑐𝑜𝑛 = 􏷠,
katere vozlišča predstavljajo članke s sklicem na eno izmed knjig ( Wasserman, S., Faust,
K.: Social network analysis. Cambridge UP, 1994; Taylor, Howard F.: Balance in small
groups. Van Nostrand Reinhold, 1970; Belle, D.: Childrens social networks and social
supports. Wiley, 1989; Gottlieb, B. H.: Social networks and social support. Sage,
1981; Yan, Yunxiang: e flow of gifts. Stanford UP, 1996; Zhang, L.: Strangers in
the City. Stanford UP, 2001). Najdemo tudi mnogo parov člankov z 𝑏𝑖𝑐𝑜𝑛 = 􏷠, ki jih
je večinoma napisal isti avtor. Bolj zanimive skupine dobimo v obliki večjih otokov z
vrednostmi pod ena.

Podobno lahko definiramo omrežje sosklicevanj 𝐜𝐨𝐂𝐢 [75, 76] kot

𝐜𝐨𝐂𝐢 = 𝐂𝐢𝑇 ⋆ 𝐂𝐢.

Pripadajoče uteži
𝑐𝑜𝑐𝑖𝑝𝑞 = 􏾜

𝑠∈𝐖
𝑐𝑖𝑠𝑝𝑐𝑖𝑠𝑞 = 􏾜

𝑠∈𝑁−(𝑝)∩𝑁−(𝑞)
􏷠

so enake številu del, ki se sklicujejo na deli 𝑝 in 𝑞, kakor je prikazano na sliki 3.4. Z
𝑁−(𝑝) označimo množico sosedov, od katerih lahko pridemo do vozlišča 𝑝.
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Ostala izpeljana omrežja

Utež 𝑎𝑐𝑖𝑖𝑝 v omrežju sklicevanj avtorjev na dela

𝐀𝐂𝐢 = 𝐀𝐖⋆𝐂𝐢

predstavlja število, kolikokrat se je avtor 𝑖 skliceval na delo 𝑝.
Omrežje sosklicevanj avtorjev lahko dobimo kot

𝐀𝐂𝐨 = 𝑏(𝐀𝐂𝐢) ⋆ 𝑏(𝐀𝐂𝐢)𝑇 .

Utež 𝑎𝑐𝑜𝑖𝑗 predstavlja število del, na katera sta se sklicevala avtorja 𝑖 in 𝑗.
Utež 𝑎𝑘𝑖𝑘 v omrežju avtorjev in ključnih besed

𝐀𝐊 = 𝐀𝐖⋆𝐖𝐊

pa predstavlja število del, v katerih je avtor 𝑖 uporabil ključno besedo 𝑘.

Omrežje skupnih sklicevanj na dela

V [77] je predlagana naslednja definicija omrežja skupnih sklicevanj na dela:

𝐀𝐂𝐀 = 𝐀𝐖⋆ diag(􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆
𝐂𝐢
(𝑝)) ⋆𝐖𝐀.

Utež povezave med dvema avtorjema je enaka številu sklicevanj na dela, pri katerih sta
sodelovala. Vrednost 􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆

𝐂𝐢
(𝑝) je enaka številu citiranj delu 𝑝.

Definiramo lahko tudi normalizirano različico tega omrežja:

𝐂𝐜 = 𝐀𝐖⋆ diag
⎛
⎜
⎝

􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆
𝐂𝐢
(𝑝)

􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆
𝐂𝐢
(𝑝)􏷫

⎞
⎟
⎠
⋆𝐖𝐀,

za katerega velja

􏾜
𝑖∈𝐀
􏾜
𝑗∈𝐀
𝑤𝑎𝑖𝑝

􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆
𝐂𝐢
(𝑝)

􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆
𝐂𝐢
(𝑝)􏷫 𝑎𝑤𝑝𝑗 = 􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆𝐂𝐢(𝑝)

in
􏾜
𝑖∈𝐀
􏾜
𝑗∈𝐀
𝑐𝑐𝑖𝑗 = 􏾜

𝑝∈𝐖
􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆

𝐂𝐢
(𝑝) = |𝒜𝐂𝐢|,

pri čemer je |𝒜𝐂𝐢| število povezav v omrežju sklicevanj 𝐂𝐢.
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Slika 3.5
Omrežje sklicevanj med
avtorji.
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Omrežje sklicevanj med avtorji

Omrežje sklicevanj med avtorji lahko dobimo kot

𝐂𝐚 = 𝐀𝐖⋆𝐂𝐢 ⋆𝐖𝐀.

Utež 𝑐𝑎𝑖𝑗 predstavlja število del avtorja 𝑖, ki se sklicujejo na kakšno delo avtorja 𝑗 (sli-
ka 3.5).

Na sliki 3.6 je prikazanih nekaj povezavnih otokov omrežja 𝐂𝐚(SN5). Največji otok
je sestavljen iz glavnega otoka raziskovalcev družbenih omrežij z nekaj podskupinami:
zvezda okoli R. Burt zgoraj levo, par S. Borgatti in M. Everett spodaj levo; verjetnostna
skupina zgoraj desno s predstavniki G. Robins, P. Pattison, T. Snijders, S. Wasserman
in P. Holland; in ostali: J. Skvoretz, D. Krackhardt, P. Doreian, R. Breiger, H. White,
L. Freeman in P. Marsden.

‘Brezlestvični’ otok sestavljajo predvsem fiziki: M. Newman, A. Barabasi, D. Watts,
R. Albert, P. Holme idr. V ‘medicinskem’ otoki so središčni avtorji J. Potterat, R.
Rothenberg, D. Woodhouse, S. Muth, A. Klovdahl in S. Friedman. Najdemo tudi
otok ‘izobraževanja in psihologije’ T. Farmer, R. Cairns, B. Cairns, H. Xie in P. Rodkin.

Večina otokov je v obliki zvezde, pri čemer je ponavadi v sredini profesor, krajna
vozlišča pa so njegovi doktorski študenti.

3.2.4 Zaključek

V tem podpoglavju smo pokazali, da lahko z uporabo množenja omrežij dobimo raz-
lična zanimiva izpeljana omrežja. Predlagani pristop lahko uporabimo tudi na zbirki
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UNKNOWN

BORGATTI_S

ROGERS_E

CARLEY_K

GALASKIE_J

GULATI_R

BURT_R

FREEMAN_L
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LIN_N
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JENKINS_R
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ALBERT_R
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HOLME_P
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WHITE_D
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DESJARLA_D

FRIEDMAN_S

GRANOVET_M
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MILLER_M
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BREIGER_R
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WHITE_H

BROWN_G

KILDUFF_M

COSTA_L

MOLLOY_M
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ADLER_P

GIRVAN_M

KLOVDAHL_A
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WING_J

COHEN_A
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CLEMMER_J

SABORNIE_E

ABEL_E

LYNCH_E

MARASCO_C

GUARNERI_M

GOSSAGE_J

WHITE-CO_M

GOODHART_K

DECOTEAU_S
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ZOTTI_S
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Slika 3.6
Nekaj povezavnih otokov v
omrežju 𝐂𝐚(SN5).
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kakšnih drugačnih usklajenih omrežij [glej 78, str. 8260–8262].
Večina izpeljanih omrežij, ki smo jih predstavili, je enovrstnih omrežij. Na njih lah-

ko uporabimo običajne pristope za analizo omrežij. Za analizo dvovrstnih omrežij pa
lahko uporabimo neposredne metode, kot so (posplošene) dvovrstne sredice, dvovrstna
kazala in opise in štirikotnike [27].

Omrežje sklicevanj (in ostala omrežja v tem podpoglavju) lahko pretvorimo v ča-
sovna omrežja z uporabo razbitja del glede na leto objave. S časovnimi rezinami lahko
dobimo časovno zaporedje pripadajočih izpeljanih omrežij.

Pajek omogoča analizo na različnih nivojih, ki so definirani z razbitjem pripadajoče
skupine enot in dobljeni s skrčitvijo razredov razbitja. Na primer razbitje avtorjev po
ustanovah, razbitje ustanov po državah, razbitje avtorjev po disciplinah / področjih raz-
iskave idr. Z uporabo izreza izbranih razredov razbitja lahko izberemo le del omrežja,
ki nas zanima.

Opis uporabljenih metod v programu Pajek je dostopen na spletni strani
http://pajek.imfm.si/doku.php?id=how_to:biblio.

3.3 Analiza bibliografskih podatkov iz baze Zentralblatt MATH

Z bibliografskimi podatki lahko raziščemo razvoj nekega področja, najdemo najbolj
sodelovalne avtorje, identificiramo področja raziskav, kjer avtorji močneje sodelujejo,
identificiramo področja raziskav, kjer avtorji raje delajo sami ali v manjših skupinah idr.
Analiza bibliografskih podatkov ne prispeva k razvoju raziskovalnih področij neposre-
dno, ampak nam pomaga razumeti njihovo strukturo. Z analizo omrežij bibligrafskih
podatkov se raziskovalci ukvarjajo že od E. Garfielda [79] dalje. V tem podpoglav-
ju predstavljamo bibliografski vpogled v področje matematike v obdobju 1990-2010,
kakor je zabeleženo v bibliografski bazi Zentralblatt MATH (ZB). Podatkovno bazo
ZB vzdržujejo v uredniški pisarni FIZ Karlsruhe v Berlinu v sodelovanju z evropskimi
akademijami in matematičnimi ustanovami.

V sodelovanju s prof. Berndom Wegnerjem in njegovimi sodelavci v FIZ Karlsruhe
smo v januarju 2011 pridobili osnovne podatke o delih (člankih in knjigah) za obdobje
1990-2010, ki so shranjeni v bazi ZB. Analize bibliografskih podatkov smo se lotili z
uporabo omrežij. Za izračune smo uporabili program Pajek[28, 30], orodje za analizo
in prikaz velikih omrežij. V tem podpoglavju so predstavljeni rezultati osnovnih analiz
omrežij (statistične informacije o podatkih) in identifikacija pomembnejših elementov
(avtorjev, ključnih besed in revij).
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V podpoglavju najprej opišemo podatke in opredelimo nekaj problemov, na katere
smo naleteli pri pretvorbi podatkov v omrežja. Nato so opisane različne porazdelitve
in analiza omrežja sodelovanj. V zadnjem delu tega podpoglavja se osredotočimo na
izbrano področje matematike – teorijo grafov. Predstavimo analizo sodelovanj med
grafovskimi teoretiki, značilne ključne besede in izstopajoče revije.

3.3.1 Podatki

V podatkovni bazi ZB je shranjenih več informacij o posameznem delu. Skupek infor-
macij o nekem delu imenujemo zapis. Zapis je sestavljen iz različnih polj. Vsako polje
ima dvoznakovni identifikator:

an – identifikacijska številka dela (določena v ZB),

ai – poenoteno imena avtorjev,

au – cela imena avtorjev,

py – leto objave,

cc – klasifikacija (Mathematical Subject Classification - MSC) [80],

ti – naslov dela,

ut – ključne besede,

is – identifikacijska številka ISSN revije (International Standard Serial Number),

so – naslov revije, strani dela v reviji, leto objave dela,

se – podatki o reviji (identifikacijska številka v ZB, celoten in kratek naslov,
ISSN).

Primer zapisa:

an 01714102

ai -; sastre-vazquez.patricia; -

is ISSN 0368-492X

au Us\'o-Dom\`enech, J.L.; Sastre-Vazquez, P.; Mateu, J.

py 2001
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cc *68U20

ti Syntax and first entropic approximation of $L(M_T)$. A

language for ecological modelling.

ut modelling process; text-model based language

so Kybernetes 30, No.9-10, 1304-1317 (2001).

se 00000540 Kybernetes Kybernetes 0368-492X

Problemi s podatki

Podatke o delih v podatkovno bazo ZB vnašajo uredniki. Najpogostejši problem so
manjkajoči podatki – nekateri članki in knjige nimajo podanih vseh vrst informacij.
Če manjkajočo informacijo potrebujemo za analize, to predstavlja dodaten problem.

Znaki, ki niso del tabele ASCII, so v besedilu predstavljeni z ukazi v TEXu, ki niso
vedno enotni. Recimo

Must\u{a}\c{t}a, Costic\u{a}

Must\u a\c ta, Costic\u a

sta dva različna zapisa imena istega avtorja. Da bi rešili ta problem, potrebujemo skrip-
to, ki prepozna vse različne zapise posameznega znaka in jih poenoti.

Imena avtorjev so v ZB le delno poenotena. Nekateri avtorji imajo poenoteno ime,
drugi ne, spet tretji pa imajo več imen (sinonime). Ta problem ni enostavno rešljiv, saj
bi morali pregledati vse avtorje in njihova poenotena imena ter jih popraviti. Obstajajo
tudi avtorji, katerih imena so zapisana v več različnih oblikah. Recimo ime Mankoč
Borštnik Norma Susana je zapisano kot

Bor\v stnik, N. S. Manko\v c,

Manko\v c Bor\v stnik, N.,

Manko\v c-Bor\v stnik, Norma,

Manko\v c Bor\v stnik, Norma Susana,

Mankoc-Borstnik, N.S. in

Manko\v c Bor\v stnik, N.S.

Poenotenje imen predstavlja problem še iz drugega razloga. Nekateri avtorji imajo
zelo podobna ali celo enaka imena (homonimija). Zato se lahko zgodi, da imajo enaka
tudi poenotena imena v ZB, kar predstavlja težavo pri razlikovanju med temi avtorji.
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Poleg imen avtorjev smo imeli probleme tudi s ključnimi besedami. Ker vsa dela
nimajo zapisanih ključnih besed, smo med ključne besede posameznega dela vklju-
čili tudi besede iz naslova dela. (Dejanske) ključne besede so pravzaprav fraze, ki so
lahko sestavljene iz več besed. Te fraze smo ločili v besede in odstranili nepomenske
besede (stop words). Vsebinsko povezane ključne besede smo poenotili z lematizacijo
(MontyLingua). Tako smo recimo poenotili besedi algebra in algebras.

V bazi ZB imajo revije določena identifikacijska števila. To v osnovi reši problem
poenotene identifikacije. Vendar smo tekom analiz našli revijo z dvema identifikator-
jema:

00000552 Match Match 0340-6253

00003047 MATCH - Communications in Mathematical and in Computer

Chemistry MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 0340-6253

Oba zapisa smo obravnavali kot eno revijo.
Revije se spreminjajo skozi čas – lahko se pojavi nova revija, revija neha izhajati,

nekaj revij se združi v eno revijo, revija se razdeli v več revij, reviji se spremeni naslov idr.
Zaradi tovrstnih sprememb se več različic ene revije v bazi ZB pojavlja kot več različnih
revij. Različne pojavitve posamezne revije, ki je spremenila naslov, smo združili.

Pripravljanje podatkov

S posebnim programom v Pythonu smo podatke pretvorili v format programa Pajek
[28, 30]. Tako smo pridobili štiri usklajena dvovrstna omrežja in razbitje glede na leto
objave.

Prva množica vozlišč v vseh štirih omrežjih je sestavljena iz identifikatorjev del, ozna-
čimo jo z 𝒲 , vozlišča v drugi množici pa predstavljajo eno izmed sledečih množic:

𝒜 – množica avtorjev,

𝒥 – množica revij,

𝒦 – množica ključnih besed,

ℳ – množica zapisov MSC.

Informacije o vozliščih smo pridobili iz zapisov o delih. Identifikator dela smo dobili
iz polja an, revije iz polja se in zapise MSC iz polja cc. Ključne besede smo dobili iz
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polj ut in ti kot fraze in smo jih nato ločili v besede ter poenotili z lematizacijo. Imena
avtorjev smo dobili iz polja ai. Če avtorjevo poenoteno ime v bazi ZB ne obstaja, smo
ime dobili iz polja au in ga pretvorili v poenoteno obliko imena.

Pričakovali smo, da bo večina pomembnejših matematikov imela poenotena imena.
Za ostala smo se odločili, da sinonime in homonime obravnavamo kot šum in jih
posebej obravnavamo, kadar se pojavijo kot podvojitve v rezultatih analiz.

Povezave v vseh pridobljenih omrežjih so usmerjene in povezujejo posamezno delo z
(nekaj) predstavniki iz druge množice. Omrežje soavtorstev𝐖𝐀 = ((𝒲 ,𝒜 ),ℒ ,𝑤)
je omrežje, v katerem je vsako delo povezano z vsemi avtorji tega dela, (𝑝, 𝑖) ∈ ℒ ⇔ 𝑖
je avtor dela 𝑝.Ostala tri omrežja so definirana podobno – dela so povezana z revijami,
ključnimi besedami in zapisi MSC v omrežjih del × revij 𝐖𝐉, del × ključnih besed
𝐖𝐊 in del × klasifikacij 𝐖𝐌. V nadaljevanju bomo uporabljali poenostavljen zapis
transponiranega omrežja: transponirano omrežje omrežja 𝐖𝐀 označimo z 𝐀𝐖 ≡
𝐖𝐀𝑇 in ga pridobimo iz 𝐖𝐀 z zamenjavo smeri vseh povezav. Velikosti vseh štirih
omrežij so prikazane v tabeli 3.4.

Tabela 3.4
Velikosti dvovrstnih omrežij.

Matrika omrežja 𝐖𝐀 𝐖𝐉 𝐖𝐊 𝐖𝐌
Velikost prve množice 􏷠􏷢􏷢􏷨􏷡􏷟􏷠 􏷠􏷢􏷢􏷨􏷡􏷟􏷠 􏷠􏷢􏷢􏷨􏷡􏷟􏷠 􏷠􏷢􏷢􏷨􏷡􏷟􏷠

Velikost druge množice 􏷤􏷤􏷦􏷠􏷟􏷣 􏷢􏷠􏷤􏷧 􏷠􏷣􏷢􏷤􏷠􏷢 􏷠􏷡􏷢􏷨􏷟
Število povezav 􏷡􏷤􏷤􏷟􏷣􏷢􏷦 􏷠􏷢􏷢􏷠􏷟􏷢􏷥 􏷠􏷤􏷟􏷥􏷡􏷢􏷦􏷦 􏷢􏷢􏷦􏷟􏷧􏷡􏷟

Kot smo že omenili, smo naleteli na problem z zapisi imen avtorjev. Nekateri se
zaradi le delne poenotenosti v omrežju 𝐖𝐀 pojavijo dvakrat ali večkrat. Zato smo
naredili razbitje množice avtorjev tako, da so v istem razredu imena istega avtorja. Re-
cimo O’Regan Donal je enkrat zapisan kot oregan.donal in drugič kot o'regan.d.
Enotno ime tega avtorja v bazi ZB je oregan.donal, pri nekaterih njegovih delih pa
poenoteno ime ni zapisano in v takih primerih je naš program za pretvorbo podatkov
ustvaril poenoteno ime iz celega imena avtorja – O’Regan Donal dobi poenoteno ime
o'regan.d. Še en avtor, ki predstavlja podoben problem, je Pečarić Josip E. Njegovo
poenoteno ime v bazi ZB je pecaric.josip-e, vendar pri nekaterih njegovih delih
poenoteno ime ni zapisano in zato za tista dela dobimo poenotene oblike pecaric.j
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in pecaric.j-e, saj obstajata v bazi ZB dva različna zapisa njegovega imena: Peča-
rić J. in Pečarić J. E. Še en vir problemov z avtorji pa so vzhodnoevropski priimki:
Krachkovskij A. P. in Krachkovskii A. P. verjetno predstavljata istega avtorja.

Razbitje enakovrednih imen avtorjev le delno reši problem poenotenja. Za dodatno
pomoč smo uporabili tudi identifikacijo avtorjev, ki jo predlaga AMS [81]. Sledeče
analize so bile narejene po dodatnemu poenotenju različnih pojavitev imena istega
avtorja.

Rešili smo tudi problem z revijami. Različna imena iste revije smo nadomestili z
enim imenom – iz 􏷢􏷠􏷤􏷧 imen revij smo pridobili 􏷡􏷥􏷥􏷤 poenotenih imen revij.

3.3.2 Porazdelitve lastnosti del

Porazdelitve različnih podatkov pridobimo s pomočjo stopenj vozlišč. Porazdelitev
del glede na število avtorjev, ključnih besed in klasifikacij dobimo iz izhodnih stopenj
vozlišč v množici del v omrežjih 𝐖𝐀, 𝐖𝐊 in 𝐖𝐌. Porazdelitev del glede na število
revij nas ne zanima, saj bi naj bilo vsako delo objavljeno v kvečjemu eni reviji. Nobeno
izmed del v bazi ZB ni bilo objavljeno v več kot eni reviji. Za 􏷧􏷠􏷥􏷤 del ni podatka o
reviji.

Porazdelitev del, ki so bila objavljena v obdobju 1990-2010 in so shranjena v bazi
ZB, glede na leto objave je prikazana na sliki 3.7. Opazimo rast števila shranjenih del
– v 20-ih letih se je število shranjenih del skoraj podvojilo. Padec v letih 2009 in 2010
je odraz še ne shranjenih del.
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Slika 3.7
Porazdelitev del glede na
leto objave.



..

.
76 3 Zbiranje podatkov za analize M. Cerinšek

Število avtorjev dela 𝑝 ∈ 𝒲 v omrežju 𝐖𝐀 je enako njegovi izhodni stopnji
􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆(𝑝). Porazdelitev del glede na število avtorjev, 􏹗(𝑑) = |{𝑝 ∈ 𝒲 ∶ 􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆(𝑝) =
𝑑}| = število del, od katerih ima vsako natanko 𝑑 avtorjev, je prikazana v zgornjem
delu slike 3.8. Več kot 􏷪

􏷬 vseh del (􏷢􏷦.􏷨􏷨%) ima le enega avtorja in še ena 􏷪
􏷬 vseh del

(􏷢􏷣.􏷥􏷟%) ima dva avtorja. 􏷡􏷢􏷧􏷢 del nima podatkov o avtorjih in na drugi strani ima
nekaj del veliko avtorjev – celo 􏷦􏷟. Dela z največ avtorji so:

􏷦􏷟 avtorjev – Aderholz, M. in drugi: Distributed applications monitoring at
system and network level. Comput. Phys. Commun. 140, Št.1-2, 219-225
(2001).

􏷢􏷧 avtorjev – Bridle, S. in drugi: Handbook for the GREAT08 challenge: an
image analysis competition for cosmological lensing. Ann. Appl. Stat. 3, Št. 1,
6-37 (2009).

􏷢􏷤 avtorjev – Regan, S.P. in drugi: Direct-drive inertial confinement fusion im-
plosions on omega. Astrophys. Space Sci. 298, Št. 1-2, 227-233 (2005).

Porazdelitev del glede na število ključnih besed je prikazano na sredini slike 3.8. Pri
interpretaciji tega grafa moramo upoštevati, da so bile ključne besede pridobljene iz
ključnih besed dela in naslova dela. Ta porazdelitev je precej ploska. Približno 􏷤􏷟%
vseh del ima od 􏷠􏷟 do 􏷠􏷧 ključnih besed. Dela z največ ključnimi besedami so:

􏷦􏷠 ključnih besed – Baianu, I.C. in drugi: Algebraic topology foundations of
supersymmetry and symmetry breaking in quantum field theory and quantum
gravity: a review. SIGMA, Symmetry Integrability Geom. Methods Appl. 5,
Članek 051, 70 strani, le elektronsko (2009).

􏷥􏷨 ključnih besed – Dutta, H.: On some sequence spaces generated by 􏸷(𝑟)
– and 􏸷𝑟 – difference of infinite matrices. Int. J. Open Probl. Comput. Sci.
Math., IJOPCM 2, Št. 4, 496-504 (2009).

􏷥􏷧 ključnih besed – Cheng B. in Tong, H.: On consistent nonparametric order
determination and chaos. J. R. Stat. Soc., Ser. B 54, Št.2, 427-449 (1992).

Porazdelitev del glede na število zapisov MSC je prikazana na dnu slike 3.8. Pribli-
žno ena tretjina del (􏷢􏷟.􏷨􏷡%) ima določena dva zapisa MSC, približno 􏷣􏷟% vseh del
(􏷣􏷢.􏷤􏷦%) pa ima določen eden ali tri zapise MSC. Dela z največ klasifikacijami so:
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Slika 3.8
Porazdelitve del glede na
število avtorjev, ključnih
besed in klasifikacij MSC.
V slikah so vključene tudi
porazdelitve za dela iz
teorije grafov, ki so opisane
v razdelku 3.3.4.
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􏷡􏷠 zapisov MSC – Auroux, D. in drugi: Report 35/2006: Four-dimensional
Manifolds (August 6th – August 12th, 2006). Oberwolfach Rep. 3, Št. 3,
2059-2140 (2006).

􏷡􏷠 zapisov MSC – Dechevsky, L.T.: Concluding remarks to paper ‘Properties of
function spaces generated by the averaged moduli of smoothness’. Int. J. Pure
Appl. Math. 49, Št. 1, 147-152 (2008).

􏷡􏷟 zapisov MSC – Aubin, J.-P.: A survey of viability theory. SIAM J. Control
Optimization 28, Št. 4, 749-788 (1990).

Izkaže se, da lahko vse porazdelitve, prikazane na sliki 3.8, zelo dobro aproksi-
miramo z logaritemsko normalno porazdelitvijo, gamma porazdelitvijo in s posplo-
šeno eksponentno krivuljo z obratno potenco (‘reciprocal power exponential curve’)
𝑦 = 𝑐 ⋅ (𝑥+ 𝑑)

𝑎
𝑏+𝑥 . V vseh primerih dobimo najboljši približek z gamma porazdelitvijo.

Rezultati so podani v tabeli 3.5. Tehnične podrobnosti so razložene v razdelku 2.5.2
Fitting distributions v [82].

Tabela 3.5
Prileganje gamma porazdelitve 𝑐 ⋅ 􏸿(𝑥, 𝑎, 𝑏).

Porazdelitev 𝑐 𝑎 𝑏 residual SS

Avtorji (vsi) 􏷪.􏷬􏷭􏷫 ⋅ 􏷪􏷩􏷯 􏷬.􏷯􏷫􏷪 􏷪.􏷲􏷩􏷮 􏷲􏷲􏷱􏷲􏷬􏷯􏷫􏷰
Avtorji (teorija grafov) 􏷭.􏷩􏷮􏷯 ⋅ 􏷪􏷩􏷭 􏷬.􏷱􏷰􏷯 􏷪.􏷲􏷫􏷩 􏷫􏷬􏷰􏷭􏷬
Ključne besede (vsi) 􏷪.􏷬􏷬􏷬 ⋅ 􏷪􏷩􏷯 􏷮.􏷮􏷯􏷪 􏷩.􏷭􏷲􏷱 􏷪􏷩􏷩􏷰􏷲􏷬􏷲􏷭
Ključne besede (teorija grafov) 􏷭.􏷩􏷩􏷯 ⋅ 􏷪􏷩􏷭 􏷯.􏷲􏷯􏷩 􏷩.􏷱􏷬􏷫 􏷪􏷱􏷱􏷭􏷱􏷱
zapisi MSC (vsi) 􏷪.􏷬􏷭􏷮 ⋅ 􏷪􏷩􏷯 􏷬.􏷰􏷪􏷱 􏷪.􏷭􏷮􏷰 􏷫􏷰􏷬􏷭􏷫􏷭􏷪􏷰􏷫
zapisi MSC (teorija grafov) 􏷭.􏷪􏷬􏷯 ⋅ 􏷪􏷩􏷭 􏷬.􏷩􏷰􏷱 􏷪.􏷫􏷯􏷪 􏷬􏷮􏷰􏷲􏷯􏷩

Poleg porazdelitev stopenj vozlišč v prvi množici dvovrstnih omrežij smo si ogledali
tudi porazdelitve stopenj vozlišč v drugi množici. Porazdelitev avtorjev glede na število
del, pri katerih so sodelovali, je prikazana na vrhu slike 3.9. Recimo točka v zgornjem
levem kotu predstavlja 􏷡􏷦􏷠􏷟􏷠􏷢 avtorjev, ki so avtorji le enega dela v letih 1990-2010.
Točke v spodnjem desnem kotu predstavljajo Ballico Edoarda z 􏷨􏷥􏷦 soavtorskimi deli
v danem časovnem obdobju, O’Regan Donala z 􏷧􏷡􏷠 deli, Pečarić Josipa s 􏷥􏷟􏷥 deli,
Agarwal Ravija P. s 􏷤􏷨􏷧 deli in Srivastava H.M. s 􏷤􏷧􏷡 deli.

Porazdelitev ključnih besed glede na število del, v katerih so bile uporabljene, je
prikazana na drugem diagramu na sliki 3.9. Točka v zgornjem levem kotu predstavlja
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Slika 3.9
Od vrha proti dnu: Fre-
kvenčna porazdelitev
avtorjev glede na število del
v dvojni logaritemski lestvi-
ci; Frekvenčna porazdelitev
ključnih besed glede na
število del v dvojni logari-
temski lestvici; Frekvenčna
porazdelitev zapisov MSC
glede na število del v dvoj-
ni logaritemski lestvici. V
teh diagramih so vključene
tudi porazdelitve glede na
dela iz teorije grafov, kar je
opisano v razdelku 3.3.4.
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Slika 3.10
Zaporedji 𝑓 in 𝑔 za poraz-
delitev ključnih besed po
številu del.

Kumulativne vrednosti - g
Dejanske vrednosti - f

􏷦􏷡􏷢􏷠􏷣 ključnih besed, ki so bile uporabljene le enkrat v časovnem obdobju 1990-2010.
Točke spodaj desno predstavljajo najpogosteje uporabljene ključne besede: equation
(uporabljena 􏷠􏷧􏷧􏷣􏷧􏷢-krat), problem (􏷠􏷤􏷡􏷤􏷠􏷣), function (􏷠􏷡􏷨􏷨􏷤􏷦), method (􏷠􏷡􏷧􏷦􏷣􏷟),
model (􏷠􏷡􏷢􏷣􏷣􏷧), space (􏷠􏷠􏷡􏷟􏷟􏷟), solution (􏷠􏷟􏷨􏷟􏷥􏷧), linear (􏷦􏷥􏷡􏷣􏷠), theory (􏷦􏷤􏷧􏷦􏷢)
in finite (􏷦􏷤􏷢􏷨􏷧). Te ključne besede se v matematiki uporabljajo zelo pogosto. Oblika
porazdelitve ključnih besed po številu del v drugem diagramu slike 3.9 je značilna za
empirične porazdelitve količin, ki sledijo potenčnemu zakonu 𝑓𝑛 = 𝑐𝑛−𝛼. Z uporabo
funkcije power.law.fit v R paketu igraph, s katero je implementiran M. Newma-
nov postopek, ki je opisan v [83], dobimo 𝛼 = 􏷠.􏷧􏷤. Sledenje porazdelitve potenčnemu
zakonu lahko preverimo tudi vizualno: uporabimo lastnost, da za 𝛼 > 􏷠 velja, da če
zaporedje (𝑓𝑛) sledi potenčnemu zakonu, potem tudi zaporedje (𝑔𝑛) sledi potenčnemu
zakonu. Pri tem je 𝑔𝑛 = ∑∞

𝑖=𝑛 𝑓𝑖 ≃ 𝐶𝑛􏷪−𝛼, kakor je predstavljeno z enačbo 4.38 v
Barabási, A-L.: Network Science, 2014³³. V skupni sliki obeh zaporedij v dvojni loga-
ritemski lestvici bi dobili dve ‘daljici’, če bi obe zaporedji sledili potenčnemu zakonu.
Za zaporedje ključnih besed po številu del to ne velja, kar je razvidno iz slike 3.10. Ta
porazdelitev torej ne sledi potenčnemu zakonu.

Porazdelitev zapisov MSC glede na število del, ki so klasificirana z njimi, je prika-
zana v spodnjem diagramu na sliki 3.9. Vsako delo je klasificirano z enim primarnim
zapisom MSC in mogoče s kakšnim sekundarnim zapisom MSC. Enaka primarni in
sekundarni zapis MSC (recimo 74S05 in⋆74S05) sta predstavljena z eno točko. Vsaka

³³http://barabasilab.com/networksciencebook
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točka predstavlja neko število zapisov MSC, ki je označeno na ordinatni osi, ki so bili
uporabljeni za neko število del, ki je označeno na abscisni osi. Točka v zgornjem le-
vem kotu predstavlja 􏷠􏷟􏷨􏷢 zapisov MSC, ki so bili uporabljeni za klasifikacijo le enega
dela v časovnem obdobju 1990-2010. V tabeli 3.6 so našteti najpogosteje uporabljeni
zapisi MSC. Ti zapisi MSC so na spodnjem diagramu slike 3.9 prikazani s točkami
v spodnjem desnem kotu. Najpogosteje uporabljeni primarni zapisi MSC so našteti v
tabeli 3.7.

Tabela 3.6
Tabela najpogosteje uporabljenih zapisov MSC.

Zapis Število
MSC Ime dvoznakovnega zapisa MSC Ime zapisa MSC del
80A20 Classical thermodynamics, heat transfer Heat and mass transfer, heat flow 􏷪􏷬􏷫􏷰􏷲
74S05 Mechanics of deformable solids Finite element methods 􏷪􏷬􏷫􏷰􏷪
68T05 Computer science Learning and adaptive systems 􏷪􏷪􏷰􏷰􏷮
35B40 Biology and other natural sciences Molecular structure 􏷲􏷬􏷬􏷱
62P10 Operations research, mathematical programming Combinatorial optimization 􏷱􏷲􏷬􏷮
35Q53 Partial differential equations KdV-like equations 􏷱􏷮􏷫􏷱
91B28 Game theory, economics, social and behavioral sciences Finance, portfolios, investment 􏷱􏷬􏷯􏷯
76D05 Fluid mechanics Navier-Stokes equations 􏷱􏷫􏷩􏷰
65N30 Numerical analysis Finite elements, Rayleigh-Ritz and Galerkin me-

thods, finite methods
􏷰􏷲􏷰􏷯

62M10 Statistics Time series, auto-correlation, regression, etc. 􏷰􏷲􏷫􏷯

Tabela 3.7
Tabela najpogosteje uporabljenih primarnih zapisov MSC.

Zapis Število
MSC Ime dvoznakovnega zapisa MSC Ime zapisa MSC del
74S05 Mechanics of deformable solids Finite element methods 􏷰􏷯􏷫􏷩
01A70 History and biography Biographies, obituaries, personalia, bibliographies 􏷮􏷲􏷱􏷬
68T05Computer science Learning and adaptive systems 􏷮􏷲􏷭􏷬
90B35 Operations research, mathematical programming Scheduling theory, deterministic 􏷮􏷰􏷩􏷰
91B28 Game theory, economics, social and behavioral sciences Finance, portfolios, investment 􏷮􏷬􏷱􏷯
62P10 Operations research, mathematical programming Combinatorial optimization 􏷮􏷬􏷪􏷯
68U99Computer science None of the above, but in this section 􏷮􏷪􏷲􏷬
62-99 Statistics Other applications 􏷮􏷩􏷰􏷬
35Q53Partial differential equations KdV-like equations 􏷭􏷰􏷲􏷫
90B30 Operations research, mathematical programming Production models 􏷭􏷯􏷮􏷯

Na sliki 3.11 je prikazano zaporedje revij, v katerih so bila objavljena v bazi ZB
shranjena dela v letih 1990-2010, v obliki Bradfordovega grafa. Vrednosti na x-osi so
prikazane v logaritemski lestvici. Vsaka točka predstavlja eno revijo. Vrednosti na y-osi
so kumulativne vsote teh del v revijah. Revije na skrajni levi strani so revije z največ
objavljenimi deli. Te revije so:
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􏷢􏷡􏷠􏷢􏷡 del – Journal of Physics A: Mathematical and General,

􏷡􏷤􏷣􏷥􏷣 del – Journal of Mathematical Analysis and Applications,

􏷡􏷟􏷤􏷥􏷣 del – Proceedings of the American Mathematical Society,

􏷡􏷟􏷢􏷡􏷡 del – Applied Mathematics and Computation in

􏷠􏷧􏷠􏷠􏷟 del – European Journal of Operational Research.

Revije v desnem kotu imajo v danih letih objavljeni le dve deli glede na bazo ZB. Ne-
katere izmed teh revij so: Journal of the History of Economic ought, e Monta-
na Mathematics Enthusiast, Journal of Mathematics Education, Vestnik Moskovskogo
Universiteta. Seriya VI, International Journal of Energy, Environment and Economics
idr.

Slika 3.11
Revije v formi Bradfor-
dovega grafa. Dodana je
tudi enaka porazdelitev za
revije le iz področja teorije
grafov, ki jo obravnavamo
v razdelku 3.3.4.

3.3.3 Omrežje sodelovanj

Omrežje sodelovanj nam pomaga pri raziskavah sodelovanj med matematiki. Mno-
žica vozlišč v tem omrežju predstavlja množico avtorjev. Avtorja sta povezana, če sta
soavtorja vsaj enega skupnega dela.

Omrežje sodelovanj definiramo kot 𝐂𝐨 = 𝐀𝐖 ⋆ 𝐖𝐀 (stran 57). Vrednost oz.
utež povezave med dvema avtorjema je enaka številu skupnih del. 􏷡􏷟 avtorjev z največ
soavtorji je naštetih v tabeli 3.8.
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Kakor smo že omenili, lahko posamezno ime pripada več avtorjem. Imena avtorjev
smo zato preverili v MathSciNet Authors Search [81]. Imena v tabeli 3.8 smo razdelili
v dva stolpca – imena v levem stolpcu predstavljajo le enega avtorja, imena v desnem
stolpcu pa lahko predstavljajo več avtorjev. Vrednosti v skrajno desnem stolpcu so
števila znanih matematikov s posameznim imenom.

Tabela 3.8
Avtorji z največ soavtorji.

Št. avtorjev
Število Število s tem

i Avtor soavtorjev Avtor soavtorjev imenom v AMS
1 Srivastava Hari Mohan 􏷬􏷭􏷰 Wang Wei 􏷭􏷯􏷬 􏷫􏷱􏷫
2 Chen Guanrong 􏷬􏷭􏷪 et al. 􏷬􏷪􏷯
3 Alon Noga 􏷫􏷱􏷱 Zhang Wei 􏷫􏷲􏷬 􏷫􏷫􏷱
4 Pardalos Panos M. 􏷫􏷪􏷫 Li Wei 􏷫􏷰􏷰 􏷪􏷲􏷬
5 Il’in V.A. 􏷪􏷲􏷮 Li Jun 􏷫􏷭􏷭 􏷪􏷮􏷰
6 Wang Hui 􏷫􏷬􏷫 􏷪􏷬􏷫
7 Wang Yong 􏷫􏷫􏷭 􏷪􏷯􏷭
8 Wang Jun 􏷫􏷫􏷬 􏷪􏷯􏷯
9 Zhang Li 􏷫􏷪􏷱 􏷭􏷯􏷮

10 Li Li 􏷫􏷪􏷰 􏷬􏷫􏷭
11 Wang J. 􏷫􏷩􏷱 􏷪􏷪􏷭􏷭
12 Li Gang 􏷪􏷲􏷲 􏷭􏷫
13 Zhang Jun 􏷪􏷲􏷲 􏷪􏷬􏷩
14 Li Ming 􏷪􏷲􏷬 􏷪􏷬􏷬
15 Wang Y. 􏷪􏷲􏷫 􏷪􏷬􏷰􏷰

Podmnožico najbolj sodelovalnih avtorjev lahko določimo s 𝑝𝑠-sredicami, ki smo jo
že opisali v razdelku 3.2.2.
𝑝𝑆-sredica reda 𝑡 je v omrežju sodelovanj takšno podomrežje, v katerem je vsak avtor

prispeval vsaj 𝑡 k skupnim delom z avtorji v tem podomrežju. Večja količina objavljenih
del ne predstavlja nujno večje sodelovalnosti avtorja. V izračunu 𝑝𝑆-sredic seštevamo
vrednosti povezav. Za nevtralizacijo prevelikega vpliva del z veliko soavtorji v omrežju
sodelovanj uporabimo za izračun omrežja sodelovanj normalizirano omrežje soavtor-
stev 𝐍 [35]: 𝐍 = diag( 􏷪

􏸦􏸚􏸱(􏷪,􏸝􏸞􏸠(𝑤)) ) ⋅ 𝐖𝐀. V omrežju 𝐍 so vrednosti povezav od
dela do njegovih avtorjev enake in njihova vsota je enaka 􏷠. V [35] smo za izračun pri-
spevkov avtorjev njihovim delom uporabili normalizirano omrežje 𝐂𝐭 = 𝐍𝑇 ⋆𝐍. Za
potrebe analiz podatkov ZB smo uporabili nekoliko drugačno normalizirano omrežje
sodelovanj 𝐂𝐭′ = 𝐍𝑇 ⋆ 𝐍′

𝐖𝐀, pri čemer je 𝐍′
𝐖𝐀 = diag( 􏷪

􏸦􏸚􏸱(􏷪,􏸝􏸞􏸠(𝑤)−􏷪) ) ⋅ 𝐖𝐀. Ker
so vse (usmerjene) povezave v 𝐂𝐭′ dvosmerne in z enako utežjo, jih nadomestimo z
neusmerjenimi povezavami z dvojnimi utežmi. Tako nevtraliziramo vpliv del z veliko
avtorji: 𝑘-klike avtorjev (nekega dela) bi prispevala utež 𝑘⋅(𝑘−􏷪)

􏷫 , kar nevtraliziramo v
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𝐂𝐭′. Diagonalne vrednosti (uteži zank) nastavimo na nič.
Na sliki 3.12 je prikazana 𝑝𝑆-sredica reda 𝑡 = 􏷢􏷟 v normaliziranem omrežju sode-

lovanj podatkov ZB. V spodnji polovici opazimo predvsem pare avtorjev, ki mnogo
bolj sodelujejo v parih kot v večjih skupinah. V večji skupini na levi opazimo moč-
nejše povezave med določenimi avtorji – temnejše in debelejše povezave predstavljajo
večji prispevek skupnim delom. Deset najmočnejših parov iz te 𝑝𝑆-sredice je naštetih
v tabeli 3.9.

Slika 3.12
𝑝𝑆-sredica reda 𝑡 = 􏷬􏷩 v
omrežju sodelovanj 𝐂𝐭′ .
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Produktivnost posameznega avtorja lahko definiramo na več različnih načinov. Re-
čemo lahko, da je avtor bolj samozadosten, če je njegov prispevek k delom večji. To
informacijo lahko pridobimo iz omrežja 𝐂𝐧 = 𝐀𝐖⋆𝐍 [35]. Vrednost povezave 𝑐𝑛𝑖𝑗
v tem omrežju sodelovanj je enaka prispevku avtorja 𝑖 delom, pri katerih je sodeloval
z avtorjem 𝑗. Utež zanke 𝑐𝑛𝑖𝑖 je enaka prispevku avtorja 𝑖 vsem delom, pri katerih je
sodeloval.

Kazalnik samozadostnosti 𝑆𝑖 definiramo kot delež avtorjevega prispevka v številu
vseh njegovih del. Kazalnik sodelovalnosti 𝐾𝑖 definiramo kot komplementarno vre-
dnost kazalniku samozadostnosti 𝐾𝑖 = 􏷠 − 𝑆𝑖 [35].

‘Najboljši’ matematiki (najbolj produktivni) so našteti v tabeli 3.10, urejeni so po



..

.
Dvovrstna omrežja 85

Tabela 3.9
Seznam najbolj sodelovalnih parov.

i Prvi avtor Drugi avtor Vrednost
1 Agarwal Ravi P. O’Regan Donal 􏷣􏷨.􏷣􏷥
2 Kotz Samuel Nadarajah Saralees 􏷡􏷟.􏷨􏷦
3 Ntouyas Sotiris K. Benchohra Mouffak 􏷠􏷨.􏷥􏷨
4 Popa Valeriu Noiri Takashi 􏷠􏷨.􏷟􏷟
5 Gabasov Rafail Kirillova Faina Miha�lovna 􏷠􏷦.􏷧􏷧
6 Liu Zeqing Kang Shin Min 􏷠􏷦.􏷦􏷡
7 O’Regan Donal Agarwal Ratan Prakash 􏷠􏷥.􏷧􏷤
8 Pečarić Josip E. Mond Bertram 􏷠􏷤.􏷤􏷦
9 Kehayopulu Niovi Tsingelis Michael 􏷠􏷤.􏷤􏷢

10 Barreira Luis M. Valls Claudia 􏷠􏷤.􏷡􏷧

vrednosti v drugem stolpcu – vrednosti prispevka 𝑐𝑛𝑖𝑖. Skupno število objavljenih del je
navedeno v tretjem stolpcu, vrednost kazalnika sodelovalnosti pa je navedena v četrtem
stolpcu. Ugotovili smo, da le tri imena v tej tabeli lahko predstavljajo več avtorjev
(glede na podatke v AMS Authors Search): Evans D. J., Wang Wei in Zhou Yong.

Matematiki z največ deli niso nujno na vrhu seznama ‘najboljših’ matematikov.
‘Najboljši’ matematiki so napisali veliko del in imajo tudi visok prispevek k tem delom.
Če je prispevek avtorja podoben številu njegovih del, ta avtor veliko dela sam oziroma
v manjših skupinah. Avtorja z največ deli sta tudi ‘najboljša’ matematika – Edoardo
Ballico and Donal O’Regan. Med njima pa je velika razlika – Edoardo Ballico več dela
sam, Donald O’Regan pa v skupinah. Prispevek Ballica je skoraj enak številu njegovih
del (􏷧􏷨.􏷤􏷠%), prispevek O’Regana pa je enak polovici števila njegovih del (􏷤􏷡.􏷦􏷡%).
Po skupnem številu del jima sledijo Josip E. Pečarić, Srivastava Mohan Hari in Weigao
Ge. Najbolj sodelovalni avtorji pa so Guanrong Chen, Ravi P. Agarwal, Lansun Chen,
Jaume Llibre in Josip E. Pečarić, saj imajo največje vrednosti kazalnika sodelovalnosti.
V seznamu ‘najboljših’ matematikov najdemo tudi bivšega urednika kontroverzne³⁴
revije Chaos, Solitons & Fractals El Naschie Mohameda Saladina.

³⁴http://poynder.blogspot.com/2010/05/elsevier-chaos-solitons-fractals-risen.html



..

.
86 3 Zbiranje podatkov za analize M. Cerinšek

Tabela 3.10
Seznam ’najbojših’ matematikov v letih 1990-2010.

i Avtor 𝐜𝐧𝐢𝐢 Št. del 𝐊𝐢
1 Ballico Edoardo 􏷱􏷯􏷮.􏷮􏷱 􏷲􏷯􏷰 􏷩.􏷪􏷩􏷮
2 O’Regan Donal 􏷭􏷬􏷫.􏷱􏷩 􏷱􏷫􏷪 􏷩.􏷭􏷰􏷩
3 Argyros Ioannis Konstantinos 􏷬􏷮􏷬.􏷪􏷰 􏷬􏷰􏷬 􏷩.􏷩􏷮􏷬
4 Shelah Saharon 􏷬􏷩􏷫.􏷭􏷲 􏷮􏷪􏷲 􏷩.􏷭􏷪􏷰
5 Verma Ram U. 􏷫􏷲􏷰.􏷮􏷱 􏷬􏷪􏷭 􏷩.􏷩􏷮􏷫
6 Srivastava Hari Mohan 􏷫􏷯􏷰.􏷪􏷰 􏷮􏷱􏷫 􏷩.􏷮􏷭􏷪
7 Pečarić Josip E. 􏷫􏷯􏷮.􏷫􏷱 􏷯􏷩􏷱 􏷩.􏷮􏷯􏷭
8 Papageorgiou Nikolaos S. 􏷫􏷯􏷬.􏷲􏷫 􏷭􏷪􏷱 􏷩.􏷬􏷯􏷲
9 Pachpatte Baburao G. 􏷫􏷮􏷮.􏷩􏷩 􏷫􏷯􏷪 􏷩.􏷩􏷫􏷬

10 Maslov Victor P. 􏷫􏷭􏷰.􏷩􏷱 􏷬􏷫􏷭 􏷩.􏷫􏷬􏷰
11 Agarwal Ravi P. 􏷫􏷭􏷭.􏷪􏷫 􏷮􏷲􏷱 􏷩.􏷮􏷲􏷫
12 Wazwaz Abdul-Majid 􏷫􏷭􏷫.􏷯􏷰 􏷫􏷮􏷭 􏷩.􏷩􏷭􏷮
13 Noor Muhammad Aslam 􏷫􏷭􏷪.􏷩􏷩 􏷬􏷮􏷪 􏷩.􏷬􏷪􏷬
14 Jun Young Bae 􏷫􏷬􏷲.􏷭􏷩 􏷭􏷱􏷩 􏷩.􏷮􏷩􏷪
15 Dragomir S. S. 􏷫􏷬􏷫.􏷰􏷬 􏷬􏷯􏷭 􏷩.􏷬􏷯􏷪
16 Le Maohua 􏷫􏷫􏷯.􏷪􏷰 􏷫􏷭􏷫 􏷩.􏷩􏷯􏷮
17 Ge Weigao 􏷫􏷫􏷮.􏷰􏷱 􏷮􏷩􏷭 􏷩.􏷮􏷮􏷫
18 Nadarajah Saralees 􏷫􏷪􏷬.􏷰􏷩 􏷬􏷪􏷮 􏷩.􏷬􏷫􏷫
19 Ramm Alexander G. 􏷫􏷪􏷪.􏷲􏷫 􏷫􏷰􏷩 􏷩.􏷫􏷪􏷮
20 Stević Stevo 􏷫􏷩􏷯.􏷫􏷩 􏷫􏷮􏷰 􏷩.􏷪􏷲􏷱
21 Gamkrelidze R.V. 􏷪􏷲􏷩.􏷯􏷮 􏷫􏷯􏷱 􏷩.􏷫􏷱􏷲
22 Zaslavski Alexander J. 􏷪􏷱􏷰.􏷮􏷩 􏷫􏷬􏷯 􏷩.􏷫􏷩􏷯
23 El Naschie Mohamed Saladin 􏷪􏷱􏷬.􏷩􏷱 􏷪􏷱􏷯 􏷩.􏷩􏷪􏷯
24 Evans D. J. 􏷪􏷱􏷫.􏷱􏷱 􏷬􏷮􏷯 􏷩.􏷭􏷱􏷯
25 Wang Wei 􏷪􏷰􏷱.􏷰􏷲 􏷬􏷲􏷭 􏷩.􏷮􏷭􏷯
26 Nazarov Serguei A. 􏷪􏷰􏷯.􏷲􏷮 􏷫􏷯􏷯 􏷩.􏷬􏷬􏷮
27 Chen Huanyin 􏷪􏷰􏷮.􏷮􏷩 􏷫􏷩􏷯 􏷩.􏷪􏷭􏷱
28 Alzer Horst 􏷪􏷰􏷪.􏷲􏷫 􏷪􏷲􏷱 􏷩.􏷪􏷬􏷫
29 Luca Florian 􏷪􏷯􏷰.􏷯􏷫 􏷫􏷲􏷫 􏷩.􏷭􏷫􏷯
30 Danchev Peter Vassilev 􏷪􏷯􏷯.􏷩􏷩 􏷪􏷰􏷩 􏷩.􏷩􏷫􏷭
31 Guo Boling 􏷪􏷯􏷮.􏷩􏷱 􏷬􏷭􏷪 􏷩.􏷮􏷪􏷯
32 Nishimoto Katsuyuki 􏷪􏷯􏷬.􏷭􏷫 􏷫􏷪􏷬 􏷩.􏷫􏷬􏷬
33 Chajda Ivan 􏷪􏷯􏷫.􏷩􏷩 􏷫􏷭􏷭 􏷩.􏷬􏷬􏷯
34 Shparlinski Igor E. 􏷪􏷯􏷪.􏷮􏷩 􏷫􏷲􏷫 􏷩.􏷭􏷭􏷰
35 Owa Shigeyoshi 􏷪􏷯􏷪.􏷩􏷯 􏷬􏷬􏷪 􏷩.􏷮􏷪􏷬
36 Anastassiou George A. 􏷪􏷮􏷰.􏷩􏷱 􏷫􏷩􏷩 􏷩.􏷫􏷪􏷮
37 Noiri Takashi 􏷪􏷮􏷫.􏷫􏷮 􏷬􏷫􏷪 􏷩.􏷮􏷫􏷯
38 Ikramov Kh.D. 􏷪􏷮􏷪.􏷩􏷱 􏷪􏷲􏷱 􏷩.􏷫􏷬􏷰
39 Jakubík Ján 􏷪􏷮􏷩.􏷱􏷬 􏷪􏷮􏷱 􏷩.􏷩􏷭􏷮
40 Zhou Yong 􏷪􏷮􏷩.􏷩􏷬 􏷫􏷭􏷮 􏷩.􏷬􏷱􏷱
41 Chen Guanrong 􏷪􏷭􏷲.􏷮􏷭 􏷬􏷱􏷮 􏷩.􏷯􏷪􏷫
42 Biswas Indranil 􏷪􏷭􏷱.􏷱􏷬 􏷫􏷫􏷭 􏷩.􏷬􏷬􏷯
43 Llibre Jaume 􏷪􏷭􏷱.􏷰􏷰 􏷬􏷭􏷮 􏷩.􏷮􏷯􏷲
44 Khrennikov Andrei Yu. 􏷪􏷭􏷱.􏷮􏷫 􏷪􏷲􏷫 􏷩.􏷫􏷫􏷯
45 Hall Peter G. 􏷪􏷭􏷮.􏷭􏷮 􏷫􏷲􏷭 􏷩.􏷮􏷩􏷮
46 Chen Lansun 􏷪􏷭􏷪.􏷩􏷬 􏷬􏷭􏷭 􏷩.􏷮􏷲􏷩
47 Aouf Mohamed Kamal 􏷪􏷬􏷲.􏷲􏷲 􏷫􏷮􏷪 􏷩.􏷭􏷭􏷫
48 Chen Bang-Yen 􏷪􏷬􏷱.􏷩􏷩 􏷪􏷰􏷰 􏷩.􏷫􏷫􏷩
49 Park Sehie 􏷪􏷬􏷰.􏷫􏷮 􏷪􏷯􏷯 􏷩.􏷪􏷰􏷬
50 Alon Noga 􏷪􏷬􏷯.􏷬􏷰 􏷫􏷲􏷱 􏷩.􏷮􏷭􏷫
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3.3.4 05Cxx Teorija grafov

Teorija grafov je poddisciplina kombinatorike z oznako 􏷟􏷤 in njegov triznakovni zapisa
MSC je 􏷟􏷤𝐶. Na teorijo grafov lahko gledamo kot takšno ali pa kot teorijo grafov z
uporabo – vključimo zapise MSC iz drugih matematičnih disciplin, katerih vsebina je
povezana s teorijo grafov.

V nadaljnih analizah uporabljamo omrežje𝐖𝐌􏷬, ki je skrčena verzija omrežja𝐖𝐌 ∶
množica petznakovnih zapisov MSC je skrčena v triznakovne zapise MSC. Kombina-
cija tega omrežja z ostalimi omrežji omogoča vpogled v teorijo grafov skozi objavljena
dela.

Za identifikacijo revij, ki so objavile največ v bazi ZB shranjenih del o teoriji gra-
fov, potrebujemo omrežji 𝐖𝐉 in 𝐖𝐌􏷬. Vrednosti povezav v drugem omrežju so lah-
ko večje od ena – delo je lahko klasificirano z več kot enim zapisom MSC z istimi
prvimi tremi znaki. Te vrednosti pretvorimo v enice in zmnožimo omrežji 𝐖𝐉 in
𝐖𝐌􏷬, s čimer dobimo omrežje 𝐉𝐌􏷬 = 𝐉𝐖 ⋆ 𝑏(𝐖𝐌􏷬), kjer je 𝑏(𝒩 ) binarna ver-
zija omrežja 𝒩 . Vrednost povezave 𝑗𝑚􏷢𝑖𝑐 v tem omrežju je enaka številu shranjenih
del, ki so bila objavljena v reviji 𝑖 in so klasificirana z zapisom MSC 𝑐. To omrežje
smo normalizirali podobno kot 𝐖𝐀, da smo dobili normalizirano omrežje sodelo-
vanj: 𝑛(𝐉𝐌􏷬) = diag 􏷪

utežena stopnja(𝑗) 𝐉𝐌􏷬. Utežena stopnja vozlišča je enaka vsoti uteži
incidenčnih povezav. Vsota uteži incidenčnih povezav je za vsako revijo v omrežju
𝑛(𝐉𝐌􏷬) enaka 􏷠.

Ogledali smo si vrednosti povezav med revijami in klasifikacijami teorije grafov.
Vrednost povezave predstavlja delež v bazi ZB shranjenih del iz izbranih revij, ki so
klasificirana z zapisom MSC o teoriji grafov. V levem stolpcu tabele 3.11 so naštete re-
vije z najvišjimi deleži takšnih del. V desnem stolpcu tabele 3.11 pa so naštete revije, ki
imajo najvišje deleže del o teoriji grafov in njeni uporabi. Zapisi MSC, ki predstavljajo
uporabo teorije grafov v drugih disciplinah matematike, so 68R10, 81Q30, 81T15,
82B20, 82C20, 90C35, 92E10, 94C15, 05E30, 57M15, 57M25, 20F65, 90B10,
05B30, 05D10, 91A43, 91A46, 60B20, 91D30, 68R10, 68W05, 81Q30, 81T15,
82B20, 82C20, 90C35, 92E10, 94C15 in vsi zapisi MSC, ki se začnejo z 90B.

Razlike med obema seznamoma so zlahka opazne. V eni reviji (e European Physi-
cal Journal B. Condensed Matter) so imela vsa objavljena dela, ki so shranjena v bazi
ZB, vsaj eno klasifikacijo o teoriji grafov ali njenih uporab.

Identifikacijo revij z največ objavljenimi deli o teoriji grafov lahko opravimo tudi
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Tabela 3.11
Revije z najvišjimi deleži shranjenih del, ki so klasificirana s teorijo grafov v letih 1990-2010: samo teorija grafov levo in teorija
grafov z uporabo desno.

Teorija grafov Teorija grafov z uporabo
Journal of Graph eory (0364-9024,
1097-0118)

􏷱􏷲.􏷪􏷮% e European Physical Journal B. Condensed Matter
(1434-6028)

􏷪􏷩􏷩.􏷩􏷩%

AKCE International Journal of Graphs
and Combinatorics (0972-8600)

􏷱􏷫.􏷮􏷮% Journal of Graph eory (0364-9024, 1097-0118) 􏷲􏷮.􏷱􏷰%

Journal of Combinatorial eory. Series
B (0095-8956)

􏷯􏷱.􏷱􏷮% AKCE International Journal of Graphs and Combi-
natorics (0972-8600)

􏷱􏷱.􏷱􏷲%

Graphs and Combinatorics (0911-0119,
1435-5914)

􏷮􏷲.􏷭􏷮% Journal of Combinatorial eory. Series B (0095-
8956)

􏷱􏷬.􏷫􏷩%

Ars Combinatoria (0381-7032) 􏷮􏷩.􏷩􏷭% ITS Journal (1024-8072) 􏷱􏷩.􏷰􏷰%
e Australasian Journal of Combinato-
rics (1034-4942)

􏷭􏷯.􏷲􏷯% International Journal of Flexible Manufacturing Sy-
stems (0920-6299, 1572-9370)

􏷰􏷲.􏷭􏷭%

JCMCC. e Journal of Combinatorial
Mathematics and Combinatorial Com-
puting (0835-3026)

􏷭􏷬.􏷱􏷪% Graphs and Combinatorics (0911-0119, 1435-5914) 􏷰􏷯.􏷭􏷲%

Ars Mathematica Contemporanea
(1855-3966, 1855-3974)

􏷭􏷫.􏷱􏷯% International Journal of Production Research (0020-
7543, 1366-588X)

􏷰􏷯.􏷭􏷱%

Congressus Numerantium (0384-9864) 􏷭􏷫.􏷱􏷪% Match (0340-6253) 􏷰􏷮.􏷩􏷮%
Match (0340-6253) 􏷭􏷫.􏷱􏷩% Journal of Graph Algorithms and Applications (1526-

1719)
􏷰􏷭.􏷰􏷫%

Discrete Mathematics (0012-365X) 􏷭􏷫.􏷬􏷲% Location Science (0966-8349) 􏷰􏷭.􏷫􏷲%
Bulletin of the Institute of Combinato-
rics and its Applications (1183-1278)

􏷭􏷫.􏷫􏷱% Journal of Scheduling (1094-6136, 1099-1425) 􏷯􏷱.􏷱􏷭%

Advances and Applications in Discrete
Mathematics (0974-1658)

􏷭􏷫.􏷫􏷰% Journal of Interconnection Networks (0219-2659) 􏷯􏷯.􏷯􏷰%

Combinatorica (0209-9683) 􏷬􏷬.􏷲􏷲% Studies in Locational Analysis (1105-5162) 􏷯􏷯.􏷭􏷱%
Combinatorics, Probability and Compu-
ting (0963-5483, 1469-2163)

􏷬􏷬.􏷰􏷯% Networks (0028-3045, 1097-0037) 􏷯􏷯.􏷩􏷭%

College Mathematics Journal (0746-
8342)

􏷬􏷬.􏷬􏷬% Transportation Science (0041-1655) 􏷯􏷬.􏷰􏷰%

International Journal of Mathematical
Combinatorics (1937-1055)

􏷫􏷲.􏷫􏷲% Networks and Spatial Economics (1566-113X, 1572-
9427)

􏷯􏷫.􏷩􏷩%

Random Structures & Algorithms (1042-
9832, 1098-2418)

􏷫􏷲.􏷩􏷯% e Australasian Journal of Combinatorics (1034-
4942)

􏷯􏷩.􏷬􏷪%

Discussiones Mathematicae. Graph e-
ory (1234-3099)

􏷫􏷱.􏷲􏷮% Ars Combinatoria (0381-7032) 􏷮􏷲.􏷲􏷯%

Journal of Combinatorics, Information
& System Sciences (0250-9628)

􏷫􏷱.􏷫􏷭% JCMCC. e Journal of Combinatorial Mathematics
and Combinatorial Computing (0835-3026)

􏷮􏷲.􏷱􏷰%

s pomočjo mere pristranskosti ali biasov [84]. Pristranskost revije za ali proti neki veji
matematike definiramo kot

bias = 􏸋􏸎􏸆
􏷫

delež del o tej veji matematike v reviji
delež del o tej veji v vseh revijah skupaj

.

Ta vrednost nam pove, ali revija favorizira izbrano vejo matematike (pozitivna vre-
dnost) ali ji ni naklonjena (negativna vrednost). Če je vrednost pristranskosti enaka
nič, je v izbrani reviji objavljen tolikšen delež del o izbrani veji matematike, kolikšen
je v vseh revijah skupaj.

V tabeli 3.12 so naštete revije z največjimi pozitivnimi vrednostmi pristranskosti
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za teorijo grafov, v tabeli 3.13 pa so naštete revije z najbolj negativnimi vrednostmi
pristranskosti o teoriji grafov. V izračun pristranskosti smo vključili le revije, za katere je
v bazi ZB shranjenih vsaj 􏷤􏷟 del. Avtor lahko uporabi pristranskost o temi svojega dela
kot mero primernosti izbire revije za objavo tega dela. Pozitivna vrednost pristranskosti
pomeni, da je bolj verjetno, da bo izbrana revija to delo objavila, negativna vrednost
pristranskosti pa, da je bolj verjetno, da bo izbrana revija to delo zavrnila.

Tabela 3.12
Revije z najbolj pozitivnimi vrednostmi pristranskosti za teorijo grafov v letih 1990-2010.

Revija Pristranskost
Journal of Graph eory (0364-9024) 􏷯.􏷩􏷬􏷮
Discussiones Mathematicae. Graph eory (1234-3099) 􏷯.􏷩􏷫􏷬
AKCE International Journal of Graphs and Combinatorics (0972-8600) 􏷮.􏷲􏷫􏷱
Journal of Combinatorial eory. Series B (0095-8956) 􏷮.􏷰􏷰􏷭
Graphs and Combinatorics (0911-0119) 􏷮.􏷯􏷪􏷱
Applicable Analysis and Discrete Mathematics (1452-8630) 􏷮.􏷯􏷩􏷭
Ars Combinatoria. e Canadian Journal of Combinatorics (0381-7032) 􏷮.􏷫􏷲􏷰
e Australasian Journal of Combinatorics (1034-4942) 􏷮.􏷫􏷯􏷮
JCMCC. e Journal of Combinatorial Mathematics and Combinatorial Computing (1983-0823) 􏷮.􏷫􏷬􏷱
MATCH - Communications in Mathematical and in Computer Chemistry (0340-6253) 􏷮.􏷫􏷬􏷬

Tabela 3.13
Revije z največjimi negativnimi vrednostmi pristranskosti za teorijo grafov med leti 1990-2010.

Revija Pristranskost
International Journal of Solids and Structures (0020-7683) −􏷰.􏷰􏷯􏷮
Journal of Differential Equations (0022-0396) −􏷰.􏷭􏷫􏷰
International Journal of Modern Physics A. Particles and Fields, Gravitation and Cosmology (0217-
751X)

−􏷰.􏷪􏷫􏷰

Classical and Quantum Gravity. An International Journal of Gravitational Physics, Cosmology,
Geometry and Field eory (0264-9381)

−􏷯.􏷲􏷱􏷫

Modern Physics Letters A. Particles and Fields, Gravitation, Cosmology, Nuclear Physics (0217-
7323)

−􏷯.􏷰􏷲􏷰

Systems & Control Letters (0167-6911) −􏷯.􏷮􏷪􏷯
Applicable Analysis. An International Journal (0003-6811) −􏷯.􏷭􏷰􏷫
Acta Arithmetica (0065-1036) −􏷯.􏷬􏷮􏷰
Nonlinear Analysis. eory, Methods & Applications. Series A: eory and Methods. An Interna-
tional Multidisciplinary Journal (0362-546X)

−􏷯.􏷪􏷫􏷭

Annals of Physics (0003-4916) −􏷯.􏷩􏷰􏷩

Za nadaljne analize smo uporabili omrežje 𝐖𝐌[􏷩􏷮𝐶], ki je dejansko omrežje 𝐖𝐌
z drugo množico vozlišč omejeno tako, da so v njej le zapisi MSC o teoriji grafov.
Omrežje 𝐖𝐌[􏷩􏷮𝐶] dobimo tako, da najprej naredimo razbitje klasifikacij 𝜎, v kateri
so vse klasifikacije 05C v enem razredu, ostale klasifikacije pa v drugem razredu. Z
razbitjem 𝜎 dobimo podomrežje 𝐖𝐌𝜎 omrežja 𝐖𝐌. Omrežje 𝐖𝐌𝜎 vsebuje kot
vozlišča vsa dela in vse klasifikacije 05C. Nato smo določili razbitje izhodnih stopenj



..

.
90 3 Zbiranje podatkov za analize M. Cerinšek

del 𝜏 in odstranili iz omrežja 𝐖𝐌𝜎 vsa vozlišča (dela) izhodne stopnje nič. Dela z
višjimi stopnjami so klasificirana z vsaj enim zapisom MSC o teoriji grafov. Dobljeno
omrežje je 𝐖𝐌[􏷩􏷮𝐶].

Tudi na omrežjih𝐖𝐀,𝐖𝐉 in𝐖𝐊 smo uporabili razbitje 𝜏 in tako pridobili omrežja
𝐖𝐀[􏷩􏷮𝐶],𝐖𝐉[􏷩􏷮𝐶] in𝐖𝐊[􏷩􏷮𝐶], v katerih so vozlišča le dela, ki so klasificirana z vsaj enim
zapisom MSC o teoriji grafov, in njihovi avtorji, revije in ključne besede.

Z analizo stopenj vozlišč v pridobljenih omrežjih smo dobili porazdelitve različnih
podatkov, kakor smo to že naredili na celotni množici del v razdelku 3.3.2.

Porazdelitev del o teoriji grafov glede na število avtorjev je prikazana v zgornjem
diagramu slike 3.8 v razdelku 3.3.2. Porazdelitev je prikazana v istem diagramu kot
porazdelitev vseh analiziranih del glede na število avtorjev. Porazdelitvi sta si podobni.
Več kot 􏷪

􏷬 vseh del o teoriji grafov (􏷢􏷣.􏷢􏷣%) ima samo enega avtorja, še več (􏷢􏷥.􏷧􏷥%)
pa jih ima le dva avtorja. 􏷠􏷨 del nima shranjenega podatka o avtorjih.

Porazdelitev del o teoriji grafov glede na število ključnih besed je prikazana v sre-
dnjem diagramu slike 3.8. Ta porazdelitev ima višji vrh pri nižji vrednosti (􏷦) v pri-
merjavi s porazdelitvijo vseh del. Približno 􏷥􏷤% del o teoriji grafov ima med 􏷤 in 􏷠􏷟
ključnih besed.

Porazdelitev del o teoriji grafov glede na število zapisov MSC je prikazana v spo-
dnjem diagramu slike 3.8. Tudi ta porazdelitev je zelo podobna tovrstni porazdelitvi
vseh analiziranih del. Približno ena tretjina (􏷢􏷟.􏷡􏷦%) del o teoriji grafov ima določena
dva zapisa MSC in 􏷣􏷦.􏷢􏷧% del ima določenega enega ali tri zapise MSC.

Porazdelitev avtorjev glede na število del o teoriji grafov je prikazana v zgornjem
diagramu slike 3.9 v razdelku 3.3.2 skupaj s tovrstno porazdelitvijo avtorjev glede na
število vseh del. Svetlejša točka zgoraj levo predstavlja 􏷠􏷢􏷧􏷟􏷠 avtorjev, ki so v letih
1990-2010 objavili le en članek. Obe porazdelitvi sta si podobni.

Porazdelitev ključnih besed glede na število del o teoriji grafov je prikazana na sre-
dnjem diagramu slike 3.9 skupaj s porazdelitvijo ključnih besed glede na število vseh
del. Svetlejša točka zgoraj levo predstavlja 􏷥􏷡􏷢􏷠 ključnih besed, ki so bile v letih 1990-
2010 uporabljene v opisu le enega dela.

Porazdelitev zapisov MSC glede na število del o teoriji grafov je prikazana v spo-
dnjem diagramu slike 3.9 skupaj s porazdelitvijo zapisov MSC glede na število vseh
analiziranih del. Svetlejša točka zgoraj levo predstavlja 􏷠􏷢􏷢􏷥 zapisov MSC, ki so klasi-
ficirali le po eno delo o teoriji grafov v letih 1990-2010. V primerjavi s porazdelitvijo
zapisov MSC glede na število vseh del ima ta porazdelitev višjo vrednost na začetku
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(pri vrednosti 􏷠) in nato pada hitreje.
Revije, urejene v padajočem zaporedju glede na število objavljenih del o teoriji gra-

fov v letih 1990-2010, so prikazane na sliki 3.11 skupaj z zaporedjem revij, urejenih v
padajočem zaporedju vseh objavljenih del v letih 1990-2010. Vsaka točka predstavlja
eno revijo. Revije na levi strani so objavile veliko število del. Forma Bradfordove-
ga grafa tega zaporedja revij se ujema z formo Bradfordovega grafa zaporedja revij z
objavljenimi vsemi deli le na desnem koncu.

Razbitje del 𝜏 smo uporabili na omrežju 𝐖𝐀 in tako dobili omrežje 𝐖𝐀[􏷩􏷮𝐶], v
katerem so vozlišča le dela o teoriji grafov in njihovi avtorji. S pomočjo razbitja vhodnih
stopenj druge množice vozlišč v omrežju𝐖𝐀[􏷩􏷮𝐶] dobimo seznam avtorjev z največjimi
števili del o teoriji grafov. Te vrednosti dobimo tudi, če pogledamo vrednosti zank v
normaliziranem omrežju sodelovanj (tabela 3.14). Preverili smo enoličnost imen v
AMS Authors Search in našli le dve imeni, ki lahko predstavljata več avtorjev: Liu
Guizhen (dva avtorja) in Zhang Ping (􏷤􏷧 avtorjev).

Tabela 3.14
Seznam 􏷫􏷩 avtorjev z največjimi prispevki k svojim delom iz teorije grafov v letih 1990-2010.

i Avtor 𝐜𝐧𝐢𝐢 Skupaj 𝐊𝐢
1 Volkmann Lutz 􏷠􏷡􏷢.􏷤􏷤 􏷡􏷠􏷥 􏷟.􏷣􏷡􏷧
2 Henning Michael A. 􏷠􏷠􏷟.􏷧􏷦 􏷡􏷢􏷡 􏷟.􏷤􏷡􏷡
3 Liu Yanpei 􏷠􏷟􏷡.􏷣􏷡 􏷠􏷨􏷥 􏷟.􏷣􏷦􏷧
4 Alon Noga 􏷧􏷤.􏷢􏷨 􏷠􏷦􏷦 􏷟.􏷤􏷠􏷧
5 Tuza Zsolt 􏷦􏷦.􏷟􏷤 􏷠􏷤􏷟 􏷟.􏷣􏷧􏷥
6 Zhu Xuding 􏷦􏷥.􏷧􏷤 􏷠􏷢􏷡 􏷟.􏷣􏷠􏷧
7 Gutman Ivan 􏷦􏷟.􏷠􏷢 􏷠􏷣􏷢 􏷟.􏷤􏷠􏷟
8 omassen Carsten 􏷥􏷧.􏷧􏷢 􏷧􏷡 􏷟.􏷠􏷥􏷠
9 Mohar Bojan 􏷥􏷦.􏷧􏷤 􏷠􏷠􏷠 􏷟.􏷢􏷧􏷨

10 Liu Guizhen 􏷥􏷦.􏷡􏷧 􏷠􏷢􏷦 􏷟.􏷤􏷟􏷨
11 Liu Bolian 􏷥􏷢.􏷥􏷦 􏷠􏷠􏷨 􏷟.􏷣􏷥􏷤
12 Klavžar Sandi 􏷥􏷡.􏷦􏷣 􏷠􏷡􏷨 􏷟.􏷤􏷠􏷣
13 Bollobás Béla 􏷥􏷡.􏷤􏷢 􏷠􏷣􏷢 􏷟.􏷤􏷥􏷢
14 Zhang Ping 􏷥􏷟.􏷣􏷦 􏷠􏷤􏷦 􏷟.􏷥􏷠􏷤
15 Li Xueliang 􏷥􏷟.􏷣􏷟 􏷠􏷢􏷥 􏷟.􏷤􏷤􏷥
16 Rödl Vojtěch 􏷤􏷦.􏷨􏷧 􏷠􏷣􏷥 􏷟.􏷥􏷟􏷢
17 Zhang Zhongfu 􏷤􏷦.􏷟􏷦 􏷠􏷥􏷡 􏷟.􏷥􏷣􏷧
18 McKee Terry A. 􏷤􏷣.􏷨􏷧 􏷥􏷣 􏷟.􏷠􏷣􏷠
19 Zelinka Bohdan 􏷤􏷣.􏷤􏷟 􏷤􏷦 􏷟.􏷟􏷣􏷣
20 Yuster Raphael 􏷤􏷡.􏷤􏷥 􏷦􏷨 􏷟.􏷢􏷢􏷤
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Za grafovske teoretike poiščemo močna sodelovanja v omrežju sodelovanj tako, kot
smo to naredili za matematike. Normalizirano omrežje sodelovanj 𝐂𝐭[􏷩􏷮𝐶] za teorijo
grafov izračunamo z normaliziranim 𝐖𝐀[􏷩􏷮𝐶]. 𝑝𝑆-sredica reda 𝑡 = 􏷢.􏷤 v tem omrežju
je prikazana na sliki 3.13. Sestavljena je iz nekaj parov avtorjev in ene večje skupine.
Opazimo močnejše podskupine (debelejše in temnejše povezave) te skupine, ki so med
sabo povezane s šibkejšimi povezavami (tanjše in svetlejše povezave).

Slika 3.13
𝑝𝑆-sredica reda 𝑡 = 􏷬.􏷮􏷩
v omrežju sodelovanj 𝐂𝐭
grafovskih teoretikov.
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Drugi način za identifikacijo močnih skupin sodelovanj med grafovskimi teoretiki
je uporaba povezavnih otokov [71].

Povezavni otok v omrežju𝒩 = (𝒱 ,ℰ ,𝑤) je takšno podomrežjeℳ = (𝒰,ℱ ,𝑤),
da v njem obstaja vpeto drevo𝒯 , da so vrednosti povezav z natanko enim krajiščem v
𝒰 manjše ali enake vrednosti povezav v vpetem drevesu𝒯 . Povezavni otoki določajo
lokalno pomembna podomrežja. Na slikah 3.14, 3.15 in 3.16 so prikazani trije po-
vezavni otoki grafovskih teoretikov v normaliziranem omrežju sodelovanj 𝐂𝐭, katerih
velikosti so v intervalu med 􏷠􏷟 in 􏷢􏷟.

Veliko del, klasificiranih z zapisi MSC teorije grafov, je klasificiranih tudi z drugimi
zapisi MSC. Več različnih klasifikacij dela pomeni večjo interdisciplinarnost vsebine
dela. Omrežje𝐖𝐌[􏷩􏷮𝐶] smo uporabili, da smo dobili seznam klasifikacij, ki se najpo-
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Slika 3.14
Povezavni otok grafovskih
teoretikov v normalizi-
ranem omrežju sodelo-
vanj 𝐂𝐭 s podskupino
slovenskih in slovaških
matematikov.
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Slika 3.15
Povezavni otok grafovskih
teoretikov v normalizira-
nem omrežju sodelovanj
𝐂𝐭 z Noga Alon v sredini.

gosteje pojavljajo skupaj s klasifikacijami o teoriji grafov. Za pridobitev te informacije
smo v omrežju 𝐖𝐌 uporabili razbitje del 𝜏 in tako dobili podomrežje del o teoriji
grafov in vse klasifikacije 𝐖𝜏𝐌. Množico del smo skrčili v eno vozlišče. Klasifikacije
z največjimi uteženimi vhodnimi stopnjami predstavljajo področja matematike, ki se
najpogosteje prepletajo s področjem teorije grafov. Te klasifikacije so naštete v tabeli
3.15. Vsaka izmed teh klasifikacij je definirana s kodo MSC v prvem stolpcu, imenom
v tretjem stolpcu in dvoznakovnim zapisom MSC v drugem stolpcu. Klasifikacije so
urejene glede na vrednosti v zadnjem stolpcu – po številu del, v katerih se prepletajo s
teorijo grafov.
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Slika 3.16
Povezavni otok grafovskih
teoretikov v normalizira-
nem omrežju sodelovanj
𝐂𝐭 z večinoma azijskimi
imeni.
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Tabela 3.15
Seznam zapisov MSC, ki so se v letih 1990-2010 največkrat sopojavili s teorijo grafov.

Zapis
MSC Ime dvoznakovnega zapisa MSC Podpodročje zapisa MSC Št. del
68R10 Computer science Graph eory 􏷬􏷮􏷫􏷱
68Q25 Computer science Analysis of algorithms and problem complexity 􏷪􏷪􏷭􏷩
90C35 Operations research, mathematical programming Programming involving graphs or networks 􏷱􏷯􏷱
92E10 Biology and other natural sciences Molecular structure 􏷮􏷲􏷪
90C27 Operations research, mathematical programming Combinatorial optimization 􏷮􏷰􏷫
60C05 Probability theory and stochastic processes Combinatorial probability 􏷮􏷫􏷪
05A15 Combinatorics Exact enumeration problems, generating functi-

ons
􏷭􏷲􏷫

15A18 Linear and multilinear algebra; matrix theory Eigenvalues, singular values, and eigenvectors 􏷬􏷲􏷫
57M15 Manifolds and cell complexes Relations with graph theory 􏷬􏷱􏷪
05B35 Combinatorics Matroids, geometric lattices 􏷬􏷬􏷭
94C15 Information and communication, circuits Applications of graph theory 􏷬􏷪􏷰
68W25 Computer science Approximation algorithms 􏷬􏷪􏷮
05E30 Combinatorics Association schemes, strongly regular graphs 􏷬􏷪􏷫
06A07 Order, lattices, ordered algebraic structures Combinatorics of partially ordered sets 􏷫􏷲􏷪
90B10 Operations research, mathematical programming Network models, deterministic 􏷫􏷱􏷬
20B25 Group theory and generalizations Finite automorphism groups of algebraic, geome-

tric, or combinatorial structures
􏷫􏷱􏷩

20D60 Group theory and generalizations Arithmetic and combinatorial problems 􏷫􏷰􏷮
68M10 Computer science Network design and communication 􏷫􏷰􏷭
91A43 Game theory, economics, social and behavioral

sciences
Games involving graphs 􏷫􏷬􏷰

05B20 Combinatorics Matrices 􏷫􏷫􏷫

Zapisi za veliko večino del vsebujejo informacije o ključnih besedah. Nekatere ključ-
ne besede so pogoste v vseh področjih matematike, spet druge pa so specifične za sa-
mo določena področja. S pravo utežitvijo ključnih besed lahko določimo njihovo po-
membnost za posamezna področja matematike. Uporabili smo utežitev TF-IDF [85].
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Področja matematike lahko predstavimo z zapisi MSC. Z množenjem omrežij𝐌𝐖 in
𝐖𝐊 smo dobili omrežje 𝐌𝐊. Zapise MSC smo skrčili v manjše število vozlišč glede
na njihove troznakovne kode MSC.

Ključne besede, ki se pojavljajo v vseh področjih matematike, dobijo z utežitvijo
TF-IDF vrednost nič. Ostale dobijo vrednost:

TF-IDF(ključna beseda, MSC) = TF(ključna beseda, MSC) × IDF(ključna beseda)

TF(ključna beseda, MSC) = Utež povezave od ključne besede do zapisa MSC
Vsota vseh povezav do zapisa MSC

IDF(ključna beseda) = 􏸋􏸎􏸆
Št. zapisov MSC

Št. zapisov MSC, ki so povezani s ključno besedo

Ključnih besed, ki so z zapisi MSC teorije grafov povezane z neničelno utežitvijo
TF-IDF, je 􏷠􏷡􏷣􏷥􏷟. V tabeli 3.16 so naštete tiste z največjo utežitvijo. V tej tabeli so
dodana tudi števila pojavitev posamezne ključne besede v delih o teoriji grafov in število
pojavitev v vseh delih skupaj.

Tabela 3.16
Seznam ključnih besed z največjimi utežitvami TF-IDF za triznakovni zapis MSC 􏷩􏷮𝐶 v letih 1990-2010.

Št. pojavitev Št. vseh Utežitev TF-IDF
Ključna beseda znotraj teorije grafov pojavitev (⋅􏷪􏷩−􏷭)
Coloring 􏷭􏷪􏷬􏷬 􏷯􏷯􏷰􏷯 􏷭􏷮.􏷫􏷭
Digraph 􏷭􏷩􏷭􏷲 􏷮􏷯􏷲􏷮 􏷭􏷭.􏷬􏷫
Chromatic 􏷬􏷲􏷮􏷱 􏷮􏷪􏷬􏷱 􏷭􏷬.􏷬􏷫
Subgraph 􏷫􏷫􏷲􏷱 􏷬􏷭􏷰􏷬 􏷬􏷮.􏷬􏷪
Domination 􏷫􏷮􏷩􏷩 􏷬􏷱􏷱􏷬 􏷫􏷰.􏷬􏷯
Clique 􏷪􏷰􏷱􏷱 􏷬􏷪􏷯􏷲 􏷫􏷮.􏷫􏷲
Vertex 􏷭􏷯􏷪􏷪 􏷪􏷫􏷲􏷱􏷪 􏷫􏷮.􏷫􏷬
Hypergraph 􏷫􏷫􏷮􏷱 􏷬􏷱􏷩􏷱 􏷫􏷭.􏷰􏷪
Bipartite 􏷫􏷰􏷰􏷯 􏷮􏷩􏷭􏷮 􏷫􏷭.􏷩􏷱
Tournament 􏷪􏷬􏷬􏷮 􏷫􏷬􏷭􏷪 􏷫􏷪.􏷲􏷫
Matching 􏷪􏷩􏷬􏷱 􏷪􏷱􏷲􏷪 􏷪􏷰.􏷩􏷭
Label 􏷪􏷲􏷯􏷩 􏷭􏷯􏷮􏷯 􏷪􏷰.􏷩􏷩
Ramsey 􏷪􏷬􏷩􏷮 􏷬􏷪􏷭􏷱 􏷪􏷯.􏷮􏷱
Claw 􏷯􏷫􏷮 􏷰􏷪􏷮 􏷪􏷮.􏷩􏷫
Colour 􏷪􏷫􏷰􏷱 􏷫􏷬􏷱􏷮 􏷪􏷬.􏷲􏷲
Girth 􏷰􏷬􏷯 􏷲􏷮􏷭 􏷪􏷬.􏷲􏷬
Connectivity 􏷫􏷮􏷫􏷱 􏷮􏷭􏷯􏷫 􏷪􏷬.􏷱􏷬
Hamiltonicity 􏷭􏷯􏷮 􏷮􏷮􏷪 􏷪􏷪.􏷲􏷯
Match 􏷫􏷪􏷮􏷲 􏷪􏷮􏷪􏷭􏷩 􏷪􏷪.􏷱􏷫
Chordal 􏷰􏷬􏷱 􏷪􏷬􏷱􏷭 􏷪􏷪.􏷬􏷭
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3.3.5 Zaključek

Bibliografske podatke lahko analiziramo na več različnih načinov. V tem podpoglavju
smo predstavili nekaj pristopov z analizo omrežij, ki smo jih uporabili na podatkih iz
podatkovne baze Zentralblatt MATH, kjer so shranjene informacije o matematičnih
publikacijah. S pomočjo naših analiz podatkov o publikacijah iz obdobja 1990-2010
smo ugotovili, da matematiki raje delajo sami ali v manjših skupinah. Večinoma se
tudi omejujejo na specifična področja matematike. To sklepamo iz majhnega števila
zapisov MSC, ki klasificirajo dela, in iz majhnega števila ključnih besed za posamezno
delo.

Ker so vhodni podatki v podatkovni bazi le delno poenoteni, se pojavljajo problemi
s podatki. Ti problemi lahko povzročijo nepravilnosti rezultatov. Nekatere izmed pro-
blemov smo vsaj delno rešili v namene naših analiz (poenotenje imen avtorjev in imen
revij).

Podrobneje smo si ogledali podatke o delih o teoriji grafov in določili revije, ki so bolj
naklonjene temu področju matematike, najboljše grafovske teoretike glede na njihove
prispevke k delom, področja matematike, ki se močneje prepletajo s teorijo grafov skozi
dela, in ključne besede, ki so značilne za teorijo grafov.

Množenje usklajenih dvovrstnih omrežij omogoča izračun različnih izpeljanih omre-
žij. V omrežju 𝐀𝐉 = 𝐀𝐖 ⋆ 𝐖𝐉 so shranjene informacije o številu shranjenih del,
katerih soavtor je izbrani avtor in so bila objavljena v izbrani reviji. To omrežje lahko
posebej analiziramo ali pa iz njega izpeljemo še kakšno omrežje. Tako ga lahko pomno-
žimo z njegovim transponiranim omrežjem in dobimo omrežje 𝐉𝐉 = 𝑏(𝐉𝐀⋆𝐀𝐉).Dve
reviji sta v tem omrežju povezani, če obstaja avtor, ki je objavil kakšno delo v vsaki iz-
med obeh revij. Druga možnost pa je uporaba binarnih omrežij: 𝐉𝐉𝐀 = 𝑏(𝐉𝐀)⋆𝑏(𝐀𝐉).
V dobljenem omrežju je utež povezave med dvema revijama enaka številu avtorjev, ki
so objavili vsaj kakšno delo v vsaki izmed teh dveh revij. S pristopom, ki smo ga pred-
stavili v tem podpoglavju, lahko analiziramo podobnosti med shranjenimi revijami.

To je le en primer, kaj vse bi še lahko analizirali s podatki iz baze ZB. V naših analizah
nismo upoštevali informacije o letu objave. S tem lahko analize še dodatno razširimo
na časovna oziroma dinamična omrežja.
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Analiza omrežij je eden izmed pristopov k analizi relacijskih podatkov. V tem poglavju
se ukvarjamo z analizo dvovrstnih omrežij [86, 87].

Klasičen pristop k analizi dvovrstnih omrežij je sestavljen iz dveh korakov: pretvorbe
dvovrstnega omrežja v pripadajoče navadno (enovrstno) omrežje in analiza pridoblje-
nega omrežja s standardnimi metodami analize omrežij [41]. Zaenkrat obstaja malo
metod za neposredno analizo dvovrstnih omrežij [88–90]. Uporabimo lahko dvodelne
statistike na stopnjah, posplošeno bločno modeliranje, (𝑝, 𝑞)-sredice, dvovrstne opise
in kazala, uteži števila štirikotnikov in še nekaj drugih. Veliko metod za identifikacijo
pomembnih podomrežij je na voljo za navadna omrežja (posplošene sredice, povezavni
otoki, vozliščni otoki, razvrščanje, bločno modeliranje, mere središčnosti in pomemb-
nosti idr.). V tem poglavju bomo predstavili novo metodo za neposredno analizo dvo-
vrstnih omrežij, s katero lahko identificiramo pomembna podomrežja glede na izbrane
lastnosti vozlišč.

Ideji posplošenih sredic v navadnih omrežjih in (𝑝, 𝑞)-sredic v dvovrstnih omrežjih
smo združili v pojem posplošenih dvovrstnih sredic. Razvili in implementirali smo algo-
ritem za določitev posplošenih dvovrstnih sredic za izbrane lastnosti vozlišč in praga za
obe podmnožici vozlišč. Predlagamo tudi algoritem za iskanje gnezdenih posplošenih
dvovrstnih sredic za eno pribito (fiksno) pražno vrednost.

V naslednjem podpoglavju bomo pogledali dela, ki opisujejo ideje, ki smo jih upo-
rabili za razvoj naše metode. V podpoglavju 4.2 predstavimo algoritem za določitev
posplošenih dvovrstnih sredic. Naštejemo tudi nekaj zanimivih lastnosti vozlišč, ki do-
ločajo vrsto sredic. Algoritem, dokaz njegove pravilnosti in preprosta analiza zahtevno-
sti algoritma so predstavljeni v podpoglavju 4.2.4. V podpoglavju 4.3 so predstavljeni
rezultati uporabe naše metode na realnih podatkih.

4.1 Sorodna dela

Pojem navadne ali 𝑘-sredice je uvedel Seidman leta 1983 [25]. Naj bo 𝒢 = (𝒱 ,ℒ )
graf. Naj bo 𝑘 dano naravno število in naj bo 􏸃􏸄􏸆(𝑣) stopnja vozlišča 𝑣 ∈ 𝒱 . Podgraf
ℋ𝑘 = (𝒞𝑘,ℒ |𝒞𝑘), porojen s podmnožico𝒞𝑘 ⊆ 𝒱 , imenujemo k-sredica ali navadna
sredica natanko takrat, ko je 􏸃􏸄􏸆

ℋ𝑘
(𝑣) ≥ 𝑘 za vse 𝑣 ∈ 𝒞𝑘 in je ℋ𝑘 maksimalen

tak podgraf. Če stopnjo nadomestimo s kako drugo lastnostjo vozlišč, dobimo pojem
posplošene sredice, kot je podana v [26]. Lastnost vozlišč je lahko stopnja, maksimum
uteži incidenčnih povezav, vsota uteži incidenčnih povezav idr. Podrobneje so lastnosti
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vozlišč opisane v podpoglavju 4.2.
Druga posplošitev 𝑘-sredic je posplošitev na dvovrstna omrežja. Pojem (𝑝, 𝑞)-sredic

je predstavljen v [27]. Podmnožica 𝒞 ⊆ 𝒱 določa (𝑝, 𝑞)-sredico v dvovrstnem
omrežju 𝒩 = ((𝒱􏷪, 𝒱􏷫),ℒ ),𝒱 = 𝒱􏷪 ∪ 𝒱􏷫 natanko takrat, ko v podomrežju
𝒦 = ((𝒞􏷪, 𝒞􏷫),ℒ |𝒞 ), 𝒞􏷪 = 𝒞 ∩ 𝒱􏷪, 𝒞􏷫 = 𝒞 ∩ 𝒱􏷫, porojenem s 𝒞 , velja za
vse 𝑣 ∈ 𝒞􏷪 ∶ 􏸃􏸄􏸆𝒦 (𝑣) ≥ 𝑝 in velja za vse 𝑣 ∈ 𝒞􏷫 ∶ 􏸃􏸄􏸆𝒦 (𝑣) ≥ 𝑞 ter je𝒞 maksimalna
taka podmnožica v 𝒱 .

Ideji iz posplošenih sredic in (𝑝, 𝑞)-sredic smo združili v pojem posplošenih dvovr-
stnih sredic. Posplošene dvovrstne sredice so definirane podobno kot (𝑝, 𝑞)-sredice z
eno izjemo – namesto stopnje vozlišč dovolimo uporabo tudi drugih lastnosti vozlišč.
Uporabljeni lastnosti vozlišč za podmnožici 𝒱􏷪 in 𝒱􏷫 sta lahko različni.

V določeni literaturi, recimo [91], so dvodelne sredice definirane kot polna dvovr-
stna podomrežja danega omrežja. Določene so z velikostjo obeh podmnožic vozlišč.
Tako je dvodelna sredica ekvivalentna (𝑝, 𝑞)-sredici z maksimalnimi stopnjami.

Posplošenim dvovrstnim sredicam podobne metode so še različice skupnostih v dvo-
vrstnih omrežjih: z maksimizacijo monotone funkcije [92], z dualno projekcijo [93],
z lastnostmi prostora lastnih vrednosti matrike omrežja [94], z izmenjavo oznak in re-
kurzivnim deljenjem obeh vrst vozlišč [95], s stohastičnim bločnim modeliranjem [96]
in mnogimi drugimi. Še ena zelo podobna metoda je dvodelno razvrščanje [97, 98].
Glavna razlika med temi metodami in našo metodo je to, da je rezultat skupnostih in
dvodelnega razvrščanja razvrstitev celotne množice vozlišč, z metodo posplošenih dvo-
vrstnih sredic pa smo se posvetili določanju pomembnega podomrežja. Nobena izmed
teh metod tudi ne omogoča tolikšne različnosti – uporabe različnih mer in pragov mer
za obe množici vozlišč.

Metode, kot sta (𝑝, 𝑞)-sredice in uteži štirikotnikov, so pomembne za iskanje go-
stejših delov dvovrstnih omrežij. Posplošene dvovrstne sredice pa so odvisne od izbire
lastnosti vozlišč in lahko zato izrazijo kakšen drug vidik zgradbe omrežja (recimo moč
povezav). Ta metoda torej predstavlja nov pristop k analizi dvovrstnih omrežij. Ne
predstavlja le izboljšave neke obstoječe metode ampak posplošitev (𝑝, 𝑞)-sredic.

4.2 Algoritem za posplošene dvovrstne sredice

Kakor smo že omenili v uvodu tega poglavja, so bili algoritmi za določitev 𝑘-sredic,
posplošenih sredic in (𝑝, 𝑞)-sredic že razviti [25–27]. V tem delu predlagamo nov al-
goritem, ki je združitev in razširitev ideje posplošenih sredic v navadnih omrežjih in
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(𝑝, 𝑞)-sredic v dvovrstnih omrežjih. Poleg programske izvedbe novega algoritma tudi
dokažemo njegovo pravilnost in analiziramo njegovo zahtevnost. Za preverjanje upo-
rabnosti metode smo algoritem uporabili na realnih omrežjih.

4.2.1 Lastnosti vozlišč

Nekatere lastnosti vozlišč so že bile predlagane v [26]. Za omrežje 𝒩 = (𝒱 ,ℒ ,𝑤)
in utežitveno funkcijo 𝑤 ∶ ℒ → ℝ predpostavimo, da je funkcija lastnosti 𝑓(𝑣, 𝒞 ) ∈
ℝ,𝒞 ⊆ 𝒱 , definirana za vse 𝑣 ∈ 𝒱 . Podmnožica 𝒞 poraja podomrežje, na katero
je funkcija lastnosti omejena. V neusmerjenem omrežju velja 𝑤(𝑢, 𝑣) = 𝑤(𝑣, 𝑢) za vse
pare vozlišč 𝑢, 𝑣 ∈ 𝒱 .

Označimo soseščino vozlišča 𝑣 kot𝑁(𝑣) in soseščino vozlišča 𝑣 znotraj podmnožice
𝒞 kot 𝑁(𝑣,𝒞 ) = 𝑁(𝑣) ∩ 𝒞 .

Rečemo, da je funkcija lastnosti 𝑓(𝑣, 𝒞 ) lokalna natanko takrat, ko velja

𝑓(𝑣, 𝒞 ) = 𝑓(𝑣,𝑁(𝑣, 𝒞 )) za vse 𝑣 ∈ 𝒱 .

Funkcija lastnosti 𝑓(𝑣, 𝒞 ) je monotona natanko takrat, ko velja

𝒞􏷪 ⊂ 𝒞􏷫 ⇒ ∀𝑣 ∈ 𝒱 ∶ 𝑓(𝑣, 𝒞􏷪) ≤ 𝑓(𝑣, 𝒞􏷫).

Primeri funkcij lastnosti so:

1. 𝑓􏷪(𝑣, 𝒞 ) = 􏸃􏸄􏸆𝒞 (𝑣) ∶ Stopnja vozlišča 𝑣 znotraj 𝒞 .

2. 𝑓􏷫(𝑣, 𝒞 ) = 􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆𝒞 (𝑣) ∶ Vhodna stopnja vozlišča 𝑣 znotraj 𝒞 .

3. 𝑓􏷬(𝑣, 𝒞 ) = 􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆𝒞 (𝑣) ∶ Izhodna stopnja vozlišča 𝑣 znotraj 𝒞 .

4. 𝑓􏷭(𝑣, 𝒞 ) = 􏸈􏸍􏸃􏸄􏸆𝒞 (𝑣) + 􏸎􏸔􏸓􏸃􏸄􏸆𝒞 (𝑣) ∶ Za usmerjeno omrežje je 𝑓􏷭 = 𝑓􏷪.

5. 𝑓􏷮(𝑣, 𝒞 ) = ∑
𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 ) 𝑤(𝑣, 𝑢), 𝑤 ∶ ℒ → ℝ+

􏷩 ∶ Vsota uteži tistih povezav
znotraj 𝒞 , ki imajo vozlišče 𝑣 za krajišče.

6. 𝑓􏷯(𝑣, 𝒞 ) = 􏸌􏸀􏸗𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 ) 𝑤(𝑣, 𝑢), 𝑤 ∶ ℒ → ℝ. Maksimum uteži vseh povezav
znotraj 𝒞 , ki imajo vozlišče 𝑣 za krajišče.

7. 𝑓􏷰(𝑣, 𝒞 ) =
􏸝􏸞􏸠𝒞 (𝑣)
􏸝􏸞􏸠(𝑣) , če je 􏸃􏸄􏸆(𝑣) > 􏷟 in sicer 𝑓􏷰(𝑣, 𝒞 ) = 􏷟 ∶ Delež 𝑁(𝑣,𝒞 ) v

𝑁(𝑣).
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8. 𝑓􏷱(𝑣, 𝒞 ) =
􏸝􏸞􏸠𝒞 (𝑣)

􏸦􏸚􏸱𝑢∈𝑁(𝑣) 􏸝􏸞􏸠(𝑢)
, če je 􏸃􏸄􏸆(𝑣) > 􏷟 in sicer 𝑓􏷱(𝑣, 𝒞 ) = 􏷟 ∶ Relativna

gostota soseščine vozlišča 𝑣 znotraj 𝒞 .

9. 𝑓􏷲(𝑣, 𝒞 ) = 􏸌􏸀􏸗𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 ) 􏸃􏸄􏸆(𝑢) − 􏸌􏸈􏸍𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 ) 􏸃􏸄􏸆(𝑢) ∶ Različnost sosedov
vozlišča 𝑣 znotraj 𝒞 glede na njihove stopnje.

10. 𝑓􏷪􏷩(𝑣, 𝒞 ) = 􏸌􏸀􏸗𝑢∈𝑁+(𝑣,𝒞 ) 􏸃􏸄􏸆(𝑢) − 􏸌􏸈􏸍𝑢∈𝑁+(𝑣,𝒞 ) 􏸃􏸄􏸆(𝑢) ∶ Različnost polne
soseščine vozlišča 𝑣 znotraj 𝒞 glede na stopnje vozlišč v polni soseščini;
𝑁+(𝑣, 𝒞 ) = 𝑁(𝑣,𝒞 ) ∪ {𝑣}.

11. 𝑓􏷪􏷪(𝑣, 𝒞 ) =
∑𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 ) 𝑤(𝑣,𝑢)
∑𝑢∈𝑁(𝑣) 𝑤(𝑣,𝑢)

, 𝑤 ∶ ℒ → ℝ+
􏷩 , če je ∑𝑢∈𝑁(𝑣) 𝑤(𝑣, 𝑢) > 􏷟 in sicer

𝑓􏷪􏷪(𝑣, 𝒞 ) = 􏷟 ∶ Delež uteži povezav z vozliščem 𝑣 za krajišče, ki imajo tudi
drugo krajišče znotraj 𝒞 .

12. 𝑓􏷪􏷫(𝑣, 𝒞 ) = število trikotnikov, ki gredo skozi vozlišče 𝑣 in imajo vsa tri vozlišča
znotraj 𝒞 .

Hitro opazimo, da so vse naštete funkcije lastnosti lokalne in monotone. Primer
nemonotone funkcije bi bilo povprečje uteži incidenčnih povezav

𝑓(𝑣, 𝒞 ) =
􏷠

􏸃􏸄􏸆
𝒞
(𝑣)

􏾜
𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 )

𝑤(𝑣, 𝑢),

če je 𝑁(𝑣,𝒞 ) ≠ ∅ in sicer 𝑓(𝑣, 𝒞 ) = 􏷟. Primer nelokalne funkcije bi bilo število
ciklov dolžine 𝑘, 𝑘 ≥ 􏷣, ki gredo skozi posamezno vozlišče.

Za vse naštete funkcije tudi velja 𝑓(𝑣, ∅) = 􏷟 za vsak 𝑣 ∈ 𝒱 .

4.2.2 Posplošene dvovrstne sredice

Definicija 4.1: Naj bo 𝒩 = ((𝒱􏷪, 𝒱􏷫),ℒ , (𝑓, 𝑔), 𝑤),𝒱 = 𝒱􏷪 ∪ 𝒱􏷫 dvovrstno
omrežje in naj bo 𝒫(𝒱 ) potenčna množica množice 𝒱 . Naj bosta funkciji 𝑓 in 𝑔
definirani na omrežju 𝒩 ∶ 𝑓, 𝑔 ∶ 𝒱 ×𝒫(𝒱 )⟶ ℝ+

􏷩 .
Posplošena dvovrstna sredica𝒞 = Core(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔), 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ+

􏷩 , je maksimalna mno-
žica 𝒞 ⊆ 𝒱 v dvovrstnem omrežju 𝒩 , za katero velja, da v podomrežju 𝒦 =
((𝒞􏷪, 𝒞􏷫),ℒ |𝒞 ), 𝒞􏷪 = 𝒞 ∩𝒱􏷪, 𝒞􏷫 = 𝒞 ∩𝒱􏷫, porojenim s 𝒞 , za vsak 𝑣 ∈ 𝒞􏷪 velja
𝑓(𝑣,𝒞 ) ≥ 𝑝 in za vsak 𝑣 ∈ 𝒞􏷫 velja 𝑔(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑞.
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V nadaljevanju privzamemo, da je omrežje 𝒩 končno – množici 𝒱 in ℒ sta
končni. Kadar funkciji 𝑓 in 𝑔 poznamo in sta parametra 𝑝 in 𝑞 pribita, uporabimo
okrajšavo Core(𝑝, 𝑞) ≡ Core(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔).

Množica posplošenih dvovrstnih sredic v omrežju𝒩 = ((𝒱􏷪, 𝒱􏷫),ℒ , (𝑓, 𝑔), 𝑤) je
definirana kot

Cores(𝒩 ) = {Core(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔); 𝑝 ∈ ℝ+
􏷩 ∧ 𝑞 ∈ ℝ+

􏷩 }.

V tej množici lahko definiramo relacijo

Core(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔) ⊑ Core(𝑝′, 𝑞′; 𝑓, 𝑔)

kot
𝒞􏷪(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔) ⊆ 𝒞􏷪(𝑝′, 𝑞′; 𝑓, 𝑔) ∧ 𝒞􏷫(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔) ⊆ 𝒞􏷫(𝑝′, 𝑞′; 𝑓, 𝑔).

Ker je Cores(𝒩 ) ⊆ 𝒫(𝒱 ) in je (𝒫(𝒱 ), ⊆) delno urejena množica, sta tudi
(Cores(𝒩 ), ⊆) in (Cores(𝒩 ), ⊑) delno urejeni.

Za posplošene dvovrstne sredice velja:

Core(􏷟, 􏷟; 𝑓, 𝑔) = 𝒱 ,

podomrežje 𝒦 = ((𝒞􏷪, 𝒞􏷫),ℒ |𝒞 ), 𝒞 = Core(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔) ni nujno povezano.

Lema 4.1: Naj bosta 𝒩 = ((𝒱􏷪, 𝒱􏷫),ℒ , {𝑓, 𝑔}, 𝑤) in njemu zrcaljeno omrežje
∼
𝒩=

((𝒱􏷫, 𝒱􏷪),ℒ , {𝑓, 𝑔}, 𝑤) dvovrstni omrežji. Potem velja

Core ∼
𝒩
(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔) = Core𝒩 (𝑞, 𝑝; 𝑔, 𝑓).

Dokaz:
Po definiciji za 𝒞 = Core ∼

𝒩
(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔) veljata pogoja

∀𝑣 ∈ 𝒞􏷫 ∶ 𝑓(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑝 in ∀𝑣 ∈ 𝒞􏷪 ∶ 𝑔(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑞

in enaka pogoja veljata tudi za 𝒞 ′ = Core𝒩 (𝑞, 𝑝; 𝑔, 𝑓). Zato sta ti množici enaki.

Lema 4.2: Naj bo 𝐹 ⊆ ℝ množica vrednosti funkcije lastnosti 𝑓 (zaloga vrednosti
funkcije lastnosti 𝑓) in 𝜑 ∶ 𝐹 ⟶ ℝ+

􏷩 strogo naraščajoča funkcija. Potem je

Core(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔) = Core(𝜑(𝑝), 𝑞; 𝜑 ∘ 𝑓, 𝑔).
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Dokaz: Po definiciji velja 𝜑∘𝑓(𝑣,𝒞 ) = 𝜑(𝑓(𝑣, 𝒞 )). 𝒞 določa posplošeno dvovrstno
sredico Core(𝜑(𝑝), 𝑞; 𝜑 ∘ 𝑓, 𝑔) natanko takrat, ko velja

∀𝑣 ∈ 𝒞􏷪 ∶ 𝜑 ∘ 𝑓(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝜑(𝑝) in ∀𝑣 ∈ 𝒞􏷫 ∶ 𝑔(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑞

⇕ 𝜑 naraščajoča

∀𝑣 ∈ 𝒞􏷪 ∶ 𝑓(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑝 in ∀𝑣 ∈ 𝒞􏷫 ∶ 𝑔(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑞.

To velja natanko takrat, ko 𝒞 določa posplošeno dvovrstno sredico Core(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔).

Posledica 4.1: Naj bo 𝐹 ⊆ ℝ množica vrednosti funkcije lastnosti 𝑓 in 𝜑 ∶ 𝐹 ⟶ ℝ+
􏷩

strogo naraščajoča funkcija. Potem je

Core(𝑞, 𝑝; 𝑔, 𝑓) = Core(𝑞, 𝜑(𝑝); 𝑔, 𝜑 ∘ 𝑓).

Dokaz: Naj bo 𝒩 = ((𝒱􏷪, 𝒱􏷫),ℒ , (𝑓, 𝑔), 𝑤) omrežje, v katerem so posplošene

dvovrstne sredice iz posledice 4.1. Naj bo
∼
𝒩= ((𝒱􏷫, 𝒱􏷪),ℒ , (𝑓, 𝑔), 𝑤) njemu zrcalno

omrežje. Potem je:

Core𝒩 (𝑞, 𝜑(𝑝); 𝑔, 𝜑 ∘ 𝑓)
􏹷􏸞􏸦􏸚 􏷭.􏷪= Core ∼

𝒩
(𝜑(𝑝), 𝑞; 𝜑 ∘ 𝑓, 𝑔)

􏹷􏸞􏸦􏸚 􏷭.􏷫= Core ∼
𝒩
(𝑝, 𝑞; 𝑓, 𝑔)

􏹷􏸞􏸦􏸚 􏷭.􏷪= Core𝒩 (𝑞, 𝑝; 𝑔, 𝑓)

Lema 4.2 in posledica 4.1 nam povesta, da z enakovrednimi lastnostmi v urejenostni
lestvici dobimo enake posplošene dvovrstne sredice.

4.2.3 Meja za vrednosti pragov

Izrek 4.1: V dvovrstnem omrežju 𝒩 = ((𝒱􏷪, 𝒱􏷫),ℒ , (𝑓, 𝑔), 𝑤) velja:

𝑝􏷪 ≤ 𝑝􏷫 ∧ 𝑞􏷪 ≤ 𝑞􏷫 ⇒ Core(𝑝􏷫, 𝑞􏷫) ⊆ Core(𝑝􏷪, 𝑞􏷪).



..

.
104 4 Posplošene dvovrstne sredice M. Cerinšek

Dokaz: Po definiciji posplošene dvovrstne sredice 𝒞 = Core(𝑝􏷫, 𝑞􏷫) velja:

∀𝑣 ∈ 𝒞􏷪 ∶ 𝑓(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑝􏷫 in ∀𝑣 ∈ 𝒞􏷫 ∶ 𝑔(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑞􏷫.

Zato velja tudi:

∀𝑣 ∈ 𝒞􏷪 ∶ 𝑓(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑝􏷪 in ∀𝑣 ∈ 𝒞􏷫 ∶ 𝑔(𝑣, 𝒞 ) ≥ 𝑞􏷪,

iz česar sledi
Core(𝑝􏷫, 𝑞􏷫) = 𝒞 ⊆ Core(𝑝􏷪, 𝑞􏷪).

Za dano podmnožico 𝒞 ⊆ 𝒱 naj bo 𝑝(𝒞 ) = 􏸌􏸈􏸍𝑣∈𝒞􏷪 𝑓(𝑣,𝒞 ) minimalna vre-
dnost funkcije lastnosti v množici𝒞􏷪 = 𝒞 ∩𝒱􏷪 in 𝑞(𝒞 ) = 􏸌􏸈􏸍𝑣∈𝒞􏷫 𝑔(𝑣, 𝒞 )minimal-
na vrednost funkcije lastnosti v množici𝒞􏷫 = 𝒞 ∩𝒱􏷫. Velja𝒞 ⊆ Core(𝑝(𝒞 ), 𝑞(𝒞 )).

Za dano dvovrstno omrežje𝒩 = (𝒱 ,ℒ , (𝑓, 𝑔), 𝑤) naj bo 𝑃 = {𝑝(𝒞 ) ∶ 𝒞 ⊆ 𝒱 }
množica vseh možnih vrednosti 𝑝(𝒞 ) in𝑄 = {𝑞(𝒞 ) ∶ 𝒞 ⊆ 𝒱 }množica vseh možnih
vrednosti 𝑞(𝒞 ). 𝑃 in 𝑄 sta končni množici. Torej lahko njune elemente uredimo v
seznam:

𝑃 = {𝑝􏷪, 𝑝􏷫, … , 𝑝𝑟}; 𝑝𝑖 < 𝑝𝑖+􏷪,
𝑄 = {𝑞􏷪, 𝑞􏷫, … , 𝑞𝑠}; 𝑞𝑖 < 𝑞𝑖+􏷪.

Za izbrani funkciji lastnosti 𝑓 in 𝑔 nas zanimajo le tiste vrednosti para (𝑝, 𝑞), ki
določajo različne neničelne posplošene dvovrstne sredice.

V kartezičnem koordinatnem sistemu s koordinatama (𝑝, 𝑞) (slika 4.1) je območje
vseh možnih parov pragov 𝑝 in 𝑞 omejeno na prvi kvadrant. Manjkajoča meja tega
območja je zlomljenka v obliki stopnic.

Naj bo za 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ+
􏷩 􏸻(𝑝) = {𝒞 ∶ 𝒞 ⊆ 𝒱 ∧𝑝(𝒞 ) ≥ 𝑝}množica množic, za katere

je vrednost funkcije lastnosti prve podmnožice enaka vsaj 𝑝, in 􏸶(𝑞) = {𝒞 ∶ 𝒞 ⊆ 𝒱 ∧
𝑞(𝒞 ) ≥ 𝑞}množica množic, za katere je vrednost funkcije lastnosti druge podmnožice
enaka vsaj 𝑞.Naj bo𝐺(𝑝) = {𝑞(𝒞 ) ∶ 𝒞 ∈ 􏸻(𝑝)}množica vseh možnih vrednosti 𝑞(𝒞 ),
za katere množica𝒞 pripada množici􏸻(𝑝) in je 𝑞􏹄(𝑝) = 􏸌􏸀􏸗𝐺(𝑝)maksimalna takšna
vrednost 𝑞(𝒞 ). Naj bo 𝐻(𝑞) = {𝑝(𝒞 ) ∶ 𝒞 ∈ 􏸶(𝑞)} množica vseh možnih vrednosti
𝑝(𝒞 ), za katere množica 𝒞 pripada množici 􏸶(𝑞) in je 𝑝􏸿(𝑞) = 􏸌􏸀􏸗𝐻(𝑞)maksimalna
takšna vrednost 𝑝(𝒞 ).

Lema 4.3: Za 𝑝, 𝑝′ ∈ 𝑃 in 𝑞, 𝑞′ ∈ 𝑄 veljajo naslednje lastnosti:
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p

q

0

(p, q)

(p', q')

Slika 4.1
Območje vseh možnih
parov pragov (𝑝, 𝑞), ki
določajo posplošene
dvovrstne sredice.

1. 􏸶(𝑞􏹄(𝑝)) ≠ ∅ in 􏸻(𝑝􏸿(𝑞)) ≠ ∅,

2. 𝒞 ∈ 􏸶(𝑞􏹄(𝑝)) ⇒ 𝒞 ⊆ Core(𝑝, 𝑞􏹄(𝑝)) in
𝒞 ∈ 􏸻(𝑝􏸿(𝑞)) ⇒ 𝒞 ⊆ Core(𝑝􏸿(𝑞), 𝑞),

3. 𝑞 > 𝑞􏹄(𝑝) ⇒ Core(𝑝, 𝑞) = ∅ in
𝑝 > 𝑝􏸿(𝑞) ⇒ Core(𝑝, 𝑞) = ∅,

4. 𝑝 < 𝑝′ ⇒ 𝑞􏹄(𝑝′) ≤ 𝑞􏹄(𝑝) in
𝑞 < 𝑞′ ⇒ 𝑝􏸿(𝑞′) ≤ 𝑝􏸿(𝑞).

Dokaz: Dokazi za lastnosti so preprosti, zato pokažimo le dokaz za prvi del četrte
lastnosti.

􏸻(𝑝′) = {𝒞 ∶ 𝒞 ⊆ 𝒱 ∧ 𝑝(𝒞 ) ≥ 𝑝′}
⊆ {𝒞 ∶ 𝒞 ⊆ 𝒱 ∧ 𝑝(𝒞 ) ≥ 𝑝} = 􏸻(𝑝)

Iz tega sledi 𝐺(𝑝′) ⊆ 𝐺(𝑝) in zato 𝑞􏹄(𝑝′) ≤ 𝑞􏹄(𝑝).

Iz teh lastnosti izhaja, da za vsak 𝑝 ∈ 𝑃 obstaja maksimalen 𝑞 ∈ 𝑄: 𝑞 = 𝑞􏹄(𝑝); in za
vsak 𝑞 ∈ 𝑄 obstaja maksimalen 𝑝 ∈ 𝑃 ∶ 𝑝 = 𝑝􏸿(𝑞). To je formalni dokaz stopničaste
oblike meje. Na osnovi tega lahko razvijemo algoritem za določitev meje množice
(𝑃,𝑄) v koordinatnem sistemu (𝑝, 𝑞) – glej algoritem 4.1.

V splošnem ima algoritem 4.1 le teoretično vrednost, saj sta lahko množici 𝑃 in 𝑄
zelo veliki. Uporabimo ga lahko za posebne funkcije lastnosti – recimo 𝑓􏷪, 𝑓􏷫, 𝑓􏷬 in
𝑓􏷭, za katere sta množici 𝑃 in 𝑄 relativno majhni.
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Algoritem 4.1
Algoritem za določanje meje množice (𝑃,𝑄) v koordinatnem sistemu (𝑝, 𝑞).

Vhod: 𝑃 = {𝑝􏷪, 𝑝􏷫, … , 𝑝𝑟}; 𝑝𝑖 < 𝑝𝑖+􏷪.
Izhod: množica 𝑚𝑒𝑗𝑎 ⊆ 𝑃 × 𝑄.
Algoritem:
𝑞􏸦􏸚􏸱 ← 􏷟
𝑚𝑒𝑗𝑎 ← ∅
for 𝑝 ∈ 𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒(𝑃) do

𝑞 ← 𝑞􏹄(𝑝)
if 𝑞 > 𝑞𝑚𝑎𝑥 then

𝑞𝑚𝑎𝑥 ← 𝑞
𝑚𝑒𝑗𝑎 ← 𝑚𝑒𝑗𝑎 ∪ {(𝑝, 𝑞)}

end if
end for

4.2.4 Algoritem

Predlagamo algoritem za določanje posplošenih dvovrstnih sredic v dvovrstnih omrež-
jih za dani vrednosti pragov 𝑝 in 𝑞 in za dani funkciji lastnosti 𝑓 in 𝑔.

Osnovna ideja algoritma za posplošene dvovrstne sredice je v ponavljanju odstranje-
vanja vozlišč, ki sredici ne pripadajo. Ker je omrežje dvovrstno, je pogoj odstranjevanja
vozlišč odvisen od tega, kateri množici vozlišče pripada, kakor je razvidno iz algoritma
4.2.

Algoritem 4.2
Osnovni algoritem za določitev posplošene dvovrstne sredice..

𝒞 ← 𝒱
while ∃𝑣 ∈ 𝒞 ∶ (𝑣 ∈ 𝒞􏷪 ∧ 𝑓(𝑣,𝒞 ) < 𝑝) ∨ (𝑣 ∈ 𝒞􏷫 ∧ 𝑔(𝑣,𝒞 ) < 𝑞) do

𝒞 ← 𝒞 ⧵ {𝑣}
end while

S preprosto predelavo dokaza izreka 1 iz [26] lahko dokažemo naslednji izrek.

Izrek 4.2: Algoritem 4.2 določi posplošeno dvovrstno sredico za dani vrednosti pragov
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Algoritem 4.3
Algoritem za določitev posplošene dvovrstne sredice za vrednosti pragov (𝑝, 𝑞) in za monotoni in lokalni funkciji lastnosti
vozlišč 𝑓 in 𝑔.

Vhod: omrežje 𝒩 = (𝒱􏷪 ∪ 𝒱􏷫,ℒ , (𝑓, 𝑔), 𝑤), 𝒱􏷪 ∩ 𝒱􏷫 = ∅; vrednosti pragov 𝑝,
𝑞.
Izhod: posplošena dvovrstna sredica 𝒞 = 𝒞􏷪 ∪ 𝒞􏷫.

Procedura:
function O(h, t, 𝒞𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎, 𝒞𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎, kopica𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎, kopica𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎)

while ¬ Prazna(kopica𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎) do
if Koren(kopica𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎).vrednost ≥ t then return
end if
u ← Koren(kopica𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎).ključ
OdstraniKoren(kopica𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎)
𝒞𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎 ← 𝒞𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎\{u}
for 𝑣 ∈ N(u, 𝒞𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎) do

Posodobi kopico𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎(𝑣, h(v, 𝒞 ))
end for

end while
end function

Algoritem:
𝒞􏷪 ← 𝒱􏷪, 𝒞􏷫 ← 𝒱􏷫

for 𝑣 ∈ 𝒱􏷪 do
vrednost[𝑣] ← f(𝑣, 𝒱 )

end for
for 𝑣 ∈ 𝒱􏷫 do

vrednost[𝑣] ← g(𝑣, 𝒱 )
end for
zgradi kopico􏷪(vrednost, 𝒞􏷪), kopico􏷫(vrednost, 𝒞􏷫)
repeat

O(f, p, 𝒞􏷪, 𝒞􏷫, kopica􏷪, kopica􏷫)
O(g, q, 𝒞􏷫, 𝒞􏷪, kopica􏷫, kopica􏷪)

until še odstraniš kakšno vozlišče
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(𝑝, 𝑞) za katerikoli monotoni funkciji lastnosti vozlišč 𝑓(𝑣, 𝒞 ) in 𝑔(𝑣, 𝒞 ). Rezultat
algoritma ni odvisen od vrstnega reda brisanja vozlišč.

Ker vrstni red brisanja ne vpliva na končni rezultat, lahko pri oblikovanju algoritma
začnemo z brisanjem iz prve množice, nadaljujemo v drugi, zopet v prvi in to nadalju-
jemo, dokler lahko še kaj brišemo.

Za shranjevanje vozlišč smo uporabili kopice (vrste s prednostjo) [99], v katerih smo
vozlišča uredili tako, da lahko do vozlišča z najmanjšo vrednostjo funkcije lastnosti
učinkovito dostopamo kot korena kopice. Vrednost funkcije lastnosti izračunamo za
vsako vozlišče posebej glede na množico povezav ℒ in uteži 𝑤, kakor je opisano v
razdelku 4.2.1.

Potrebujemo dve kopici – za vsako podmnožico vozlišč eno. Element E v kopici je
par E = (ključ, vrednost), pri čemer je identifikator vozlišča E.ključ in vrednost
funkcije lastnosti E.vrednost. Elementi so urejeni po njihovih vrednostih funkcije
lastnosti. Vemo, da so vsi sosedi vozlišč iz prve podmnožice v drugi podmnožici in
obratno.

Za omejitev posodabljanja predpostavimo, da sta obe funkciji lastnosti 𝑓 in 𝑔 lo-
kalni. V tem primeru je dovolj posodobiti le kopico, v kateri so sosedje izbrisanega
vozlišča.

Te omejitve smo uporabili v algoritmu 4.3 za določanje posplošene dvovrstne sredice
za monotoni in lokalni funkciji lastnosti 𝑓 in 𝑔.

V algoritmu 4.3 sta oba praga fiksirana. Zato nas ne zanima, ali odstranimo iz po-
samezne podmnožice trenutne posplošene dvovrstne sredice vozlišče z najmanjšo vre-
dnostjo funkcije lastnosti. Vedeti moramo le, ali je vrednost funkcije lastnosti vozlišča
manjša od vrednosti praga. Torej lahko algoritem poenostavimo – namesto dvojiških
kopic uporabimo vrste: za vsako izmed množic vozlišč omrežja uporabimo eno vrsto
za vozlišča, katerih vrednost funkcije lastnosti ustreza pragu (so enake ali nad pragom),
in eno vrsto za vozlišča, katerih vrednosti funkcije lastnosti ne ustrezajo pragu (so pod
pragom). V algoritmu 4.4 je prikazan postopek z uporabo vrst namesto dvojiških ko-
pic.

4.2.5 Časovna zahtevnost algoritma

Predpostavimo, da je časovna zahtevnost računanja vrednosti lokalne funkcije lastnosti
𝑂(􏸃􏸄􏸆(𝑣)) za vsako vozlišče 𝑣 v omrežju. Ker je uporaba vrst časovno manj zahtevna,
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Algoritem 4.4
Algoritem za določitev posplošene dvovrstne sredice za vrednosti pragov (𝑝, 𝑞) in za monotoni in lokalni funkciji lastnosti
vozlišč 𝑓 in 𝑔 – z vrstami.

Vhod: omrežje 𝒩 = ((𝒱􏷪, 𝒱􏷫),ℒ , (𝑓, 𝑔), 𝑤), vrednosti pragov 𝑝, 𝑞.
Izhod: posplošena dvovrstna sredica 𝒞 = 𝒞􏷪 ∪ 𝒞􏷫.

Procedura:
function O(h, t, 𝒞𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎, 𝒞𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎, pod𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎, nad𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎, pod𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎)

while pod𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎 ≠ ∅ do
u ← odstraniElement iz pod𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎
𝒞𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎 ← 𝒞𝑡𝑟𝑒𝑛𝑢𝑡𝑛𝑎\{u}
for 𝑣 ∈ N(u, 𝒞𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎) do

if (𝑣, 𝑘) ∈ nad𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎 then
𝑘𝑛𝑜𝑣 ← posodobiVrednost(𝑣, ℎ(𝑣, 𝒞 ))
if 𝑘𝑛𝑜𝑣 < 𝑡 then

nad𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎 ← nad𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎\{(𝑣, 𝑘)}
pod𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎 ← pod𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎 ∪ {𝑣}

else
posodobiElement((𝑣, 𝑘), 𝑘𝑛𝑜𝑣) v nad𝑑𝑟𝑢𝑔𝑎

end if
end if

end for
end while

end function
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Algoritem 4.4
Algoritem za določitev posplošene dvovrstne sredice za vrednosti pragov (𝑝, 𝑞) in za monotoni in lokalni funkciji lastnosti
vozlišč 𝑓 in 𝑔 – z vrstami (nadaljevanje).

Algoritem:
𝒞􏷪 ← 𝒱􏷪, 𝒞􏷫 ← 𝒱􏷫

nad􏷪, pod􏷪, nad􏷫, pod􏷫 ← ∅
for 𝑣 ∈ 𝒱􏷪 do

if f(𝑣, 𝒱 ) < p then
dodaj 𝑣 v pod􏷪

else
dodaj (𝑣, f(𝑣, 𝒱 )) v nad􏷪

end if
end for
for 𝑣 ∈ 𝒱􏷫 do

if g(𝑣, 𝒱 ) < q then
dodaj 𝑣 v pod􏷫

else
dodaj (𝑣, g(𝑣, 𝒱 )) v nad􏷫

end if
end for
repeat

O(f, p, 𝒞􏷪, 𝒞􏷫, pod􏷪, nad􏷫, pod􏷫)
O(g, q, 𝒞􏷫, 𝒞􏷪, pod􏷫, nad􏷪, pod􏷪)

until še odstraniš kakšno vozlišče
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bomo računali časovno zahtevnost za postopek z uporabo teh podatkovnih struktur
in ne dvojiških kopic. Gradnja podatkovnih struktur zahteva 𝑂(𝑛) časa. Ker velja
∑
𝑣∈𝒱 􏸃􏸄􏸆(𝑣) ≤ 􏷡𝑚, je časovna zahtevnost inicializacije enaka

𝑂(􏾜
𝑣∈𝒱

􏸃􏸄􏸆(𝑣) + 𝑛) = 𝑂(𝑚 + 𝑛).

Na vsakem koraku zanke algoritma odstranimo kako vozlišče, njegovim sosedom pa
se spremeni vrednost funkcije lastnosti. Glede na nove vrednosti jih lahko iz slovarja
prestavimo v množico.

Za posodobitev vrednosti funkcije lastnosti lahko porabimo manj časa kot za izra-
čun. Recimo vrednost funkcije 𝑓􏷪(𝑣, 𝒞 ) = 􏸃􏸄􏸆

𝒞
(𝑣) popravimo tako, da jo zmanj-

šamo za ena vsakič, ko odstranimo kakega soseda vozlišča 𝑣. Posodobitev vrednosti
funkcij 𝑓􏷪, 𝑓􏷫, 𝑓􏷬, 𝑓􏷭, 𝑓􏷮, 𝑓􏷰, 𝑓􏷱 in 𝑓􏷪􏷪 traja 𝑂(􏷠) časa; za funkcije lastnosti 𝑓􏷯, 𝑓􏷲, 𝑓􏷪􏷩
in 𝑓􏷪􏷫 pa potrebujemo 𝑂(􏸃􏸄􏸆(𝑣)) časa za vsako vozlišče 𝑣.

Množici in slovarja so implementirani tako, da sprememba lege elementa zahteva
𝑂(􏷠) časa.

Naj bo 𝑠 = (𝑣􏷪, 𝑣􏷫, … , 𝑣𝑑) zaporedje vozlišč, ki so bila odstranjena tekom algoritma.
Odstranitev vozlišča 𝑣𝑖 traja 𝑂(􏷠) časa. Posodobitev vrednosti funkcije lastnosti vsa-
kega njegovega soseda in sprememba lege tega soseda traja 𝑂(􏷠) oziroma 𝑂(􏸃􏸄􏸆(𝑣𝑖))
časa, odvisno od uporabljene funkcije lastnosti; za celotno zaporedje 𝑠 posodobitev
traja

􏾜
𝑣𝑖∈𝑠

􏸃􏸄􏸆(𝑣𝑖) ⋅ 𝑂(􏷠) ≤ 􏷡𝑚 ⋅ 𝑂(􏷠) = 𝑂(𝑚)

za funkcije lastnosti 𝑓􏷪, 𝑓􏷫, 𝑓􏷬, 𝑓􏷭, 𝑓􏷮, 𝑓􏷰, 𝑓􏷱 in 𝑓􏷪􏷪 ter

􏾜
𝑣𝑖∈𝑠

􏸃􏸄􏸆(𝑣𝑖) ⋅ 𝑂(􏸃􏸄􏸆(𝑣𝑖))

≤ 𝑂(􏸷) ⋅􏾜
𝑣𝑖∈𝑠

􏸃􏸄􏸆(𝑣𝑖)

≤ 􏷡𝑚 ⋅ 𝑂(􏸷) = 𝑂(𝑚 ⋅ 􏸷),

kjer je 􏸷 = 􏸌􏸀􏸗𝑣∈𝒱 (􏸃􏸄􏸆(𝑣)), za funkcije lastnosti 𝑓􏷯, 𝑓􏷲, 𝑓􏷪􏷩 in 𝑓􏷪􏷫.
Časovna zahtevnost inicializacije algoritma je manjša od časovne zahtevnosti glavne

zanke algoritma. Torej je časovna zahtevnost celotnega algoritma za določanje posplo-
šene dvovrstne sredice enaka

𝑂(𝑚)
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za funkcije lastnosti 𝑓􏷪, 𝑓􏷫, 𝑓􏷬, 𝑓􏷭, 𝑓􏷮, 𝑓􏷰, 𝑓􏷱 in 𝑓􏷪􏷪 ter

𝑂(𝑚 ⋅ 􏸷)

za funkcije lastnosti 𝑓􏷯, 𝑓􏷲, 𝑓􏷪􏷩 in 𝑓􏷪􏷫. Če bi namesto vrst uporabili dvojiške kopice, bi
se časovna zahtevnost v obeh primerih povečala za faktor 𝑂(􏸋􏸎􏸆 𝑛).

4.2.6 Algoritem za eno dano pražno vrednost

Algoritem 4.3 smo prilagodili tako, da smo pribili samo en prag za podmnožici vozlišč.
Rezultat novega algoritma je vektor, v katerem ima vsako vozlišče vrednost, ki je enaka
maksimalni vrednosti nepribitega praga, za katerega je vozlišče še v posplošeni dvovrstni
sredici. Ta algoritem lahko uporabimo za lažje določanje pragov, za katere dobimo
najbolj zanimive posplošene dvovrstne sredice.

Algoritem 4.5 predstavlja tovrstno prilagoditev algoritma 4.3. V tem algoritmu pri-
bijemo prag 𝑝 za prvo podmnožico vozlišč. Za določitev praga za drugo podmnožico
vozlišč uporabimo lemo 4.1.

Algoritem temelji na ideji brisanja vozlišč, ki ne zadoščajo pragu. V implementaciji
tega algoritma uporabimo kopice, saj potrebujemo informacijo o vozlišču z najmanjšo
vrednostjo funkcije lastnosti. Vrednost funkcije lastnosti izračunamo glede na množico
povezav ℒ in uteži 𝑤, kakor je opisano v razdelku 4.2.1. Vozlišča so v kopicah obeh
podmnožic vozlišč glede na vrednost funkcije lastnosti.

Posamezen korak glavne zanke algoritma začnemo z brisanjem vseh vozlišč v kopici
za prvo podmnožico vozlišč, ki ne zadoščajo pribitemu pragu. Odstranjenim vozliščem
damo v končnem vektorju vrednost praga za drugo podmnožico iz prejšnje ponovitve
zanke, torej vrednost drugega praga, za katero je to vozlišče še v posplošeni dvovrstni
sredici. Vrednosti funkcije lastnosti sosednjih vozlišč se lahko spremenijo, zato nastavi-
mo drugi prag 𝑞 na trenutno najmanjšo vrednost v kopici druge podmnožici vozlišč po
prvem delu koraka. Po tem odstranimo vsa vozlišča iz druge kopice, ki imajo vrednost
funkcije lastnosti enako trenutni vrednosti 𝑞.Odstranjenim vozliščem v končnem vek-
torju nastavimo vrednosti na 𝑞. Na koncu vsake ponovitve zanke nastavimo prejšnjo
vrednost praga 𝑞 na njegovo trenutno vrednost, njegovo trenutno vrednost pa na vre-
dnost v korenu druge kopice.
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Algoritem 4.5
Algoritem za določanje množice posplošenih dvovrstnih sredic za pribit prag 𝑝 in za monotoni in lokalni funkciji lastnosti
vozlišč 𝑓 in 𝑔.

Vhod: omrežje 𝒩 = (𝒱􏷪 ∪ 𝒱􏷫;ℒ , {𝑓, 𝑔}, 𝑤), 𝒱􏷪 ∩ 𝒱􏷫 = ∅; prag 𝑝.
Izhod: vektor 𝑇, 𝑇[𝑣] = taka maksimalna vrednost praga 𝑞, da je 𝑣 ∈ Core(𝑝, 𝑞).

Proceduri:
function OP(f, p, q, 𝒞􏷪, 𝒞􏷫, kopica􏷪, kopica􏷫)

while ¬Prazna(kopica􏷪) do
if Koren(kopica􏷪).vrednost ≥ p then return
end if
u ← Koren(kopica􏷪).ključ
OdstraniKoren(kopica􏷪)
𝑇[u] ← q
𝒞􏷪 ← 𝒞􏷪 \{𝑢}
for 𝑣 ∈ N(u, 𝒞􏷫) do

posodobi kopico􏷫(𝑣, f(v, 𝒞􏷪))
end for

end while
end function
function OSč(g, q, 𝒞􏷫, 𝒞􏷪, kopica􏷫, kopica􏷪)

while ¬Prazna(kopica􏷫) do
if Koren(kopica􏷫).vrednost > q then return
end if
u ← Koren(kopica􏷫).ključ
OdstraniKoren(kopica􏷫)
𝑇[u] ← q
𝒞􏷫 ← 𝒞􏷫 \{𝑢}
for 𝑣 ∈ N(u, 𝒞􏷪) do

posodobi kopico􏷪(𝑣, g(v, 𝒞􏷫))
end for

end while
end function
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Algoritem 4.5
Algoritem za določanje množice posplošenih dvovrstnih sredic za pribit prag 𝑝 in za monotoni funkciji lastnosti vozlišč 𝑓 in 𝑔
(nadaljevanje).

Algoritem:
𝒞􏷪 ← 𝒱􏷪, 𝒞􏷫 ← 𝒱􏷫

for 𝑣 ∈ 𝒱􏷪 do
vrednost[𝑣] ← f(𝑣, 𝒱􏷫), 𝑇[𝑣] ← −􏷠

end for
for 𝑣 ∈ 𝒱􏷫 do

vrednost[𝑣] ← g(𝑣, 𝒱􏷪), 𝑇[𝑣] ← −􏷠
end for
q ← -1
zgradi kopico􏷪(vrednost, 𝒱􏷪), kopico􏷫(vrednost, 𝒱􏷫)
repeat

OP(f, p, q, 𝒞􏷪, 𝒞􏷫, kopica􏷪, kopica􏷫)
if ¬Prazna(kopica􏷫) then

q ← Koren(kopica􏷫).vrednost
OSč(g, q, 𝒞􏷫, 𝒞􏷪, kopica􏷫, kopica􏷪)

end if
until ¬(Prazna(kopica􏷪) ∧ Prazna(kopica􏷫))

4.3 Uporaba metode

Ker lahko izberemo različne lastnosti vozlišč za določanje pomembnih dvovrstnih po-
domrežij, lahko z analizo pridobimo informacije o različnih vrstah skupin z eno samo
metodo. Nabor funkcij lastnosti je odprt – nadaljujemo z iskanjem zanimivih lastnosti
vozlišč, ki jih lahko vključimo v naš seznam in v implementacijo ter jih uporabimo na
realnih podatkih.

Metodo posplošenih dvovrstnih sredic lahko uporabimo na različnih realnih podat-
kih. Vhodno omrežje ni nujno dvovrstno. Metodo lahko uporabimo tudi na navadnih
enovrstnih omrežjih, ki jih obravnavamo kot dvovrstna omrežja. Recimo v omrežju
citiranj lahko ‘vrstične’ avtorje obravnavamo kot uporabnike in ‘stolpične’ avtorje kot
ponudnike znanja. Uporaba posplošenih dvovrstnih sredic analitiku omogoča iskanje
podomrežij, ki so določena z različnima funkcijama lastnosti.
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4.3.1 Social Networks – področje družbenih omrežij

Oglejmo si uporabo posplošenih dvovrstnih sredic na primeru. Web of Science je
bibliografska baza. Uporabili bomo podatke, ki so bili iz te baze pridobljeni leta 2008
z iskalnim nizom ‘social network*’. Te podatke smo dopolnili z opisi najpogostejših
referenc in z bibliografijami okoli 100 analitikov družabnih omrežij. Iz teh podatkov
smo zgradili nekaj dvovrstnih omrežij. Dve izmed njih sta omrežje del × revij ter
omrežje del × avtorjev (􏷠􏷨􏷢􏷢􏷦􏷥 del, 􏷠􏷣􏷥􏷤􏷠 revij in 􏷦􏷤􏷨􏷢􏷟 avtorjev). Pomnožili smo
transponirano omrežje prvega omrežja z drugim omrežjem in dobili omrežje revij ×
avtorjev. Revija in avtor sta v tem omrežju povezana, če je avtor objavil vsaj eno delo v
reviji. Utež povezave je enaka številu teh del.

Enostavne posplošene dvovrstne sredice dobimo z uporabo enakih funkcij lastnosti
za obe podmnožici vozlišč. Če izberemo

𝑓𝐴(𝑣, 𝒞 ) = 𝑔𝐴(𝑣, 𝒞 ) = 􏸃􏸄􏸆𝒞 (𝑣),

dobimo (𝑝, 𝑞)-sredice. V (𝑝, 𝑞)-sredici so revije, ki so objavile dela vsaj 𝑝 različnih
avtorjev v tej sredici, in v tej sredici so avtorji, ki so objavili dela v vsaj 𝑞 različnih
revijah v tej sredici.

Določili smo posplošeno dvovrstno sredico za funkciji 𝑓𝐴 in 𝑔𝐴 in izbrani vrednosti
pragov 𝑝 = 􏷧􏷤 in 𝑞 = 􏷢, za kateri dobimo najmanjšo posplošeno dvovrstno sredi-
co. Ta sredica je ena izmed posplošenih dvovrstnih sredic na robu (𝑝, 𝑞) območja. S
tem dobimo podomrežje del, v katerih je svoja dela objavilo vsaj 􏷧􏷤 avtorjev (v tem
podomrežju), in avtorji, ki so svoja dela objavili v vsaj 􏷢 različnih revijah (v tem podo-
mrežju). V dobljenem podomrežju so 􏷣 revije in 􏷠􏷡􏷧 avtorjev. V tabeli 4.3.1 so našteti
avtorji, ki so povezani z vsemi štirimi revijami znotraj dobljene posplošene dvovrstne
sredice. Revije so American Sociological Review (stopnje 􏷠􏷡􏷡), American Journal of
Sociology (􏷠􏷠􏷡), Social Forces (􏷨􏷟) in Annual Review of Sociology (􏷧􏷤).

Če želimo upoštevati število objavljenih del (uteži povezav), lahko uporabimo

𝑓𝐵(𝑣, 𝒞 ) = 􏾜
𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 )

𝑤(𝑣, 𝑢),

𝑔𝐵(𝑣, 𝒞 ) = 􏸃􏸄􏸆𝒞 (𝑣) pa ostane enaka. V tej posplošeni dvovrstni sredici s pragoma 𝑝
in 𝑞 so revije, v katerih so avtorji iz te sredice objavili vsaj 𝑝 del, in avtorji, ki so objavili
svoja dela v vsaj 𝑞 različnih revijah iz te sredice.
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Tabela 4.1
Avtorji v Core(􏷱􏷮, 􏷬; 􏸝􏸞􏸠𝒞 (𝑣), 􏸝􏸞􏸠𝒞 (𝑣)), ki so povezani z vsemi revijami v tej posplošeni dvovrstni sredici.

1 Breiger R. 10 Kandel D. 19 Olzak S.
2 Burt R. 11 Keister L. 20 Portes A.
3 DiMaggio P. 12 Knoke D. 21 Reskin B.
4 Fischer C. 13 Lieberson S. 22 Ridgeway C.
5 Friedkin N. 14 Lin N. 23 Sampson R.
6 Galaskiewicz J. 15 Marsden P. 24 Skvoretz J.
7 Glass J. 16 McPherson J. 25 oits P.
8 Kalleberg A. 17 Mizruchi M.
9 Kalmijn M. 18 Nee V.

Določili smo nekaj posplošenih dvovrstnih sredic za ti dve funkciji. Uporabili smo
algoritem za en pribit prag. Izbrali smo 𝑝 ∈ {􏷟, 􏷠, 􏷡, 􏷤, 􏷠􏷟} in določili posplošene dvo-
vrstne sredice za vseh pet vrednosti praga 𝑝 in spreminjajočega praga 𝑞. Na sliki 4.2 je
prikazan diagram povezanosti med vrednostjo praga 𝑞 in velikostjo posplošene dvovr-
stne sredice. Opazimo, da se velikost posplošene dvovrstne sredice spreminja glede na
vrednost praga 𝑝 za vse vrednosti praga 𝑞. Ker sta koordinatni osi v logaritmični lestvi-
ci, točka za Core(􏷟, 􏷟; 𝑓𝐵, 𝑔𝐵) ni prikazana. Njena velikost je enaka velikosti množice
vozlišč, saj je ta posplošena dvovrstna sredica enaka celotnemu omrežju. Na sliki 4.3 je
prikazana Core(􏷠􏷟, 􏷠􏷡; 𝑓𝐵, 𝑔𝐵) za izbrani funkciji lastnosti. To je najmanjša posplošena
dvovrstna sredica za 𝑝 = 􏷠􏷟. V Core(􏷠􏷟, 􏷠􏷡; 𝑓𝐵, 𝑔𝐵) so vse revije, v katerih so avtorji iz
te sredice objavili vsaj 􏷠􏷟 del, in vsi avtorji, ki so objavili svoja dela v vsaj 􏷠􏷡 različnih
revijah. Debelina povezav predstavlja število objavljenih del – debelejša povezava po-
meni več del. Na sliki 4.3 tudi hitro opazimo še vedno prisoten problem identifikacije
imen – pari identifikatorjev revij

amer sociol rev, am sociol rev: American Sociological Review,

amer j sociol, am j sociol: American Journal of Sociology,

adm sci q, admin sci quart: Administrative Science Quarterly

predstavljajo isto revijo. Zapis sociol method predstavlja eno izmed treh revij: So-
ciological Methodology, Sociological Methods & Research in International Journal of
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Social Research Methodology. To predstavlja še dodaten problem, saj se reviji Soci-
ological Methodology in Sociological Methods & Research pojavita na sliki 4.3 še s
svojima identifikatorjema (sociol methodol in sociological methods).
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Slika 4.2
Relacija med pragom 𝑞
in velikostjo posplošene
dvovrstne sredice za fiksno
vrednost praga 𝑝 in funkcij
lastnosti 𝑓𝐵 in 𝑔𝐵 .

Izberemo lahko tudi zapletenejši funkciji lastnosti:

𝑓𝐶(𝑣, 𝒞 ) = 􏸌􏸀􏸗
𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 )

􏸃􏸄􏸆(𝑢) − 􏸌􏸈􏸍
𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 )

􏸃􏸄􏸆(𝑢)

in

𝑔𝐶(𝑣, 𝒞 ) =
∑
𝑢∈𝑁(𝑣,𝒞 ) 𝑤(𝑣, 𝑢)
∑
𝑢∈𝑁(𝑣) 𝑤(𝑣, 𝑢)

.

V Core(𝑝, 𝑞; 𝑓𝐶, 𝑔𝐶) so revije, v katerih je objavljeno približno (glede na vrednost praga
𝑝) enako število del vsakega avtorja iz te sredice, ki so povezani s temi revijami. V tej
sredici so tisti avtorji, ki so objavili vsaj 𝑞% svojih del v revijah iz te sredice. Uporaba
posplošenih dvovrstnih sredic s tema dvema funkcijama lastnosti omogoča iskanje revij
in avtorjev, ki so tesno povezani.

Določili smo mejo (𝑝, 𝑞) območja posplošenih dvovrstnih sredic za izbrani funkciji
lastnosti. Meja je prikazana na sliki 4.4. Poleg vsakega zunanjega kota meje je zapisan
par velikosti obeh podmnožic vozlišč v posplošeni dvovrstni sredici. Tako je recimo
Core(􏷦􏷟, 􏷟.􏷡􏷤; 𝑓𝐶, 𝑔𝐶) sestavljena iz 􏷡􏷥 vozlišč v prvi množici in 􏷠􏷠􏷧 vozlišč v drugi
množici.
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Slika 4.3
Posplošena dvovrstna
sredica za 𝑝 = 􏷪􏷩 in 𝑞 = 􏷪􏷫
ter za funkciji lastnosti 𝑓𝐵
in 𝑔𝐵 .
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4.4 Zaključek

V tem poglavju predlagamo novo metodo za neposredno analizo dvovrstnih omrežij.
Predlagamo tudi algoritem za določanje posplošenih dvovrstnih sredic in predstavi-
mo nekaj primerov uporabe metode na realnih podatkih. Predstavljeni pristop lahko
razširimo na večvrstna omrežja.

Algoritem 4.3 smo že razširili v algoritem za iskanje gnezdenih posplošenih dvovr-
stnih sredic za en fiksen prag, ki je prikazana v algoritmu 4.5. Algoritem želimo razširiti
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p

q

39 57 62 67 149

0.111

0.25

0.5

0.7

0.923

63 65 70

0.333

0.934

1.0 (40, 2228)
(58, 1398)

(63, 2409)

(64, 2551)

(131, 7352)

(68, 3958)

(26, 118)

(14, 92)

Slika 4.4
Meja (𝑝, 𝑞) območja za 𝑓𝐶
in 𝑔𝐶 .

še dlje – za izdelavo vseh (𝑝, 𝑞) parov, ki definirajo različne posplošene dvovrstne sredice
in za določitev meje (𝑝, 𝑞) parov, kot je prikazano na sliki 4.1.
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5.1 Glavni znanstveni dosežki

V tem podpoglavju so povzeti glavni znanstveni dosežki. Poleg vsakega dosežka je zapi-
sano poglavje disertacije, kjer je ta dosežek podrobneje opisan. Dodan je tudi seznam
mojih prispevkov, ki obravnavajo posamezen dosežek. Ti prispevki so bili predstavljeni
na mednarodnih konferencah, objavljeni v priznanih znanstvenih revijah ali objavljeni
v priznani znanstveni enciklopediji.

Narejen pregled polkolobarjev za analizo omrežij
V poglavju 2 je opisan algoritem za hitro množenje velikih redkih omrežij, ka-
terega uporabnost v analizi omrežij lahko razširimo z navedenimi polkolobarji,
kar omogoča nove poglede na lastnosti produkta dveh omrežij. Uporaba polko-
lobarjev v analizi omrežij je opisana v prispevku [100].

Pregled pristopov k problemom pri pridobivanju omrežnih podatkov
V poglavju 3 so opisani glavni pristopi k pridobivanju podatkov in tudi delne re-
šitve problemov, ki se pojavljajo pri tem. Rezultati so bili objavljeni v prispevku
[101] in v članku [102].

Množenje omrežij v analizi omrežij
V poglavju 3 sta poleg virov podatkov navedena dva primera analize omrežij. V
teh primerih je poudarjen pomen uporabe množenja omrežij in normalizacije
omrežja, ki omogočata izpeljavo novih omrežij, ki zaradi ustrezne normalizacije
dajo smiselne rezultate. Ta dva primera sta opisana v člankih [35] in [102].

Posplošene dvovrstne sredice
Metoda posplošenih dvovrstnih sredic je opisana v poglavju 4 in je nova metoda
za neposredno analizo dvovrstnih omrežij. Predstavljena je bila v prispevku na
konferenci [103], članek o tej metodi pa je v recenzijskem postopku v reviji
Social Networks.

5.2 Nadaljne raziskovalno delo

Uporaba različnih polkolobarjev v analizi omrežij je nakazana le teoretično. To name-
ravamo premostiti z vključitvijo polkolobarjev v nadaljne analize omrežij.

Ostalo je še nekaj odprtih vprašanj pri razvoju metode posplošenih dvovrstnih sredic.
Izboljšati nameravamo učinkovitost algoritma in eksperimentalno analizirati zahtev-
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nost algoritma na naključnih dvovrstnih omrežjih. Algoritem želim razširiti v iskanje
vseh neničelnih različnih posplošenih dvovrstnih sredic danega dvovrstnega omrežja,
torej v algoritem za nepribita praga, in v algoritem za določanje mejnih parov vredno-
sti pragov. Posvetili se bomo tudi razširitvi funkcij lastnosti vozlišč v imenske funkcije
lastnosti in v vektorje funkcij lastnosti.

Algoritma za množenje omrežij z uporabo različnih polkolobarjev in posplošene dvo-
vrstne sredice sta v programskem jeziku C++ sprogramirana le v osnovni različici, kar
bomo še nadgradili. Ta nadgradnja vsebuje uporabo vseh navedenih polkolobarjev pri
množenju omrežij. Pri posplošenih dvovrstnih sredicah bomo dopolnili seznam dovo-
ljenih lastnosti vozlišč in algoritem za dva fiksna praga posplošili v algoritem za samo
en pribit prag.

Lotili se bomo tudi razvrščanja dvovrstnih omrežij, saj pričakujemo, da nam bo uspe-
lo postopke razvrščanja z relacijsko omejitvijo razširiti na dvovrstna omrežja. Možnost
hierarhičnega razvrščanja v dvovrstnih omrežjih bo mogočila nov pogled na razvrščanje
enot, saj bomo takšno razvrščanje lahko uporabili na dveh množicah enot, ki sta med
sabo povezani z dano relacijo.

Primera analiz omrežij, ki sta opisana v poglavju 3, bomo razširili s časovno kom-
ponento - poleg omrežij bomo uporabili razbitje del glede na leto objave. Analizo
bibliografskih podatkov iz baze Zentralblatt MATH bomo dopolnili z analizami več
izpeljanih omrežij, ki jih bomo pridobili iz obstoječih s kombinacijo množenja omrežij
in različnih normalizacij.

Menimo, da oba pogleda na analizo omrežij, ki ju obravnavamo v tej disertaciji,
hodita z roko v roki – metode niso uporabne brez realnih podatkov, analize realnih
podatkov ne morem izvesti brez primernih metod. Zato je pomembno, da se poleg
razvoja metod posvečamo tudi analizi realnih podatkov. Področje analize dvovrstnih
omrežij pa je zelo perspektivno, saj še vedno ostaja veliko odprtih možnosti za razvoj
metod, ki omogočajo neposredno analizo dvovrstnih omrežij.
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V razdelku 3.2.2 je v tabeli 3.2 navedena porazdelitev del glede na število avtorjev v
podatkih SN5. V tem dodatku so navedeni podatki o sedmih delih z največ avtorji.
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algebrajski problem poti, 18
algoritem

Fletcherjev, 21
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sti pragov, 107
za hitro množenje redkih omrežij, 15
za posplošene dvovrstne sredice

osnovni, 108
pribit en prag, 114
pribita oba praga, 110

anketa, 48
arhiv, 49

svetovnega spleta, 50
avtorjev prispevek področju, 66
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bibliografska, 49
podatkovna, 49

binarizacija omrežja, 59

funkcija lastnosti, 102
lokalna, 102
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samozadostnosti, 63, 86
sodelovalnosti, 65, 86
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diagonalna, 12
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kvadratna, 12
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simetrična, 13
spodnje trikotna, 12
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množica sprehodov, 17
enolično razcepna, 19

model
Chomskega, 53
Erdős-Rényi, 55
Gilbertov, 55
majhnih svetov, 55

normalizacija uteži, 58

obhod, 17
območje vrednosti pragov, 106
omrežja

izpeljana, 56, 67, 98
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pridobljena iz podatkov, 53
usklajena, 13, 75

omrežje, 2
avtorjev in ključnih besed, 69
brezlestvično, 55
dvovrstno, 2, 13, 57
egocentrično, 47
naključno, 55
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sklicevalnih parov, 67
sklicevanj avtorjev na dela, 69
sklicevanj med avtorji, 70
skupnih citiranj, 67
skupnih sklicevanj na dela, 69
soavtorstev, 58, 76

normalizirano, 58
sodelovanj, 55, 59, 63, 65, 84
sosedsko, 53
sosklicevanj avtorjev, 69
večrelacijsko, 2
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opazovanje, 48
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skoraj omrežni, 52

polkolobar, 10
dosegljivosti, 26
geodezičnih množic, 42
geodezičnih razdalj in števcev, 38
idempotenten, 11
kombinatorični, 11, 23
matrični, 13, 19
max-min, 28
min-max, 29

Minkowskega 1, 34
Minkowskega 2, 35
najboljše poti, 31
najkrajših poti, 19, 25
poln, 11
prerezni, 32
razdalje, 28
regularnih izrazov, 24
semantični, 41
urejeni, 22
verjetnosti najboljše poti, 30
verjetnostni, 26
vozlišč sprehoda, 31
za razvrščanje, 36, 37
za uravnoteženost, 36
zaprt, 11
časovni, 31

polkolobarji
družina, 32

polsprehod, 17
pomenski splet, 54
porazdelitev, 77, 80, 92

gamma, 80
postopek snežne kepe, 46
pot, 17
potenčni zakon, 82
povezavni otok, 94
pristranskost, 90
problem

identifikacije, 46, 74–76
mej omrežja, 46

produkt
matrike in vektorja, 23
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produkt omrežij, 2

sprehod, 16
enostaven, 17
sklenjen, 17

sprehodi
usklajeni, 17

sredica
(𝑝, 𝑞), 101
navadna, 60, 100
posplošena, 61, 85, 100
posplošena dvovrstna, 101, 103

tabela podatkov, 57
teorija grafov, 89
transponiranje omrežja, 59

utež, 13
utežitev TF-IDF, 96

vrednost sprehoda, 17, 21
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