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Povecanje povezavne povezanosti grafa

Tematika naloge:

Problem povecanja povezavne povezanosti v grafu zahteva, da za dani graf
poiSéemo najmanjSo mnozico povezav, ki jo je potrebno dodati grafu, da
doseze neko predpisano povezavno povezanost.

V diplomskem delu obravnavajte problem povecanja povezavne povezano-
sti grafa. Opisite kaktusno reprezentacijo, ki dano mnozico najmanjsih prere-
zov v grafu predstavi s kaktusom, ki ima enako mnozico najmanjsih prerezov.
Izpeljite algoritem, ki s pomocjo kaktusne reprezentacije poiSte najmanjso
mnozico povezav, ki jo je treba dodati grafu, da mu povezavno povezanost
povecamo za ena. Potem obravnavajte Se splosnejsi problem povecanja po-
vezavne povezanosti grafa na dano vrednost in zanj predstavite ucinkovit

algoritem.
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Povzetek

Naslov: Povecanje povezavne povezanosti grafa
Avtor: Jan Gersak

V diplomski nalogi obravnavamo problem povecanja povezavne povezanosti
grafa. V prvem delu diplomske naloge predstavimo kaktusno reprezentacijo
grafa in opiSemo njeno konstrukcijo, za katero predstavimo tudi algoritem.
V drugem delu diplomske naloge predstavimo povezavo med povezanostjo
grafa in povezanostjo njegove kaktusne reprezentacije. S pomocjo te pove-
zave doloc¢imo spodnjo mejo za Stevilo potrebnih povezav za povecanje po-
vezavne povezanosti grafa za ena in dokazemo, da je vedno dosezena. Nato
podamo algoritem, ki s pomoc¢jo normalne kaktusne reprezentacije ciklicnega
tipa poveca povezavno povezanost grafa za ena. V tretjem delu diplomske
naloge predstavimo splosno metodo razcepljanja povezav in jo uporabimo v
Frankovem algoritmu za povecanje povezavne povezanosti grafa na dano vre-
dnost. Tu tudi dokazemo Maderjev izrek, ki nam omogoca uporabo metode

razcepljanja povezav za izvajanje Frankovega algoritma.

Kljuéne besede: graf, kaktusna reprezentacija, povecanje povezavne pove-

zanosti, razcepljanje povezav, Frankov algoritem, Maderjev izrek.






Abstract

Title: Edge-connectivity augmentation of a graph
Author: Jan Gersak

In this thesis we consider the edge-connectivity augmentation problem. In
the first part of the thesis we present a cactus representation of a graph and
describe its construction for which we present an algorithm. In the second
part of the thesis we consider the relation between edge-connectivity of a
graph and its cactus representation. Using this relation we give a lower bound
for the least number of edges to be added to increase the edge-connectivity
of a graph by one. We also prove that the lower bound is always achievable.
Then we give an algorithm for edge-connectivity augmentation by one by
applying properties of the cycle-type normal cactus representation. In the
third part of the thesis we present general edge splitting method which is used
in Frank’s algorithm for solving edge-connectivity augmentation problem.
We also prove Mader’s theorem which is needed to prove finiteness of edge

splitting in Frank’s algorithm.

Keywords: graph, cactus representation, edge connectivity augmentation,

edge splitting, Frank’s algorithm, Mader’s theorem.






Poglavje 1
Uvod

Predstavljajmo si drzavo, ki nacrtuje izgradnjo dodatnih cest v svojem ob-
stojeCem cestnem omrezju. Na zalost pa so v tej drzavi pogoste naravne
nesrece in z njimi povezane nenacrtovane zapore cest. Predsednik drzave
ima v nacrtu, da izda narocilo za izgradnjo najmanjsSega Stevila cest, da bo
drzava prevozna kljub k nakljuénjim zaporam, kjer je k dovolj veliko naravno
stevilo. Tak problem imenujemo problem razsiritve omrezja in ga resujemo

z algoritmi za povecanje povezavne povezanosti.

Resitev problema povecanja povezavne povezanosti pa je uporabna tudi v
navidez ¢isto drugacnih problemih, kot so problem togosti v mreznih ogrodjih

[1, 6], problem podatkovne varnosti [7, 9] in nacrtovanje vezij [19].

Problem povecanja povezavne povezanosti na dano vrednost k so zaceli
raziskovati v letu 1976, ko so Eswaran in Tarjan v [2] kot tudi Plesnik v [17]
pokazali, da ima resSitev problema povecanja povezavne povezanosti na dve
polinomsko ¢asovno zahtevnost. Nato sta leta 1987 Watanabe in Nakamura v
[20] podala algoritem za resitev problema za splosni k s ¢asovno zahtevnostjo
O(k*(kn + m)n*), pri ¢emer je n Stevilo vozlisé in m Stevilo povezav grafa.
Leta 1992 je Frank v [5] podal univerzalni pristop k razlicnim problemom
povecanja povezavne povezanosti z uporabo Maderjevega izreka o razceplja-
nju povezav s ¢asovno zahtevnostjo O(n?log(k)(m + nlogn)). Kasneje, leta

1997, sta Nagamochi in Ibaraki v [13] izboljsala Frankov pristop z uporabo
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2 JAN GERSAK

algoritma za najmanjsi prerez na ¢asovno zahtevnost O((nm-+n?logn)logn).

Mi se bomo najprej osredotocili na lazji problem povecanje povezavne
povezanosti za ena. V ta namen bomo definirali kaktusno reprezentacijo za
graf, ki predstavi najmanjse prereze grafa. Opisali bomo tudi algoritem za
konstrukcijo kaktusne reprezentacije. Ta algoritem bi lahko uporabili tudi
za povecanje povezavne povezanosti na dano vrednost tako, da bi ga veckrat
poklicali, vendar bi s tem morda dodali ve¢ povezav, kot je nujno. S primerno
izbiro vozlisca znotraj lista kaktusa pa lahko dosezemo, da dodamo najmanjse
mozno Stevilo povezav [15]. Predstavili bomo tudi Frankov pristop povecanja
povezavne povezanosti na dano vrednost, ki je, ko je k velik, hitrejsi, in
predstavili ter dokazali Maderjev izrek.

Opisimo na kratko zgradbo diplomskega dela. Uvodnemu poglavju sledi
poglavje o grafih, v katerem definiramo potrebne pojme. V tretjem poglavju
podrobno obravnavamo kaktusno reprezentacijo. V ¢etrtem poglavju obrav-
navamo problem povecanja povezavne povezanosti za ena. V zadnjem, petem
poglavju pa obravnavamo problem povecanja povezavne povezanosti na dano

vrednost s pristopom Franka.



Poglavje 2

Grafi

V tem poglavju bomo definirali osnovne pojme s podrocja teorije grafov in
podali notacijo, ki jo bomo uporabljali v nadaljevanju. Navezovali se bomo
na vire [14, 21, 18]. Zaceli bomo z definicijo grafa in nekaterih osnovnih

lastnosti.

Slika 2.1: Graf G.

Definicija 2.1. Graf G sestavlja neprazna mnozica elementov, ki jih ime-
nujemo vozliséa grafa, in seznam (neurejenih) parov teh elementov, ki jih

imenujemo povezave grafa. Mnozico vozlis¢ grafa oznacimo z V(G), seznam
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4 JAN GERSAK

povezav pa z E(G). Ce sta v in w vozlidéi grafa G, potem za povezavo {vw}
recemo, da povezuje vozliséi v in w. Povezavo {vw} bomo krajse pisali tudi

kot vw ali wov.

Definicija 2.2. Dve povezavi ali ve¢ povezav, ki povezujejo isti par tock,
poimenujemo vzporedne povezave. Povezava, ki povezuje neko tocko s se-
boj, je povratna povezava ali zanka. Graf brez zank in veckratnih povezav

poimenujemo enostavni graf.

Definicija 2.3. Naj bo G graf z mnozico vozlis¢ V(G) in seznamom povezav
E(G) in G’ graf z mnozico vozlisé V' in seznamom povezav E'. Ce je V'
podmnozica mnozice V(G) in ¢e je vsaka povezava iz seznama E’ tudi v

seznamu F(G), potem je G’ podgraf grafa G.

V nadajevanju bomo besedo graf uporabljali za graf brez zanke in z vzpo-
rednimi povezavami. Primer grafa, pri katerem sta upostevani ti lastnosti, je
na sliki 2.1.
in (v,u). Vozliste u je zacetek, vozlis¢e v pa konec usmerjene povezave (u, v).
Usmerjeno povezavo bomo v grafih oznacevali s puscico. Povezavo e = (u,v),

ki je usmerjena od u proti v, oznacimo krajse kar uv.

Definicija 2.4. Graf G = (V, E) je usmerjen, ¢e je E mnozica usmerjenih

povezav.

Definicija 2.5. Zaporedje vozlis¢ V' in povezav E v grafu G, T' = (v, €1, v,
€9, ..y €k—1, V) imenujemo sprehod med vy in vy, ¢e vy, Ve, ..., v € V, €1, €9, ...,
ex—1 € E in e; = {v;,v;11} za i = 1,2,...,k — 1. Sprehod je enostaven
sprehod, ¢e so vse povezave sprehoda razlicne. Ce so v enostavnem spre-
hodu vsa vozlisca razlicna, potem sprehod poimenujemo pot. Pot P =
(v1,e1,vq, €9,...,ex_1,v;) lahko krajse zapisemo tudi kot zaporedje vozlise
P = (vy, v, ..., v) ali kot zaporedje povezav P = (e, ea, ..., ex_1). Za vozlisci

u,v € V v grafu G pot med u in v imenujemo (u, v)-pot ali uv-pot.
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Skrcitev povezave e = vw je operacija na grafu G, pri kateri zdruzimo
vozlis¢éi v in w v eno vozliscée ter ohranimo vse sosede vozlis¢ v, w. Odstra-
nimo le zanke, ki nastanejo iz povezave e in morebitnih vzporednih povezav

povezavi e. Graf, ki ga pridobimo s skréitvijo te povezave, oznacimo z G/e.

Definicija 2.6. Za podmnozico povezav F' C E naj G — F oznacuje graf,
dobljen iz G z odstranitvijo povezav iz mnozice F. Graf G/F naj bo dobljen
iz G s skréitvijo vsake povezave e € F' v eno vozlisée in odstranitvijo vseh
zank. Podobno za poljubna podgrafa A, B grafa G oznacimo A — B graf,
pridobljen z odstranitvijo B iz A, kjer odstranimo vozlisca v € (BN A) in
vse povezave, v katerih je v krajisce. Graf A 4+ B vsebuje vsa vozljisca in

povezave A in B.

Definicija 2.7. Za vozliste v € V v grafu G = (V, E) naj I'¢(v) oznacuje
mnozico sosedov v. Podobno naj za mnozico X C V,['¢(X) oziroma ['(X)
oznacuje mnozico {v € V. — X : wv € E za nek u € X} sosedov X v V. Z
X* oznacimo mnozico X* =V — (X + I'(X)) vozlis¢, ki niso v X niti niso

sosednja X.

Definicija 2.8. Stopnja vozlisca v v grafu G je stevilo povezav s krajiscem
Vv v in jo ozna¢imo z deg(v). Najmanjso stopnjo vozlis¢ v grafu G oznacimo

z §(G). Najvecjo stopnjo vozlisé v grafu G oznacimo z A(G).

Obc¢asno bomo graf G z vzporednimi povezavami obravnavali kot eno-
staven uteZen graf, kjer so utezi na vsaki povezavi e = {u,v} predstavljene
s Stevilom vzporednih povezav med u in v. Utez na povezavi e = {u, v}

ozna¢imo z cg(e) ali cg(u,v) in je celostevilska.

Definicija 2.9. Za podmnozici X,Y C V' (ne nujno disjunktni) naj E(X,Y;
(G) oznacuje mnozico povezav e, ki povezujejo vozliséa iz X in Y (torej po-
vezav oblike e = {u,v}, kjer u € X inv € Y ). Naj d(X,Y;G) oznacuje
> een(x.y.q) cc(€). Mnozici E(X,Y;G) in d(X,Y; G) lahko zapiSemo krajse
kot E(X;G) in d(X;G), ¢e velja Y =V — X. Zaradi prakticnosti privza-
memo d(0; G) = d(V;G) = 0. Stopnja vozliséa je enaka d(v; G). V primeru,
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da je G jasen iz konteksta, lahko E(X,Y;G) in d(X,Y; G) zapisemo tudi kot
BE(X,Y) in d(X,Y).

Naslednji sklop definicij bo uvedel prereze v grafu in povezavno poveza-

nost grafa.

Definicija 2.10. Naj bo X C V neprazna mnozica in X # V. Potem
particijo {X,V — X} imenujemo prerez. Za prerez {X,V — X} bomo v
nadaljevanju uporabljali oznako {X, X} ali kar X.

Definicija 2.11. Mnozica povezav E' C E je prerezna mmnoZica povezav za
prerez {X,V — X}, ¢e velja E(X,V — X) C E'. Povezava e je prerezna
povezava, e je {e} prerezna mnozica povezav za nek prerez. Ce za prerezno
mnozico povezav E’ velja E{X,V — X} = E’, pravimo, da je prerez X

generiran z E'.

Definicija 2.12. Velikost prereza X, generiranega s prerezno mnozico £,
definiramo kot d(X;G) = |E'|. Za mnozici S,T C V pravimo, da ju prerez
X locuje, cevelja SCX CV-TaiTCXCV-S. Ce prerez X locuje S
in T, potem X imenujemo (S, T)-prerez oziroma ¢e S in T vsebujeta samo
po eno vozlisée s oziroma t, ga imenujemo (s,t)-prerez. Za vozlis¢i s in ¢
v G imenujmo (s,t)-prerez X najmanjse velikosti najmanjsi (s,t)-prerez in
prerez velikosti d(X; G) imenujemo lokalna povezavna povezanost med s in t
in jo oznac¢imo z A(s,t; G). Po konvenciji je za A(v,v; G) dolo¢ena vrednost

—+00.

Definicija 2.13. Prerez X v grafu G imenujemo najmangsi prerez, e velja
d(X;G) = min A u,v;G). V grafu G mnozico vseh najmanjsih prere-
ZoV oznaéimlLoe);vC%)((G). Prerez Z v grafu G imenujemo minimalni najmanjsi
prerez, ¢e je Z C V v G najmanjSi prerez in ne obstaja X C Z, da je X

najmanjsi prerez.

Definicija 2.14. Povezavna povezanost grafa G = (V, E) je velikost naj-

manjsega prereza med vsemi (s, t) prerezi v grafu G. Oznac¢imo jo z A(G) in
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je definirana kot A\(G) = mir‘lf Mu,v; G). Pravimo, da je graf G povezan, ce
u,ve

je 1 < A(G), in k-povezavno povezan, ¢e velja k < A(G) in k € N.

Definicija 2.15. Povezan graf G je cikel, Ce so vsa njegova vozlis¢a stopnje
2. Cikel, ki vsebuje k vozlis¢, imenujemo k-cikel. Povezan graf G je drevo, ¢e
ne vsebuje nobenega cikla. Povezan graf G je veriga, ¢e je sestavljen iz samih
2-ciklov in je vsako vozlisce najvec stopnje 4. Povezan graf G je zvezda, ce

ima eno vozlisce stopnje |V (G)| — 1, vsa ostala vozlisca pa imajo stopnjo 1.

Definicija 2.16. Povezava e = {s,t} v G je kriticna, Ce velja A(s,t;G) =
AG).

Ce kriti¢no povezavo odstranimao, zmanjsamo povezavno povezanost gra-
fa G.

V nadaljevanju bomo obravnavali Se razlicne sprehode v grafih. Spre-
hod, ki se za¢ne in konca v istem vozlis¢u, imenujemo obhod, in ¢e so vse
povezave obhoda razlicne, ga imenujemo enostavni obhod. Povezan graf je
Fulerjev, ce obstaja enostavni obhod, ki vsebuje vse povezave grafa. Tak

obhod imenujemo Fulerjev obhod.

Izrek 2.17. Naj bo G povezan graf. Potem je G Fulerjev natanko tedaj, ko

ima vsako vozlisce G sodo stopnjo.

Gornji izrek je dokazan na primeru v ([21, stran 149]).

Iskanje Eulerjevega obhoda je lahek problem, zanj obstaja ve¢ algoritmov.
Predstavili bomo Hierholzerjev algoritem iz [4] za iskanje Eulerjevega obhoda,
ki je bil objavljen ze leta 1873 in najde resitev v ¢asu O(|E(G)|), ne glede na
graf.

Hierholzerjev algoritem (G)

1. Izberemo poljubno zacetno vozlisce v in gradimo sprehod iz Se neupora-
bljenih povezav, dokler se ne vrnemo v v. Na ta nacin dobljeni sprehod
je obhod, za katerega pa ni nujno, da vsebuje vse povezave zacetnega

grafa.
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2. Dokler na trenutnem obhodu obstaja vozlisce, ki ima sosednje vozlisce,
ki ni del obhoda, za¢enjamo nov obhod iz uw po Se neuporabljenih
povezavah, dokler se ne vrnemo v u. Nato nov obhod priklju¢imo

prejSnjemu.

Ker so stopnje vseh vozljis¢ sode, se pri gradnji sprehoda vedno enkrat
vrnemo v zacetno vozlisce, saj ko vstopimo v vozlis¢e, mora vedno obstajati

povezava, po kateri lahko izstopimo.

Definicija 2.18. Naj bo G povezan graf in s,t € V(G). Pravimo, da sta
dve st-poti po povezavah disjunktni, ¢e nimata skupne povezave. Pravimo, da
sta dve st-poti po vozliscih disjunktni, Ce nimata nobenega skupnega vozlisca

(razen s in t).

Pomemben rezultat, ki povezuje najmanjse Stevilo povezav in Stevilo dis-
junktnih poti med dvema tockama grafa, je Mengerjev izrek. Poglejmo si
mnozico povezav, ki lo¢ijo s in ¢ v poljubnem povezanem grafu. Ker od-
stranitev teh povezav unic¢i vse poti med s in £, mora vsaka st-pot vsebovati
vsaj eno od teh povezav. Od tod sledi, da je najvecje stevilo po povezavah
disjunktnih st-poti manjse ali enako stevilu povezav v mnozici, ki lo¢i s in ¢.
To velja tudi za najmanjso taksno mnozico. V tem primeru se izkaze, da sta

Stevili enaki.

Izrek 2.19. Mengerjev izrek za grafe (oblika za povezave)
Naj bo G povezan graf in s,t € V(G). Najvecje Stevilo po povezavah disjunk-

tnih st-poti je enako majmanjsemu Stevilu povezav, ki lo¢ujejo s in t.

Za dokaz izreka glej ([21, stran 209]). S pomoc¢jo Mengerjevega izreka
lahko lokalno povezanost A(s,t;G) poiséemo tako, da poiséemo najvecje
stevilo disjunktnih poti med s in £. Le to pa je enostavno poiskati s pomocjo
pretokov, na primer z algoritmom Haoa in Orlina, ki za neusmerjen graf
lokalno povezanost najde v casu O(nmlog(n?/m)) [8].

Casovno zahtevnost za iskanje najmanjsega preseka in s tem povezavne

povezanosti za G lahko najdemo v O(mnlog(n?/mk)) v usmerjenem uteZenem
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grafu [8]. Najmanjsi presek v neusmerjenem utezenem grafu lahko najdemo
v enaki ¢asovni zahtevnosti z uporabo algoritma Haoa in Orlina na usmerje-
nem grafu G', ki ga dobimo tako, da vsako neusmerjeno povezavo zamenjamo
z dvema nasprotno usmerjenima povezavama z enako utezjo. S tem algorit-
mom je Fleischer v [3] dokazala konstrukcijo kaktusne reprezentacije z enako

casovno zahtevnostjo.
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Poglavje 3
Kaktusna reprezentacija

V tem poglavju bomo predstavili, kako s kaktusno reprezentacijo predstavimo
mnozico vseh najmanjsih prerezov grafa. Definirali bomo ve¢ razlicnih tipov
kaktusnih reprezentacij in predstavili razli¢ne tipe particij. Nato bomo v raz-
delku Osnovne operacije predstavili kljuéne gradnike algoritma za konstruk-
cijo kaktusne reprezentacije grafa. Podali bomo tudi algoritem in njegovo

casovno zahtevnost. Navezovali se bomo na vir [14].

3.1 Tipi reprezentacij

Povezan graf je kaktus, ¢e vsaka povezava pripada najve¢ enemu ciklu. Ce
ima graf samo eno vozlisce, ga imenujemo trivialni kaktus. Ostali preprosti

primeri kaktusov so veriga, cikel, drevo in zvezda.

Definicija 3.1. Naj bo G graf in C' mnozica prerezov grafa G. Par (R, ¢),
kjer je R grafa in ¢ : V(G) — V(R) preslikava, imenujemo reprezentacija za

C, ¢e zadosca naslednjima pogojema:

1. Za poljubni najmanjsi prerez {S,V(R) — S} € C(R) obstaja prerez
{X, X} v G, definitan z X = {u € V(G)| o(u) € S} in X = {u €
V(G)| p(u) € V(R) — S}, ki pripada C.

11
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2. Obratno, za vsak prerez {X, X} € C obstaja tak najmanjsi prerez
{S,ZV(R)—S} €C(R),daje X ={uec V(G| o(u) € S}in X ={u €
V(G)| (u) e V(R) — S}

V reprezentaciji se lahko zgodi, da za neko vozlisce x € V(R) ne obstaja
vozlisée v € V(G), da je p(v) = x. Taksno vozlisée imenujemo prazno
AMu,v; G) > AN(G), u in v preslikamo v isto vozlisce.

Reprezentacija (R, ¢) je kaktusna, ¢e je R kaktus. Kaktus vsebuje dve
vrsti povezav: taksne, ki so vsebovane v kakSnem ciklu, in taksne, ki niso.
Povezave, ki niso vsebovane v nobenem ciklu, imenujemo drevesne povezave.
Vozlisce, ki se nahaja v k ciklih, imenujemo k-sticno vozlisce.

Kaktusna reprezentacija je normalna, ¢e nima drevesnih povezav in pra-
znih 2-sticnih vozlisé, ki pripadajo 2-ciklom. Ce za podmnozico C' C C(G)
grafa G obstaja kaktusna reprezentacija, potem obstaja normalna kaktusna
reprezentacija (glej [14, lema 5.5]).

Ce normalna kaktusna reprezentacija ne vsebuje nobenega praznega 3-
sticnega vozlisca, jo imenujemo normalna kaktusna reprezentacija ciklicnega
tipa (v nadaljevanju C NC'). Taksno reprezentacijo lahko iz normalne kaktu-
sne reprezentacije dobimo tako, da vsa prazna 3-sti¢na vozlis¢a zamenjamo s
skréimo 2-cikel C, ki vsebujejo prazno 2-sti¢no vozlisée x v x’, drugo vozlisce
v C' ter odstranimo s tem pridobljeno zanko.

Na sliki 3.1 sta prikazani razlicni kaktusni reprezentaciji (b) in (c) za vse
najmanjSe prereze grafa (a). Mnozice povejo, katera vozlisca iz grafa (a)
se preslikajo v dano vozlisce pri kaktusu (¢). Preverimo 8e, da je (b) repre-
zentacija za a. Ozna¢imo prereze v grafu (a) z X; = {1}, Xy = {3}, X5 =
{1,2,3}, Xy = {5}, X5 = {6,7,8}, X = {7,8}, X7 = {7}, Xs = {8}. Le ti
ustrezajo po vrsti prerezom {A}, {C'},{A, B,C} {E}, {F,G,H},{G,H},{G},
{H}, v kaktusu (b) in kaktusu (¢). Kaktusna reprezentacija (b) ni normnalna
reprezentacija ciklicnega tipa niti normalna, saj vsebuje drevesne povezave,

(¢) je normalna, ni pa cikli¢cnega tipa, ker vsebuje 3-sti¢no prazno vozlisce, in
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(d) je CNC, ker ne vsebuje drevesnih povezav niti 3-sti¢nih praznih vozlisé.
Na sliki 3.1 so z belo oznac¢ena prazna vozliS¢a in s ¢rno neprazna vozlisca.

Ti oznaki bomo uporabili tudi v nadaljevanju diplomske naloge.

@ :neprazno vozlisée
() :prazno vozlisce

Slika 3.1: Kaktusne reprezentacije.
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3.2 Particije in prerezi

Particije in prerezi imajo pomembno vlogo pri konstrukeiji kaktusne repre-
zentacije grafa. Zato bomo v tem razdelku predstavili nekaj osnovnih tipov

particij in z njimi povezanih kaktusnih reprezentacij.

Definicija 3.2. Naj bodo V; C V za ¢ = 1,...;r, kjer je r > 2. Potem
imenujemo (Vi, Vs, ..., V;.) urejena particija, ¢e velja Ul_,V; =V in V;NV; =0
za i # j.

Definicija 3.3. Naj bo (Vi, V4, ..., V) urejena particija vozlis¢ in h, k taksni
stevili, da velja 1 < h < k < r. Potem definiramo mnozico Vs = V3 U

Vh+1 U...uU Vk

Za podmnozici X,Y C V pravimo, da se sekata, e velja X NY # (),
X-Y #0inY — X # 0, in da se kriZata, ¢e se sekata in velja V — (X U
Y) # (). Naslednjo lemo lahko dokazemo s Stetjem povezav med ustreznimi

mnozicami. Za natancen dokaz glej ([14, stran 145]).

Lema 3.4. Naj bo G = (V, E) uteZen graf in naj bosta {X, X}, {Y,Y} €
C(G) poljubna prereza, ki se krizata. Oznacimo Vi = X NY, Vo =XNY,
Vas=XNY inVy=XNY, potem veljata naslednji enakosti:

1.d(V1, Vo) = d(Va, Vs) = d(V3, Vi) = d(Va, V1) = A(G)/2 in
2. d(Vi,Vs) = d(Va, Vi) = 0.

Definicija 3.5. Za podmnozico C' C C(G) urejeno particijo mnozice vozlisé
m = (V1, Vs, ..., V) imenujmo urejena particija najmangSega prereza oziroma
MC particija(angl. minimum-cut o-partition) nad C’, ¢e so {Viax, Viiw},

1 <k <r—1, najmanjsi prerezi v C’ taksni, da velja:
Cr={{Vaur, VapHl <k <r—1} CC

Naslednja lema nam bo podala preprosto strukturo za predstavitev mnozice
prerezov iz C(G), kjer vsi prerezi lo¢ujejo doloceno kriti¢no povezavo. Ta re-

zultat pa nam bo pomagal pri konstrukeiji (s, t)-kaktusne reprezentacije.
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Lema 3.6. ([14, stran 146]) Za vsako kriticno povezavo e = {s,t} v uteZenem
grafu G = (V, E) se nobena dva prereza v C(G), v katerih sta s in t locena,
ne krizata. Torej obstaja urejena particija ws, = (V1,Va, ..., V) taksna, da

seVimteV,in mnoZicar —1 prerezoz
Vi Viirim 1 I<i<r
je enaka mnoZici vseh prerezov v C(G), ki loc¢ujejo s in t.

Dokaz. Najprej pokazimo, da se nobena dva najmanjsa prereza {X, X}
in {Y,Y} v C(G), ki locujeta s in ¢, ne krizata. Brez gkode za sploSnost
lahko predpostavimo, da je s € X NY. Ce se ta prereza krizata, je povezava
e = {s,t} vsebovana v E(X NY, X NY;G), zato je d( X NY, X NY;G) >
ca(e) > 0. Ampak po lemi 3.4 je d(X NY,X NY;G) = 0, kar je protislovje.
Zato se {X, X} in {V,Y} v C(G) ne krizata.

Iz tega sledi, da vse najmanjse prereze {X;, X;} (i = 1,...,q) v C(Q), ki
lo¢ujejo s in t, in kjer brez skode za splosnost predpostavimo, da je s € X,

lahko uredimo na nasljedni nacin:
{stCXicXoC..CX,CV—{t}.

Tako je (X1, Xo— X1, ..., X,— X1, X,) Zelena urejena particija, ki predstavlja

vse najmanjse prereze {X;, X;} zai=1,...,q. O

Definicija 3.7. Urejeno particijo 7, iz leme 3.6 imenujemo (s,t) urejena

particija najmanjsega prereza ali krajse (s,t)-MC' particija.

Lema 3.8. [14, lema 4.10] Naj bo {s,t} kriticna povezava v uteZenem grafu
G. Potem lahko za poljuben najvecji pretok med s in t najdemo (s,t)-MC

particijo v éasu in prostoru O(m + n).

Dokaz leme 3.8 in algoritem za iskanje (s, t)-MC particije glej [10, 16].
Naj bo {s,t} kriticna povezava v grafu G = (V, E). Naj bo X prerez in
= (V1, Vs, ..., V,) particija v grafu G = (V, E) potem je prerez X kompa-

tibilen s particijo m, ¢e obstaja I C {1,2,...,r}, da velja X = |J V;. Naj
i€l
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bo {s,t} kriticna povezava v grafu G in 7(s4-MC particija, ki locuje s in ¢.
Potem kaktusno reprezentacijo za mnozico vseh najmanjsih prerezov, ki so

kompatibilni s 7(,4 nad C(G), imenujemo (s, t)-kaktusna reprezentacija.

Definicija 3.9. Za podmnozico C" C C(G) urejeno particijo m = (V/, V3, ...,

!/
r

) imenujmo krozna MC particija oziroma CMC particija (angl. circular

minimum-cut o-partition) nad C’; ¢e velja:

Cy = {{‘/(Ihk)a‘/(/hk)}u <h<k<r-1}CC.

Slika 3.2: Prikaz (s,t)-MC particije.

Na sliki 3.2 je prikazana (v, v19)-MC particija grafa G, ki je 4-povezan po
povezavah in je prikazan na sliki 2.1. Vsaka ¢rtkana krivulja lo¢i mnozici iz
najmanjsega prereza, za kateri je povezava vy, v19 vV prerezni mnozici. Znotraj
vsakega obmocja se nahaja oznaka V;, s katero predstavimo mnozico vozlis¢

tega obmocja v particiji.
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3.3 Osnovne operacije

V nadaljevanju bomo predstavili naivni algoritem za pridobitev C NC' repre-
zentacije R grafa GG. Kasneje bomo ta algoritem Se dopolnili. V ta namen

bomo definirali tri osnovne operacije.

Ug
G4 V13
" @ @ o
G Gy
Xy X7 X7
V4 X\TQ V16
VU3 v17
Go G
Vg V18

Slika 3.3: Prikaz (s, t)-dekompozicije.

(s,t)-dekompozicija Naj bo 7s; = (Vi, V4, ..., V;) (s,t) — MC particija in
G; = G/(V(G) —V;). Zaporedje grafov (Gy,Ga, ...,G,), dobljeno iz grafa
G na ta nacin, imenujemo (s, t)-dekompozicija. Slika 3.3 prikazuje (vy,v19)-
dekompozicijo za (s,t)-MC particijo, prikazano na sliki 3.2. Prikazani grafi

G, ..., Gy, pri katerih je mnozica V;, ki smo jo skrcili, pa je oznacena z Xy

Zdruzitvene funkcije & Potrebovali bomo Se nekaj pojmov. Pravimo, da

reprezentacija (R, @) povzroci particijo V- = {V, Vs, ...V, }, ¢e ima R natanko
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r nepraznih vozlis¢ 1, zy, ...z, taksnih, da velja o~ !(z;) = Vi. Za particiji
{V1, Vo, .. V.} in {V{, V3, ...V} mnozice V, kjer je r,r’ > 2, pravimo, da sta

komplementarni, ¢e obstajata podmnozici V;, V; taksni, da velja V,UV] = V.

zdruzitveni vozliséi

(R, ) (R, ¢) (R",¢")

Slika 3.4: Prikaz zdruzitvene funkcije .

Najbosta R = (W, F) in R' = (W', F') kaktusa, za katera velja WNW' =
0, kjer je (R, ) rprezentacija za C' C C(G) in (R, ¢') za C" C C(G). Za
taksni reprezentaciji pravimo, da sta komplementarni, ¢e sta particiji V,
W, Vo, ..V} in {V/, V], ..V}, povzroceni z (R, ) in (R, ¢"), komplemen-
tarni. Ce sta (R,¢) in (R, ¢') komplementarni, potem obstajata vozlisci
z € Win 2/ € W’ taki, da ¢~ (2) U/ "!(2') = V. Taki z in 2/ imenujemo
zdruzitveni vozlisci. Zdruzitev dveh komplementarnih kaktusnih reprezen-
tacij (R,¢) in (R',¢') zapisemo kot (R”,¢") = (R,¢) @ (R',¢'). Kak-
tusno reprezentacijo (R”,¢"), pridobljeno iz R in R’, kjer vozliséi z in 2/
zdruzimo v eno vozlisce z”, ki ima za sosede vse sosede z in 2/, in preslikavo
OV = WUW'U{2"}, definiramo kot:
R'W" F"y=WUW U{Z"} —{z,7}, FUF'),
) = T () N (),
O ) =¢p (x)zaz e W — 2,
O )= &) zaa e W — 2.
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Na sliki 3.4 je prikazana zdruzitev dveh reprezentacij (R, ) in (R',¢’) v
novo reprezentacijo (R”, ¢"). Pokazimo, da z zdruzitvijo res dobimo repre-

zentacijo.

Lema 3.10. Naj bosta (R, ¢) in (R',¢') reprezentaciji za C C C(G) in C" C
C(G) komplementarni. Potem je (R",¢") = (R, ) & (R',¢') reprezentacija
za C'UC".

Dokaz.  Naj bo {X,X} € CUC". Recimo, daje X € C (X € C'
lahko obravnavamo analogno) in naj bo {S, W — S} ustrezen prerez v C(R).
Brez $kode za splosnost lahko predpostavimo X = ¢=1(S) in Z € W — S.
Po lastnostih funkcije "' vemo {S,W” — S} € C(R"), ¢"'(S) = X in
@Y (W" — 8) = X, kar pomeni, da je X reprezentiran v R”.

Poglejmo si 8e dokaz v drugo smer. Naj bo {T', W” — T} poljuben prerez
v C(R"). Brez skode za splosnost lahko predpostasvimo z” € W” — T.
Potem velja, da je T' podmnozica W — z ali W/ — 2’. 'V nasprotnem primeru
vozlisce 2", ki locuje TNW in TN W', ni vsebovano v T', kar pomeni, da je
{TNW, W =T} ali {TnW', W' —T} manjsi prerez od najmanjSega prereza
v R”, kar je protislovje. Zato {T',W" — T} ustreza prerezu v CUC". O

(s,t)-kaktusna reprezentacija Naj bo povezava e = {s,t} kriticna po-
vezava v G. 'V nadaljevanju bomo s podmnozico C C C(G), v kateri so
vsi najmanjsi prerezi, ki locujejo vozliséi s in ¢, pokazali, da obstaja kaktu-
sna reprezentacija za C'. Ta reprezentacija ima kljuc¢no vlogo v algoritmu za
konstrukcijo kaktusne reprezentacije za mnozico vseh najmanjsih prerezov
C(G).

Naj bo m = (V4, V4, ..., V) MC particija in

Cr={{Var,Van} |1 <k <r—1}.

Mnozica prerezov C ima verizno reprezentacijo (R, ¥x,), ki je definirana
kot:

7é7r1 - ({xz | 1 S ? S 7"}, {6116/176276/27 "'767"—176;_1})7
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Ve, ) =Vi (1<i <),

kjer je ; = {w;,xi11} in e, = {z;,x; 1} zal < i <r—1. Naj bo m =
(V',V's, ..., V') CMC particija in

Cy = {{V(/hk)av(lhk)} [ 1<h<k<r'—1}

Mnozica prerezov Cs ima ciklicno reprezentacijo (R, ¢x,), ki je definirana
kot:

7%’7@ = ({z; | 1 <i<r'Her, e, ...,e0}),

¢7r271(1'i) =V, (1<i<r),

kjer je €; = {(L’i,l’ﬂ_l} za 1 S 1 S r —1in Epr = {I‘,«/,l‘l}.
Naj bo 75y = (Vi,Va,..,V;), (s,t)-MC particija nad C(G) za kriticno
povezavo e = {s,t} v grafu G. Najprej razdelimo {Vi, V5, .., V,.} v dve pod-

mnozict:

A={V; | d(V;,ViG) = AG), 1<i<r} in

B={V,V,}U{V; | d(V;,V;;G) > A\(Q), 1 <i<r}.

Ce odstranimo vse elemente A iz 7 = (V4, V4, .., V,), potem nam ostane za-
poredje segmentov, to je podmnozic A, od katerih vsaka vsebuje eno ali vec
mnozic V; z zaporednimi indeksi. Recimo da je ¢ + 1 taksnih segmentov
By, By, ..., By, kjer je Vi € By in V, € B,. Potem je {Bj|j = 0,1,...,q}
particija B. Podobno razdelimo A na p segmentov Ay, Ay, ..., Ay, kjer je
Ay najvecji segment, podan kot: V; € A in d(Vi, 1), Viae.); G) = MG) za
[ =ag,ar+1,..., b.

Natancneje indekse ay, by, as, bs, ..., ap, b, dobimo s sledecim postopkom,

ki je zapisan v algoritmu 2.
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Algoritem 1 Razdelitev v najvecje segmente
Input: MC particija (Vi, V3, .., V;) vozlisé grafa G in A(G).
Output: Segmenti A, k=1,2, ...

1: procedure ISKANJE SEGMENTOV
2: a:=101:=2;k:=A:=0;
3: while a < r do

4: while d(Via ), Viay; G) = M(G) do A :=1; i =i+ 1;
5: if A=1then A :=0;k:=k+1; Ay :=V; L :=1-1;
6: a:=1+1101:=101+1

Za vsako MC particijo 7g,, kjer j € {0,1,..., ¢}, oznacimo (Rag s Uy )

J J
verizno reprezentacijo za najmanjSe prereze, pripadajoce 7, in za vsako
CMC particijo mg,, kjer ¢ = 0,1, ..., p, naj bo (ﬁﬁAi,qui) ciklicna reprezen-

tacija za najmanjSe prereze, pripadajoce my,.

Slika 3.5: Prikaz segmentov.

Na sliki 3.5 so segmenti grafa G iz slike 2.1, kot jih vrne algoritem 3.3. Iz

segmentov bomo sestavili (s, t)-kaktusno reprezentacijo:
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Algoritem 2 Zdruzitev segmentov v (s,t)-katusno reprezentacijo

Input: Verizna reprezentacija (ﬁﬁBj : waj) za vsako MC particijo mp,, kjer je
j=0,1,...,q, in ciklicna reprezentacija (Rmi,qﬁmi) za vsako CMC particijo
Ta,, Kjer jei =0,1,...,p.

Output: (s, t)-katusna reprezentacija.

1: procedure (s,t)-KATUSNA REPREZENTACIJA
(R7 @) = (7%71'}30 ) Q/}WBO);
for k=1,2,....,pdo
(R,) = (R, 0) ® (R, brs, )
if bk +1 7& Ak41 then<R7 90) = (Ra 90) D (Rﬂ'Bj ) wﬂ'B]-);
kjer je B; dolocen z V;, 11 € Bjy;

(Risay: Psy) = (R, )5

=1

{va,v3,v4,v5 {ve} {vr,vs} {viz}{via} {v15,v16, V17, v18}

{1} {vi9}

{vg, v10, V11, V12}

Slika 3.6: Prikaz (s, t)-kaktusne reprezentacije.

Na sliki 3.6 je prikazana (vy,vig)-kaktusna reprezentacija grafa G. Na
njej je r = 9 nepraznih in p + ¢ = 5 praznih vozlis¢, ki nastanejo ob vsakem
zdruzevanju ckilicne ali verizne kaktusne reprezentacije v (s, t)-kaktusno re-
prezentacijo. Ker vsaka ciklicna ali verizna reprezentacija vsebuje vsaj eno
neprazno vozlisce, velja r > p+¢q. To pomeni, da je v kaktusni reprezentaciji
nepraznih vozlis¢ vedno ve¢ kot praznih, kar pomeni, da ima kaktus najvec
dvakrat toliko vozlis¢ kot graf. To opazanje bomo potrebovali pri casovni

zahtevnosti povecanja povezavne povezanosti za 1.
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3.4 Algoritem za kaktusno reprezentacijo

Sedaj lahko sestavimo algoritem za konstrukcijo celotne kaktusne reprezen-
tacije za C'(G). Najprej bomo sestavili kaktusno reprezentacijo na naiven
nacin s pomocjo operacij, predstavljenih v prejsnjem razdelku. Nato bomo

to proceduro izboljsali v algoritem in zanj podali casovno zahtevnost.

KaktusNaivno(G)

1. Izberemo povezavo s,t v GG, ¢e le ta obstaja, ¢e ne, vrnemo trivialni
kaktus (R, ¢).

2. Ce A\(s,1;G) > \(@), potem zdruzimo s in t v eno vozliséem. S tem

dobimo graf G’ in nadaljujemo s KaktusNaivno(G").

3. Sicer (A(s,t;G) = A(G)) in poiscemo (s,t)-MC particijo m = (V4,
Va, ..., V;) ter pripadajoco (s,t)-kaktusno reprezentacijo (Rs), @(s,t))-

4. Poiscemo (s, t)-dekompozicijo (G, G, ..., G,) grafa G.

5. Izvedemo KaktusNaivno(G;) na vsakem grafu G;, da dobimo CNC
reprezentacijo (Rg,, ¢q,) za C(G;).

6. Zdruzimo vse {(Rq,, ¢q,;).% = 1,....,7} in (R, (sp)) v kaktusno re-
prezentacijo (R, ) za C(G) z uporabo zdruzitvene funkcije .

7. Poenostavimo (R, ¢) v CNC reprezentacijo in le to vrnemo.

Vendar ima ta algoritem nekaj tezav. Ce se KaktusNaivnoG’ za graf G’
sprozi med izvajanjem KaktusNaivnoG”, potem imenujemo G’ otroka ozi-
roma naslednika G" in G" staria oziroma prednika G'. Ce je d(V;,V(G) —
Vi; G) = M(G) za nek i, potem prerz {V;, V;} ostane najmanjsi prerez v nasle-
dniku G;, ¢eprav smo ga odkrili Ze v starsu. To lahko privede do neskonéno
mnogo rekurzivnih klicev. Da prepre¢imo to moznost, hranimo mnozico sta-
rih (ze najdenih) najmanjsih prerezov. Najmanjsi prerez ozna¢imo za novega

pri G', ¢e ga Se nismo nasli pri predniku G, sicer pa za starega. Opazimo,
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da je najmanjsi prerez star v G’, ¢e in samo ¢e je v obliki {v, V(G’') — v} in je
v skréeno vozlisce Xv- (glej (s,t)-dekompozicija) v predniku G'. Zato lahko
hranimo mnozico starih najmanjsih prerezov v grafu G’ samo z oznacevanjem

taksnih vozlis¢ kot stara. S tem lahko sedaj konstruiramo boljsi algoritem.

Izrek 3.11. (/14]) Kaktusno reprezentacijo za vse najmangse prereze v grafu

G lahko konstruiramo v O(mn + n*logn) casu in v O(n +m) prostoru.

Za podrobno izpeljavo ¢asovne in prostorske zahtevnosti glej ([14, po-
glavje 5.3.4]).

Algoritem 3 Konstrukcija kaktusa
Input: Graf G, podmnozica V% C V(G), celo stevilo A(G) > 0in A = A\(G)

Output: Kaktusna reprezentacija (R, ¢) za mnozico najmanjsih prerezov C’,
za katero je C(G) — {{v,V(G) — {v}} | v € V*tre} C C" C C(G).

1: procedure KAKTUS(G, V5@ ))

2: if |V(G)| =1 then return trivialni kaktus (R, ¢);

3: else

4: Izberi povezavo e = {s,t} € E(G);

5: if A(s,t;G) > X ali (s,t)-kaktusna reprezentacija (R, @(s.1))
ne predstavlja najmanjsega prereza, drugacnega kot
{v,V(G) — {v}}, v € V5% then

6: G :=G/{s,t};

7. Vstara . stara _ fg 41

8: (R, ¢) :=Kaktus(G, Vstare X);

9: return (R, ¢);

10: else

11: for vsak V; v (s,t)-MC particiji (s = (Vi,V2,...,V,) do

12: = G/(V(G) = V;) z a3 oznacimo vozlisée, dobljeno s

skréitvijo V(G) — Vi;
13: if d(V;;G) = X then V> := (Vs'*ra 0 V) U {ay-};

14: (Ra,, ¢a,) :=Kaktus(Gj, Vi \);
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15: (Ra (10) = (R(s,t)a Qp(s,t)) D (RGN @Gl) D...o0 (RGM QDGT);
16: Pretvori (R, ¢) v CNC reprezentacijo in jo oznaci kot (R, ¢);
17: return (R, ¢);
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Poglavje 4

Povecanje povezavne

povezanosti za ena

Predstavili bomo, kako si lahko s C NC' kaktusno reprezentacijo grafa poma-
gamo pri povecanju povezavne povezanosti grafa. V ta namen bomo poka-
zali nekaj povezav med povezanostjo grafa in njegovo C'NC' kaktusno repre-
zentacijo, podali in dokazali spodnjo mejo potrebnih dodatnih povezav za
povecanje povezavne povezanosti ter izpeljali algoritem za povecanje pove-
zavne povezanosti za ena. Podali bomo tudi primer izvajanja algoritma in

njegovo Casovno zahtevnost. Navezovali se bomo na vir [14].

4.1 Izpeljava algoritma

Naj bo G = (V, E) multigraf, ki mu zelimo povecati stopnjo povezavne pove-
zanosti za ena. Poiskati moramo najmanjso mnozico F', da velja A(G+ F') =
AG) + 1. Taksna mnozica F' bo unicila vse najmanjse prereze v G. Le te
lahko predstavimo z normalno kaktusno reprezentacijo (R(V, £), ¢) grafa G.

Naravna ideja je poiskati zeleno mnozico F', tako da uni¢i vse najmanjse
prereze v kaktusni reprezentacji. Za taksno mmnozico povezav F' nad vozlisci
V naj bo ¢(F) = {{p(u,v)}|{u,v} € F}. Za netrivialen graf kaktusna

reprezentacija ne bo trivilen kaktus. Zato se lahko omejimo na netrivialne
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kaktusne reprezentacije. V tem primeru za normalno kaktusno reprezentacijo
(R, ) velja, da je A\(R) = 2, saj je vsaka povezava vsebovana v natanko enem

ciklu. Ta lastnost nam pomaga pri naslednji trditvi.

Trditev 4.1. (/14, Lema 8.1]) Za mnoZico novo dodanih povezav F grafu G
velja A(G + F) > M(G) + 1 natanko tedaj, ko velja A(R + ¢(F)) > 3.

S tem lahko prevedemo problem iskanja najmanjSe mnozice F' na problem
iskanja najmanjse mnozice F = @(F'), ki jo dodamo kaktusu R tako, da
F unici vse 2-prereze v R. Pri tem mora povezava iz F povezovati zgolj
neprazna vozlisca, sicer je ni mozno dodati v F'.

Naj spomnimo, da vozlis¢e stopnje 2 v kaktusu imenujemo list. Vsak
list z € V(R) ustreza najmanjSemu minimalnemu prerezu {o!(x),V —
o1 (z)} € C(G). Sedaj z M(G) ozna¢imo mnozico vseh minimalnih naj-
manjsih prerezov v grafu G. 1z tega opazanja in prejsnje trditve lahko izpe-
ljemo trditev o minimalnem Stevilu povezav, potrebnih za povecanje pove-

zavne povezanosti grafa G in kaktusa R.

Trditev 4.2. 1. Ce za kaktus R in mnoZico novo dodanih povezav F velja
MR+ F) > 3, potem je |F| > [|L(R)/2|], pri ¢emer je L(R) mnoZica

vseh listov.

2. Ce za multigraf G(V, E) in mmoZico novo dodanih povezav F velja \(G+
F) > NG) + 1, potem je F > [|M(C)/2]].

Dokaz.  Dokazimo drugo trditev (za prvo trditev velja analogni dokaz).
Naj bo F poljubna mnozica povezav, za katero velja \(G + F) > \G) +
1. Za vsak prerez X € M(G) mora obstajati taka povezava v F', da eno
vozlisée pripada X, sicer bi veljalo A(G+ F) < d(X; G+ F) = d(G) = \G).
Ker je presek minimalnih najmanjsih prerezov prazen in so vsi v.M(G), je
stevilo vozlis¢ na povezavah v F' najmanj |[M(G)|. Od tod jasno sledi zelena
neenakost F' > [IM(G)/2[]. O

Po konstrukciji C NC' reprezentacije v kaktusu ne obstaja prazno vozlisce,

ki bi bilo list. Do sedaj smo pokazali, da je mozno povecati povezavno poveza-
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nost R (oziroma G) za 1 z dodatnimi [|L(R)/2|] (oziroma [|M(G)/2|]) po-
vezavami. Ce ima kaktus R sodo stevilo listov, potem naj bo ¢ mnozica novih
povezav, ki povezujejo vse liste in |o| = |L(R)/2|. Sedaj moramo pokazati,
da taksno zdruzevanje listov iz mnozice o realizira povezanost A(R+o) > 3.
Ce ima R liho §tevilo listov, izberemo poljubno vozlisée z € V(R) in nare-
dimo nov cikel C' = (z, 2’), pri ¢emer dodamo nov list 2’. Zadostuje pokazati,
da za tako dobljeni kaktus R’ obstaja taksno zdruzevanje listov o, da je
MR’ + o) > 3. Zato je zadosti, da se omejimo na primer, ko ima R sodo

Stevilo listov.

Trditev 4.3. Naj bo R netrivialni kaktus s sodim stevilom listov. Potem

veljata nasledngi trditue.

1. Vozliséa v L(R) imajo ciklicno ureditev (21, 29, ..., 2¢) taksno, da za vsak
2-prerez X C V(R) v R wvelja, da imajo vsa vozliséa z; € X zapore-
dne indekse. Se wec, taksno ciklicno ureditev lahko najdemo v casu

O(E(R)))-

2. Za ciklicno ureditev (z1, za, ..., 2¢) iz prejsnje tocke velja, da ée R do-
damo mnoZico €/2 novih povezav F = {{z;, zipep2}|i = 1,..,0/2}, se

poveca povezavna povezanost na 3.

Dokaz. 1. Vzemimo Eulerjev obhod grafa R, ki ga lahko najdemo v
linearnem casu. Povezave v grafu R usmerimo tako, da vsak neusmerjen cikel
postane usmerjen, in obis¢imo vse cikle v tem vrstem redu, kot ga podaja
metoda za iskanje v globino. Potem naj bo (z1, 2, ..., 2,) ciklicno zaporedje
vseh vozlis¢ v L(R) taksno, da se v Eulerjevem obhodu grafa R vozlisca
21, 29, ..., z¢ POjavijo v tem vrstnem redu. Za vsak 2-prerez {U,V(R)—U} v R
po konstrukeiji Eulerjevega obhoda velja, da imajo vsa vozliséa z € L(R)NU
zaporedne indekse.

2. Naj bo X poljuben 2-prerez v 'R. Zadostuje pokazati, da mnozica JF N
E(X; R+ F) ni prazna. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da velja

{z1,22, .., 2e} N X = {21, 22, ..., 2, }, kjer je p < €. Oglejmo si povezavo e =
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{21p/2)s 2\pj2)+e/2} € F: kerjep < |p/2|+€/2 < {,veljae € FNE(X; R+F),
kar je bilo treba dokazati. 0

Sedaj lahko zapisemo algoritem za poveCanje povezavne povezanosti za 1.
V njem bomo uporabili Hierholzerjev algoritem za iskanje Fulerjevga obhoda
iz drugega poglavja in algoritem za konstrukcijo C'NC kaktusne reprezenta-

cije iz tretjega poglavja.

Algoritem 4 Povecanje povezavne povezanosti za 1
Input: Graf G = (V, E), stopnja povezavne povezanosti A(G).
Output: Minimalna mnozica povezav F, da velja A(G) +1 < A(G + F).

1: procedure POVECANJE zZA 1(G = (V, E), \(G)

2: Poiscéemo kaktusno reprezentacijo
CNC(R, ) = KAKTUS(G, 0, \(@));

3: E'=Hierholzerjev algoritem (R);

4: 1:=1,0:=1;

5: for e =uv v E' do

6: if d(u) == 2 then

7: u dodamo oznako z;; £ = £+ 1;
: F = 0;

9: while i < /¢/2 do

10: izberemo = € (%) iny € o (ziye/2);

11: dodamo povezavo (x,y) v F;

12: 1=141;

13: return F;

Po trditvi 4.3 je graf R 4+ ¢(F") 3-povezan, zato po trditvi 4.1 velja A\(G +
F) > MG) + 1 in po trditvi 4.2 velja, da je |F| najmanjsa, zato algoritem
4.1 vrne pravilen rezultat, njegovo ¢asovno zahtevnost bomo obravnavali v

razdelku 4.3.
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4.2 Primer izvajanja

V tem razdelku bomo predstavili vimesne korake prej opisanega algoritma

4.1. Za ena bomo povecali povezavno povezanost grafa G, prikazanega na
sliki 2.1.

{va}  {vs} {vr} {vi7}

{v10} {v11}

Slika 4.1: Kaktusna CNC' reprezentacija za G 2.1.

Na sliki 4.1 je prikazana C'N C reperezentacija vseh najmanjsih prerezov grafa
G. Tej reprezentaciji smo dodali usmeritev in oznacili liste po postopku,
opisanem v prejsnjem razdelku. Rezultat slednjega je na sliki 4.2. Oznacenim
listom smo na sliki 4.3 dodali rdece ¢rtkane povezave po postopku 2. To
mnozico povezav smo s preslikavo ¢! preslikali na zacetni graf G. Konéni

rezultat tega postopka je na sliki 4.4.
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Z4 z5 z7 214

<9 210

Slika 4.2: Usmerjanje in oznacitev listov.

Slika 4.3: Povecanje povezanosti na kaktusu.



DIPLOMSKA NALOGA 33

Slika 4.4: Povecanje povezanosti na grafu.

Na prejsnjih stirih slikah je prikazan primer povecanja povezavne po-
vezanosti na grafu G, ki je 4-povezan. Najmanjse prereze v G smo pred-
stavili s kaktusno reprezentacijo (R, ¢), ki vsebuje mnozico listov L(R) =
{z1,29,...,z16}. Po trditvi 4.3 velja, da mnozica povezav F = {(z1,29),
(22, 210), ---, (28, 216) } zadosca pogoju \(R + F) > 3. Za mnozico povezav F
najdemo taksno mnozico novih povezav F, da velja o(F) = F. Na zgledu je
F = {(v1,v10), (va, v11), (v3,v13), (Va, V14), (V5,V15), (ve, v17), (v7, V18), (U8, V19) }-
Za F velja |F| = |F| = [|L(R)|/2] = [|IM(G)] /2] = 8. Po trditv 4.1 velja
MG+ F) > MG) + 1 in po trditvi 4.2 velja, da je |F| najmanjsa, zato je F

optimalno povecanje za povezanost grafa G.

4.3 Casovna zahtevnost

V tem razdelku bomo podali ¢asovno zahtevnost za izvedbo predhodno opi-
sanega postopka za povecanje povezavne povezanosti na multigrafu G =
(V,E). Pri tem se bomo sklicevali na rezultate v [14]. Naj bo n = |V(G)]|,
m = |E(G)| in n* = |[V(R)|. Pri (s,t)-kaktnusni reprezentaciji smo opa-
zili, da velja n* < 2n (glej konec razdelka 3.3). Da lahko na multigrafu G
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zacnemo izvjati postopek, potrebujemo kaktusno reprezentacijo R, ki ima
casovno zahtevnost O(nm + n?logn) (glej izrek 3.11).

Potrebujemo Se ciklicno ureditev listov v ‘R, ki jo lahko najdemo s Hi-
erholzerjevim algoritmom v casu O(|E(R)|). Z njo lahko dodamo potrebne
povezave v ¢asu O(|L(R)|). Ce upostevamo, da so lahko listi zgolj neprazna
vozliséa v R, dobimo |£(R)| < n. Pokazimo Se, da velja E(R) < 2V (R).
Opazimo, da se neenakosti priblizamo, ko je kaktus unija 2-ciklov, v tem pri-
meru velja F(R) = 2V(R) — 2. Denimo, da je kaktus z najve¢ povezavami
na danem Stevilu vozlis¢ in ni sestavljen iz samih 2-ciklov. Potem obstaja
k-cikel, kjer je k > 3, ki je podgraf kaktusa. Ce v k-ciklu odstranimo eno
povezavo, vsem ostalim pa dodamo vzporedno povezavo, je dobljeni graf se
vedno kaktus, stevilo povezav pa se je povecalo. Od tod sledi, da kaktus, ki
je unija verig, vsebuje maksimalno Stevilo povezav, torej prejsnja neenakost
velja. Sedaj velja O(|E(R)|) < O(4n) = O(n).

Na koncu sestejemo vse dobljene ¢asovne zahtevnosti in dobimo ¢asovno

zahtevnost O(nm + nmlogn).



Poglavje 5

Povecanje povezavne

povezanosti na dano vrednost

V tem poglavju bomo opisali, kako povecati povezavno povezanost na dano
vrednost z uporabo Frankovega algoritma iz [5]. Ta temelji na Maderjevem

izreku o razcepljanju, podanem v [12], za katerega bomo podali krajsi dokaz.

5.1 Splosna Frankova metoda

V tem razdelku bomo predstavili splosno shemo Frankove metode za pro-
bleme povecanja povezanosti. To bomo uprabili za resitev problema povecanje
povezavne povezanosti na dano vrednost, lahko pa bi jo tudi za sorodne pro-
bleme, kot je problem povecanje vozliStne povezanosti na dano vrednost,
problem povecanje povezavne povezanosti na dano vrednost z omejitvami in
problem povecanje povezavne povezanosti na usmerjenih grafih.

V ta namen definirajmo nekaj pojmov in zaradi priro¢nosti predposta-

vimo nekaj lastnosti.

Definicija 5.1. Dan je graf G = (V, EF) in funkcija r : V x V. — Z,, kjer
je Z, mnozica nenegativnih celih tevil. Ce se povezava (u,v) v G pojavi
veckrat, le to predstavimo s celostevilsko utezjo na tej povezavi. Za resitev

problema povecanja lokalne povezanosti je potrebno poiskati najmanjso (ozi-
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roma najcenejso) mnozico novih povezav F, da v G + F velja:
AMu,v) > r(u,v) za vsak u,v € V. (5.1)

Funkcijo r imenujemo funkcija zahtev. Za problem povecanja povezavne po-

vezanosti na dano vrednost k je fukcija r(u,v) = k za vsaka u,v € V.

Za r bomo predpostavili, da usteza pogojem:

r(u,v) > AMu,v) za vsak u,v € V, (5.2)

r(u,v) > min{r(u, w),r(v,w)}. (5.3)

Definicija 5.2. Za podmnozici X,Y C V v grafu G naj dg(X,Y’) oziroma
d(X,Y) oznacuje Stevilo povezav med X —Y in Y — X v G in dg(X,Y)
oziroma d(X,Y) =d(X NY,V — (X UY)). Za krajsi zapis bomo v primiru
d(X,V — X) uporabljali kar d(X).

Definicija 5.3. Za dano funkcijo zahtev r definiramo funkcijo mnoZice zahtev
R(.) kot:
R(X) = max{r(u,v)|lu € X,v eV — X}.

Iz tega sledi R(V) = R(0) = 0.
Definicija 5.4. Koli¢ino ¢(X) := R(X) —d(X) imenujemo pomanjkanje X.

Predstavimo dve enakosti o Stevilu povezav med poljubnima podmnozicama

v V' in direktni posledici.
Trditev 5.5. Za vsak graf G = (V, E) in vsaki podmnoZici X, Y C 'V wvelja

AX)+dY)=d(XNY)+d(XUY)+2d(X,Y), (5.4)
AX)+dY)=dX -Y)+dY — X) +2d(X,Y). (5.5)

Dokaz.  Opazimo, da je d(X) = d(V — X). S tem opazanjem bomo
dokazali 5.4:
dX)+dY)=dV-X)+dY) =d(V-X)NnY)+d(V-X)UY) +
2d((V-=X)=Y, Y = (V=-X))=d(XNY)+d(XUY)+2d( X -Y, Y — X) =



DIPLOMSKA NALOGA 37

dXNY)+dXUY)+2d(X,Y)

in 5.5:

d(X)+d(Y)=d(V-=X)+d(Y) =d(V-X)NY)+d((V-X)UY)+2d((V —
X)=Y,) Y - (V-X))=d(X -Y)+dY - X)+2d(XNY,V - (YUX)) =
dX -Y)+dY — X)+2d(X,Y). O

Trditev 5.6. Za vsaki podmnozici X, Y C V wvelja vsaj ena od naslednjih

lastnosti:

R(XNY)+R(XUY), (5.6)
R(X -Y)+ R(Y — X). (5.7)
To lahko dokazemo z uporabo enacb (5.4),(5.5) in nekaj osnovne analize

primerov. Dokaz pa tudi najdemo v [5, v trditev 5.4].

5.1.1 Metoda razcepljanja

Opisali bomo splono shemo, ki jo je razvil A. Frank [5] za reSevanje problema
povecanja povezanosti.

Najprej vpeljimo nekaj pojmov. Pravimo, da povezavi e = su in f = sv
razcepimo, ¢e ju zamenjamo z novo povezavo uv. Torej G zamenjamo z
G = G —{e, f} + uv, kjer je uv nova povezava. Za dano lastnost P (npr.
k-povezavno povezanost) grafa G pravimo, da je razcepljanje povezave e, f
P-legalno ali da je graf G e, f razcepljiv, ¢e P velja tudi za graf G¢/. Raz-
cepljanje je ena izmed pogosto uporabljenih osnovnih tehnik v algoritmih za
povecanje povezanosti. Na sledecem generi¢cnem problemu bomo predstavili

splosno shemo, ki temelji na razcepljanju povezav.
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Splosna shema za reSevanje problema povezanosti
Input: Graf G = (V| F) in zahtevana lastnost povezanosti P.
Output: Mnozica novih povezav F najmanjSe moci oziroma z najmanjso

ceno, taksna, da za G + F' velja P.

1. Razsiritev: Razsirimo G, tako da dodamo novo vozlisce s in dodajamo
nove povezave med s in V', dokler zahtevana lastnost povezanosti P ne

drzi za nov graf (predvidevamo, da je taksna konstrukcija izvedljiva).

2. Odstranitev: Odstranjujemo nove povezave in pri tem ohranjamo
zahtevano lastnost povezanosti P. To poc¢nemo, dokler ni vsaka nova

povezava kriticna. Dobljeni graf H imenujemo kriticna razsiritev grafa

G.

3. Razcepljanje: Ponavljamo P-legalno razcepljanje na grafu H, dokler

je to mozno.

4. Zakljucek: Uporabimo sosede s (Ce le ti obstajajo), med katerimi
najdemo taksno mnozico povezav F’, da H+ F’'— s zadostuje zahtevi P.
Ta korak je odvisen od problema, pri povecanju povezavne povezanosti

ga ne bomo potrebovali.

5.1.2 Dolocanje spodnje meje in robnih komponent

Problem povecanja povezavne povezanosti podamo s parom (G, r), kjer je G
graf in 7 : V x V — Z, funkcija zahtev. Najbo F CV xV. Ce G' =G+ F
zadostuje zahtevi povezanosti (5.1), definirani z r, po Mengerjevem izreku,
velja:

de(X) > R(X) za vsako mnozico X C V. (5.8)

Ker je F' mnozica novih povezav, iz neenakost (5.8) sledi:

dp(X) = de(X) — d(X) > R(X) —d(X) = ¢(X)  zavsak X C V. (5.9)
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Razcepljanje povezav e, f je v nasem primeru legalno, ¢e G’/ ohranja zahte-
vano povezavno povezanost. Torej za vsak u,v € V mora veljati Agre.s (u, v) >
r(u,v).

Izpeljimo sedaj spodnjo mejo za F. Mnozica povezav F je (G,r)- pove-
canje, ce graf G+ F zadosca zahtevam povezanosti, podanih z r. Mnozica F
je optimalna za problem povecanja povezanosti, ¢e ima najmanjSo moc. Naj
opt(G,r) oznacuje najmanjso velikost mnozice povezav za povecanje.

Problem povecanja lokalne povezanosti lahko formuliramo kot problem
funkcije pokritja povezav. Naj bo p : 2" — Z_ funkcija, ki slika iz mnozice v
cela pozitivna stevila, podana na urejeni mnozici V. Mnozica povezav F' na
V' je povezavno pokritje p oziroma p-pokritje, ¢e velja dp(X) > p(X) za vsak
X C V. Iz (5.9) sledi, da je za problem povecanja povezavne povezanosti

primerna izbira za p funkcija pomanjkanja q.

Definicija 5.7. Druzina F paroma disjunktnih nepraznih podmnozic V

se imenuje podparticija. Definirajmo Stevilo potrebnih novih povezav kot

v(G,r) =max{ Y, q(X) : F je podparticija V'}.
Xer

Opazimo, da je vsaka mnozica povezav povecanja F' tudi pokritje povezav
q. Ker imajo mnozice v F prazen presek, lahko katera koli povezava iz F'
seka najve¢ dve mnozici. S tem dobimo opt(G,r) > [v(G,r)/2]. Vendar ta
meja ni vedno dosegljiva. V nadaljevanju bomo definirali robne komponente
in dokazali, da kadar jih graf ne vsebuje, je spodnja meja dosezena, v na-
sprotnem primeru pa bomo obravnavali podgraf brez robnih komponent in

robne komponente loceno.

Definicija 5.8. Komponenta C' v grafu GG je robna glede na funkcijo zahteve

r, ¢e veljata naslednji trditvi:

IN

(

A )+ 1 za vsakau e C,v eV —C, (5.10)
Al

r(u,v)
U, v ) za vsaka u,v € C. (5.11)

r(u, v)

u, v
u, v

IN

Z r’" bomo oznacili funkcijo zahteve za G'.
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Lema 5.9. Naj bo C robna komponenta glede na funkcijo zahteve r v grafu
G, G'=G—C inr" omejitev zar vV — C (predvidevamo, da drzita (5.2)
in (5.3)). Ce je F' optimalna resitev za (G',7"), potem:

1. Ce q(C) =0, potem je F' optimalna resitev za (G, r).

2. Ce q(C) = 1, potem je F' + vc optimalna resitev za (G,r) za poljuben
ceCimveV —-C zr(v,c)=1.

Dokaz.  Primer q(C) = 0 je ociten. Ce je ¢(C) = 1, dokazemo trditev
s protislovjem. Po dodanju F’ in povezave vc v graf G obstaja par vozlisé
vtz r(v, ) = 0. Ker sta ¢, povezana, iz (5.2) dobimo r(¢,¢’) > 1 in iz
(5.3) dobimo 7(v', ¢) > 1 ter r(v,v") > 1. Ker je F' resitev za (G',1’), obstaja
v,v-pot v G’ in z ve ter ed-potjo v C dobimo v'd-pot v G + F' + ve. To
je protislovje, ker je opt(G,r) < opt(G',1") + q(C). Poglejmo si se dokaz v
drugo smer. Naj bo G¢ = G/C in r¢ zmanjSsana zahteva r za graf Ge.
Opazimo, da lahko povezanost povecamo samo na skrcitvi grafa, kjer se
komponenta C' skréi v ve, saj velja opt(Ge,re) < opt(G,r). Naj bo F¢
optimalno povecanje (G¢,r¢) z minimalnim ¢ := |{z : zve € Fo}|. Ce
je t = 0, je to enako, kot da je ¢(C) = 0, tako jet > 1. Naj bot =1
in f € Fe povezava s krajiséem v ve. Potem je F' — f resitev za (G',1')
in velja opt(G,1") < |Fo| — 1 < opt(Ge,re) — a(C) < opt(Gyr) — ¢(C),
kot zahtevamo. Naj bo ¢ > 2 in naj bo uyvg, .., u;vc t povezav s krajiscem
v ve, ki pripadajo F. V tem primeru opazimo, da lahko vsako povezavo
wve, 2 < i <t zamenjamo z u;u; in dobimo optimalno resitev za (G.,r.) z
manj povezavami s krajiscem v¢, kar je protislovje. 0

Z uporabo leme 5.9 lahko prevedemo problem povecanja povezavne po-
vezanosti na primer brez marginalnih komponent na sledec¢i na¢in: naj bodo
(1, .., Cy komponente G taksne, da je C; marginalna komponenta za G —(Cy U
..UC;-1) in G — (Cy U ...U Cy_1) nima marginalnih komponent. Optimalna
resitev za celoten graf G je optimalna resitev za G — (Cy U ... U (y) z doda-
janjem komponent C;, i = t, ..., 1 in povezav ¢(C;) za vsako komponento C;
kot v lemi 5.9.
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5.1.3 Uporaba metode razcepljanja

Na osnovi zgoraj predstavljenih ugotovitev bomo uporabili metodo razceplja-
nja na grafu G brez robnih komponent. Graf G bo od slej e, f razcepljiv, ce
ima graf G*/ enako povezavno povezanost kot graf G. Na tem mestu tudi

spomnimo, da smo s s oznacili dodatno vozlisce.
Definicija 5.10. Mnozica X je kriticna, ¢e velja dg/(X) = R(X).

Lema 5.11. Naj bo G’ kriticna razsiritev G za lastnost P, podano s (5.1).
Potem je de/(s) = v(G, ).

To lemo bomo pokazali s pomoc¢jo dveh trditev. Dokaz trditve 5.12 naj-
demo [5, trditev 3.6].

Trditev 5.12. Za poljubni dve kriticnt mnozZict X,Y , ki nista disjunktni,

velja vsaj ena od naslednjih lastnosti:
1. XUY i XNY sta kriticni.
2. X Y inY — X sta kritiéni in d(X,Y) = 0.

Naj bo S mnozica sosedov s v G'. Povezava su prezivi proces odstra-
njevanja, ¢e in samo ¢e obstaja kriticna mnozica X, ki vsebuje u. Naj bo
F = {X1, Xs, ..., X;} druzina kriticnih mnozic pokritja S, taksnega, da je ¢

t
najmanjsi in zanj je Y | X;| najmanjsa.
i=1

Trditev 5.13. Naj bosta mnozici X, Y C F. Potem je X NY prazen.

Dokaz. Mnozica X UY ne more biti kriticna, ker je F najmanjsa, iz
esar sledi, da sta X — Y, Y — X kritiéni in velja d(X,Y) = 0. Od tod
dobimo SN (X NY) =0 in ker je > |X;| najmanjsa, dobimo |X| = |X — Y|
in |Y]| =Y — X|, iz Cesar sledi X NY = (), kar smo zeleli dokazati. O

Dokaz. Dokazali bomo lemo 5.11. Iz trditve 5.13 sledi, da je F podpar-
ticija V in dgr(s) = X2 (der(X) — d(X)) = 3 q(X) < (G, 7). O
XeF

XeF
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Ce je stevilo dg(s) liho, dodamo Se eno povezavo (vzporedno z obstojeco).
Velja, da nobena prerezna povezava nima krajiséa v s. Ce bi e = vs bila pre-
rezna povezava, potem bi G’ —e vsebovala robno komponento v. Da izvedemo
korak 3 v splosni shemi, potrebujemo naslednjo razli¢cico Maderjevega izreka,

ki ga bomo dokazali kasneje.

Izrek 5.14. (Maderjev izrek)
Naj bo graf G = (VU{s}, E), kjer je d(s) sodo Stevilo in nobena prerezna po-
vezava nima krajiscéa v s. Potem lahko na mnoZici povezav, ki imajo krajisce

v s, naredimo particijo na d(s)/2 razcepljivih parov povezav.

5.2 Algoritem

Splosno shemo bomo zapisali v obliki algoritma za povecanje povezavne po-
vezanosti na dano vrednost. Multigraf oziroma graf bomo predstavili kot
utezen graf, kjer so teze c(e) celostevilske. Ce povezave e v grafu ni, naj
velja ¢(e) = 0. Naj bo rpax = max{r(u,v) | u,v € V} najvecja vrednost za

r.

1. Razsiritev: Razsirimo G, tako da dodamo novo vozlisce s in za vsako
vozlisée v € V dodamo povezavo sv z utezjo rp.c. S tem je pogoj (5.1)

izpolnjen.

2. Odstranitev: Za vsako novo povezavo e zmanjsujemo utez c(e), dokler

pri tem ohranjamo zahtevano lastnost (5.1).

3. Razcepljanje: Ponavljamo (utezeno) legalno razcepljanje, dokler je

to mozno.

Oglejmo si Se pravilnost algoritma. Kot smo razlozili Zze za splosno shemo,
algoritem najde mozno resitev. Po izreku 5.14 dobimo po koraku 2 graf, v
katerem vozlisce s nima sosedov (zato korak 4 ni potreben). Po lemi 5.11
je stopnja vozlis¢a s pred korakom 3 enaka v(G). S tem je stevilo dodanih
povezav enako prej dokazani spodnji meji [v(G,r)/2], kar pomeni, da je

resitev optimalna.
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5.2.1 Primer izvajanja

Na spodnjih stirih slikah je prikazan primer izvajanaj prej opisanega algo-
ritma. Na sliki 5.1 smo predstavili nakljucen graf G, ki je 2-povezan. Zelimo
mu povecati povezavno povezanost na 4. Zato smo na sliki 5.2 izvedli prvi
korak algoritma tako, da smo dodali vozlisce s in ga povezali z vsemi vozlisci
s povezavami, ki imajo utez 4. V drugem koraku smo utezi zmanjsali, kar
je prikazano na sliki 5.3. Na koncu smo na novo pridobljene povezave razce-
pili. Ker je stopnja vozlis¢a s soda, nam dodatne povezave ni bilo potrebno

dodati. Koncen rezultat je prikazan na sliki 5.4.

Slika 5.1: Graf G.

Slika 5.2: Dodanje vozlis¢a s v graf G.
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Slika 5.4: Razcepljanje.

5.2.2 Casovna zahtevnost

Pokazali bomo, da so vsi koraki izvedljivi v polinomskem casu in podali
¢asovno zahtevnost v O-notaciji glede na vmesne rezultate, podane v [14, 5].
Naj bo n = |V]| in m = |E|. Potrebovali bomo $e naslednjo definicijo in

rezultat.

Definicija 5.15. Za vsako mnozico vozlis¢ X C V velja d(X) > R(X).
Definirajmo preszek za X kot: s(X) = d(X) — r(X). Potem za mnozico X
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pravimo, da je tesna, ¢e je s(X) =0, in nevarna, ¢e je s(X) < 1.

Lema 5.16. Ce par su, sv povezav v grafu G ni razcepljiv, potem ne bo postal

razcepljiv po razcepitvi drugega para povezav ST, Sy.

Dokaz.  Denimo, da par su,sv ni razcepljiv, potem obstaja nevarna
mnozica X, ki vsebuje u,v. Opazimo, da po razcepljanju poljubnega para
sx, sy, ki ni enak prvotnemu, kar pomeni x # v,y # w ali x # u,y # v, se
d(X) ne bo spremenila (v primeru, da povezava prispeva k d(X), bo tudi
nova povezava prispevala k d(X)). Tako bo X ostala nevarna in par su, sv

nerazcepljiv. Il

Korak 1. je izvedljiv v ¢asu O(n), kar je linearno.

Korak 2. lahko izvedemo tako, da za vsako povezavo najdemo najmanjso
utez, ki ustreza (5.1). Najdemo jo z binarnim iskanjem v domeni
[0, "max) - Preverjanje, ali ustreza (5.1) pa izvedemo z algoritmom
za najvecji pretok, ki ima ¢asovno zahtevnostjo O(nm log(n?/m))
(glej konec poglavja o grafih). Vsaka povezava, ki ima krajisce v
s, se pregleda le enkrat. Iz tega sledi ¢asovna zahtevnost O(n?

log(7max)(m + nlogn)).

Korak 3. lahko izvedemo s poskusanjem izvedbe uteZenega razcepljanja,
kjer za vsak par vozlis¢ u,v € V poiséemo najvecji «, tak, da
po zmanjsanju ¢(sv), ¢(su) in povecanju c(uv) za «, dobljeni graf
ustreza (5.1). To je mozno implementirati z binarnim iskanjem
za «a v domeni [0, min(c(su), ¢(sv))]. Po lemi 5.16 lahko vsak
par obravnavamo zgolj enkrat. Iz tega sledi ¢asovna zahtevnost
O(n®log(rmax) (m+mnlogn)), kar je po lastnostih O-notacije tudi

casovna zahtevnost celotnega algoritma.

Problem bi lahko resili tudi tako, da bi veckrat klicali algoritem za po-
vecanje povezavne povezanosti za ena. Naor, Gusfield in Martel [15] so po-

kazali, da s pravilno izbiro vozlis¢ v listih kaktusa vedno najdemo optimalno
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resirev. Vendar je algoritem veckratnega povecevanja bolj obcutljiv na ve-
likost povecanja k, saj je njegova ¢asovna zahtevnost ob uporabi algoritma
Haoa in Orlina za pretok enaka O(k? + mn?log(n?/m)). Frankov algoritem
je zato dosti boljsi za velike k, medtem ko je veckratno poklican algoritem
povecanja povezavne povezanosti za ena hitrejsi, kadar je k£ majhen, n pa

velik.

5.3 Dokaz Maderjevega izreka

Maderjev izrek obravnava razcepljanje, pri katerem se ohranja lokalna pove-
zavna povezanost. Tako e, f razcepljanje je legalno, ¢e G/ ohranja lokalno
povezavno povezanost, torej za vsak x,y € V velja Age.s(z,y) > Ag(z,y) in
funkcija zahteve je enaka lokalni povezavni povezanosti r(X) = d(X). Za
celotno podpoglavje velja, da G = (V U {s}, E) nima prereznih povezav s
krajis¢em v s. Mnozico sosedov vozlis¢a s bomo krajse pisali S in za raz-
cepljanje {su, sv}, kjer sta {u,v} C V soseda vozliséa s, bomo krajse pisali
{u,v} razcepljanje ali u, v razcepljanje.

Pri dokazu izreka bomo potrebovali naslednje trditve in izreka. Vecina

dokazov je enostavnih, najdemo jih v [11].

Trditev 5.17. Za poljubni podmnozici vozlis¢ X, Y C V wvelja vsaj ena od

naslednjih neenakosti:

2
=
+
2
=
Vv
w

(XNY)+s(XUY)+2d(X,Y), (5.12)
(X —=Y)+s(Y - X)+2d(X,Y). (5.13)

2
>
_|_
=
=
N
V)

Trditev 5.18. z,y € S sta razceplyivi, ce in samo ce ne obstaja nevarna

mnozica X taka, da x,y € X.

Trditev 5.19. Naj bo T tesna mnoZica. Par vozlis¢ {u,v} je razcepljiv v G,
cée je pripadajoci par {u',v'} razcepljiv v G' = G/T.

Trditev 5.20. Ce je vsaka tesna mnoZica sestavljena iz enega elementa,

potem A(z,y) = min{d(z),d(y)} velja za vsak z,y.



DIPLOMSKA NALOGA 47

Izrek 5.21. Naj bo G = (VU{s}, E) povezan graf z d(s) # 3. Potem obstaja

razcepljiv par povezav e, f.

Izrek 5.22. Naj bo G = (VU{s}, E) graf in d(s) sodo stevilo. Potem obstaja
particija mnoZice povezav s krajiséem v s na d(s)/2 disjunktnih razcepljivih

parov.

Trditev 5.23. Ce sta e, f razcepljivi v G, za katerega velja, da nima prere-

znih povezav s krajiséem v s, potem ta lastnost velja tudi za G¢/.
Trditev 5.24. Izreka 5.21 in 5.22 sta ekvivalentna.

Dokaz. Maderjevega izreka o razcpljanju.
Naj bo G(V U{s}, E) protiprimer z najmanjsim stevilom vozlis¢, za katerega
je d(s) sodo. Po trditvi 5.23 je zadosti, da pokazemo, da ne obstaja razcepni
par povezav. Ker je G minimalen, po trditvi 5.19 velja, da je vsaka tesna
mnozica sestavljena iz enega elementa, kot v trditvi 5.20. Naj bo t € S.
Potem velja d(t) = min{d(v)|v € S}. Ker je dokaz zapleten, ga bomo sedaj

razdelili v ve¢ krajsih trditev.

Trditev 5.25. R(X —t) > R(X) za vsako nenevarno mnozico X, ki vsebuje
t.

Dokaz. Naj bou e ((XNS)—1t)in naj bo par vozlis¢ (v, z) taksen, da
veljiav € X, 2 € V— X, Mv,2) = R(X). Cev # t, potem R(X —t) >
Av,z) = R(X). Drugace veljajo pogoji za trditev 5.20, od koder dobimo
R(X) = At,z) = min{d(t),d(2)} < min{d(u),d(z)} = Mu,z) < R(X — 1),

kot zahtevano. g
Trditev 5.26. Za nevarno mnozico X velja d(s, X) < d(s,V — X).

Dokaz. R(V—-X)=R(X)>d(X)-1=d(V-X)—d(s,V—X)+d(s, X)—
1>RV—-X)—d(s,V—-X)+d(s,X)—1od tod d(s,V — X) > d(s, X) — 1,
saj velja d(s,V — X) # d(s, X), drugace bi bil d(s) lih. O

Noben par u, t za u € S ni razcepljiv, tako je vsako vozlisce iz S v nevarni

mnozici, ki vsebuje t. Naj £ oznacuje minimalno druzino nevarnih mnozic,

ki vsebujejo t. Tedaj S C |J X.
XeL
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Trditev 5.27. Minimalna druzina nevarnih mnoZic L vsebuje vsaj 3 nevarne

mnozice.

Dokaz.  Recimo, da je |L£| = 2, torej L = {X,Y}. Dvakrat bomo
uporabili dejstvo, da je ¢ v XY in ni v komplementu. Po trditvi 5.26 velja
d(s,X) <d(s,V —X) <d(s,Y) <d(s,V =Y) <d(s, X), kar je protislovje.
]

Fiksirajmo { X1, Xo, X3} = F C L. Vsak X; vsebuje vozlisée x;, ki ni

vsebovano v nobeni drugi mnozici £ (in F) zaradi minimalnosti L.
Trditev 5.28. Za vsaka dva X,Y € F wvelja (5.3).

Dokaz.  Recimo, da (5.3) ne velja. Potem velja (5.2). Mnozica L je
minimalna, zato X UY ni nevarna. Potem velja s(XUY') > 2. Zato 1 +1 >
s(X)+s(Y) > s(XNY)+s(YUX) > 0+2 in tako je mnozica X NY tesna,
kar pomeni, da vsebuje zgolj en element, po definiciji X NY = {t}. Potem
X-Y=X-t,Y—-X=Y —tins trditvijo 5.25 dobimo s(X) + s(Y") >
s(X —=Y)+s(Y — X)+2d(X,Y). Torej (5.3) drzi, kar je protislovje. O]

Trditev 5.29. Za vsaka dva XY € F je | X =Y| =Y —X| =1 1n

d(X,Y)=1.

Dokaz. 1z trditve 5.28 izhaja 1 +1 > s(X) +s(Y) > s(X —=Y) +s(Y —
X)4+2d(X,Y) > 0+0+2. Sledi d(X,Y) = 1 in mnozici X —Y, Y — X sta
tesni, torej vsebujeta en element. 0

Sedaj lahko zakljucimo dokaz Maderjevega izreka. Naj bo M = X; N
XoN X3. Po zadnji trditvi velja X; = M + z; in tak M je presek vsakih dveh
mnozic v F. Iz d(X;, X;) = 1 sledi d(M) = 1, torej edina povezava izven
komponente M je st, ki je v tem primeru prerezna povezava s krajis¢em v s,

kar je protislovje. 0
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