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Povzetek

Doktorska disertacija Prilagodljivost v optimizacijskih problemih raziskuje optimi-
zacijske probleme, v katerih je potrebno poiskati vec¢ razlicnih resitev, ki so si med
seboj na nek nacin podobne. Taksnim problemom pravimo tudi prilagodljivostni
problemi in njihovim resitvam prilagodljive resitve.

Razliéni optimizacijski problemi se pogosto pojavljajo v praksi, zato je njihovo
proucevanje zelo pomembno tako s prakticnega stalisca kakor tudi za razvoj znano-
sti. V praksi se rado primeri, da je v vhodnih podatkih optimizacijskih problemov
prisotna nedolocenost. Podatek je nedolocen, ¢e ne moremo povedati, kaksna je
njegova natancéna vrednost. V literaturi se pojavlja ve¢ pristopov za obvladovanje
nedolocenosti podatkov, kot sta npr. robustnost in stohasticnost. Izkaze se, da
je prilagodljivost med drugim uporabna tudi kot nac¢in obvladovanja nedolo¢enosti
vhodnih podatkov v optimizacijskih problemih.

Eden izmed nac¢inov modeliranja nedolocenosti podatkov je modeliranje s sce-
nariji. Scenarij v sploSnem pravzaprav predstavlja nalogo nekega optimizacijskega
problema, medtem ko je naloga prilagodljivostnega optimizacijskega problema na-
bor scenarijev. Med scenariji pogosto ne dovolimo poljubnega razlikovanja, v ta
namen lahko uporabimo metodo perturbiranja scenarijev.

Prilagodljivostnih optimizacijskih problemov se lotimo predvsem z vidika teorije
racunske zahtevnosti in analize algoritmov. Pri tem uporabljamo pojme, kot so
Karpove in Turingove prevedbe, razredi zahtevnosti odlocitvenih in optimizacijskih
problemov, hevristi¢ni in aproksimacijski algoritmi itd. Poleg tega pri definiciji
in resevanju problemov najve¢ uporabljamo pojme iz teorije grafov, Se posebej s
podrocja problemov pretokov v omrezju in iskanja ujemanj v grafu.

Prilagodljivost je zelo splosen pojem, ki se na takSen ali drugacen nacin ze poja-
vlja v nekaterih optimizacijskih problemih, kot so npr. problemi s podroc¢ja realno-
casovnih sistemov, online (sprotnih) algoritmov, dinamicnosti podatkov, mobilnosti
ponudnikov v problemih razmescanja itd. Prilagodljivost in z njo povezane pojme
zato najprej natancno definiramo, nato pa opisemo nacin, kako lahko prilagodljivost
vpeljemo v Ze znane optimizacijske probleme.

Nalogo prilagodljivostnega optimizacijskega problema sestavlja graf G = (V, E)
prehodov scenarijev, pri cemer vsakemu vozliscu ¢ € V' pripada scenarij s;, ki opisuje
nek nabor vhodnih podatkov. Za vsak scenarij s; je potrebno poiskati partikularno
resitev S;, tako da je njena kakovost z;(.S;) optimalna, ali v primeru N'P-tezkih pro-
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blemov priblizna. Poleg tega je podan Se nacin izracuna partikularne prilagodljivosts
fij(Si,S;) zavse (i, j) € E, ki predstavlja medsebojno podobnost dveh resitev. Kri-
terijska funkcija problema je sestavljena iz partikularnih prilagodljivosti, npr. kot
max; j)er fij- V problemih prilagajanja gre navadno za minimizacijo. Na ta nacin
pravzaprav definiramo ve¢ podobnih si vrst prilagodljivosti.

Glavni del disertacije je posvecen problemom prilagodljivih atributov. V teh
problemih se osredotoc¢imo na optimizacijo celotne prilagodljivosti in na enostavno
predstavitev scenarijev, ki jih opiSemo z mnozico atributov. Definiramo ve¢ razlicic
teh problemov, za katere obdelamo zahtevnost reSevanja, t.j. dokazemo N P-tezkost,
ter opisemo njihovo absolutno in relativno aproksimabilnost. Poleg tega obdelamo
vecC razlicic teh problemov, v katerih se v vsaki osredotoc¢imo na neko vrsto nalog.
Tako se lotimo problemov prilagodljivih atributov na drevesu, splosnem grafu, verigi
in dvostopenjskem grafu. Za vse nastete predstavimo algoritme za njihovo optimalno
ali priblizno resevanje.

Lotimo se tudi vpeljave prilagodljivosti v nekatere ze znane optimizacijske pro-
bleme, kot sta npr. razmescanje centrov in najmanjse vpeto drevo. Za prilagod-
ljive razlicice teh problemov pokazemo N P-tezkost. Poleg tega za vsakega od njih
opisemo tudi algoritme za optimalno ali hevristicno resevanje.

V zadnjem poglavju nastejemo avtorjeve izvirne prispevke k znanosti in pred-
stavimo nekatera odprta vprasanja ter predloge za nadaljevanje dela.

Kljucne besede: optimizacijski problem, prilagodljivost, nedolo¢enost, scenarij, teo-
rija racunske zahtevnosti, hevristi¢ni in aproksimacijski algoritem.



Abstract

The thesis Flexibility in optimization problems examines optimization problems in
which one must find several different solutions which exhibit a certain degree of mu-
tual resemblance. Such problems are called flexibility problems while their solutions
are said to be flexible.

There is a multitude of optimization problems in practice. Therefore, their close
examination is very important both from practical point of view as well as for
scientific progress. However, uncertainty of input data is often present in practical
optimization problems. A datum is uncertain if its exact value is not known. There
are several approaches to dealing with uncertainty of input data. In addition to
robustness and stochastics, it turns out that the flexibility is also a possible approach
to dealing with uncertainty of input data in optimization problems.

The uncertainty of data can be modeled with scenarios. In general, a scenario
represents an instance of an optimization problem while an instance of a flexibility
optimization problem is represented by a set of scenarios. Discrepancies among the
scenarios are often bounded. For this purpose, a method of perturbating scenarios
can be applied.

We tackle various flexibility optimization problems mainly from the point of
view of computational complexity theory and algorithm analysis. Hence, notions
such as Karp and Turing reducibility, complexity classes of decision or optimiza-
tion problems, heuristic and approximation algorithms are often used. For defining
and solving problems we mainly use notions from graph theory and special problem
areas, such as network flows and matching problems. Flexibility is a very general
idea and is, therefore, in one way or another already present in some optimization
problems, for example in real-time systems, online algorithms, dynamic data, mo-
bility of facilities in location problems etc. For this reason, we formally define the
notion of flexibility and other related notions, and subsequently describe a general
method of introducing the flexibility into optimization problems.

An instance of a flexibility optimization problem consists of a graph G = (V, E)
of scenario transitions where to each i € V a scenario s; is assigned, describing
some set of input data. For each scenario s; the particular solution S; is found
in such a way that its quality z;(S;) is either optimal or approximate in case of
an N'P-hard problem. Furthermore, a way of calculating the particular flexibility
fij(S;,8;) for all (i,j) € E is assumed to be given. The objective function of the
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problem is composed of these particular flexibilities, such as max(; j)eg fi;. The goal
of flexibility problems is usually minimization. Other kinds of flexibility problems
are similarly defined.

The main part of the thesis is focused on various flexible-attribute problems.
Here we study the optimization of complete flexibility and concentrate on simple de-
scription of scenarios via sets of attributes. We define several versions of the problem.
We examine their computational complexity in terms of time consumption, we prove
their N'P-hardness, and find positive and negative results about their absolute and
relative approximability. Due to their intractability, we treat various simplified ver-
sions of the problems. In particular, we analyze flexible-attribute problems on trees,
general graphs, chains, and two-stage graphs. For all these problems we design and
analyze algorithms for constructing optimal or approximate solutions.

Next, we discuss introducing the flexibility in some familiar optimization pro-
blems such as locating centers and the minimum spanning tree. For all flexibility
versions of these problems we prove N'P-hardness. Furthermore, for all these pro-
blems we design either exact or heuristic algorithms.

The final chapter contains original contributions to the science, open questions,
and ideas for further research in the field.

Keywords: optimization problem, flexibility, uncertainty, scenario, computational
complexity theory, heuristic and approximation algorithm.
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Poglavje 1
Uvod

Vsi ljudje po naravi stremijo k védenju.
— Aristotel

Vuvodnem poglavju najprej na kratko izpostavimo nekaj pomembnejsih razlogov za
proucevangje optimizacijskih problemov. V praksi se rado primeri, da je v vhodnih
podatkih optimizacijskih problemov prisotna nedolocenost. Zato se z nedolocenostjo
seznanimo in nastejemo nekaj pristopov za njeno obvladovanje, med katerimi ome-
nimo tudi prilagodljivostni pristop, ki sestavlja bistveni del disertacije. Zatem pred-
stavimo poglavitne cilje in namen dela. Na koncu poglavja bralca popeljemo Se skozi
vsebinsko predstavitev disertacije.

1.1 Pomembnost optimizacijskih problemov

Raznovrstni optimizacijski problemi se pojavljajo pri modeliranju prakti¢nih proble-
mov v mnogih gospodarskih panogah, kot so npr. ekonomija, transport in distribu-
cija, skladiscenje, regijsko in mestno nacrtovanje, gradbenistvo, arhitektura, geogra-
fija, industrijsko inzenirstvo, strojnistvo, elektronika, racunalnistvo in informatika,
fizika, kemija, biologija itd. Gre za aplikacije, kot so maksimizacija dobicka, minimi-
zacija casa transporta ali skladiScenja, razmescanje policijskih patrulj, ambulant, ga-
silskih postaj, razlicnih komponent strojev, distribucijskih mest, banénih podruznic,
motelov, nacrtovanje, sestavljanje in testiranje elektronskih vezij, razvrscanje opra-
vil, letov letal in osebja, kodiranje, dekodiranje, stiskanje in razne druge obdelave
podatkov itd. [CCO3, Das9s, [DHOZ, [ES04), [GNI6, MEIR, [ReVI7, [REQS, Ski9s].
Temelja ucinkovitega resevanja optimizacijskih problemov sta hitrost, t.j. cas,
potreben za iskanje resitve, in kakovost, t.j. cena najdene resitve. Oba kriterija,
hitrost in kakovost, sta zelo pomembna. Hitrost je pomembna, ker za iskanje resitve
nimamo na voljo neomejeno casa, kakovost zato, ker so drage resitve pogosto ne-
uporabne. Kakovostna resitev lahko pripelje do ucinkovitejsega izkoriscanja narav-
nih virov in zmogljivosti, za katere je iz ekonomije dobro znano, da jih ni na voljo v
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neomejenih kolicinah ter da zaradi njih lahko pride celo do razseznejsih mednarodnih
Sporov.

Oba kriterija sta v praksi pogosto obratno sorazmerna, zato obojestranska zado-
voljitev obeh ni vedno izvedljiva. Dobro poznavanje matemati¢nih modelov, metod
in postopkov s podroc¢ja optimizacijskih problemov torej vodi do njihovega hitrejsega
in kakovostnejsega reSevanja, boljSega izkoris¢anja naravnih virov in zmogljivosti,
ucinkovitejse obdelave materialov in pridelave dobrin ter nenazadnje morda tudi do
zgladitve medsebojnih konfliktov.

Probleme, ki jih je mozno hitro in hkrati kakovostno resevati, kar pomeni, da
je optimalno resitev problema mogoce poiskati v polinomskem ¢asu, razvrstimo v
razred Pli. Zal pa se veliko praktiénih problemov veckrat upira hitremu in hkrati
kakovostnemu resevanju. Izkaze se, da vec¢ina ucinkovitemu reSevanju upirajocih
se problemov sodi v razred N'P-tezkih optimizacijskih problemov. Ti problemi so
“tezki” v nasprotju z “lahkimi” problemi iz razreda P.

Do danes je znanih 7e na tisoce N'P-tezkih optimizacijskih problemov [ACGT99,
[GTT9]. Za prvega izmed njih, problem izpolnljivostiﬁ Boolovih izrazov, je NP-
tezkost dokazal Stephen Cook [CooT1l]. S pomocjo tega problema je Richard Karp
uporabil postopek prevedb in nadalje dokazal NP-tezkost Se nekaterih drugih optimi-
zacijskih problemov [Kar72]. S tem se je zacel razmah teorije racunske zahtevnostil
problemov in algoritmov. Sem sodi tudi ena izmed najpomembnejsih Se neresenih
“ugank”E teoreticnega racunalnistva, t.j. vprasanje enakosti oz. razlicnosti razredov
P in N'P. Kljub izmikanju odgovora vecina danasnjih raziskovalcev verjame, da

P £NP.

1.2 Obvladovanje nedolocenosti in prilagodljivost

Vhodni podatki vec¢ine problemov, obdelovanih v znanstveni literaturi, so popol-
noma dolocens; npr. vhodni podatki so deterministicni, ne vsebujejo verjetnosti, so
zanesljivi in natancno opisujejo prakticno situacijo, se ne spreminjajo s casom oz. je
njihova ¢asovna odvisnost popolnoma dolo¢ena itd. Vendar v praksi temu ni vedno
tako. Zaradi razlicnih razlogov se veckrat pojavi nedolocenost, neto¢nost, negoto-
vost, nezanesljivost ali kaksna druga nejasnost podatkov. V nadaljevanju bomo za
vse te oblike nejasnosti podatkov uporabljali pojem njihove nedolocenosti.

Seveda vhodni podatki, ki nastopajo v problemih, nikoli niso popolnoma ne-
dolo¢eni, ampak imamo o njih vedno vsaj neko delno informacijo. (O popolnoma
nedolo¢enih podatkih ne bi vedeli nicesar, kar je enako, kot da ne bi obstajali.) Ko
bomo v prihodnje govorili o nedolocenih podatkih, bomo s tem pravzaprav vedno

LOpis pojmov P, NP, N'P-polnost, N'P-tezkost itd. sledi v nadaljevanju.

2angl. satisfiabiliy problem.

3angl. computational complexity theory.

4Za pravilno razresitev vprasanja je Clayev matematiéni institut leta 2000 razpisal bogato
nagrado milijon dolarjev. (http://www.claymath.org)
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imeli v mislih njihovo delno nedolocenost oz. dolocenost.

Pojavljanje nedoloc¢enosti podatkov v prakti¢nih problemih je poglavitni razlog,
da njihovo raziskovanje v zadnjem c¢asu precej pridobiva na pomembnosti in po-
zornosti. Nedolo¢enost podatkov v problemih obvladujemo z razlicnimi pristopi,
kot so npr. robustna optimizacija, stohasti¢na optimizacija, sprotno resevanje itd.
IBEY98, [Cib02, KY97].

Eden izmed nacinov obvladovanja nedoloc¢enosti je tudi iskanje resitev s sposob-
nostjo prilagajanja, t.j. reSitev, ki se lahko spreminjajo in se na ta nacin lahko
prilagodijo razlicnim vrednostim vhodnih podatkov. Prilagodljivost je v optimiza-
cijskih problemih pravzaprav nov pojem, zato je najprej del disertacije posvecen
njenemu splosnemu opisu in definiciji, kasneje pa se je lotimo precej bolj podrobno.
Kljub neraziskanosti prilagodljivosti pa se na nekaterih podroc¢jih in v nekaterih
problemih na taksen ali drugacen nacin ze pojavlja [ABE0S, [EBS05, [Hen99, [HOH],
[LLHOS, Lin05, LMV05, MG05].

V nadaljevanju se bomo vec¢inoma ukvarjali s prilagodljivostjo v optimizacij-
skih problemih. Izkaze se, da prilagodljivost ni uporabna samo za obvladovanje
nedolocenosti vhodnih podatkov, ampak tudi kot taka, t.j. za modeliranje nekaterih
problemov, ki ne vsebujejo nedoloc¢enosti.

1.3 Cilji in namen dela

Glavni namen dela je obdelati podrocje prilagodljivosti v optimizacijskih problemih.
Podrocje je zelo obsirno, saj lahko iz skorajda vsakega znanega optimizacijskega
problema izpeljemo njegovo prilagodljivostno razli¢ico. Poleg glavnega cilja smo si
zato zadali Se nekaj podciljev.

Prilagodljivost v optimizacijskih problemih je nov pojem, ki je v literaturi dokaj
slabo obdelan, zato se zdi smiselno obravnavo prilagodljivosti priceti in zaobjeti s ¢im
SirSega in ¢imbolj splosnega vidika ter pri tem paziti na usklajenost novih pojmov
z ze uveljavljenimi. Potrebno je natanéno povedati, kako prilagodljivost vpeljemo v
Ze znane optimizacijske probleme in kaksne so mozne razlic¢ice te vpeljave.

Eden izmed smotrov prilagodljivosti je obvladovanje nedolo¢enosti vhodnih po-
datkov, zato bomo namenili pozornost tudi tej. Obdelali bomo razlicne moznosti
pojavljanja nedolocenosti, kakor tudi nac¢ine modeliranja nedolocenih podatkov. Nas
cilj je tudi razjasniti vrste nedoloc¢enosti podatkov, za katere je prilagodljivostni pri-
stop uporaben in za katere ni.

Poleg splosnega nacina vpeljave prilagodljivosti v poljuben optimizacijski pro-
blem nas seveda posebej zanima Se kak konkreten primer vpeljave. Ker je takih
primerov zelo veliko, bomo najprej skusali poiskati tak prilagodljivostni problem,
ki bo dovolj enostaven za teoreticno obdelavo in nam bo poleg tega sluzil tudi kot
nekaksen “tipicen” predstavnik prilagodljivostnih problemov.

S proucevanjem tega predstavnika zelimo pridobiti (neposredno in posredno)
¢imvec informacij o ostalih prilagodljivostnih problemih. Ker pa samo proucevanje



POGLAVJE 1. UVOD

tipi¢nega predstavnika seveda ni dovolj, bomo prilagodljivost vpeljali v nekaj ze
znanih optimizacijskih problemov in jih podrobneje proucili.

Poudarek bo na teoreticnem proucevanju problemov, predvsem z vidika teo-
rije racunske zahtevnosti, analize in snovanja algoritmov. Pri tem bomo poskusali
obdelane algoritme opisati na nacin, ki bo omogocal kar najlazjo implementacijo.
Pri razvoju algoritmov bomo najve¢ uporabljali naslednja dva pristopa: izpeljava
novega algoritma iz kakega ze obstojeCega algoritma (prilagoditev ali posplositev
znanih postopkov) in razvoj popolnoma novih algoritmov (po kaksni od Ze znanih
metod snovanja algoritmov).

1.4 Predstavitev vsebine

Bistveni del vsebine te disertacije sestavlja proucevanje, vkljucevanje in vpeljava pri-
lagodljivosti v optimizacijske probleme. Izrazje, pojme in metodologijo bomo ¢rpali
predvsem iz podrocij, kot so: diskretne strukture, teorija mnozic, teorija grafov,
analiza algoritmov, teorija izracunljivosti in zahtevnosti, kombinatori¢na optimiza-
cija itd. Omenjena podrocja so v vecji meri pokrita tudi v naslednjih preglednih
delih [ACGT99, [AHUT4, [CLRSOT, [GI79, [GKPRY, [Hocds, HMUOT, [KT06, Knudd,

Disertacijo sestavljajo stiri vec¢ja poglavja: optimizacijski problemi, prilagodlji-
vost, problemi prilagodljivih atributov in prilagodljivostni optimizacijski problemi.
Prvo od nastetih poglavij je pregledno in je namenjeno seznanitvi (ali osvezitvi) z
osnovnimi pojmi s podro¢ja optimizacijskih problemov, samemu modeliranju opti-
mizacijskih problemov ter njihovemu resevanju. V zadnjem razdelku tega poglavja
predstavimo in obdelamo Se prisotnost nedoloc¢enosti vhodnih podatkov v optimi-
zacijskih problemih. Bralec, ki mu omenjena podroc¢ja niso tuja, lahko to poglavje
mirne vesti preskoci. Vseeno pa bi morda opozorili vsaj na zadnji razdelek poglavija,
ki obravnava nedolocenost, ker je raziskovanje le-te v literaturi dokaj slabo zasto-
pano. Ce bi bralec pri obravnavi nadaljnjih poglavij morda le naletel na kaksno
nejasnost, naj dodatno razlago poisce v tem poglavju ali v kateri od zgoraj nastetih
knjig.

Poglavje o prilagodljivosti je zelo splosno in je namenjeno spoznavanju osnov-
nih pojmov s podroc¢ja prilagodljivosti. V poglavju opiSemo sploSen nacin vpeljave
prilagodljivosti v ze obstojece optimizacijske probleme, poleg tega pa tudi vse nove
pojme, ki jih pri tem potrebujemo. Na koncu poglavja predstavimo Se razlicne
vrste prilagodljivosti, ki jih razclenimo predvsem glede na kriterijske funkcije in
tipicne vhodne podatke, ki se lahko pojavijo v problemu. Celotno poglavje je zelo
pomembno za dobro in pregledno razumevanje prilagodljivosti.

V poglavju o problemih prilagodljivih atributov se lotimo tipi¢nega predstavnika
problemov prilagajanja; gre pravzaprav za ve¢ razlicic podobnih si problemov. V
vseh razlicicah se osredotocimo izkljuéno na optimizacijo cene spremembe resitve pri
prehodu iz ene situacije v drugo ter poleg tega skusamo poiskati kar se da splosen in
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enostaven opis za modeliranje situacij. Glede na mozne razlicne kriterije definiramo
posamezne probleme, nato obdelamo njihovo zahtevnost resevanja, kakor tudi algo-
ritme za njihovo resevanje. V nadaljnjih razdelkih se lotimo razlicnih poenostavitev
ali pristopov k resevanju osnovnih problemov prilagajanja atributov in jih prav tako
podrobno obdelamo. Na koncu sledi Se del, v katerem prikazemo nekaj potencialnih
aplikacij problemov prilagodljivih atributov.

V poglavju o prilagodljivostnih optimizacijskih problemih v vsakem od razdelkov
vpeljemo prilagodljivost v nek Ze znan optimizacijski problem. Za vsak prilagodlji-
vostni optimizacijski problem se najprej lotimo zahtevnosti resevanja. Pri tem po-
gosto uporabljamo rezultate iz predhodnega poglavja. Obdelamo razlicne probleme
s podrocja teorije grafov in razmescanja ponudnikov.

Na koncu sledi zakljucek disertacije, v katerem nastejemo poglavitne prispevke
k znanosti, kakor tudi odprta vprasanja za nadaljnje raziskovalno delo.
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Poglavje 2

Optimizacijski problemi

Nic¢ ni bolj objektivnega od aritmetic¢nih zakonov.
— Gottlob Frege.

P redstavitev pomembnejsih poymov s podrocja optimizacijskih problemov je pred-
met tega poglavja. V prvem razdelku opisemo razlicne nacine nastopanja podatkov v
optimizacijskih problemih. Poleg tega opisemo Se osnovne pojme s podrocja teorije
grafov. Zatem v drugem razdelku formalno definiramo optimizacijski problem, pred-
stavimo analizo zahtevnosti algoritmov in problemov, opisemo Karpove in Turingove
prevedbe ter vpeljemo pomembnejse razrede zahtevnosti problemov. V tretjem raz-
delku opisemo moznosti, ki se porajajo, kadar se lotimo teoreticne obdelave nekega
optimizacijskega problema. Poudarek razdelka je predvsem na pribliznem resevanju
problemov, zato definiramo tudi pojem aproksimacijskega algoritma.

V' zadnjem razdelku se lotimo obdelave nedoloc¢enosti vhodnih podatkov v optimi-
zacijskih problemih. Nedolocenost poskusamo kar se da natancéno opisati in pojasniti
vzroke za mjeno prisotnost. Zatem se lotimo modeliranja nedolocenosti s scenariji
i nazadnje opiSemo Se obvladovanje nedolocenosti z robustno in stohasticno opti-
mizacijo. 'V disertaciji pogosto uporabljamo pojme in metode s podrocja problemov
pretokov v omreZju. Zato v zadnjem razdelku poglavia opisemo dva razlicna problema
iskanja pretoka v omrezZju. Poleg tega pa opisemo Se nekatere probleme iskanja uje-
manj v grafu.

2.1 Predstavitev in opis podatkov

Poljuben optimizacijski problem opisemo tako, da podamo nalogo, vrsto dopustnih
resitev, kriterijsko funkcijo in cilj optimizacije. Nalogo sestavljajo podatki, ki jih
predstavimo z nekim opisnim jezikom; najveckrat gre pri tem za kombinacijo ma-
tematicnih simbolov in naravnega jezika. V podrobnosti se na tem mestu ne bomo
spuscali, vseeno pa bomo predstavili nekatere nacine opisovanja podatkov v optimi-
zacijskih problemih. Le ti so pomembni za poglobljeno razumevanje nedoloc¢enosti.

7
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2.1.1 Kwvantitativnost in kvalitativnost

Zanimiva in veckrat samoumevna je razc¢lemba na kvantitativni in kvalitationt nac¢in
opisa podatkov.

Kvantitativni podatki. Gre za podatke, ki so opisani na numeri¢en nacin, t.j.
vsebina podatka je neka Stevilska vrednost. Vcasih natancéna stevilska vre-
dnost podatka ni znana. V takem primeru lahko poznamo npr. zalogo vre-
dnosti podatka, t.j. nabor vrednosti, ki jih podatek lahko zavzame. Primeri
kvantitativnih podatkov so: cena vozlisca, dolzina povezave, povprasevanje
porabnika itd. Zaloge vrednosti kvantitativnih podatkov pa so lahko npr. na-
ravna Stevila N ali realna stevila R itd.

Kvalitativni podatki. Ti so nekaksno nasprotje kvantitativno opisanih podatkov.
Kvalitativni podatki so torej nenumeri¢ni, njihova vsebina navadno predstavlja
neko notranjo strukturo oz. sestavo, odnose ali povezave med posameznimi
sestavinami in podobno. Kvalitativno opisani podatki so lahko nesestavljens,
kot so npr. vozlisca grafa, posli stroja, ponudniki in porabniki storitve itd.,
ali sestavljeni iz enostavnejsih podatkov, kot so npr. urejeni pari, mnozice,
permutacije, grafi.

Seveda se v praksi pogosto pojavijo podatki, ki ne sodijo strogo v eno izmed obeh
skupin, ampak imajo lahko lastnosti obeh skupin. Npr. stevila, ki sodijo med kvan-
titativne podatke, so lahko sestavina kvalitativno opisanih podatkov. Kot primer
navedimo tocko v ravnini, ki je predstavljena z urejenim parom dveh stevil, katerih
zaloga vrednosti je R. (Kvalitativni podatek vsebuje dva kvantitativna podatka.)

Razlikovanje med opisanima vrstama podatkov bo v nadaljevanju pomembno za
modeliranje nedolocenosti oz. natancneje, za nacin medsebojnega razlikovanja situ-
acij, kjer vsaka od njih predstavlja neko realizacijo podatkov. Taksnim situacijam
bomo v prihodnje rekli tudi scenariji in razlikam med njimi perturbacije.

2.1.2 Diskretnost in zveznost

Diskretnost ali zveznost podatka nam pove, na koliko razlicnih nac¢inov se lahko nek
podatek pojavi v problemu. Najprej se osredotoc¢imo le na kvantitativno opisane
podatke.

Diskretnost podatkov. Gre za stevilske podatke, katerih zaloga vrednosti je dis-
kretna mnozica, t.j. mnozica, za katero obstaja bijektivna preslikava z mnozico
naravnih Stevil. Diskretni podatek lahko zavzame najve¢ stevno mnogo razli-
¢nih vrednosti.

Zveznost podatkov. Gre za podatke, katerih zaloga vrednosti je zvezna mnozica,
t.j mnozica za katero obstaja bijektivna preslikava z mnozico realnih Stevil.
Zvezni podatek lahko zavzame nestevno mnogo razli¢nih vrednosti.
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Kvantitativne podatke torej enostavno razvrstimo v eno izmed obeh skupin.
V katero skupino pa sodijo kvalitativni podatki? Ti pravzaprav sodijo v skupino
diskretnih podatkov. Npr. obstaja stevno mnogo polnih dvodelnih grafov z 2n
vsi strogo v eni od skupin. V takem primeru pa pravimo, da je podatek diskreten,
¢e so vsi njegovi sestavni deli diskretni; ce je le en sestavni del podatka zvezen,
potem pravimo, da je podatek zvezen. Npr. povezava grafa, katere dolzina je lahko
poljubno realno stevilo, je zvezen podatek.

Diskretnost ali zveznost podatkov, ki nastopajo v optimizacijskem problemu, je
pogosto pomembna za izbiro metode oz. nac¢ina reSevanja problema. Npr. tako ime-
novani zvezni problemi — ki vsebujejo zvezno opisane podatke — se veckrat resujejo
z metodami racunske geometrijeﬁ, lokalne optimizacije, simuliranega ohlajanja, ma-
tematicnega programiranja, nekonveksne optimizacije itd. Po drugi strani pa za
reSevanje diskretnih problemov — ki vsebujejo samo diskretno opisane podatke —
veckrat uporabljamo metode, ki so osnovane na poglobljenem razumevanju strukture
in odnosov med podatki. V nadaljevanju se bomo ukvarjali predvsem z diskretno
opisanimi podatki.

2.1.3 Stalnost in spremenljivost

Delitev na skupini stalnih ali staticnih podatkov in spremenljivih ali dinamicnih
podatkov izhaja iz casovne odvisnosti podatkov. Opisimo obe skupini.

Stalni ali staticni podatki so podatki, ki se ne spreminjajo s ¢asom. Pravimo,
da so stati¢ni podatki ¢asovno neodvisni; njihova vrednost je torej stalna in ne-
spremenljiva. Pogosto definicijo razsirimo tudi na problem in pravimo, da gre
za staticni problem, ¢e so vsi vhodni podatki problema stati¢ni. Najpogosteje
se staticnosti problema ne poudarja posebej.

Spremenljivi ali dinamic¢ni podatki so podatki, ki se spreminjajo s ¢asom. Pra-
vimo tudi, da so dinami¢ni podatki odvisni od ¢asa. Za problem pri katerem
je vsaj en vhodni parameter odvisen od casa, pravimo, da je dinamicni pro-
blem. Kadar raziskovalci obravnavajo dinamicne probleme, to, v nasprotju s
staticnimi problemi, posebej poudarijo.

Iz nekega staticnega optimizacijskega problema lahko izpeljemo njegovo dina-
micno razli¢ico preprosto tako, da v enega izmed vhodnih parametrov problema
vpeljemo ¢asovno odvisnost. Slednji so zaradi vsebovane ¢asovne odvisnosti veckrat
precej zahtevnejsi za obravnavo. Vecina v literaturi obravnavanih problemov sodi v
skupino staticnih problemov.

Langl. computational geometry
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2.1.4 Doloc¢enost in nedolo¢enost

Opisimo Se zadnjo razdelitev na dolocene in nedolocene podatke. Nedoloc¢enosti
podatkov bomo pozornost namenili v zadnjem razdelku tega poglavja, na tem mestu
si oglejmo le kratek opis razdelitve.

Dolocenost podatkov. Gre za podatke, katerih vrednost je tocno dolocena. Tak-
Sna vrednost je popolnoma gotova, zanesljiva in se ne spreminja s ¢asom.

Nedolocenost podatkov. Podatek, ki ni dolocen, je nedolocen. Gre za podatek,
ki je podan npr. z neko verjetnostno porazdelitvijo ali z naborom vrednosti, ki
jih lahko zavzame. V dinamicnih problemih je ¢as navadno nedoloc¢en podatek,
zato so dinamicni podatki pravzaprav tudi nedoloc¢eni.

Vecina v literaturi obravnavanih problemov se ukvarja z optimizacijskimi pro-
blemi, v katerih nastopajo doloceni podatki. Razlog za to gre iskati v zahtevno-
sti obravnave nedoloc¢enosti. V nadaljevanju se bomo z nedoloc¢enostjo Se veckrat
srecali.

2.1.5 Grafi in omrezja.

V tem podrazdelku bomo na kratko predstavili pomembnejse matemati¢ne struk-
ture, predvsem grafe in omrezja ter z njima povezane pojme, ki jih pogosto upora-
bljamo v tem delu. Osnovno izrazje in pojme ¢rpamo predvsem iz [WW9T].

Neusmerjeni graf. Neusmerjeni graf G je urejen par (V, FE). Oznacimo ga z
G = (V, E), kjer je V mnozica vozlis¢ in £ C V x V mnozica dvosmernih pove-
zav. Dvosmerna povezava (u,v) € E je neurejen par dveh vozlis¢ u,v € V. V
nadaljevanju bomo veckrat uporabljali tudi oznaki n = |V| in m = |E|.

Digraf. Usmerjeni graf ali digraf je graf, v katerem so povezave usmerjene. Digraf
pogosto oznac¢imo z G = (V, A), kjer je V mnozica vozlis¢ in A C V' x V mnozica
usmerjenih povezav. Usmerjena povezava (u,v) € FE je urejen par dveh vozlisé
u,v € V| pri ¢emer je vozlisée u zacetek ali izvor povezave (u,v) in vozlisée v konec
ali ponor povezave (u,v). V nadaljevanju bomo, kadar pri tem ne bo prihajalo do
dvoumnosti, namesto usmerjeni ali neusmerjeni graf najveckrat rekli kar graf.

Predstavitev grafov. Graficno neusmerjene in usmerjene grafe prikazemo tako
kot na sliki EZl  Oba grafa na sliki B sta definirana kot G = (V, E), kjer je
V =1{1,2,3,4,5} in £ = {(1,2),(1,4),(1,5),(3,2),(4,2), (4,3),(5,4)}, pri cemer
gre v primeru a) za neusmerjeni graf in v primeru b) za digraf.

Graf lahko predstavimo tudi z matriko sosednosti, v kateri so vrstice in stolpci
oznaceni z vozlisci. V -ti vrstici in j-tem stolpcu matrike sosednosti nastopa 1, ce
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Slika 2.1: Neusmerjem graf a) in digraf b)

v G obstaja povezava (i,7) € E, sicer pa 0. Ce je graf enostaven, t.j. ne vsebuje
zank, potem so diagonalni elementi matrike sosednosti enaki 0. Matrika sosednosti
je simetri¢na za neusmerjene grafe. Na sliki sta prikazani matriki sosednosti za
grafa s slike 211

Slika 2.2: Matriki sosednosti

01011 01011

1 0110 00 00O

01 010 01000

11101 01 100

1 0010 0001O0
a) b)

Omrezje. Omrezje je graf G = (V, E), v katerem je vsaki povezavi e € F prirejena
utez w(e) € R. Veasih omrezju zato recemo tudi utezeni graf. Utez lahko predstavlja
npr. dolzino povezave ali ¢as potovanja med dvema vozlis¢ema. Glede na graf GG
razlikujemo usmerjena in neusmerjena omrezja. Matrika sosednosti za omrezje G v
vrstici 4 in stolpcu j vsebuje w((i, 7)), ¢e (i,j) € E, sicer pa 0.

Sprehod in pot. Sprehod v grafu je zaporedje povezav grafa (digrafa), tako da
je konéno vozlisce vsake povezave v sprehodu enako zacetnemu vozlis¢u naslednje
povezave. Za sprehod s = (ey,es,...,¢€,), kKjer ¢; € E, velja e; = (v;,v;41). Pot
je sprehod, kjer vsaka povezava nastopa najve¢ enkrat. Ce za sprehod velja, da
se koncno vozlisce zadnje povezave v sprehodu ujema z zacetnim vozliScem prve
povezave, potem takemu sprehodu pravimo cikel.

V omrezjih lahko izracunamo tudi dolZino sprehoda, ki je definirana kot vsota
dolzin povezav na tem sprehodu, t.j.

d(s) =) w(ey).

e; €8
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Veckrat nas za dve vozlis¢i u, v € V' zanima dolzina najkrajse poti med « in v, ki jo
ozna¢imo z d(u,v). Matrika dolzin najkrajsih poti je matrika, v kateri v i-ti vrstici
in j-tem stolpcu nastopa dolzina najkrajse poti med vozlis¢ema 7 in j.

Algoritmi za racunanje matrike dolzin najkrajsih poti v grafu so dobro znani

[Meh8&4l, [CLRSOTL Vil02]. Enostavno implementacijo omogoca t.i. mnozenje matrik
po postopku Floyd-Warshalla, ki je predstavljeno z algoritmom 1] spodaj.

Algoritem 2.1: Floyd-Warshallovo mnozenje matrik

Vhod: matrika sosednosti M za omrezje G = (V, E).
Izhod: matrika dolzin najkrajsih poti D za G.
1. D:=M;
2. fork:=1tondo
3 forv:=1ton do
4, for j :=1ton do
5 D;; = min(D;;, D, + Dy;);
6. return D:;

Stopnja vozlis¢a. Stevilo povezav, v katerih je eno od krajisc vozlisce i € V,
imenujemo stopnja vozlis¢a in jo ozna¢imo z (7). Za vozlisca digrafov posebej
definiramo wvhodno in izhodno stopnjo vozliséa, ki predstavlja stevilo povezav, ki
vstopajo oz. izstopajo iz vozlis¢a. Stopnja vozlis¢a digrafa je enaka sestevku vhodne
in izhodne stopnje. Izolirano vozliste ima stopnjo enako 0, stopnja neizoliranega
vozlisca pa je vsaj 1.

Sosescina vozlis¢a in induciran graf. Za graf G = (V, E) definiramo odprto
sosescino vozlisca u € V' kot

N(wu)={veV: (uv) € E}.

N (u) torej vsebuje vsa vozliséa v € V, ki so v G neposredno povezana z u. Vcasih v
sosescino N (u) dodamo e vozlisce u; v tem primeru taksni soseséini pravimo zaprta
s0ses¢ina in jo oznacimo z

Potrebovali bomo tudi pojem induciranega grafa. Za induciran graf H(U) =

(U, F) na grafu G = (V, E) velja, da U C V in F = {(u,v) € Elu,v € U}. Graf
H(U) je torej podgraf grafa G, kar oznacimo s H(U) C G.
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2.2 Modeliranje problemov

2.2.1 Definicija optimizacijskega problema

Osnovne definicije in pojme s podroc¢ja optimizacijskih problemov povzemamo po

[ACGT99, [Rob02]. Optimizacijski problem je vrsta racunskega problema. V praksi

se seveda najprej srecamo z nekim konkretnim primerom problema, kjer so namesto

splosnih parametrov dejanski podatki. Tak konkretni problem imenujemo naloga.
Optimizacijski problem P je ¢etverka P = (I,S,m, cilj), kjer je

e [ mnozica nalog problema P;
e S funkcija, ki vsaki nalogi « € I priredi mnozico S(z) dopustnih resitev;

e m kriterijska funkcija, ki vsaki dopustni resitvi y € S(x) priredi vrednost
m(z,y) € R;

e cilj € {min, max}, ki pove, ali gre za minimizacijski ali maksimizacijski opti-
mizacijski problem.

Naj bo x € I naloga problema P = (I, S, m,cilj). Optimalne resitve naloge = so
dopustne resitve y* € S(x), za katere je m(x,y*) = cilj{w|w = m(z,2) Nz € S(z)}.
Mnozico optimalnih resitev naloge x oznacimo z S*(x), njihovo optimalno vrednost
pa z m*(z) = m(x,y*).

Optimizacijski problem P = (I, S, m,cilj) se lahko pojavi v eni od treh oblik, ki
se razlikujejo po tem, kaj je potrebno izracunati:

e konstrukcijska oblika Py, zahteva, da za dano nalogo = izracunamo y*(z) in
vrednost m*(x);

e nekonstrukcijska oblika P, zahteva, da za dano nalogo x izracunamo m*(z);

e odlocitvena oblika P,y zahteva, da za dano nalogo x in konstanto K ugotovimo,

ali je optimalna vrednost “boljsa” od K, t.j. ali je m*(x) < K, ¢e cilj = min,
oz. m*(z) > K, ¢e cilj = max.

Pri odlocitveni obliki optimizacijskega problema je mnozica moznih resitev zelo
enostavna, S(x) = {DA, NE}, kar je razlog, da je bila ta oblika najprej vzeta pod
drobnogled. Ve¢ o odlocitvenih oblikah se nahaja v [GJ79, [HMUOT]. V nadaljevanju
se bomo najvec ukvarjali s konstrukcijskimi in odloc¢itvenimi oblikami optimizacij-
skih problemov. Slednje bomo uporabljali predvsem za dokazovanje N P-tezkosti
prvih.

Vse optimizacijske probleme, obravnavane v tem delu, bomo definirali na enak
nacin kot v [ACGT99]. Najprej bomo opisali nalogo, nato obliko dopustnih resitev,
kriterijsko funkcijo in Se cilj, ki je lahko minimizacija ali maksimizacija.
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2.2.2 Zahtevnost algoritmov
Racunski modeli

Teorija zahtevnosti algoritmov se ukvarja predvsem z analizo ¢asa in prostora, ki
ga nek algoritem potrebuje za izvedbo. Ker sta ¢as in prostor v praksi mocno
odvisna od strukturnih in tehnoloskih znacilnosti strojne opreme, nas obic¢ajno ne
zanimajo lastnosti algoritma na konkretnem racunalniku, ampak na nekem abstrakt-
nem racunalniskem modelu. Pri analizi algoritma se raje opiramo na ta model, ob
tem pa se seveda zavedamo, da se bo izvajanje algoritma na konkretnem racunalniku
za nek konstantni faktor razlikovalo od izvajanja na modelu.

Razlikujemo dve vrsti modelov, t.j. modele z logaritemskim cenikom, kjer se
vsaka operacija izvede v casu, ki je odvisen od velikosti operandov (navadno so-
razmerno s Stevilom bitov v vseh operandih), in modele z enakomernim cenikom,
kjer se vsaka operacija izvede v konstantnem c¢asu, ne glede na velikost operandov.
Racunski cas algoritma je torej sorazmeren s Stevilom izvedenih operacij. Podobne
modele kot za merjenje ¢asa uporabljamo tudi za merjenje prostora.

Logaritemski cenik je primernejsi, kadar stevila, ki nastopajo v algoritmu nara-
scajo zelo hitro. V nasprotnem primeru pa je povsem na mestu tudi enakomerni
cenik, saj se ni bati, da bi postal model s takim cenikom nesmiselno mocan. V
nadaljevanju bomo uporabljali izklju¢no enakomerni cenik.

Velikost naloge

Ce zelimo problem resiti z racunskim strojem, moramo nalogo zapisati na stroju
razumljiv na¢in. Nalogo = € I zapiSemo (zakodiramo) z nizom e(x), ki ga sestavljajo
simboli strojeve vhodne abecede Y. Dolzina niza e(z) je mera za velikost naloge .
Dolzino niza e(x) bomo oznacili z |e(x)|, velikost naloge = pa z |z|. Velja torej
2] = [e(a)].

Funkcijo e : I — ¥* imenujemo kodirna shema. Med vsemi kodirnimi shemami
nas bodo zanimale predvsem naravne kodirne sheme, t.j. taksne, ki zadoS¢ajo na-
slednjim zahtevam:

e kodiranje ne vkljucuje reSevanja;

e kodiranje ne uporablja eniskega zapisa Stevil, temve¢ mestni Stevilski sistem z
osnovo b > 2;

e kodiranje tudi na kak drug nacin ne napihuje niza;

e kodiranje ne otezuje dekodiranja in preverjanja rezultatov.

Asimptoticna analiza algoritma

V praksi nas ne zanima natancen rac¢unski ¢as (oz. prostor) algoritma za vsako
posamicno nalogo, temvec kako hitro narasca racunski ¢as, ¢e narasca velikost nalog.
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Vendar imajo nekateri algoritmi pri enako velikih nalogah zelo razli¢ne racunske case.
Zato uporabljamo predvsem naslednja dva pristopa:

e analiza za najslabsi primer, ki ugotavlja, kako hitro narasca najslabsi racunski
cas — gre za pesimisti¢ni pristop;

e analiza za povprecni primer, ki ugotavlja, kako hitro naraséa povprecni oz.
pricakovani racunski cas — pri tej analizi je potrebno upostevati verjetnostno
porazdelitev nalog, zato je ta analiza pogosto zelo zahtevna.

Pri analizi casovne ali prostorske zahtevnosti algoritma nas navadno zanima
njegova asimptoticna zahtevnost, t.j. zahtevnost v odvisnosti od narascanja velikosti
naloge. Za taksne izjave uporabljamo O-zapis. Naj bosta dani funkciji f,¢g: N — N.
Pravimo, da je

o f kvedjemu reda g, oziroma f(n) = O(g(n)), e obstajata konstanti ¢ in ng,
da je |f(n)| < clg(n)| za vsak n > ng;

e f wsaj reda g, oziroma f(n) = Q(g(n)), ¢e obstajata konstanti ¢ in ng, da je
|f(n)] > clg(n)| za vsak n > ny;

e [ reda g, ozivoma f(n) = O(g(n)), te je f(n) = O(g(n)) in f(n) = Qg(n)).

Oglejmo si casovno zahtevnost algoritma na primeru Floyd-Warshallovega al-
goritma Il Njegova (povprecna in najslabsa) asovna zahtevnost je ©(n?), ker
vsebuje tri ugnezdene zanke, kjer vsaka zahteva n korakov za izvedbo. Njegova
prostorska zahtevnost pa je ©(n?), ker algoritem za izvajanje potrebuje matriko D,
katere velikost je n x n.

Nedeterministi¢ni algoritmi

Delovanje vsakega algoritma si lahko predstavljamo s pomocjo racunskih dreves.
Osredotoc¢imo se na odlocitvene probleme. Vsaki nalogi pripada neko racunsko
drevo, vsako vozlisée v drevesu pa predstavlja neko stanje, v katerem se nahaja
algoritem (oz. stroj, ki ta algoritem izvaja) med resevanjem te naloge. Algoritem
ima lahko v nekem stanju na izbiro ve¢ potez (povezav); izbor katerekoli od njih
vodi v novo stanje. Listi racunskega drevesa so stanja, od koder algoritem ne more
ve¢ nadaljevati, bodisi zato, ker je izvedel odgovor (DA ali NE), ali pa ker zaradi
nekega razloga nima na voljo nobene poteze vec (takrat je smiselno predpostavljati
odgovor NE). Ce obstaja vsaj en list, v katerem je odgovor DA, potem konéni od-
govor algoritma na nalogo mora biti DA, sicer pa — kadar so v vseh listih odgovori
NFE — je edino smiselno, da algoritem odgovori NFE.

Obicajnemu, t.j. deterministicnemu algoritmu v sploSnem ne preostane nic¢ dru-
gega, kot da na nek sistematicen nacin pregleduje mozne poti iz korena do listov,
dokler bodisi ne najde lista z odgovorom DA (kadar ta obstaja) bodisi ne pregleda
vseh listov (kadar je v vseh listih odgovor NE).
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Mozno pa je tudi drugace. Nedeterministicen algoritem ima “Cudezno” moc, ki
mu v vsakem od stanj omogoca, da ugane pravo potezo do lista z odgovorom DA.
Ce odgovora DA ni v nobenem listu, mora nedeterministicen algoritem se vedno od-
govoriti NE. Med ugibanjem potez v stanjih racunskega drevesa nedeterministi¢ni
algoritem sestavlja Se ustrezno konstruktivno resitev y(x).

Nedeterministicni algoritem lahko simuliramo z deterministi¢cnim, ki namesto
ugibanja sistemati¢no pregleduje drevo, vendar je tak algoritem v sploSnem po-
casnejsi. Ce nedeterministicni algoritem redi nalogo v ¢asu t(n), potem determini-
sti¢ni gotovo lahko resi nalogo v ¢asu @(24™). To pa je lahko bistvena upocasnitev
in v primeru, ko je ¢(n) polinom, lahko pomeni razliko med prakti¢no obvladljivostjo
in neobvladljivostjo problema.

2.2.3 Zahtevnost problemov
Definicija

V nadaljevanju nas bo veckrat zanimala asimptoti¢na zahtevnost problemov, ki jo
definiramo s pomocjo asimptoticne zahtevnosti algoritmov.

e O(f(n)) je zgornja meja casovne (prostorske) zahtevnosti problema P, ¢e za
P obstaja algoritem s ¢asovno (prostorsko) zahtevnostjo O(f(n));

e Q(f(n)) je spodnja meja casovne (prostorske) zahtevnosti problema P, ¢e za
P wvsak algoritem zahteva vsaj (f(n)) casa (prostora).

S pomocjo ¢asovne (prostorske) zahtevnosti odlo¢itvenih problemov lahko defini-
ramo razlicne razrede odloc¢itvenih problemov. (Razrede bomo kasneje razsirili tudi
na optimizacijske probleme.) DTZME(f(n)) je razred odlocitvenih problemov, ki
so resljivi v casu O(f(n)); podobno je DSPACE(f(n)) razred odlocitvenih proble-
mov, ki so resljivi na prostoru velikosti O(f(n)); in nadalje je NTZME(f(n)) razred
odlocitvenih problemov, ki so nedeterministi¢no resljivi v ¢asu O(f(n)).

Razredi problemov
S pomocjo teh definicij nadalje izpeljemo Sirse razrede:

o P = UpoDTIME(nF) je razred odlocitvenih problemov, deterministicno
resljivih v polinomskem casu glede na velikost naloge;

o PSPACE = Up>oDSPACE(n*) je razred odlocitvenih problemov, determini-
sticno resljivih na polinomsko velikem prostoru glede na velikost naloge;

o EXPTIME = UpsoDTIME(2™) je razred odlocitvenih problemov, deter-
ministi¢no resljivih v eksponentnem casu glede na velikost naloge;

o NP = UpsoNTIME(nk) je razred odlocitvenih problemov, nedeterministicno
resljivih v polinomskem casu glede na velikost naloge.
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Velja naslednje
PCNPCPSPACE CEXPTIME. (2.1)

Ker velja P C EXPTIME, velja, da je vsaj ena od relacij v (Z7]) prava podmnozica,
a Se ni znano katera.

Vpeljimo Se dva razreda optimizacijskih problemov. Optimizacijski problem P =
(I,S,m,cily) je v razredu N'PO, ¢e velja:

e mnozica nalog I je razpoznavna v polinomskem c¢asu, t.j. za vsak x lahko v
polinomskem ¢asu glede na |x| ugotovimo, ali x € I;

e dopustne resitve so polinomsko dolge in razpoznavne v polinomskem casu, t.j.
obstaja polinom ¢, da za vsako nalogo = € I in vsako dopustno resitev y € S(z)
velja |y| < q(|z|), ter da lahko za vsak z, kjer |z| < ¢(|z|), v polinomskem ¢asu
glede na |z| ugotovimo, ali z € S(x);

e kriterijska funkcija m je izracunljiva v polinomskem casu, t.j. ¢e x € [ in
y € S(x), potem lahko m(z,y) izra¢unamo v polinomskem casu glede na |z|

in |y|.
Optimizacijski problem P = (I,S,m,cilj) je v razredu PO, ce velja:
e P e NPO;
e [P, je resljiva v polinomskem casu.

Optimizacijskim problemom v razredu N'PO ustrezajo odlocitveni problemi v
N'P; podobno optimizacijskim problemom v PO ustrezajo odlo¢itveni problemi v

P. Velja naslednja trditev, katere dokaz se nahaja v [Rob02].

Trditev 2.1 » P € NPO = P,;; € N'P.

Karpove in Turingove prevedbe

Naj bosta dana dva odloc¢itvena problema P; in P,. Pravimo, da problem P; preve-
demo na P,, ¢e znamo vsako nalogo problema P; resiti na posreden nacin preko pro-
blema P,. Natan¢neje, odlocitveni problem P je prevedljiv po K. arpﬂE na odlocitveni
problem P, kar zapisemo P, <, P, ¢e obstaja algoritem R, ki vsako nalogo x pro-
blema P; pretvori v tako nalogo R(z) problema Py, da je x pozitivna natanko takrat,
kadar je R(x) pozitivna. Taksen R se imenuje Karpova prevedba Py na P,. Posebej
pomembna situacija je, ko ima R polinomsko ¢asovno zahtevnost. V tem primeru
pravimo, da je problem P; polinomsko prevedljiv po Karpu na Ps.

2V angl. tudi many-to-one.
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Karpova prevedba poveze le pozitivne (oz. negativne) naloge enega odlocitve-
nega problema s pozitivnimi (oz. negativnimi) nalogami drugega. Za prevajanje
med optimizacijskimi problemi pa je potrebna splosnejsa, t.i. Turingova prevedba.
Turingova prevedba predpostavlja samo to, da problem P; znamo resiti ze, ¢e znamo
resiti problem P, pri ¢emer ni pomembno, kako zahtevno in kako pogosto je vmesno
reSevanje problema Ps.

Definirajmo najprej preroka za problem P, ki je abstraktna naprava, ki za vsako
nalogo problema P, v enem koraku vrne njeno resitev. Problem P; je prevedljiv po
Turingu na problem P, kar zapiSemo P, =r P, ¢e obstaja algoritem R, ki resi
P, s pomocjo preroka za P,. TakSen R imenujemo Turingova prevedba Py na P,.
Posebno nas bodo zanimale situacije, ko ima R polinomsko ¢asovno zahtevnost. V
tem primeru pravimo, da je problem P; polinomsko prevedljiv po Turingu na P, kar
zapisemo P; <V Ps.

NP-polnost in N'P-tezkost

Razred C je zaprt za dano prevedbo =, ce velja, da kadar je nek problem v C, je
z njim v C tudi vsak nanj <-prevedljiv problem. Natancneje, razred C je zaprt za
prevedbo =, ¢e za vsak par problemov P; in P, velja P, < P, NP, € C = P, € C.

Problem P, iz razreda C je poln v C glede na prevedbo =, ¢e za vsak drug problem
P, iz C velja P, = P,. Problem P, tedaj imenujemo tudi C-poln glede na <. Velja
naslednja trditev.

Trditev 2.2 » Naj bo C; C Cy in naj bo razred Cy zaprt za prevedbo <. Potem je
C1 € Cy natanko tedaj, ko Cy-polni problemi (glede na <) niso v C;.

Dokaz trditve lahko zopet najdemo v [Rob02]. Zanimiva je uporaba trditve na
razredih P in NP. Vemo 7e, da velja bodisi P C NP ali P = N'P. Z uporabo
zgornje trditve lahko zapiSemo

P = N'P < obstaja N'P-poln problem, ki je v P.

Velja seveda tudi obratna trditev.

NP-polni odloc¢itveni problemi so torej najtezji problemi v razredu NP. V
praksi se prav radi pojavijo in tudi vecina v nadaljevanju obravnavanih problemov
sodi v to skupino. Kljub njihovi Stevilnosti in raznovrstnosti vprasanje enakosti
oz. razlicnosti P in NP, Se vedno ostaja odprto, vendar se ¢edalje bolj utrjuje
prepricanje, da je P # NP.

Problemi v razredu P so “lahko” obvladljivi, kar pomeni da za njih obstajajo
algoritmi, ki v polinomskem ¢asu vrnejo optimalno resitev. Ce pa je problem v
NP in ni v P, ali Se posebej, ¢e je problem N'P-poln, potem je zelo malo verjetno,
da bi nasli polinomski algoritem, ki bi vracal optimalne resitve. To je razlog, da
NP-polne probleme smatramo za “tezko” obvladljive.
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Prvi problem, za katerega je bila dokazana N P-polnost, je izpolnljivost Boolo-
vih izrazov [CooTl]. Neposredno dokazovanje N P-polnosti je precej zahtevno opra-
vilo, zato jo veckrat raje skusamo dokazati na posreden nacin. N P-polnost nekega
odloc¢itvenega problema P, lahko dokazemo v dveh korakih:

1. pokazemo, da je P, € N'P; in
2. na P, prevedemo po Karpu nek znan N P-poln problem P;.

Kako pa je z zahtevnostjo reSevanja optimizacijskih problemov? Optimizacijski
problem P je N'P-tezek, ¢e za vsak odlocitveni problem P’ € NP velja P’ <. P.
Velja naslednja trditev.

Trditev 2.3 » Ce P € NPO in P,y je NP-poln = P je N'P-tezek.

Dokaz. P,y je prevedljiv na P, ker resitev problema P,y lahko enostavno ugotovimo
iz resitve problema P. Na P,y pa so prevedljivi vsi problemi P’ € NP, ker je sam
P,y N'P-poln. O

Torej ¢e hocemo dokazati N'P-tezkost optimizacijskega problema P, je dovolj,
da pokazemo NP-polnost odlocitvenega problema P,y;. To dejstvo bomo veliko
uporabljali v nadaljevanju. Obsezen spisek odlocitvenih problemov, za katere je ze
dokazana NP-polnost se nahaja v [GI79]. Podoben spisel] A"P-tezkih optimizacij-
skih problemov pa v

2.3 Resevanje problemov

2.3.1 Analiza problemov

Recimo, da smo sooceni z nekim optimizacijskim problemom P, nasa naloga pa je
ugotoviti, kaksne so prakticne moznosti za njegovo ucinkovito resevanje. Najboljsa
moznost je, da se izkaze P € P, kar pravzaprav pomeni, da za P poznamo polinomski
natancni algoritem. V tem primeru P sodi med “lahko” obvladljive probleme.
Druga moznost je, da za P ugotovimo, da gre za NP-tezek problem. Potem-
takem je skoraj neverjetno (verjamemo, da je celo nemogoce), da bi zanj odkrili
polinomski algoritem, ki bi vracal optimalne resitve. Vcasih recemo tudi, da P sodi
med “tezko” obvladljive probleme. Kaj pa lahko storimo v tem primeru? ReSevanja
P se v grobem lahko lotimo na dva nac¢ina. Prvi nacin je, da za P skusamo poi-
skati superpolinomskiﬂ natancni algoritem in pri tem upamo, da njegova dejanska
casovna zahtevnost na konkretnih primerih problema kljub vsemu ne bo prevelika.
Drugi nacin je, da za P skuSamo poiskati algoritem, ki v polinomskem casu vraca

3Spisek je dostopen tudi na http://www.nada.kth.se/ viggo/problemlist,.
4 Algoritem, katerega ¢asovna zahtevnost je ve¢ja od polinomske.
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priblizne resitve. Ve¢ o pribliznem resevanju bomo povedali v naslednjem podraz-
delku.

Preostane Se tretja moznost, da za P ne najdemo niti polinomskega natancnega
algoritma niti ne znamo pokazati njegove NP-tezkosti. Taki primeri se v praksi
zelo redko pojavijo in tudi vsi v nadaljevanju obravnavani problemi sodijo v eno
izmed prvih dveh skupin. Radovednega bralca pa za raziskovanje zadnje moznosti

usmerjamo na [ACGT99, [GI79, HMUOT, [KT06.

2.3.2 Priblizno resevanje

Pribliznemu resevanju veckrat pravimo tudi hevristicno resevanje, algoritmom za
priblizno resevanje pa hevristicni algoritme ali kar hevristike. Hevristicni algoritem
za dani problem P vraca priblizne resitve in le v izjemnih primerih (e imamo sreco)
vrne optimalno. Priblizna resitev problema je pravzaprav poljubna dopustna resitev.
V splosnem hevristicen algoritem ne daje nobenih zagotovil za kakovost vrnjenih
resitev, kar pomeni, da je priblizna resitev lahko poljubno slaba v primerjavi z
optimalno.
Hevristi¢ne algoritme razvrstimo v naslednje skupine.

Aproksimacijski algoritmi. Sem sodijo algoritmi, ki za kakovost vrnjene resitve
dajejo tudi neko zagotovilo, ki se navadno izraza v primerjavi z optimalno
resitvijo. V nadaljevanju se bomo s to vrsto algoritmov veliko ukvarjali, zato
jim bomo pozornost posebej namenili v naslednjem podrazdelku.

Verjetnostni algoritmi. Gre za algoritme, ki temeljijo na nakljuénosti. Za ana-
lizo algoritma je potrebno poznati verjetnostno porazdelitev vhoda. Poznamo
Las Vegas algoritme, ki vedno odgovorijo pravilno, le verjetnost za njihovo
dolgotrajno izvajanje je majhna, in Monte-Carlo algoritme, ki se vedno hi-
tro izvedejo, vendar dopuscajo majhno verjetnost napacnega odgovora. Ve¢ o

verjetnostnih algoritmih je v [ACGT99)].

Metahevristi¢ni algoritmi. Gre za splosne algoritmi¢ne metode, ki jih lahko z
malo prilagoditvami uporabimo za dani optimizacijski problem. Gre za me-
tode, kot so: simulirano ohlajanje, iskanje s tabuji, lokalno iskanje, genetski
algoritmi, evolucijsko programiranje, umetne nevronske mreze itd. Vec o me-

tahevristikah je v [Ree95].

2.3.3 Aproksimacijski algoritmi

Algoritem A je aproksimacijski algoritem za problem P = (I,S,m, cilj), ¢e za vsako
nalogo x € I vrne neko dopustno resitev A(xz) € S(z). V praksi smo za dobro pri-
blizno resitev pripravljeni priznati le tako dopustno resitev A(x), katere vrednost
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m(z, A(z)) se le malo razlikuje od optimalne vrednosti m*(z). Razliko med vre-
dnostjo m(x, A(z)) priblizne resitve in vrednostjo m*(z) lahko ocenjujemo na veé¢
nacinov. Nastejmo jih.

o Absolutna napaka resitve y naloge x je

D(z,y) = |m"(x) — m(z, y)|.

e Relativna napaka resitve y naloge x je

D(z,y)
max{m*(z), m(z,y)}

E(z,y) =

Tako za minimizacijske kot maksimizacijske probleme velja 0 < F(z,y) < 1.

e Performancni kvocient resitve y naloge x je

misy) ms) |

m*(x) “m(z,y)

R(z.) = max {

Velja 1 < R(z,vy).

Meri E(z,y) in R(z,y) sta povezani z naslednjo relacijo

V nadaljevanju bomo uporabljali le meri D(z,y) in R(z,y).

Definirajmo Se dve posebni zvrsti aproksimacijskih algoritmov. Algoritem A
je absolutni aproksimacijski algoritem za problem P = (I,S,m,cilj), ¢e obstaja
konstanta d > 0, da je D(z, A(x)) < d za vsako nalogo = € I. Algoritem A je
p-aproksimacijski algoritem za problem P = (I,S,m,cilj), ¢e obstaja konstanta
p > 1,daje R(z,A(z)) < p za vsako nalogo = € I. Konstanti p pravimo tudi
aproksimacijski faktor algoritma A.

Definirajmo Se razred optimizacijskih problemov, za katere obstaja aproksima-
cijski algoritem s konstantnim aproksimacijskim faktorjem. Optimizacijski problem
P € N'PO je p-aproksimabilen, ¢e zanj obstaja p-aproksimacijski algoritem z p < co.
Razred APX je razred p-aproksimabilnih problemov iz NPO. Velja naslednja tr-
ditev.

Trditev 2.4 » P £ NP = APX C NPO.

Z drugimi besedami, obstajajo optimizacijski problemi, za katere ne obstaja p-
aproksimacijski algoritem. Primer taksnega problema je problem TRGOVSKI POT-
NIK [Rob02].

Pojem aproksimabilnosti lahko razsirimo na poljubno funkcijo p(n) in pravimo,
da je problem p(n)-aproksimabilen, ¢e zanj obstaja aproksimacijski algoritem, da
velja R(z, A(x)) < p(n) za vsako nalogo = € I, kjer n = |x|.
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2.4 Nedolocenost v optimizacijskih problemih

2.4.1 Kaj je nedolocenost?

Posvetimo sedaj pozornost nedolocenosti podatkov v optimizacijskih problemih.
Nek podatek je nedolocen, ¢e ne moremo povedati, kakSna je njegova natancna
vrednost. V nasprotnem primeru je seveda dolocen.

Z nedolocenostjo se veckrat srecamo npr. v ekonomiji, kjer se menedzerji odlocajo
o prihodnjih strategijah podjetja itd. Na primer oseba na sliki sprejema po-
membne odlocitve v povezavi s prihodnjim razvojem izdelka, vendar nedolo¢enost
vhodnega podatka, ki se lahko realizira kot krog, kvadrat ali kot eden izmed ostalih
likov, prikazanih na sliki, osebi povzroca tezave pri odlo¢anju.

Slika 2.3: Nedolocenost vhodnih podatkov.
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Kadar govorimo o nedoloc¢enosti vhodnega podatka, je o takem podatku vedno
poznanih vsaj nekaj informacij; pravzaprav nikoli ne gre za popolno nedolocenost
podatka, ker o takem podatku ne moremo nic¢esar povedati. Matemati¢no lahko
nedolocenost podatka opisemo na vec¢ razlicnih nac¢inov, npr. kot:
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e nabor vrednosti, ki jih podatek lahko zavzame — na ta nacin lahko opisemo
nedolocenost diskretnih podatkov;

e interval vrednosti, ki jih podatek lahko zavzame — omogoca opis nedolocenosti
zveznih podatkov;

e diskretna ali zvezna slucajna spremenljivka — v tem primeru je potrebno pozna-
vanje verjetnostne porazdelitve in s tem torej poznavanje stohasti¢ne narave
problema;

e s funkcijo f(t), kjer ¢ lahko predstavlja ¢as v dinami¢nih problemih — gre tore;
za nedolocenost zaradi dinamicne narave problema;

e s scenariji, kjer vsak od scenarijev predstavlja mozno realizacijo vhodnih po-
datkov — edino ta predstavitev izmed nastetih omogoca opis nedolocenosti
kvalitativnih podatkov.



2.4. NEDOLOCENOST V OPTIMIZACIJSKIH PROBLEMIH

23

Kot vidimo, ima vsak izmed nac¢inov predstavitve nedolo¢enosti svoje predno-
sti in slabosti, poleg tega so nekateri nacini sploSnejsi in vsebujejo druge nacine.
Tako npr. opis nedolocenosti s funkcijo f(t) zajema predstavitvi z naborom in
intervalom vrednosti. S scenariji lahko predstavimo vse vrste nedoloc¢enosti diskret-
nih podatkov. Scenariji omogocajo tudi predstavitev odvisnosti med posameznimi
nedoloéenimi podatki. Ce so podatki med seboj neodvisni, je lahko predstavitev
nedolocenosti s scenariji tudi zelo neucinkovita; npr. naj bosta x € {x1,xs,...,2,}
iny € {y1,vs,...,Yn} dva neodvisna podatka (predstavljena z naborom vrednosti),
njuna predstavitev s scenariji bi zahtevala nm scenarijev. Kljub temu je predstavitev
nedolocenosti s scenariji pogosto uporabljena, ker omogoca enostavno in zelo splosno
modeliranje nedoloc¢enosti, poleg tega edina omogoca predstavitev nedolocenosti kva-
litativnih podatkov. To je tudi razlog, da bomo ta nacin v nadaljevanju uporabljali
tudi mi.

2.4.2 Vzroki nedoloc¢enosti

Vecina v literaturi obravnavanih optimizacijskih problemov pravzaprav vsebuje dolo-
¢ene podatke kljub dejstvu, da v prakticnih problemih velikokrat nastopajo ne-
doloceni podatki. Razlog za to ti¢i v dejstvu, da so problemi, ki vsebujejo ne-
dolocenost, navadno bolj zahtevni za teoreticno obravnavo. Kadar odstopanje med
razlicnimi vrednostmi, ki jih podatek lahko zavzame, ni veliko, lahko nedolocenost
podatka celo zanemarimo. Pogosto zanemarjanje nedolo¢enosti podatkov vodi v
slabse modele realnih problemov in posledi¢no do njihovih nekakovostnih resitev.

Nedolocenost je lahko posledica samega zajema podatkov. Sem sodijo nena-
tancne in nezanesljive meritve, ¢loveske napake itd. To vrsto nedoloc¢enosti lahko
zmanjSamo z uporabo bolj natan¢nih ali bolj zanesljivih merilnih naprav, z dvojnim
preverjanjem itd. Vendar lahko cena dodatnega napora za izboljSanje meritve na ta
nacin preseze razumno mejo. Ce je temu tako, potem nam ne preostane drugega,
kot nedolocenost sprejeti kot del problema.

Drugi vzrok nedolocenosti se veckrat skriva v sami stohasti¢ni naravi modeli-
ranega problema, npr. modeliranje procesov, v katerih je prisoten cloveski faktor,
zapletenost ali nepoznavanje modeliranega procesa, uporaba novih ali netestiranih
materialov in postopkov, nezmoznost napovedovanja prihodnosti, reakcija konku-
rence, spremembe modnih trendov in okusov strank, nihanje povpraSevanja in po-
nudbe, nestabilnost obrestnih mer itd. V tem primeru pa je obravnava nedolo¢enosti
kot dela problema edina resitev.

Kot vidimo, je doloc¢enost vseh vhodnih podatkov v danem prakticnem pro-
blemu cilj, ki ga je pogosto tezko, neekonomicno ali celo nemogoce doseci. Zato je
raziskovanje metod, ki omogocajo obvladovanje nedolo¢enosti vhodnih podatkov v
optimizacijskih problemih, ve¢ kot smiselno.
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2.4.3 Scenariji in perturbacije
Scenariji

Kot smo ze omenili, bomo za predstavitev nedolocenosti vhodnih podatkov v op-
timizacijskih problemih uporabljali scenarije. Scenariyj predstavlja neko realizacijo
vhodnih podatkov danega problema. Nedolo¢enost podatkov je seveda opisana z
vsaj dvema scenarijema. Nas cilj je poiskati kakovostno resitev z upostevanjem vseh
moznih realizacij podatkov, torej vseh scenarijev.

Le vec scenarijev skupaj lahko predstavlja nedolo¢enost podatkov; en sam sce-
narij pravzaprav predstavlja dolocene podatke. 7 vidika enega samega scenarija gre
torej za “osnovni” optimizacijski problem, z vidika ve¢ scenarijev pa za “nedoloc¢eni”
optimizacijski problem, ki je izpeljan iz osnovnega. Pri tem je potrebno posebno
pozornost nameniti kriterijski funkciji izpeljanega optimizacijskega problema. Glede
tega sta se v literaturi uveljavila naslednja dva pristopa:

e robustna optimizacija — najdena reSitev je “primerna’ za vse scenarije; in

e stohasticna optimizacija — najdena resSitev je bolj primerna za bolj verjetne in
manj primerna za manj verjetne scenarije.

Oba pristopa bomo na kratko opisali v naslednjih dveh podrazdelkih. Kasneje bomo
vpeljali Se tretji nacin — prilagodljivost, v katerem bo za vsak scenarij potrebno
poiskati svojo resitev, pri ¢emer si bodo najdene resitve kar najbolj podobne.

Pred tem si za ponazoritev oglejmo naslednji primer problema iz [SM96], v kate-
rem nastopa nedoloc¢enost podatkov. Gre za problem razmescanja gasilskih postaj
v Barceloni. Odzivni cas gasilcev je cas, potreben za intervencijo gasilske enote, ki
je mestu pozara najblizja. Ker je gostota mestnega prometa moc¢no odvisna od na-
kljuénih dejavnikov, je odzivni ¢as gasilcev do poljubnega mesta nedolocen. Kljub
temu vemo, da je promet gostejsi ob prometnih konicah, t.j. v casu prihodov in
odhodov zaposlenih na delovna mesta. Tako lahko npr. definiramo dva scenarija,
enega za prometne konice in drugega za normalno gostoto prometa. Cilj problema
je razmestiti gasilske postaje tako, da je v obeh scenarijih zZeleni cas intervencije
manjsi od podanega.

Scenariji so uporabni za predstavitev nedoloc¢enosti tako kvantitativnih kot kva-
litativnih podatkov, npr. v enem scenariju neka utezena povezava v grafu nastopa,
v drugem pa ne. Za modeliranje dinami¢nih problemov, v katerih je cas diskret-
na spremenljivka, lahko prav tako uporabimo scenarije; pri tem vsak od scenarijev
predstavlja nek casovni trenutek. V dinami¢nih problemih gre navadno za neko
linearno sosledje dogodkov. Modeliranje s scenariji pa nam pravzaprav omogoca
celo poljubno sosledje dogodkov, ki ga ponazorimo z grafom, kjer vsakemu vozliséu
pripiSemo en scenarij. Ve¢ o tem v nadaljevanju.

Pri modeliranju nedoloc¢enosti s scenariji je seveda pomembno, da nastopa le neko
konéno Stevilo scenarijev. Ce scenarijem dodatno pripisemo Se verjetnosti realiza-
cije, na ta nacin pravzaprav vpeljemo diskretne slucajne spremenljivke. Nekateri
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raziskovalci v primeru poznavanja verjetnosti realizacije, namesto o nedolocenosti
raje govorijo o tveganju ali tudi o stohastic¢nosti.

V nadaljevanju bomo scenarije oznacevali z malo ¢rko s in indeksom ¢, tako s;
predstavlja i-ti scenarij. Vhod “nedolocenega” problema je torej mnozica scenarijev
I ={s1,82,...,8,}. Z S(s;) bomo oznacevali dopustne resitve za scenarij s; € I z
vidika “osnovnega” optimizacijskega problema. Pri tem bo m(s;, S) kakovost resitve
S € S(s;) za scenarij s;.

Perturbacije

V splosnem se lahko scenariji med seboj poljubno razlikujejo. Vendar se pogosto
zgodi, da so si na nek nacin podobni. Podobnost scenarijev definiramo s pomocjo
perturbaciy. Perturbacija predstavlja majhno spremembo scenarija; gre za predpi-
san nacin transformiranja scenarija. Npr. dolocena perturbacija lahko omogoca
spreminjanje utezi povezav v omrezju, druga odstranjevanje in dodajanje povezav
v grafu itd. Za dani problem lahko predpisemo dovoljene ali prepovedane perturba-
cije. Z omejitvijo dovoljenih perturbacij lahko dosezemo lazjo racunsko obvladljivost
problema.
Pomembni sta naslednji dve vrsti perturbacij.

Kvantitativne perturbacije. V to skupino sodijo vse perturbacije, ki omogocajo
spreminjanje izkljuéno kvantitativnih podatkov, ne omogocajo pa spreminja-
nja notranje strukture in odnosov med posameznimi podatki. Kvantitativno
perturbirani scenariji se med seboj lahko razlikujejo le v vrednostih Stevilskih
podatkov. Sem sodi npr. spreminjanje utezi povezav omrezja.

Kvalitativne perturbacije. V to skupino sodijo vse perturbacije, ki omogocajo
spreminjanje izkljuéno kvalitativnih podatkov. Gre torej za spreminjanje no-
tranje strukture ali odnosov med posameznimi podatki. Vkljuc¢ujejo npr. od-
stranjevanje ali dodajanje povezave iz oz. v graf itd.

Pogosto kvalitativne perturbacije posredno vsebujejo tudi transformacije kvanti-
tativnih podatkov. Npr. ¢e odstranimo povezavo v omrezju, s tem seveda odstra-
nimo tudi utez povezave, ki pa je kvantitativen podatek. Posledi¢no so problemi, v
katerih nastopajo kvalitativne perturbacije, pogosto tezji za resevanje kot problemi,
v katerih so dovoljene le kvantitativne perturbacije.

Oglejmo si primer perturbacij na slikiZ4l Omrezje na levi strani slike predstavlja
osnovni scenarij, iz katerega s pomocjo perturbacij generiramo ostale scenarije. Na
desni strani slike zgoraj se nahaja scenarij, ki je pridobljen z uporabo kvantitativnih
perturbacij (v tem primeru spreminjanje utezi povezav); desno spodaj pa je prikazan
scenarij, pridobljen z uporabo kvalitativnih perturbacij (odstranjevanje povezav).

5@re za neformalno razdelitev.
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Slika 2.4: Kvantitativne in kvalitativne perturbacije

9

2.4.4 Robustna optimizacija

Na podrocje robustne optimizacije [KY97] sodi iskanje robustne resitve za dane
scenarije, t.j. ene same resitve, ki je “dobra” za vse vhodne scenarije. Dopustne
resitve robustnega problema so presek dopustnih resitev posameznih scenarijev, t.j.
S(s1,82,...,8,) = MiS(s;). Kot optimizacijski kriterij se uporablja mera robustno-
sti; iz literature je znanih vec razlicnih mer. Opisimo jih.

Absolutna robustnost. Resitev te vrste je osnovana na optimizaciji najslabsega
moznega primera. V problemih gre za iskanje resitve S, ki minimizira krite-
rijsko funkcijo

2(S) = mlaxm(si, S).

Obzalovanje (ali odklon)ﬁ. Pri tem pristopu gre za iskanje resitve S, katere od-
klon od optimalnosti je v najslabSsem primeru najmanjsi. Zapisano bolj for-
malno, gre za minimizacijo kriterijske funkcije

2(S) = max [m(s;, S) — m*(s;)],

)

pri tem je m*(s;) vrednost optimalne resitve za scenarij s; (glede na m(s;, S)).

Relativna robustnost (ali relativno obzalovanje). Pri tem pristopu gre za is-
kanje resitve S, ki omogoca najmanjsi relativni odklon od optimalnosti. Gre
za minimizacijo kriterijske funkcije

Sangl. regret, deviation
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Velja z(S) = max; TZL(S (if)) — 1, zato se kot mera relativne robustnosti pogosto

uporablja tudi naslednja enakovredna definicija

= max L(Si’ 5)
A8) = iomr(s)

Robustna optimizacija je dokaj novo podrocje, kljub temu pa se v strokovni
literaturi ze pojavlja [ABE0S, [Cib02, [EBS05, [Hen99, HOH, [KY97, [LLHO, Lin05,
[CLMV05, MGO5]. V nastetih virih gre za minimizacijo mere robustnosti, torej za
optimizacijske probleme vrste minimax. Smiselna bi bila tudi optimizacija vrste
manitsum, vendar je v literaturi nismo zasledili, kakor tudi ne vrst maximin in
maxisum.

Eden izmed razlogov za obstoj ve¢ razlicnih mer robustnosti je ta, da se kljub
optimalnosti robustne resitve glede na neko mero robustnosti lahko zgodi, da je robu-
stna resitev pravzaprav slabe kakovosti za nekatere posamezne scenarije. Oglejmo si
to tezavo na primeru problema najmanjsi robustni 3-center z dvema scenarijema. V
problemu najmanjsi 3-center gre za razmestitev treh centrov v vozlisca grafa, tako
da je razdalja od poljubnega vozlisca do njegovega najblizjega centra najmanjsa.
Oglejmo si robustni 3-center z dvema scenarijema, ki sprasuje po optimalni resitvi
glede na mero absolutne robustnosti.

Slika 2.5: Robustna resitev.

Vhod v problem naj bosta scenarija (v tem primeru sta to omrezji), prikazana
na sliki Naj bo m(s;, S) kriterijska funkcija problema najmanjsi 3-center. Opti-
malna robustna resitev glede na mero absolutne robustnosti je S = {1, 3,5}; njena
vrednost je z(S) = M. Optimalna resitev za vsak posamezen scenarij ima vrednost
1, t.j. m*(s1) = m*(s2) = 1. Vidimo, da Ceprav je robustna resitev optimalna
glede na mero absolutne robustnosti, je Se vedno lahko poljubno slaba za katerega
od posameznih scenarijev.

2.4.5 Stohasti¢na optimizacija

V problemih, ki sodijo na podrocje stohasti¢ne optimizacije, so poleg scenarijev po-
dane tudi verjetnosti realizacije posameznih scenarijev. Glede na podane verjetnosti
je cilj stohasti¢ne optimizacije poiskati resitev, ki maksimizira pricakovano kakovost
resitve pri vseh vhodnih scenarijih. Povedano preprosteje, gre za iskanje resitve,
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ki ima vecjo kakovost za bolj verjetne scenarije in morda slabso kakovost za manj
verjetne scenarije.

Obstaja vec razlicnih pristopov iskanja stohastic¢ne resitve. Npr. iz verjetnostnih
porazdelitev parametrov lahko izracunamo pricakovani scenarij, t.j. scenarij, v kate-
rem so vrednosti parametrov pricakovane. Za pricakovani scenarij nato na obic¢ajen
deterministicen nacin poiscemo resitev. Gre pravzaprav za pretvorbo stohasticnega
problema v deterministicnega. Vcasih se namesto pricakovanega scenarija uporabi
kar najbolj verjeten scenarij.

Nekateri avtorji [KY97] kot slabost stohasti¢nega pristopa navajajo dejstvo, da
je potrebno poznati verjetnosti posameznih scenarijev. Tezava je v tem, da je ugo-
tavljanje verjetnosti ali verjetnostnih porazdelitev podatkov pogosto zelo zahtevno
opravilo. Véasih se celo izkaze, da so porazdelitve, pri katerih je stohastiéni problem
obvladljiv, popolnoma neprimerne za modelirani prakticni problem. In nenazadnje,
poleg nastetega se lahko pojavi enaka tezava kot pri robustnosti: v primeru realiza-
cije manj verjetnega scenarija se lahko zgodi, da je najdena stohasticna resitev slabe
kakovosti za dejansko realizirani scenarij.

2.5 Pretoki in ujemanja

2.5.1 Pretoki v omrezju

Definicije

Zelo pomembni in uporabni optimizacijski problemi so problemi iskanja razli¢nih
vrst pretokov v omrezju. Pogosto se primeri, da je nek prakticni problem mozno
preprosto modelirati s problemom pretokov, kakor tudi, da je nek optimizacijski
problem ucinkovito resljiv s pomocjo kakega od problemov pretokov. V ta namen
bomo probleme pretokov uporabljali tudi mi, zato jih v tem razdelku na kratko
predstavimo. Pomembnejsa literatura o tem podrocju je [CLRSOT, [KVQQ, [PSIS,
VAL,

Problemi iskanja razliénih pretokov so definirani na omrezju G = (V, E), kjer je
vsaki povezavi (u,v) € F prirejena cena w,, € R in kapaciteta c,,, € R. Cena po-
vezave navadno predstavlja ceno na enoto pretoka. Kapaciteta povezave je najvecji
mozni pretok po povezavi. Naj f,, predstavlja pretok skozi povezavo (u,v) € E.
Tedaj ocitno velja

0 < fuv < Cup-

V grafu G sta dve posebni vozlisci, izvor s € V in ponor t € V. Za vsako vozlisce
ve V\{s,t} velja zakon o ohranitvi pretoka

Z fuv = Z fvu~
ueV ueV

Leva stran enacbe predstavlja pritok v vozlis¢e v in desna iztok iz v; celotna enacba
torej pomeni, da kar pritece v vozliste v, mora iz njega tudi izteci.
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Dopustna resitev (f,,) problema iskanja pretoka je nabor vrednosti f,, € R, ki
ustreza zgornjima pogojema, t.j. (fuw) = {fuw|(u,v) € E}. Vrednost pretoka (fu.,)
je definirana kot

|(fuv)| = Zfsv - vas = vat - thv-

veV veV veV veV

Vrednost pretoka je torej enaka neto iztoku izvora oz. neto pritoku ponora. Pogosto
bomo tako dopustni resitvi kot vrednosti pretoka rekli kar pretok.

Problemi pretokov

Iskanje najvecjega pretoka skozi omrezje je definirano kot naslednji problem.

Problem 2.1: NAJVECJI PRETOK

Naloga: Omrezje G = (V, E), kjer je za vsako povezavo (u,v) € E podana
kapaciteta c,, > 0. Podana sta Se izvor s € V' in ponor t € V.

Dopustna resitev: Pretok (fy,) iz s v t.

Kakovost dopustne resitve: |(fu,)]-

Cilj: Maksimizacija.

Za NAJVECJI PRETOK obstaja vec¢ hitrih algoritmov, ki jih navajamo hkrati z
njihovimi casovnimi zahtevnostmi v tabeli 26l ~ Za algoritem Ford-Fulkersona je

Tabela 2.6: Algoritmi za NAJVECJI PRETOK

Algoritem Casovna zahtevnost
Ford-Fulkerson O(|E||(fuv)])
Edmons-Karp O(|VI||EJ?)
Dinic O(|E||V]log|V])
Goldberg O(|V|*|E|)
Goldberg-Tarjan O(|V]?)

casovna zahtevnost podana za naloge, v katerih so kapacitete povezav cela Stevila;
v nasprotnem primeru algoritem pravzaprav sploh ne zagotavlja ustavljivosti in
optimalnosti. IzboljSana razlicica je Edmons-Karpov algoritem, ki je bil poleg Dini-
cevega algoritma prvi polinomski algoritem za NAJVECJI PRETOK.

Ce so v nalogi problema pretokov kapacitete povezav celostevilske, potem ob-
staja celostevilski najvecji pretok. To dejstvo izhaja Ze iz samega postopka Ford-
Fulkersonovega algoritma. Zapisimo to v obliki naslednje trditve.

Lema 25 » Ce v G = (V,E) za vse (u,v) € E velja c,, € Z*, potem v G obstaja
najvecji pretok vrednosti |(fu)| € ZT. Se vec¢, za vsak (u,v) € E velja fu., € ZT.
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Poznamo Se utezeno razli¢ico iskanja pretoka skozi omrezje. Gre za problem
iskanja najcenejSega pretoka vrednosti p, ki je podan z naslednjo definicijo.

Problem 2.2: NAJMANJSA CENA PRETOKA

Naloga: Omrezje G = (V, E), kjer je za vsako povezavo (u,v) € F podana njena
cena wy, > 0 in kapaciteta c,, > 0. Podani so Se ciljna vrednost celotnega
pretoka p, izvor s € V in ponor t € V.

Dopustna resitev: Pretok (fy,) iz s v t z vrednostjo p.

Kakovost dopustne regitve: Z(w)eE JuoWan-

Cilj: Minimizacija oz. odloc¢itev, da reSitev ne obstaja.

Gre torej za minimizacijo celotne cene pretoka, ki je definirana kot vsota po vseh
povezavah (u,v) € E produktov cen w,, in pretokov f,,. Obstoj resitve za problem
NAJMANJSA CENA PRETOKA je opisan z naslednjo trditvijo.

Lema 2.6 » Ce v G obstaja najvecji pretok vrednosti > p, potem v G obstaja tudi
(najcenejsi) pretok vrednosti p.

V primeru obstoja pretoka vrednosti p v G lahko tak pretok pois¢emo tako, da v
G dodamo vozlisce s’ in povezavo kapacitete p iz s’ v s; v tem omrezju pa pozenemo
algoritem za NAJVECJI PRETOK.

Za problem NAJMANJSA CENA PRETOKA obstaja vec razlicnih algoritmov, dva
pomembnejsa sta skupaj s ¢asovnimi zahtevnostmi podana v tabeli 271 Obstoj pr-
vega algoritma pravzaprav dokazuje, da je NAJMANJSA CENA PRETOKA v razredu
P. Drugi algoritem je v primeru, da p = O(|V|), asimptoti¢no najhitrejsi algoritem.

Tabela 2.7: Algoritmi za NAJMANJSA CENA PRETOKA
Algoritem Casovna zahtevnost
Najkrajsi Povprecni Cikel” O(|E]*|V]*1og |V )
Zaporedne Najkrajse Poti® O(|V||E| + p(|V]* + |E|))

Zapisimo Se naslednjo posledico.

Posledica 2.7 » Cep € Z* in ée v G = (V, E) za vse (u,v) € E velja c,, € 7T, potem
za najcenejsi pretok vrednosti p (¢e seveda tak pretok obstaja) za vsak (u,v) € E velja
fuw € Z7T.

Tangl. Minimum-mean-cycle-cancelling
8angl. Successive Shortest-Paths. Algoritem deluje, ¢e so p in kapacitete povezav celosteviléni

KE0].
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2.5.2 Ujemanja

Problemi, ki se velikokrat pojavljajo v praksi in ki jih lahko u¢inkovito reSimo s
pomocjo problemov pretokov, so problemi iskanja razlicnih ujemanjﬁ v grafu. Tudi
te bomo potrebovali v nadaljevanju. Najprej povejmo, kaj je ujemanje.

Definicija 2.1: Ujemanje, maksimalno in popolno ujemanje

Naj bo G = (V, E) graf. Mnozica M C E, v kateri noben par povezav nima
skupnega krajisca, se imenuje ujemanje. Ujemanje, ki ni podmnozica kakega
drugega ujemanja, se imenuje maksimalno ujemanje. Maksimalno ujemanje,
katerega krajisca povezav tvorijo vsa vozlisca V', se imenuje popolno ujemange.

Maksimalno ujemanje je ujemanje, kateremu ne moremo dodati nobene povezave
vec, da bi Se vedno bilo ujemanje. Vsa ujemanja niso maksimalna in vsa maksimalna
ujemanja niso popolna. Najprej definirajmo problem iskanja najvec¢jega ujemanja v
grafu.

Problem 2.3: NAJVECJE UJEMANJE

Naloga: Graf G = (V, E).

Dopustna resitev: Ujemanje M, M C E, v G.
Kakovost dopustne resitve: |M]|.

Cilj: Maksimizacija.

Bolj nas bo zanimala razli¢ica problema NAJVECJE UJEMANJE, v kateri je graf
G dvodelen. To razlicico lahko zelo u¢inkovito resujemo s prevedbo na NAJVECJI
PrETOK. Casovna zahtevnost takega algoritma je O(|V||E|).

Seveda lahko definiramo Se problem, v katerem povezavam dodamo Se ceno. Tako
dobimo naslednji problem iskanja ujemanja z najvecjo ceno.

Problem 2.4: NAJVECJA CENA UJEMANJA

Naloga: Omrezje G = (V, E), kjer je utez w(e) cena povezave e € F.
Dopustna resitev: Ujemanje M, M C E, v G.

Kakovost dopustne resitve: >, w(e).

Cilj: Maksimizacija.

Problem NAJVECJA CENA UJEMANJA je pravzaprav enakovreden naslednjemu
problemu iskanja najcenejsega popolnega ujemanja [KV00].

9Veasih se za ujemanje uporablja tudi izraz prirejanje.
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Problem 2.5: NAJMANJSA CENA POPOLNEGA UJEMANJA
Naloga: Omrezje G = (V, E), kjer je utez w(e) cena povezave e € F.
Dopustna resitev: Popolno ujemanje M, M C E, v G.

Kakovost dopustne resitve: Cena ujemanja M, t.j. > .\, w(e).
Cilj: Minimizacija.

V nadaljevanju bo za nas posebej zanimiva razlic¢ica problema, v kateri je vhodni
graf G dvodelen. Ta preprostejsa razli¢ica ima celo svoje ime in se imenuje NAJ-
MANJSA DODELITEV. Problem NAJMANJSA DODELITEV lahko uc¢inkovito resimo

s problemom NAJMANJSA CENA PRETOKA. Casovna zahtevnost takega algoritma
je O(IV]?).



Poglavje 3
Prilagodljivost

Vse tece, ni¢ ne miruge.
— Heraklit

P oglavje najprej predstavija prilagodljivost s splosnega vidika. Povemo, zakaj je
raziskovange prilagodljivosti pomembno, opiSemo nacin vrednotenja uspesnosti prila-
gaganja in nastejemo pristope, sorodne prilagajanju. Nato podrobno opisemo nacin
vpeljave prilagodljivosti v optimizacijske probleme. Vpeljemo nekaj novih pojmou,
kot so: partikularne resitve, partikularna kakovost, graf prehodov scenarijev itd. Na
koncu predstavimo Se nekaj moznih razlicic prilagodljivosti.

3.1 Prilagodljivost na splosno

3.1.1 Prilagodljivost in prilagajanje

Preden se lotimo natancénega obdelovanja prilagodljivosti v optimizacijskih proble-
meh, si na kratko oglejmo pomen izraza prilagodljivost. V SSKJ [ABGF98] pod
tem in sorodnimi gesli najdemo vrsto vsebinsko podobnih opisov. Pomen vseh iz-
haja predvsem iz gesla prilagajati, ki je definiran kot “delati, da kaj dobi potrebne
lastnosti, znacilnosti glede na lastnosti, znacilnosti cesa” ali kot “usklajevati svoje
vedenje, ravnanje, misljenje s kom, ¢im”. Zanimivejsi primeri uporabe so: ‘“nase-
lja je treba prilagajati pokrajini, ziva bitja se prilagajajo spremenjenim zivljenjskim
razmeram, prilagajati zakone novim razmeram, radio in televizija morata prilagajati
svoj program poslusalcem” itd.

Skusajmo ostati kar se da splosni. Poimenujmo tisto, kar prilagajamo, objekt in
tisto, cemur objekt prilagajamo, okolje. Prilagajanje je torej ustrezno spreminja-
nje, obdelovanje in/ali usklajevanje lastnosti in znacilnosti nekega objekta glede na
njegovo okolje. Prilagodljivost je sposobnost objekta za prilagajanje in rezultat oz.
posledica prilagajanja je prilagoditev objekta.

LSlovar slovenskega knjiznega jezika.
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V idealnem svetu bi bilo prilagajanje brezplacno, brez porabe casa, surovin ali
kakrsnihkoli drugih sredstev. A v realnosti praviloma ni tako; za prilagajanje je
vedno potrebno placati neko ceno. V nadaljevanju se bomo ukvarjali izklju¢no s
taksnimi (ne brezpla¢nimi) prilagajanji. Nas cilj bo poiskati objekt, za prilagajanje
katerega bo cena najmanjsa.

Osvetlimo povedano s primerom podjetja, ki se ukvarja z oblikovanjem avtomo-
bilov. Znano je, da oblikovanje sledi modnim smernicam, ki se iz leta v leto nenehno
spreminjajo. Na sliki Bl je prikazano, kako bi se lahko oblika avtomobila spreme-
nila pri prehodu iz “oglatega” modnega stila v “zaobljenega”. V tem primeru je

Slika 3.1: Primer prilagajanja.

@@

avtomobil objekt prilagajanja, kvadrat predstavlja staro okolje in krog novo okolje.
Cilj pa je stari oglati avto na najcenejsi na¢in spremeniti v novega zaobljenega.

Navedeni primer prikazuje prilagajanje kot dogodek, ki se je zgodil samo enkrat,
vendar na splosno ni tako. Okolje se lahko spremeni veckrat, vsaka sprememba
okolja pa lahko vodi do prilagajanja objekta. Prilagajanje je torej obicajno trajajoc
in kontinuiran proces; ko in ¢e se okolje spremeni, se sprozi prilagajanje objekta.

Iskanje optimalne prilagoditve objekta novemu okolju se seveda lahko sprozi
tudi v trenutku ob spremembi okolja. S tem se ukvarja podrocje realno-casovnitf
sistemov in procesov, s katerimi pa se v nadaljevanju ne bomo ukvarjali. Osredotocili
se bomo predvsem na procese, v katerih je spremembe okolja mozno naértovati in /
ali napovedovati. Popolno nac¢rtovanje sprememb okolja zaradi nedoloc¢enosti veckrat
ni mozno, zato v taksnem primeru skusamo spremembe okolja napovedati. S samim
nacrtovanjem in napovedovanjem sprememb okolja se ne bomo ukvarjali; namesto
tega bomo predpostavljali, da so spremembe okolja podane kot vhodni podatek
problema.

V tem razdelku smo osvetlili samo vsebino pojma prilagodljivost, v naslednjem
pa si oglejmo Se nekaj razlogov za njeno proucevanje.

3.1.2 Pomembnost prilagodljivosti

Ljudje, organizacije, podjetja, procesi, metode itd. so dandanes podvrzeni naglim
spremembam. Spreminjajo se zakoni, pogoji poslovanja, na¢ini distribuiranja, na-
stajajo nova znanja in tehnologije itd. Oglejmo si nekaj primerov razli¢nih razlogov,
zaradi katerih se je tem spremembam potrebno prilagajati.

2angl. real-time
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V Sloveniji smo bili pred leti prica davéni reformi, s katero se je obstojeci davek
od prometa nadomestil z davkom na dodano vrednost. Podjetja, ki so hotela nepre-
kinjeno delovati na trgu, so morala svoj nacin poslovanja prilagoditi novemu nacinu
vodenja davénih obveznosti, saj bi bilo sicer njihovo nadaljnje obratovanje nezako-
nito. Torej so se podjetja morala prilagoditi zaradi nuje, t.j. bolj pomembno je bilo
pravilno vodenje davcnih obveznosti, kot pa cena preoblikovanja starega nacina v
novega.

Kot nekaksno nasprotje si oglejmo primer iz avtomobilske industrije. Tipic¢en
danasnji avtomobil je nacrtovan tako, da ga je mozno prilagoditi razlicnim zahte-
vam trgov in potrebam voznikov, kot so npr. voznja po levi ali desni strani voznega
pasu, vgradnja motorjev razlicnih zmogljivosti, razlicna izbira notranje opreme itd.
Proizvajalceva zelja je seveda zasnovati taksen model avtomobila, katerega prilaga-
janje na razlicne zahteve in potrebe bo kar se da poceni. Zaradi boja s tekmeci
je v poslovnem svetu veckrat bolj pomembno doseci nizje stroske prilagajanja, kot
pa popolno zasnovo avtomobila za vsako od zahtev. Gre za prilagodljivost zaradi
dobicka, zato lahko kakovost izdelka trpi zaradi prilagodljivosti.

Veckrat imamo prilagodljivost za lastnost uspesnega podjetja, kakovostnih izdel-
kov ali storitev. To lahko hitro preverimo, ce v enega od spletnih iskalnikov vnesemo
geslo “prilagodljivost”ﬁ. Kot rezultat taksnega iskanja dobimo ogromno povezav na
spletne strani, na katerih podjetja hvalijo prilagodljivost svojih izdelkov ali storitev.
[zraz prilagodljivost ima o¢itno mocan pozitiven prizvok, zato je veckrat izkoriscan
za potrebe trzenja. Seveda mora podjetje prilagodljiv izdelek ali storitev, preden ga
v resnici ponudi, izdelati. Gre za nekaksno prilagodljivost zaradi boljsega trzenja.

Internet in druge podobne sodobne telekomunikacijske tehnologije so v zadnjem
¢asu omogocile razmah globalizacije. Globalna podjetja si prizadevajo za Sirino svo-
jega delovanja in prisotnost na svetovnem trgu. S tem naletijo na nove razmere,
ki jim morajo prilagoditi svoje izdelke ali storitve. Kot primer navedimo tri pod-
jetja, ki svoje izdelke oz. storitve trzijo izkljuéno preko svetovnega spleta. Njihove
spletne strani so prilagojene razlicnim jezikovnim podro¢jem. Tako ima (v ¢asu pi-
sanja disertacije) spletna trgovina Amazon.comll spletno stran v 7 jezikih, letalska
prevoznika RyanAixﬁ in EasyJetﬁ pa celo v 20 oz. 15 jezikih. Podjetja se morajo
prilagajati zaradi Sirine svojega delovanja.

3.1.3 Splosnost prilagodljivosti

Ugotovili smo, da imamo precej razlogov za proucevanje prilagodljivosti, poleg tega
pa tudi, da je prilagodljivost Sirok pojem, ki za natancno proucevanje potrebuje jasno
definicijo. Vpeljave prilagodljivosti v optimizacijske probleme se bomo podrobno
lotili v naslednjem razdelku, Se pred tem pa v tem podrazdelku nastejmo nekaj ze

3angl. flexibility, adaptability
4http:/ /www.amazom.com
Shttp:/ /www.ryanair.com
Chttp://www.easyjet.com
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znanih pristopov s podroc¢ja optimizacije, ki so v marsicem sorodni prilagajanju oz.
na katere lahko pogledamo skozi prizmo prilagodljivosti.

Optimizacija. Kadar v problemu prilagajanja nastopa samo en objekt in eno oko-
lje, je prilagajanje kar “obicajna” optimizacija, kakrsne smo ze dobro vajeni.
S takim prilagajanjem se v nadaljevanju ne bomo ukvarjali. Ker pa je samo
prilagajanje pravzaprav optimizacijski problem, bo podrocje optimizacije za
nas predstavljalo raziskovalno osnovo.

Realno-¢casovni sistemi. Gre za sisteme z zelo kratkim odzivnim ¢asom na spre-
membe v okolju. Spremembe niso nacrtovane; taksen sistem se prakticno takoj
po spremembi odzove in prilagodi svoje delovanje. Znacilnost realno-casovnih
sistemov je poleg hitre odzivnosti navadno tudi velika zanesljivost delovanja,
zato so taksni sistemi dragi in se pogosto uporabljajo v aplikacijah, kjer gre
za varnost cloveskega zivljenja, kot npr. nadzor vitalnih funkcij pacientov,
navigacijski sistem v letalih, protiblokirni zavorni sistem v avtomobilih itd.

Online algoritmi. Algoritem, ki vhodne podatke obdeluje po delih, ne da bi jih
imel v celoti na voljo od samega zacetka, se imenuje online (sprotni) algoritem.
V nasprotju s tem so pri offline algoritmu vhodni podatki v celoti na voljo ob
zagonu algoritma. Koli¢ina razpolozljivih vhodnih podatkov online algoritma
narasca med njegovim izvajanjem. Kot primer si lahko bralec ogleda online
algoritem za problem razvrscanja poslov v [Rob(2]. Pregledno delo s tega

podrocja je [BEY9S].

Dinamicnost. Problemom, v katerih so podatki odvisni od c¢asa, pravimo tudi
dinamic¢ni problemi. Pri njih gre veckrat za sosledje dogodkov, pri cemer je
¢asovna odvisnost podatkov znana vnaprej. Potrebno pa je poiskati resitev,
ki je primerna za vse ¢asovne trenutke. Vec¢ o vkljucevanju dinamic¢nosti v
optimizacijske probleme obravnava m, primere dinamicnih problemov pa

[BGKSI8, [HPI8, SNI6).

Optimizacija scenarijev. Scenariji se uporabljajo za modeliranje nedolo¢enosti
vhodnih podatkov, pri ¢emer scenarij predstavlja mozno realizacijo vhodnih
podatkov. Vec scenarijev skupaj predstavlja vhod v problem optimizacije
scenarijev, katerega cilj je poiskati resitev, ki je na nek nacin primerna za
vse podane scenarije. Ker v teh problemih nastopa ve¢ scenarijev, se upo-
rabljajo razliéni kriteriji vrednotenja kakovosti resitve. Poznana sta pred-
vsem robustnostni in stohasticnostni kriterij. Ve¢ o optimizaciji scenarijev je

v [KXY97, Sny04].

Robustnost in stohasti¢nost. Z vidika optimizacije scenarijev je robustna resitev
taksna resitev, ki je primerna za vse podane scenarije, stohasticna pa taksna,
ki je bolj primerna za bolj verjetne scenarije in manj primerna za manj verjet-
ne scenarije. Oba kriterija lahko posplosimo tudi izven podroc¢ja optimizacije
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scenarijev, kar pomeni, da ni nujno, da so potencialne situacije predstavljene s
scenariji. Pregledno delo s podroé¢ja robustnosti je [KY97], vec o stohasticnosti

je v [S5.

Mobilnost ponudnikov. Oglejmo si problem razmesc¢anja mobilnih ponudnikov,
katerega vhodni podatki so razlicni scenariji. Za vsak scenarij je potrebno
poiskati razmestitev nekega Stevila ponudnikov, pri ¢emer pa se lahko raz-
mestitve spreminjajo glede na scenarij. Optimizacijski kriterij je lahko npr.
maksimizacija Stevila fiksnih (s stalno lokacijo) ponudnikov.

3.2 Prilagodljivost v optimizacijskih problemih

V tem razdelku se bomo podrobneje lotili prilagodljivosti v optimizacijskih proble-
mih. Opisali bomo, kako iz nekega optimizacijskega problema ustvarimo njegovo
prilagodljivo razlicico. Potrudili se bomo, da bo vpeljava prilagodljivosti v opti-
mizacijske probleme kar se da splosna, vendar hkrati dovolj jasno in matemati¢no
definirana, da bo omogocala nadaljnjo podrobno obravnavo. V naslednjih nekaj
podrazdelkih bomo postopoma predstavili sestavine prilagodljivostnega optimiza-
cijskega problema. Na koncu vsakega izmed podrazdelkov bomo opisali Se prakti¢ni
primer, ki bo prikazal uporabo novih pojmov.

3.2.1 Vpeljava prilagodljivosti
Scenariji in partikularne resitve

Naj bo P = (I, S, m, cilj) optimizacijski problem, kjer je I mnozica nalog problema
P, S je funkcija, ki vsaki nalogi x € [ priredi mnozico S(z) dopustnih resitev,
m je kriterijska funkcija, ki vsaki dopustni resitvi y € S(x) naloge x priredi vre-
dnost m(z,y) € R in ¢ilj € {min, max}, ki pove, ali je potrebno poiskati resitev z
najmanjso ali najvecjo vrednostjo kriterijske funkcije.

Iz problema P, ki mu bomo vcasih rekli tudi osnowvni optimizacijski problem,
bomo s pomocjo scenaryev v nekaj naslednjih podrazdelkih izpeljali prilagodlji-
vostni optimizacijski problem P’ = (I',S',m/ cilj"). Nalogo ' € I’ problema P’
sestavlja mnozica scenarijev. Spomnimo, da scenarij predstavlja nek nabor vhodnih
podatkov, kar s stalis¢a problema P ustreza nalogi x € I. Naloga 2’ € I’ problema
P’ je torej sestavljena iz mnozice scenarijev {si, sa,...,8,} C I.

Glavna ideja prilagodljivosti pa je v tem, da za vsakega od scenarijev s; pois¢emo
“ustrezno” resitev (s stalis¢a osnovnega optimizacijskega problema), tako da so si
dobljene resitve ¢imbolj “podobne”. (Veé o ustreznosti in podobnosti v nadaljeva-
nju.) V idealnem primeru so vse resitve enake — s tem se ukvarjata robustnost in
stohasticnost — vendar to v praksi ni vedno uresnicljivo. Zato bomo v nadaljevanju
predpostavljali, da so vsaj nekatere izmed posameznih resitev razlicne. Resitvi sce-
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narija s; bomo rekli partikularna resitev in jo oznacili z S;. Vse partikularne resitve
skupaj sestavljajo celotno resitev naloge x’ € I’ problema P’.

Primer treh scenarijev sy, so in s3 ter njihovih pripadajoc¢ih partikularnih resitev
S1, Sp in S5 je prikazan na sliki B2

Slika 3.2: Scenariji in njihove partikularne resitve.

‘o) o) [.@

Dopustna resitev naloge «' € I’ problema P’ je mnozica {51, S, ..., S, }, kjer je
S; dopustna partikularna resitev scenarija s;. (Dopustne partikularne resitve pa so
pravzaprav dopustne reSitve naloge, ki jo dobimo, ¢e na scenarij neodvisno pogle-
damo kot na nalogo problema P.)

Primer. Podjetje razmislja o zacetku proizvodnje in distribucije nove vrste izdel-
kov. Zgraditi namerava ve¢ ponudnikov (t.j. proizvodnih obratov in distribucijskih
centrov) v razliénih regijah sveta. V vsaki regiji ima na voljo ve¢ lokacij za postavi-
tev ponudnikov. Podjetje se odloci, da bo v vsaki regiji postavilo p > 1 ponudnikov.
V tem primeru scenarij s; predstavlja mnozico vseh potencialnih lokacij v doloceni
regiji, partikularna resitev S; pa izbor p izmed njih. Pri tem je izbor ponudnikov
odvisen od omejitev in kriterijev, ki nastopajo v problemu.

Kriterij vrednotenja resitev

Glede na povedano je prav gotovo na mestu vprasanje, kaksen je kriterij vrednote-
nja reSitev naloge ' € I’ prilagodljivostnega optimizacijskega problema. Glede na
zgoraj omenjeni ustreznost in podobnost partikularnih resitev se porajata naslednja
dva vidika.

Kakovost. Ustreznost partikularne resitve S; scenariju s; bomo natancneje defini-
rali kot partikularno kakovost. Slednja bo neposredno izpeljana iz kriterijske
funkcije problema P. Vet o kakovosti bomo povedali v podrazdelku B2

Prilagodljivost. Podobnost dveh partikularnih resitev pa bomo natanc¢neje defini-
rali kot partikularno prilagodljivost. V povezavi s tem bomo veckrat govorili
tudi o ceni medsebojnega prilagajanja partikularnih resitev, kjer gre za ceno
transformacije ene partikularne resitve v drugo. Vec o prilagodljivosti bomo
povedali v podrazdelku BZ2Z3

Kriterija kakovosti in prilagodljivosti najveckrat nista neodvisna. Povecevanje
enega lahko vpliva na zmanjSevanje drugega, zaradi Cesar je hkratna optimizacija
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obeh kriterijev lahko precej zamotano opravilo. Nastalo zagato je mozno reSevati na
razlicne nacine, od katerih omenimo veckriterijsko optimizacijo ali uporabo kriterija
kakovosti kot omejitve v problemu. Pri modeliranju prilagodljivostnih optimizacij-
skih problemov je zato veckrat potrebno ubrati kompromisno pot; posledi¢no je pri
tem veckrat vpleten cloveski faktor.

3.2.2 Kakovost
Partikularna kakovost

Nalogo prilagodljivostnega optimizacijskega problema sestavlja mnozica scenarijev,
pri cemer za vsakega od njih poiscemo partikularno resitev. Najprej si oglejmo par-
tikularno kakovost. Ustreznost partikularne resitve S; scenariju s; bomo poimenovali
partikularna kakovost in jo definirali kot

ZZ(SZ) == m(si, SZ),

kjer je m(x,y) kriterijska funkcija osnovnega optimizacijskega problema. Partiku-
larna kakovost pravzaprav predstavlja pogled na kakovost reSitve S; scenarija s;
neodvisno od (brez upostevanja) ostalih scenarijev.

Oznacimo z S} optimalno resitev scenarija s; glede na z;. (Gre za optimalno
resitev naloge s; problema P.) Z vidika problema P’ pa bomo S} imenovali opti-
malna partikularna resitev. Definirajmo Se optimalno partikularno kakovost z! kot
partikularno kakovost optimalne partikularne resitve, t.j. zF = 2;(S)).

Celotna kakovost

Na osnovi partikularnih kakovosti lahko definiramo celotno kakovost, s katero merimo
kakovost celotne resitve. Celotno kakovost bomo oznacili z

2(S1, 52, ..., Sn),

pri ¢emer je S; partikularna resitev za scenarij s;, kjer 1 <i < n.

Funkcijo z(S1, S, ...,S,) lahko seveda izra¢unamo na razlicne nacine, v na-
daljevanju pa bo to najveckrat kar vsota, maksimum ali minimum partikularnih
kakovosti. V primeru vsote je torej

zsum(‘sh 527 ) Sn) = Z Zi<Si>7
v primeri maksimuma
Zmaz (51,52, ..., Sp) = max z;(S;)

in v primeru minimuma

Zmin(Sla SQ, ceey Sn) = min ZZ(SZ)
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Na sliki je prikazan primer treh scenarijev {si, so, s3}, njihovih partikularnih
resitev {51, S, 53} in partikularnih kakovosti z1, 29, 23, kakor tudi celotna kakovost
2(S1, S, S3), ki je v.danem primeru vsota partikularnih kakovosti.

Slika 3.3: Partikularna in celotna kakovost.

(s,)
SO )
2 Q)

z2(S,8,8) = z(5) + z(5) + z(S)

Kakovost v prilagodljivostnem optimizacijskem problemu

Kriterijska funkcija prilagodljivostnega optimizacijskega problema je lahko sesta-
vljena iz celotne ali tudi partikularne kakovosti. Obe pa lahko v problemu nasto-
pata tudi kot omejitev. Oglejmo si najprej partikularno kakovost kot omejitev. V
primeru minimizacijskega problema P’ so lahko taksne omejitve oblike

Zz(‘gz) S OZZ'Z*

kar pomeni, da je lahko partikularna kakovost z;(S;) kvec¢jemu c;-krat slabsa od
optimalne partikularne kakovosti z;.

Ce je optimalne partikularne resitve mozno poiskati v polinomskem ¢asu, t.j.
problem P € P, potem je smiselno zahtevati a; = 1. Ce pa je P N'P-tezek pro-
blem, lahko s spreminjanjem «; nastavljamo zeljeno kakovost partikularnih resitev.
Seveda v tem primeru s spreminjanjem «; ne smemo pretiravati, da ne presezemo
aproksimacijskega praga problema.

Podobno lahko tudi celotna kakovost v prilagodljivostnem optimizacijskem pro-
blemu nastopa kot omejitev. Zopet za primer minimizacijskega problema P’ je
taksna omejitev lahko oblike

2(S1, 52, ...,5,) < az”,

kjer je z* = z(S7,S53,...,5%) celotna kakovost optimalnih partikularnih resitev
1,95, ..., 5% in o parameter, s katerim nastavljamo celotno kakovost resitve.

Primer. Podjetje (iz primera v prejsnjem razdelku) ima v vsaki od regij na voljo
veC¢ moznih lokacij za postavitev ponudnikov. Poleg tega je v vsaki regiji vec ze
znanih lokacij porabnikov (trgovskih centrov, trgovin, konénih kupcev itd.). V tem
primeru lahko partikularno kakovost, kjer partikularna resitev .S; predstavlja izbor p
izmed potencialnih lokacij v s; za postavitev ponudnikov, izracunamo kot kriterijsko
funkcijo katerega od ze znanih problemov razmescanja, npr. NAJMANJSI p-CENTER
ali NAJMANJSA k-MEDIANA. Izbran problem razmescanja torej predstavlja osnovni
optimizacijski problem, iz katerega gradimo njegovo prilagodljivostno razli¢ico.
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3.2.3 Prilagodljivost
Partikularna prilagodljivost

Oglejmo si se drugi kriterij, ki pravzaprav tvori bistvo prilagodljivosti v optimiza-
cijskih problemih, zato tudi nosi enako ime, t.j. prilagodljivost. Kot smo ze omenili,
je cilj prilagodljivostnega optimizacijskega problema poiskati podobne partikularne
resitve za posamezne scenarije. Podobnost dveh partikularnih resitev bomo poime-
novali partikularna prilagodljivost in jo oznacili z

kjer sta S; in S; dve partikularni resitvi za scenarija s; in s; zaporedoma. Velja
omeniti, da se funkcija f;; v splosnem razlikuje glede na scenarija s; in s;, ki v njej
nastopata.

Funkcija f;;(S;, S;) predstavlja ceno transformiranja oz. prilagajanja S; v S;
in pomeni ceno, ki jo je potrebno placati, ¢e pride do prehoda iz scenarija s; v s;.
Strogo gledano pravzaprav velja, da vecja kot je cena prilagajanja dveh partikularnih
resitev, manjSa je njuna partikularna prilagodljivost in obratno. V nadaljevanju
bomo oba pojma izmeni¢no uporabljali.

Slika 3.4: Partikularna prilagodljivost.

Na sliki B4l so prikazani trije scenariji {sy, $o, s3} in njihove partikularne resitve
{S1, S5, 53}. Poleg tega sta prikazani se partikularni prilagodljivosti fi2(S7, Ss) in
f23(52, 53). Med n scenariji lahko naredimo najve¢ n(n — 1) razliécnih usmerjenih
prehodov, vendar v realnem problemu ni nujno, da zelimo upostevati prav vse mozne
prehode, ampak samo nekatere. Katere prehode zelimo upostevati in katerih ne, pa
lahko najlazje in najbolj splosno opisemo z grafom.

Graf prehodov scenarijev

Graf, s katerim bomo opisali, kateri prehodi med scenariji v prilagodljivostnem op-
timizacijskem problemu nastopajo in kateri ne, bomo poimenovali graf prehodov
scenarijev. Ce bo v modeliranem problemu smer prehodov pomembna, bo tak graf
usmerjen, sicer bo neusmerjen. Naj bo torej G = (V| F) enostaven in povezan
(usmerjen ali neusmerjen) graf z vozliséi V' in povezavami F, kjer je vozliscu i € V'
prirejen scenarij s;. Graf G je graf prehodov scenarijev. Zaradi enolicne povezanosti
vozlis¢ in scenarijev bomo v nadaljevanju, kadar bomo govorili o vozlis¢u 4, veckrat
hkrati imeli v mislih scenarij s; in tudi obratno.
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Graf prehodov scenarijev je enostaven, t.j. nima zank; s tem preprecimo nesmi-
selna prilagajanja partikularne resitve sami sebi. Poleg tega je tudi povezan, kar po-
meni, da prilagajanje neposredno ali posredno zajema prav vse partikularne resitve
hkrati. Deli grafa, ki med seboj niso povezani, vsak zase predstavljajo samostojne
probleme prilagajanja; npr. izolirane scenarije lahko obravnavamo samostojno kot
osnoven optimizacijski problem.

Funkcija f;; je definirana za vse (7, j) € E in ni definirana za (7, j) ¢ E. To lahko
razSirimo, da postavimo f;; = 0 za vse (i,7) € E.

Naj bo (i,j) € E. Ce je graf G usmerjen, potem v problemu nastopa prehod
iz scenarija s; v s;, katerega cena je fi;(S;,5;). Cena taksnega prehoda je lahko
simetricna, t.j.

fi3(55,55) = [i(S5, 5),
kar pomeni, da je cena prehoda v smeri od s; proti s; enaka kot v smeri od s; proti
s;. V primeru neusmerjenega grafa G pa (i,j) € E pomeni prehod med s; in s; v
poljubni smeri. Cena taksnega prehoda je vedno simetri¢na.

Slika 3.5: Graf prehodov scenarijev.

Na sliki je prikazan primer grafa prehodov scenarijev s petimi vozliséi oz.
scenariji.

V nadaljevanju se bomo veckrat ukvarjali s problemi, v katerih razlikovanje med
usmerjenim in neusmerjenim grafom ni tako pomembno. Veckrat lahko neusmerjeni
graf prehodov scenarijev enostavno pretvorimo v usmerjenega in dobimo enakovre-
dno nalogo. Pretvorbo naredimo tako, da vse neusmerjene povezave spremenimo v
usmerjene s poljubno smerjo. Obratna pretvorba ni tako preprosta, ker v splosnem
fi; ni simetricna; ¢e pa f;; je simetricna, potem lahko smer povezav v usmerjenem
grafu prehodov scenarijev zanemarimo in tako dobimo neusmerjeni graf.

Celotna prilagodljivost

Na osnovi partikularnih prilagodljivosti lahko definiramo celotno prilagodljivost. Pri
tem seveda upostevamo samo tiste partikularne prilagodljivosti f;;, za katere v grafu
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G obstaja povezava (i, j) € E. Celotno prilagodljivost bomo oznagili z

f(Sla 527 R Sn)7

kjer so S1, 5, ..., S, partikularne resitve za scenarije s1, So, ..., S, zaporedoma.

V prilagodljivostnih optimizacijskih problemih gre za iskanje najbolj prilago-
dljive resitve, kar dejansko pomeni, da gre za minimizacijo celotne prilagodljivosti.
Mozni so razli¢ni nacini izracuna celotne prilagodljivosti, od katerih zopet omenimo
predvsem vsoto, maksimum in minimum partikularnih prilagodljivosti.

Torej celotno prilagodljivost lahko definiramo kot vsoto, t.j.

fsum(ShSQa---aSn): Z fij(Siasj)a

(i,7)€EF

¢emur bomo v nadaljevanju krajse rekli kar sum prilagodljivost. Ce namesto vsote
uporabimo maksimum, dobimo

max S 75 7---7Sn = max [y SHS )

f, ( 1,02 ) (i,j)EEfj( ])

¢emur bomo rekli tudi max prilagodljivost, in Se zadnji nac¢in z minimumom, ki je
definiran kot

fmm(Sl,Sg,...,Sn) = min fZ](SZ,Sj)

(i,))eE
V problemih prilagajanja gre ponavadi za minimizacijo celotne prilagodljivosti.
V tem primeru je smiselna uporaba fe, in fiee. (Z uporabo f;, dobimo mini-
mizacijo minimuma partikularnih prilagodljivosti, kar nima globljega prakticnega
smisla.) Lahko pa namesto minimizacije uporabimo maksimizacijo, ki je smiselna
v povezavi z feum N fiee. V primeru uporabe maksimizacije lahko govorimo o
neprilagodljivosti.

Primer. Podjetje (primer iz predhodnega razdelka) namerava (zaradi tehni¢nih
ali finanénih omejitev) izdelke distribuirati samo med dolo¢enimi pari regij. Tran-
sport izdelkov med regijami je predstavljen z grafom prehodov scenarijev, v katerem
povezava predstavlja pretok izdelkov med dvema regijama. V vsaki od regij pod-
jetje izbere p lokacij za postavitev ponudnikov, partikularna prilagodljivost je cena
transporta izdelkov med ponudniki iz dveh razlicnih povezanih regij. Celotna pri-
lagodljivost je sestevek partikularnih prilagodljivosti; s tem zaobjema celotno ceno
distribuiranja izdelkov. Cilj podjetja je seveda to ceno minimizirati.

3.2.4 Prilagodljivostni optimizacijski problem

Sedaj imamo kon¢no na voljo vse potrebno, da sestavimo prilagodljivostni optimi-
zacijski problem P’. Naloga 2’ € I’ problema P’ je torej sestavljena iz enostavnega
povezanega grafa prehodov scenarijev G = (V| F) z vozliséi V' = {1,2,...,n} in
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povezavami FE. Vsakemu od vozlis¢ ¢ € V je prirejen scenarij s; € I, kjer je [
mnozica nalog osnovnega optimizacijskega problema P. Poleg tega sta poznana Se
nacin izracuna celotne kakovosti z(S1, Ss, . . ., Sp,) iz partikularnih kakovosti z;(5;) in
celotne prilagodljivosti f(S1, 52, ..., S,) iz partikularnih prilagodljivosti f;;(S;, S;).
Kriterijska funkcija problema P’ vsebuje celotno prilagodljivost. Kriteriji kakovo-
sti pa v problemu P’ lahko nastopajo kot del kriterijske funkcije (v tem primeru
govorimo o veckriterijski optimizaciji) ali tudi kot omejitve v problemu. Kadar bo
govora o prilagodljivosti, bo cilj problema P’ minimizacija.

Slika 3.6: Prilagodljivostni optimizacijski problem.

Graficno bomo optimizacijske probleme prilagajanja veckrat prikazali tako kot na
slikiBl Prikazan je graf prehodov scenarijev G = (V, F) z vozliséi V = {1,2,3,4,5}
in povezavami F = {(1,2),(2,4),(3,1),(3,2),(3,5),(4,3)}. Vsakemu od vozlis¢ i €
V' je prirejen scenarij s; in funkcija z;(S;) za izracun kakovosti partikularne resitve
S; za scenarij s;. Za vsako povezavo (i,j) € E je podana funkcija f;;(S;,S;) za
izracun cene prilagoditve S; v 5.

3.3 Vrste prilagodljivosti

Omenili smo ze vec razlicic prilagodljivosti. Glede na vrsto kriterijske funkcije razli-
kujemo med sum in max prilagodljivostjo. V primeru maksimizacije lahko vpeljemo
Se sum in min neprilagodljivost. Govorimo lahko o veckriterijski optimizaciji ali o
uporabi kakovosti kot omejitve v problemu.

3.3.1 Problemi prilagodljivih atributov

V naslednjem poglavju bomo pozornost najprej posvetili posebni razlicici prilagodlji-
vostnih optimizacijskih problemov, ki jih bomo poimenovali problem: prilagodljivih
atributov. V teh problemih se bomo osredotocili izkljuéno na optimizacijo celotne
prilagodljivosti, pri cemer bomo zanemarili partikularno kakovost. Poleg tega bomo
podali natancen opis scenarijev, poudarek bo na njihovem preprostem in sploSnem
opisu. Na ta nacin bomo dobili preprostejSo in konkretno razlicico prilagodljivosti,
ki je teoreticno bolj obvladljiva.
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3.3.2 Splosni problemi prilagajanja

Poglavju o problemih prilagodljivih atributov bo sledilo poglavje v katerem bomo v
nekatere optimizacijske probleme vpeljali prilagodljivost in na ta nacin dobili njihove
prilagodljivostne razli¢ice. Pri obvladovanju prilagodljivostnih razli¢ic bomo veckrat
uporabili rezultate problemov prilagodljivih atributov.

3.3.3 Grafi prehodov scenarijev

Problem prilagajanja je definiran na splosnem grafu prehodov scenarijev. Pri na-
daljnji obravnavi se bomo veckrat omejili na doloceno vrsto grafa. S tem pogosto
poenostavimo obravnavo problema, posledi¢no to vodi v konstrukeijo u¢inkovitejsega
algoritma. Nekaj zanimivejsih primerov grafov prehodov scenarijev navajamo v ta-
belah B in BE§ V vseh primerih gre za graf s petimi vozliséi.

Tabela 3.7: Grafi prehodov scenarijev.

Splosni graf

Splosni graf prehodov scenarijev predstavlja poljuben
nacin prehajanja scenarijev. ReSevanje problema pri-
lagajanja na taksnem grafu je pogosto zahtevnejse
v primerjavi z ostalimi vrstami grafov, vendar pa je
taksen opis najbolj splosen in zato v praksi tudi naj-
bolj uporaben.

Polni graf @)

Polni graf vsebuje vse mozne prehode med danimi / \
scenariji. Gre torej za iskanje taksnih resitev za po- @)

samezne scenarije, ki so si med seboj vse podobne. X f
Nekateri prakticni problemi zahtevajo prav to. (D a—0)
Prazen graf

Prazen graf — nasprotje polnega grafa — ne vsebuje @D
nobene povezave. Podobnost posameznih resitev se

v taksnem grafu popolnoma zanemari, vsak scenarij ©) @

torej predstavlja samostojen optimizacijski problem.

S tem pravzaprav zanemarimo bistvo prilagodljivo-

sti, zato se s taksnim grafom prehodov scenarijev v O ®
nadaljevanju ne bomo ukvarjali.
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Tabela 3.8: Grafi prehodov scenarijev (2. del).

Drevo

Drevo je povezan graf, v katerem velja |E| = |V| — 1.
Drevo je zelo uporabno za modeliranje praktiénih
problemov, poleg tega pa se pogosto zgodi, da je op-
timizacijski problem precej lazje resevati na drevesu
kot na splosnem grafu.

Veriga

Veriga je posebno drevo, v katerem si povezave za-
poredno sledijo. Uporabna je za opis problemov, v
katerih so prehodi scenarijev zaporedni, t.j. za mo-
deliranje linearnega sosledja dogodkov.

Cikel oz. cikli¢ni graf

Cikel je graf z enakim Stevilom vozlis¢ in povezav,
v katerem je stopnja vsakega vozlisca dva. Cikel je
uporaben za modeliranje ponavljajoc¢ih se procesov.
Vcasih ciklu pravimo tudi zaprta veriga.

2-stopenjski graf

2-stopenjski graf prehodov scenarijev je poseben pri-
mer drevesa, v katerem iz enega vozlisca izhajajo po-
vezave v vsa ostala. Taksnemu grafu pogosto pravimo
tudi zvezda. Ker ga bomo uporabljali za modeliranje
problemov, v katerih nastopa en scenarij v sedanjo-
sti, iz njega pa je moznih ve¢ povezav v scenarije v
prihodnosti, mu raje recemo 2-stopenjski graf.

OO0 —0O

@
@/ \@
I
©
/o

@\
@

N

®



Poglavje 4

Problemi prilagodljivih atributov

Cim vec povezav spoznamo, tem vec vemo o predmetu raziskave.
— John Dewey

Glcwm' predmet tega poglavja so problemi prilagodljivih atributov. V njih se osre-
dotocimo na optimizacijo prilagodljivosti in na enostaven opis scenarijev. Scenarije
opiSemo z mnozico atributov. Najprej predstavimo enotno notacijo in opisemo nacin
wzracuna partikularne prilagodljivosti, nato glede na sum in max prilagodljivost defi-
niramo nagjsplosnejse razlicice problemov prilagodljivih atributov, za katere obdelamo
tudi zahtevnost resevanja, t.j. dokaZemo N'P-tezkost in opisemo njihovo absolutno
i relativno aproksimabilnost.

Zatem se lotimo razlicic, v katerth je potrebno za wvsak scenarij izbrati le en
atribut.  Opisemo njihovo zahtevnost resevanja, nato za te razlicice opisemo ma-
tematicne, t.j. kvadratne in linearne celosteviléne programe. Predstavimo Se poli-
nomska natancéna algoritma za primer, kadar je graf prehodov scenarijev drevo, in
superpolinomska natancéna algoritma za splosni graf prehodov scenarijev.

Nato se lotimo dvostopengskih problemov investiranja, v katerih gre za probleme
prilagodljivih atributov z dvostopenjskim grafom prehodov scenarijev. Predstavimo
nekatere rezultate o zahtevnosti resevanja, med drugim tudi polinomske natancne in
polinomske aproksimacijske algoritme. Opisemo tudi polinomski natancni algoritem
za sum prilagodlyivost atributov, v katerih je graf prehodov scenarijev veriga. V
zadnjem razdelku prikaZemo Se nekaj potencialnih aplikacij problemov prilagodljivih
atributov.

4.1 Definicije problemov

V predhodnem poglavju smo prilagodljivost v optimizacijskih problemih skusali za-
objeti kar se da Siroko. Povedali smo, da je celotna reSitev problema prilagajanja
sestavljena iz (ve¢) partikularnih resitev. Predstavili smo dva razli¢na kriterija za
vrednotenje kakovosti resitve. Pri prvem gre za vrednotenje kakovosti partikularnih

47
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resitev (glede na ustrezen scenarij) neodvisno od ostalih partikularnih resitev, pri
drugem pa gre za izracun cene medsebojnega prilagajanja partikularnih resitev.

Ce v danemu problemu prilagodljivosti na scenarij in njegovo partikularno resitev
pogledamo z vidika samostojnega optimizacijskega problema, pri cemer seveda po-
polnoma izkljucimo kriterij medsebojnega prilagajanja partikularnih resitev, potem
gre pri problemu pravzaprav za klasicno optimizacijo, ki je ze dodobra obdelana v
literaturi. Poleg tega na ta nacin popolnoma izkljucimo samo srz prilagodljivosti,
ki jo zelimo raziskovati.

To je razlog, da se bomo v tem poglavju osredotocili le na drugi kriterij, t.j. na
optimizacijo prilagodljivosti partikularnih resitev. S tem bomo pozornost nasega
studija usmerili le na prilagodljivost. Kakovost partikularnih resitev bomo pri tem
izkljucili, saj bi ta lahko pri studiju prilagodljivosti predstavljala morebitno nepo-
trebno oviro. V tem poglavju torej zelimo prilagodljivost raziskovati v kar najpre-
prostejsi obliki.

Za enostaven in pregleden studij prilagodljivosti je pomemben tudi enoten in
splosen nacin predstavitve scenarijev. V ta namen bomo posamezen scenarij v na-
daljevanju predstavili z mnozico, elemente te mnozice pa bomo poimenovali atributi.
Gre torej za imena (in ne vrednosti) spremenljivk. Skupno ime za probleme, ki jih
bomo obdelovali v tem poglavju, je problemi prilagodljivih atributov.

Atribut lahko (v prakti¢nem problemu) predstavlja nek objekt, dejanje, akcijo,
odlocitev ali lastnost itd., kot je npr. premik robotske roke po doloceni trajektoriji,
cena koncnega izdelka, dobavitelj reprodukcijskega materiala, lokacija za postavi-
tev ponudnika itd. Pomen oz. dejanska vsebinska predstavitev atributov za nas z
vidika raziskovanja prilagodljivosti ni pomembna, zato bomo v nadaljevanju upora-
bljali le abstrakten pojem atribut. Vseeno bomo v zadnjem razdelku tega poglavja
predstavili nekaj aplikacij problemov prilagodljivih atributov.

7 osredotocenjem na optimizacijo prilagodljivosti in s preprostim ter enovitim
nac¢inom opisa scenarijev torej skusamo doseci naslednje:

e da se naSa raziskava osredotoca na prilagodljivost; in
e da je nasa raziskava prilagodljivosti enostavna in pregledna.

V predhodnem poglavju smo predstavili dve razlic¢ici optimizacije prilagodljivosti,
t.j. sum in max prilagodljivost. Glede na ti dve razli¢ici bomo v nadaljevanju
obdelali naslednja dva problema:

e NAJMANIJISA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV; in
e NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV.

Vrednost p je vhodni parameter problemov in predstavlja mo¢ partikularnih dopu-
stnih resitev, t.j. Stevilo atributov, ki jih je potrebno izbrati v vsakem od scenarijev.
Kadar je vrednost p poljubna, bomo taksnemu nacinu izbiranja atributov rekli tudi
prilagodljivost p atributov.
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Poleg tega bomo posebej obdelali Se preprostejsi razlicici zgornjih dveh proble-
mov, v katerih velja p = 1. To sta:

e NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV; in
e NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV.

Pri p = 1 gre za izbiro natanko enega atributa v vsakem od scenarijev. Vcasih bomo
tej vrsti rekli prilagodljivost p = 1 atributov. Kljub vsem omenjenim poenostavi-
tvam so, kot bomo pokazali v nadaljevanju, vsi v tem podrazdelku nasteti problemi
prilagodljivosti N'P-tezki.

4.1.1 Notacija

Za vse omenjene probleme prilagodljivih atributov bomo najprej vpeljali enotno
notacijo. Naloge problemov prilagodljivih atributov bomo oznacevali s cetverko
(G,I1,C,p), pri cemer je

e G = (V,E) graf prehodov scenarijev,

kjer je V = {1,2,...,n} mnozica vozlis¢ in F mnozica povezav,

o [ ={sy,89,...,8,} je mnozica vozlistem pripadajocih scenarijev,

kjer vozliscu ¢ € V' pripada scenarij s; € I,

ki je opisan z mnozico atributov A; = {a, @i, . .., aija,}

C = {c|(i,7) € E} je mnozica funkcij,

kjer ¢;; : A; x Aj - Z" in

o ¢;;i(aik, aj) predstavlja ceno prilagoditve a;, € A; v aj € A;,

p < miney |4;| je pozitivno celo stevilo,
e ki dolo¢a mo¢ partikularnih resitev S; C A;, kjer |S;| = p.

V nadaljevanju bomo veckrat uporabljali tudi naslednji dve oznaki. Prva ¢ =
min;ey |A;| oznac¢uje najmanjse stevilo atributov poljubnega scenarija in druga r =
max;cy |A;| oznacuje najvecje stevilo atributov.

Za naloge problemov NAJMANJSA Y -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV in NAJ-
MANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV vedno velja p = 1, zato jih bomo
oznacevali s trojico (G,I1,C) = (G,1,C,1). Oglejmo si naslednji primer naloge
prilagodljivih atributov.
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Primer. Naj bo (G, 1, C) naloga prilagodljivih atributov, kjer je G = (V, E) graf
prehodov scenarijev z vozliséi V' = {1, 2,3, 4,5} in povezavami E, kot je prikazano na
sliki Tl Vozliséem pripadajoéi scenariji s, S, . . . , S5 S0 opisani z mnozicami atribu-
tov Ay = {a11,a12,a13,a14,a15},142 = {a21,a22,a23},143 = {a317a32>a33,a34},144 =
{aq1,a40}, As = {as1, ase, ass,ass}. Ker scenariji enoli¢no pripadajo vozliséem, so
oznake vozlis¢ na sliki izpuscene, zapisane pa so oznake scenarijev. Tako je poleg
vozlisca ¢ zapisana le oznaka scenarija s;. Poleg tega bomo atribute A;, ki pripadajo
scenariju s;, pisali znotraj vozlisca 1.

Slika 4.1: Primer problema prilagodljivih atributov.

21 a22 a23

Na ta nacin enostavno graficno ponazorimo nalogo prilagodljivih atributov. Se-
veda pri opisu naloge ne smemo pozabiti definirati Se cen prilagoditev atributov.
V tem primeru definirajmo ceno prilagoditve ¢;;(a;, a;;) poljubnih dveh atributov
aix € A; in aj; € Aj, Kjer (i, j) € E, kot ¢;;(aig, aj) =i — j| + |k —1].

4.1.2 Izracun partikularne prilagodljivosti

Preden se dokoncno lotimo natanéne definicije vsakega izmed zgoraj nastetih pro-
blemov, povejmo Se, kako za (i,7) € FE izracunamo partikularno prilagodljivost
fi(Si,S;), kjersta S; C A;in S; C A, partikularni resitvi z mocjo p. Vhodni podatki
v nalogi problema prilagajanja atributov so med drugim tudi funkcije ¢;;(a, a;i)
za vsak (i,7) € F, s katerimi podamo ceno prilagajanja poljubnih dveh atributov
a;, € A; in ay; € Aj. S pomocjo funkcije ¢;; izracunamo f;;. Moznih je seveda vec
razlicnih nacinov izracuna f;;, med katerimi pa nas bo zanimal najcenejsi nacin,
t.j. zanimala nas bo cena prilagajanja S; v S, pri katerem je vrednost f;; naj-
manjsa. Pokazali bomo, kako lahko to enostavno izracunamo s pomocjo problema
NAJMANJSA DODELITEV, ki smo ga opisali v podrazdelku B2

Naj bosta S; = {ai1, aia, ..., @i} in S; = {a;1,a 2, ..., a;,} partikularni resitvi
scenarijev s; oz. s;. Atribute, ki sestavljajo S; in §;, pretvorimo v vozlisca in
sestavimo polni dvodelni graf H;; = (S; U S}, F'), kjer F' = S; x 5}, kot je prikazano
na sliki (za primer p = 3). Cena povezave v tako zgrajenem grafu je enaka
ceni pretvorbe ustreznih dveh atributov. Natancneje, cena povezave (a;,aj) € F
je enaka ¢;j(a, a;;). Dvodelni graf H;; sestavlja 2p vozlis¢ — levi in desni del vsak
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posebej vsebujeta p vozlisc — zato v H;; vedno obstaja popolno ujemanje velikosti
p.

Slika 4.2: Izracun partikularne prilagodljivosti.

clj(a”, a })

Naj bo M;; reSitev problema NAJMANJSA DODELITEV na grafu H;;. Velja
|M;;| = p. Povezave v M;; predstavljajo izbrane pretvorbe atributov med S; in S;,
in sicer (ai;, aj) € M;; pomeni, da pretvorimo atribut a;, v a;;. Ker je |M;;| = p, so
s tem zaobjeti vsi atributi iz S; in S;. Partikularna prilagodljivost f;; je enaka ceni
ujemanja M;;. Torej

Fi(Su S = > cylay,apn).

(aik,aj1)€M;;

Ker je cena ujemanja M;; najmanjsa, je prav gotovo tudi f;; najmanjsa.

Opisan izracun je uporaben tako v problemih sum prilagodljivosti kot v proble-
mih max prilagodljivosti. Morda dobimo vtis, da je racunanje partikularne prila-
godljivosti na takSen nacin, kjer je potrebno za vsak problem prilagodljivosti resiti
|E| problemov NAJMANJSA DODELITEV, precej zapleteno. V nadaljevanju bomo
videli, da ni vedno tako.

Izbira enega atributa

Bolj preprost je izracun f;; v primeru p = 1, kjer za vsak scenarij izberemo natanko
en atribut. V tem primeru velja preprosto

1ii(Si, S;) = ¢ij(as, aj),

kjer Sz = {CLZ} in Sj = {Clj}.

4.1.3 Prilagodljivost p atributov

Spoznali smo torej nacin, kako izracunati najcenejso ceno medsebojne prilagoditve
dveh partikularnih resitev S; in S;. Sedaj se lahko lotimo definicij problemov pri-
lagodljivosti. Najprej definirajmo splosne probleme, v katerih v vsakem scenariju
izberemo p atributov. Dopustne resitve teh problemov so zaporedja (S7, S, . .., Sy)
mnozic atributov S; C A;, kjer |S;| = p za vsak 1 < i < n. Mnozica S; vsebuje
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atribute, izbrane v scenariju s;. Posebej bomo definirali sum in max prilagodljivost
atributov. Najprej definirajmo prvo.

Problem 4.6: NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV

Naloga: Cetvorka (G,I,C,p), kjer je G = (V, E) graf prehodov scenarijev.
Vozliscu i € V pripada scenarij s; € I, ki je opisan z atributi A;. Za vsak
par atributov a;; € A; in ay € A;, Kjer (i,7) € E, je ¢;j(ay, a;) € ZT cena
prilagajanja atributov. Parameter p € Z*, da za vsak i velja p < |A;].
Dopustna reditev: Zaporedje (S1,Ss,...,5,) mnozic S; C A;, kjer |S;| = p za
veak 1 <7 <n.

Kakovost dopustne resitve: foum(S1,S2,...,5,) = Z(z‘,j)eE fi;(Si, ;).

Cilj: Minimizacija.

Problem NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV je v vsakem scena-
riju izbrati p atributov, tako da je vsota partikularnih prilagodljivosti f;; najmanjsa.
Drugi problem se nanasa na max prilagodljivost, pri kateri je celotna cena prilaga-
janja enaka maksimumu partikularnih prilagodljivosti, ali povedano drugace, da je
najdrazje partikularno prilagajanje najcenejse.

Problem 4.7: NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV

Naloga: Cetvorka (G,I,C,p), kjer je G = (V, E) graf prehodov scenarijev.
Vozliscu i € V pripada scenarij s; € I, ki je opisan z atributi A;. Za vsak
par atributov a;; € A; in ay € A;, Kjer (i,7) € E, je ¢;j(a, a;) € ZT cena
prilagajanja atributov. Parameter p € Z", da za vsak i velja p < |A;].
Dopustna resitev: Zaporedje (S, S, ...,S,) mnozic S; C A;, kjer |S;| = p, za
vsak 1 <7 <n.

Kakovost dopustne resitve: fi.q. (51,52, ..., S,) = max jer fij(Si, 5;).

Cilj: Minimizacija.

V definiciji obeh problemov je cena ¢;; prilagajanj atributov nenegativno celo
stevilo. Probleme, v katerih so vsi ¢;; pozitivna racionalna stevila, pretvorimo na
zgornji opis preprosto tako, da vse ¢;; mnozimo z dovolj veliko konstanto. Podobno
lahko probleme, v katerih je ¢;; lahko negativno Stevilo, pretvorimo na zgornji opis
tako, da vsem c¢;; pristejemo dovolj veliko konstanto.

4.1.4 Prilagodljivost p = 1 atributov

V nadaljevanju bomo veckrat obdelovali probleme, v katerih v vsakem scenariju iz-
beremo natanko en atribut, zato jih na tem mestu posebej definirajmo. Ker gre za iz-
biro samo enega atributa, bomo dopustne resitve pisali kot zaporedja (aq, as, . . ., a,),
kjer a; € A; predstavlja atribut, izbran v scenariju s;. Velja seveda S; = {a;}. Zopet
najprej definirajmo problem sum prilagodljivosti.
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Problem 4.8: NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je G = (V, E) graf prehodov scenarijev. Vozliséu
1 € V pripada scenarij s; € I, ki je opisan z atributi A;. Za vsak par atributov
aix, € A; in ay € Aj, Kjer (i,7) € E, je cij(air,aj) € Z cena prilagajanja
atributov.

Dopustna resitev: Zaporedje (a1, as, . .., a,) atributov a; € A;.

Kakovost dopustne reditve: foum(ar,as, ..., a,) = E(i,j)eE cij(a;, a;).

Cilj: Minimizacija.

Problem NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV je za vsak scenarij
izbrati natanko en atribut, tako da je vsota cen vseh prilagajanj atributov najmanjsa.
Druga razlicica problema prilagodljivih atributov se nanasa na max prilagodljivost.
Formalna definicija problema je naslednja.

Problem 4.9: NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je G = (V, E) graf prehodov scenarijev. Vozliséu
1 € V pripada scenarij s; € I, ki je opisan z atributi A;. Za vsak par atributov
aix € A;in ay € Aj, Kjer (i,j) € E, je ¢j(ap,a;) € Z* cena prilagajanja
atributov.

Dopustna resitev: Zaporedje (a1, as, ..., a,) atributov a; € A;.

Kakovost dopustne resitve: fr..q(a1,as, ..., a,) = maxg jep ¢ij(a;, a;).

Cilj: Minimizacija.

Problem NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV je torej za vsak
scenarij izbrati natanko en atribut, tako da je cena najdrazjega prilagajanja dveh
atributov najmanjsa.

4.2 Zahtevnost resevanja

4.2.1 Velikost prostora resitev

Oglejmo si velikost prostora resitev problemov prilagodljivih atributov. Splosni
razli¢ici s poljubnim p sta NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV in
NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV. Dopustne resitve obeh pro-
blemov so zaporedja (S7,Ss,...,5,), kjer S; C A; in |S;| = p. Za vsakega od s;
lahko p atributov izberemo na ('?j‘) moznih nacinov. Velikost prostora resitev je

G) =I1(5)=C) @

1Spomnimo, da ¢ = min;ey |4;| in r = max;ev |A;].

torej omej enall med




54

POGLAVJE 4. PROBLEMI PRILAGODLJIVIH ATRIBUTOV

Velja seveda

(-

Velikost prostora resSitev je torej eksponentno odvisna od p in n ter polinomsko
odvisna od ¢/p. (Velja ¢ > p.) Predpostavimo, da sta p in n nespremenljiva,
torej konstantna in ne parametra problema. V tem primeru je v polinomskem casu
mogoce temeljito preiskovanje prostora resitev. Vendar cas taksnega resevanja (kljub
polinomski odvisnosti) ze pri majhnih p in n hitro preraste vse razumne meje, zato
se temeljito preiskovanje v praksi ne obnese.

V najslabsem primeru, to je pri maksimumu binomskega simbola, je p = ¢/2.
Vstavimo to v enacbo (J]) in ugotovimo, da je stevilo dopustnih resitev omejeno z
Q(29/2) torej je eksponentno odvisno.

Oglejmo si Se stevilo dopustnih resitev za prilagodljivost p = 1 atributov. Za
problema NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV in NAJMANJSA max-
PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV je Stevilo dopustnih resitev omejeno

q" < H |A;| < r™.

%

Torej velja, da je stevilo dopustnih resitev za p = 1 enako (¢") oz. O(r™). To je
polinomsko odvisno od ¢ oz. r in eksponentno odvisno od Stevila scenarijev n.

Probleme v katerih je stevilo scenarijev n zelo majhno, morda lahko posku-
simo optimalno resevati s temeljitim preiskovanjem prostora resitev. V nadaljevanju
bomo pokazali, da so vsi omenjeni problemi N P-tezki.

4.2.2 N'P-tezkost prilagodljivosti p atributov

Za dokazovanje pripadnosti problemov prilagodljivih atributov razredu N P-tezkih
problemov bomo uporabili postopek prevedb, opisan v podrazdelku 223 Naj bo
P € N'PO problem, za katerega zelimo pokazati NP-tezkost. Najprej pokazemo
NP-polnost odlocitvene razlicice P,g, nato s pomocjo trditve zapisemo posledico
o N'P-tezkosti P.

Sum prilagodljivost

Najprej bomo dokazali, da je NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV
NP-tezek problem. V ta namen definirajmo njegovo odlocitveno razlicico.

Problem 4.10: ) -PRILAGODLJIVOST p- ATRIBUTOV

Naloga: Naloga (G, I, C,p) prilagodljivih atributov in parameter B € Z*.
Vpraganje: Ali obstaja zaporedje (S, Ss,...,S,), kjer S; C A; in |S;| = p, da
> jer (8, 5;) < B?
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Vprasanje problema » -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV je torej, ali obstaja
taksna resitev (57,5, ...,5,), da njena cena ni veéja od B. Odlocitvena razli¢ica
torej ne povprasuje po konstrukciji taksne resitve, ampak samo po njenem obstoju.

V prevedbi bomo potrebovali nek A/P-poln problem. V ta namen definirajmo
POKRITJE MNOZICE, ki je dobro znan NP-poln problem [GJ79, [CLRSOT].

Problem 4.11: POKRITJE MNOZICE

Naloga: Mnozica U = {uy,...,u,} in druzinald = {U;, U, ..., U, } podmnozic
U; C U, kjer velja Uxey X = U, ter parameter p € N.

Vpraganje: Ali obstaja poddruzina T" C U, kjer |T| < p, da Uxer X = U?

Problem POKRITJE MNOZICE je torej ugotoviti, ali obstaja druzina T kve¢jemu
p podmnozic U; CU, daUxer X = U, cemur pravimo, da s T" pokrijemo U. ZapisSimo
in dokazimo naslednjo trditev.

Trditev 4.8 » > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV je N'P-poln problem.

Dokaz. Enostavno lahko pokazemo, da je > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV v
NP. Za podano (G, I,C,p) uganemo reSitev in preverimo, ¢e njena cena ni vecja
od B. Opisimo prevedbo.

Iz naloge problema POKRITJE MNOZICE, t.j. iz mnozice U, druzine U/ in parame-
tra p, bomo zasnovali nalogo (G, I,C,p) za Y -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV.
Konstrukcija naloge je prikazana na sliki B3

Slika 4.3: Konstrukcija naloge v prevedbi.

Ustvarjeni graf G je sestavljen iz n + 1 vozlis¢, katerim pripadajo scenariji
80,81, --,8,. V G dodamo tudi n povezav iz vozlis¢éa 0 v vsa ostala vozlis¢a. Na-
tancneje, za vsak i, kjer 1 < ¢ < n, v G nastopa povezava (0,i) € E. Scenarij sg
je opisan z mnozico Ag = U. Izbira p atributov v Ay predstavlja izbiro p mnozic
v U. Vsak od ostalih scenarijev je opisan z natanko enim od elementov iz U in
p — 1 pomoznimi atributi. Natancneje, scenarij s;, kjer 1 < ¢ < n, je opisan z
mnozico A; = {u;, Wi, Wis, . . ., i}, Kjer u; € U. Za pomozne atribute u; € A;, kjer
2<1<p,veljau, ¢U.
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V G smo ustvarili n+1 vozlis¢ oz. scenarijev, n povezav in m-+np atributov. Opi-
sana prevedba je torej prav gotovo polinomska. Definirajmo Se cene cy; prilagoditev
atributov, kjer (0,7) € E. Naj bo U; € Ap. Za atribut u; € A; definirajmo

0 u; € U;
o0 sicer.

co;j (Ui, uj) = {

Za vse ostale (t.j. pomozne) atribute uj € A;, kjer 2 <[ < p, pa definirajmo
COj<Ui7 ujl) =0.

Polinomska prevedba je tako popolnoma definirana, preostane nam samo Se, da
preverimo njeno pravilnost. To naredimo tako, da pokazemo veljavnost naslednje
trditve. Za poljubno nalogo problema POKRITJE MNOZICE obstaja reSitev T z
najve¢ p elementi natanko takrat, ko je S = (T, Ay, Ay, ..., A,) resitev s ceno 0 za
ustrezno nalogo problema » -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV.

(=) Naj bo T, kjer |T| = p, reitev problema POkRrITJE MNoOZICE. (Ce |T| <
p, v T dodamo p — |T'| podmnozic U; € U, ki Se niso v T.) Resitev Y -PRILA-
GODLJIVOST p-ATRIBUTOV je oblike S = (T, Ay, As, ..., A,), kar pomeni, da v sg
izberemo atribute 7', v vseh ostalih scenarijih s;, kjer 1 < j < n, pa izberemo
kar vse atribute A;. Ocitno je, da je S dopustna resitev ) -PRILAGODLJIVOST
p-ATRIBUTOV.

[zracunajmo se ceno S, t.j. feum(S) = Z?Zl fo; (T, A;). Najprej si oglejmo
fo;j (T, Aj). Po definiciji ¢o; za pomozne atribute uj € A;, kjer 2 < [ < p, za vse
U; € U velja cy;(U;,uj) = 0. Izbira pomoznih atributov wj torej ne spreminja
vrednosti fy;, ki je potemtakem odvisna le od 7" in u; € A;. Za 1 < j < n torej
velja fo,; (T, A;) = ming,er co; (Ui, uj). Ker je T pokritje U, za vse u; € U obstaja
U; € T, da velja u; € U;. Za tak U; je cy;(U;,uj) = 0. Sledi fo;(T,A;) = 0 za vse
1 <j<n. Torej feum(S)=0.

(<) Naj bo S = (T, Ay, Ag, ..., A,) resitev s ceno 0 za Y -PRILAGODLJIVOST
p-ATRIBUTOV. Torej velja fo;(T, A;) =0 za 1 < j <n. Zopet pomoznih atributov
ni potrebno upostevati. Za 1l < j < n velja torej 0 = f,;(1, A;) = miny,er co; (Ui, uj)
in nadalje obstaja U; € T', da cy;(U;, u;) = 0, iz Cesar po definiciji ¢g; sledi u; € U;.
Potemtakem je T' pokritje U. Velja |T'| = p. O

Predmet raziskovanja v tem delu so optimizacijski problemi, zato je za nas prav-
zaprav bolj zanimiva naslednja posledica pravkar dokazane trditve.

Posledica 4.9 » NAJMANJSA Y -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV je N'P-tezek op-
timizacigski problem.



4.2. ZAHTEVNOST RESEVANJA

Max prilagodljivost

Zelo podobno kot za problem NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV
lahko pokazemo tudi NP-tezkost problema NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST
p-ATRIBUTOV. ZapiSimo odlo¢itveno razli¢ico problema.

Problem 4.12: max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV

Naloga: Naloga (G, I, C,p) prilagodljivih atributov in parameter B € Z*.
Vprasanje: Ali obstaja zaporedje (51,5, ...,5,), kjer S; C A; in |S;| = p, da
max; jyep [ij(Si, S;) < B?

In naslednjo trditev.

Trditev 4.10 » max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV je N P-poln problem.

Dokaz. Prav gotovo tudi max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV pripada razredu
NP. V prevedbi zopet uporabimo POKRITJE MNOZICE. Konstrukcija naloge
(G,1,C,p) problema max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV iz naloge problema
POKRITJE MNOZICE je enaka konstrukciji iz dokaza trditve Y Pravilnost kon-
strukcije pokazemo enako kot v omenjenem dokazu, le da tokrat namesto fg,,, upo-
rabimo f,,., kar pa sklepanja bistveno ne spremeni. O

Zapisimo Se naslednjo posledico.

Posledica 4.11 » NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV je N'P-teZek
optimizacijski problem.

Zahtevnost reSevanja na drevesu

Oglejmo si se enkrat graf G, ki smo ga uporabili v dokazih trditev in E£ET0.
Opazimo, da je G drevo. Ce pogledamo Se natanéneje, gre pravzaprav za zvezdo
oz. za dvostopenjski graf prehodov scenarijev (glej podrazdelek B33). Ker gre
za dve izmed bolj pomembnih oblik grafa prehodov scenarijev, posebej zapisimo Se
naslednjo ugotovitev.

Posledica 4.12 » Problema NAJMANJSA » -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV in
NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV, v katerih je graf prehodov sce-
narijev drevo ali zvezda, sta N'P-tezka optimizacijska problema.
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4.2.3 N'P-tezkost prilagodljivosti p = 1 atributov

Ugotovili smo torej, da sta obe vrsti prilagodljivosti p atributov NP-tezka pro-
blema; to velja tudi v primeru, ko je graf prehodov scenarijev drevo ali celo zvezda.
Vprasajmo se, kako je z zahtevnostjo resevanja, kadar velja p = 1, t.j. ¢e zelimo v
vsakem od scenarijev izbrati natanko en atribut. Podobno kot zgoraj bomo tudi za
p = 1 pokazali N'P-tezkost obeh vrst prilagodljivosti na splosnem grafu prehodov
scenarijev.

Sum prilagodljivost

Zopet se najprej lotimo sum prilagodljivosti in definirajmo odloc¢itveno razlicico
problema NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV.

Problem 4.13: > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

Naloga: Naloga (G, I, C) prilagodljivih atributov in parameter B € Z*.
Vprasanje: Ali obstaja zaporedje (aj,as,...,a,) atributov, kjer a; € A;, da
> ger Giilai, a;) < B?

Na problem » -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV bomo prevedli naslednji pro-
blem, ki velja za enega najbolj znanih N"P-polnih problemov [GI79.

Problem 4.14: TRGOVSKI POTNIK

Naloga: Mnozica mest {ci,ca,...,¢,}, matrika D = (dij)nxn, kjer d;; € ZF
predstavlja razdaljo od mesta ¢; do ¢; in parameter B € Z*.

Vprasanje: Ali obstaja permutacija T = (¢;,, ¢y, - -+, ¢;,,) mest, da je njena
kakovost m(T) = ZZ: diyiny + di iy kvecjemu B, t.j. m(T) < B?

TrRGOVSKI POTNIK sprasuje po tem, ali obstaja takSen obhod mest, pri katerem
gremo skozi vsako od podanih mest natanko enkrat, da celotna prehojena pot ni
vecja od B. TRGOVSKI POTNIK je N'P-poln tudi v nekaterih laZjih razlicicah, kot
npr. ce razdalje d;; zadoscajo trikotniski neenakostiﬁ, ali ce so d;; razdalje med
tockami v evklidski ravnini.

Zapisimo in dokazimo naslednji izrek.

Trditev 4.13 » > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV je N'P-poln problem.

Dokaz. Prav gotovo Y -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV pripada razredu NP.
Opisimo prevedbo problema TRGOVSKI POTNIK. Iz naloge za problem TRGOVSKI
POTNIK, t.j. mnozice mest {c1, ca, ..., c,}, matrike D in parametra B, bomo sesta-
vili nalogo za > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV, t.j. graf G = (V, E), mnozice

?Kadar velja d;; < diy + di;j za vse 1 <, j,k < n.
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Ay, Ay, ..., A, atributov in cene ¢;; za vsak (7, ) € E. Konstrukcija je prikazana na

sliki A1

Slika 4.4: Konstrukcija grafa prehodov scenarijev.

Ustvarimo poln graf G z n vozlis¢i oz. scenariji. Atributi naj predstavljajo mesta
in vsak od scenarijev naj bo opisan s celotno mnozico mest. Natancneje, za vsak
i € V definirajmo A; = {¢1, ¢, ..., ¢, }. Izbira atributa (in s tem mesta) v scenariju
s; predstavlja i-to obiskano mesto. Vsako mesto je potrebno obiskati natanko enkrat,
kar dosezemo z ustreznim definiranjem cen prilagajanj atributov.

Najbo N = {(n,0)}U{(i,i+1)|1 <i < n} mnozica povezav med “neposrednimi
sosedi”. Za vsak (i, j) € E definirajmo ceno ¢;;(cg, ¢;) prilagoditve atributov ¢, € A,
in ¢; € Aj kot

oo k=1
cij(cr.c) = dw  (4,7) €N
0 sicer.

S prevedbo smo ustvarili n vozlis¢, n(n — 1)/2 povezav in n? atributov. Po-
linomska prevedba je tako definirana, potrebno je dokazati Se njeno pravilnost.
Velja naslednja trditev. Za vsako nalogo problema TRGOVSKI POTNIK obstaja
resitev T' = (¢, ¢y, .., 0,) 8 ceno m(7T) natanko takrat, ko je T resitev s ceno
Jsum(T) = m(T') ustrezne naloge problema » -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV.

(=)NajboT = (¢, c,, - - ., ) resitev s ceno m(T") za nalogo problema TRGOV-
SKI POTNIK. Izracunajmo fe,(T). Ker je T permutacija, za vse 1 < i,j < n in
i # j velja l; # l;. Po definiciji c;; torej za (7,7) € N velja c¢i;(cy,, c;) = dy,y; in za
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(4,7) € E/N velja ¢;j(c;,y,) = 0. Potemtakem lahko zapisemo.

fsum(T) - Z Cij(clmclj):

(i,7)EF

= Z cl-j(cli,clj)—l— Z Cij(clpclj):

(i,J)EE/N (i,5)eN

= Z Cij(clivclj) =

(i,7)eN

— Z dy, 1, =

(i,7)eN

n—1

= Zdlklkﬂ + dln,h =
k=1

= m(T).

(<) Naj bo T = (¢, ¢, ..., 0,) resitev problema » -PRILAGODLJIVOST 1-
ATRIBUTOV s ceno foum(T). Velja foum(T) < 0o. Ker foum(T) # oo, za vse (i,7) €
E velja cij(cy;, ;) # oo in s tem tudi ; # [;. Torej je T permutacija, t.j. dopustna
resitev za problem TRGOVSKI POTNIK. Nato podobno kot pri pogoju potrebnosti
ugotovimo Se feum(T) = m(T). O

Zapisimo Se naslednjo posledico.

Posledica 4.14 » NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV je N'P-tezek
optimizacijski problem.

Max prilagodljivost

Lotimo se Se problema NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV. Naj-
prej definirajmo njegovo odlocitveno razlicico.

Problem 4.15: max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

Naloga: Naloga (G, I, C) prilagodljivih atributov in parameter B € Z™.
Vprasanje: Ali obstaja zaporedje (aj,as,...,a,) atributov, kjer a; € A;, da
max(i,j)eE Cij<ai7 aj) S B?

Njegovo NP-polnost bomo dokazali tako, da bomo nanj prevedli naslednji dobro

znani N'P-polni problem [G.I79)].

Problem 4.16: HAMILTONOV CIKEL

Naloga: Graf G = (V, E).

Vpra%anje: Ali obstaja cikel T = (v, viy, ..., v;,) v grafu G, da vsako vozlisce
v € V obistemo natanko enkrat?
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Zapisimo in dokazimo naslednjo trditev.

Trditev 4.15 » max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV je N'P-poln problem.

Dokaz. Prav gotovo max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV pripada razredu NP.
Lotimo se konstrukcije. Iz naloge HAMILTONOV CIKEL, t.j. grafa H = (U, F),
sestavimo nalogo za max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV, t.j. graf G = (V| F),
mnozico atributov Ay, Ay, ..., A, in cene ¢;;. Konstrukcija grafa G je pravzaprav
enaka kot v dokazu trditve ELT3.

Slika 4.5: Prevedba.

Ustvarimo poln graf G = (V, F) na n = |U| vozliséih. (Glej sliko E3) Za vse
i € V definirajmo A; = U = {uy, us, ..., u,}. lzbira atributa iz A; v s; predstavlja
1-to obiskano vozlis¢e Hamiltonovega cikla. Potrebno je definirati Se cene prilagajanj
atributov.

Naj bo N = {(n,0)} U{(,i + 1)|1 < i < n}. Za vsako povezavo (i,j) € E
definirajmo ceno ¢;;(uy, v;) prilagoditve atributov uy, € A; in u; € A; kot

Pokazimo Se, da za vsako nalogo problema HAMILTONOV CIKEL obstaja reSitev

T = (w,,u,...,u,) natanko takrat, ko je T resitev s ceno 0 za ustrezno nalogo
problema max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV.
(=) Naj bo T = (uy,,uy,, . .., u,) resitev problema HAMILTONOV CIKEL. Izra-

cunajmo fiqq (7). Ker je T' permutacija, za vse (i,5) € E/N velja l; # [;. Zatore]
za vse (i,7) € E/N velja c;j(w,,u;) = 0. Nadalje, ker je T cikel, za vse (i,j) € N
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velja (ug,, u;) € F ins tem ¢;5(uy,, ;) = 0. Torej lahko zapisemo.
max T) = 1] iy Wi ) —
fmaa(T) (g%%(wz ;)

= maX[(i,gleaE)(/NCij<Uli’ulj)’(gg{%{?\[cﬁ(uh’u”) | =

= max cC;;\(uy..uy. ) =
(if)EN i (s )

= 0.

(<) Naj bo T = (uy,,uy,, . .., u,,) resitev problema max-PRILAGODLJIVOST 1-
ATRIBUTOV s ceno 0. Za vse (4,7) € N velja torej (u;,,u;;) € F, kar pravzaprav
pomeni, da je T cikel v H. Za vse (i,7) ¢ N pa velja [; # [;, kar pomeni, da se v T
vsako vozlisce iz U pojavi natanko enkrat. Sledi, da je 7" Hamiltonov cikel v H. [

In Se posledica.

Posledica 4.16 » NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV je N'P-teiek
optimizacijski problem.

4.2.4 Aproksimabilnost

Vsi opisani problemi prilagodljivih atributov so N'P-tezki. Eden izmed moznih
nacinov za resevanje N P-tezkih problemov je iskanje aproksimacijskih algoritmov.
V tem podrazdelku bomo govorili o aproksimabilnosti problemov prilagodljivih atri-
butov. Povedali bomo, kaksne aproksimacijske algoritme je mozno sestaviti in
kaksnih ni mozno. Najprej se bomo ukvarjali z absolutno aproksimabilnostjo proble-
mov prilagodljivih atributov, t.j. z vprasanjem obstoja absolutnih aproksimacijskih
algoritmov za probleme, nato pa Se z relativno aproksimabilnostjo, t.j. z vprasanjem
o obstoju (relativnih) aproksimacijskih algoritmov.

Absolutna aproksimabilnost

Naj bo = = (G, I,C,p) poljubna naloga prilagodljivih atributov. Iz z ustvarimo
novo nalogo 2’ = (G, I,C’,p), za katero velja, da vse cene ¢;;(a;x, a;;) pomnozimo s
konstanto k € Z*. Torej

cijair, aji) = kcij(ai, ajo).

Naj bo S = (51, 59,...,5,) poljubna dopustna resitev naloge x. Prav gotovo je
S tudi dopustna resitev naloge 2’. Naj bosta foum(z,5) = 32 jyep [i(S5:, S;) oz.
Jmaz (2, S) = max jer fi;(Si, S;), t.j. ceni (glede na sum oz. max prilagodljivost)
reSitve S za nalogo x. Velja naslednja trditev.

Lema 4.17 » Velja foum(2',S) = kfoum(2,5) in frnaze(2',S) = kfonae (2, 9).
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Dokaz. Najprej si oglejmo partikularno prilagodljivost i’j(SZ-,Sj) Vv primerjavi z
fij(Si, S5) za (i,j) € E. Za izracun f};(S;, S;) uporabimo resitev naloge H;; =
(S; U S;,S; x S;) problema NAJMANJSA DODELITEV. (Glej razdelek ET2) Prav
gotovo velja ’(SZ,S) kfi;(S;, S;). Izracunajmo fgm(2', S). Velja

fsum .T S Z fz] SZ7S _k Z fl] SMS)_ kaUWL('T S)
(i,j)eE (i,5)eE

Podobno velja tudi
fmax@/, S) = max z‘lj(siasj) = k(?;)aé%fij(siasj) =k finaz (2, S).

(i,7)EE

S pomocjo pravkar dokazane leme pridemo do naslednjega rezultata.

Trditev 4.18 » Za nobenega od problemov

e NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV;
e NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV;
e NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV; in

o NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

ne obstaja absolutni polinomski aproksimacijski algoritem, razen ée P=NP.

Dokaz. S protisloviem. Naj bo x = (G, I,C,p) naloga in A polinomski aproksima-
cijski algoritem z absolutno napako d za kateregakoli od nastetih problemov. Naj bo
A(z) resitev naloge z, ki jo vrne algoritem A, in f(x, A(x)) celotna cena prilagajanja
resitve A(z). Za A po predpostavki velja

D(z, A(x)) = f(z, A(z)) = [*(x) < d.

Ustvarimo novo nalogo ' = (G, I, (", p) iz z, tako da vse cene prilagoditev atribu-
tov pomnozimo z d + 1. Zaradi leme BET7 velja f(2', A(z")) = (d + 1) f(x, A(x)).

Potemtakem je

D', A")) = [f(a', A(e)) — f7() =
(d+1)(f(z, A(x)) = [*(x)).

To pa mora biti manjse ali enako d, ker je A absolutni aproksimacijski algoritem,
kar je mozno samo v primeru, da je A natancni algoritem. Taksen algoritem pa v
primeru P # NP ne obstaja. O

Pokazali smo, da nobeden od stirih opisanih problemov prilagodljivih atributov
ni absolutno aproksimabilen, kar morda niti ne preseneti [ACGT99, [Rob02], zato si
oglejmo Se, kako je z relativno aproksimabilnostjo.
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Relativna aproksimabilnost

Preden se lotimo razvoja algoritmov za nek NP-tezek optimizacijski problem, je
dobro odgovoriti Se na vprasanje, ali za dani problem sploh obstaja kak p-aproksi-
macijski algoritem, da velja p < co. Odgovor nanj za probleme prilagodljivih atri-
butov daje naslednja trditev.

Trditev 4.19 » Za nobenega od problemov
e NAJMANIJISA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV;
e NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV;
e NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV; in
e NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

ne obstaja polinomski aproksimacijski algoritem s konstantnim aproksimacijskim fak-
torjem, razen ¢e P=NP.

Dokaz. Neaproksimabilnost bomo dokazali za vsakega izmed nastetih problemov po-
sebej. To naredimo tako, da predpostavimo, da za problem obstaja p-aproksimacijski
algoritem. Nato s pomocjo taksnega algoritma ustvarimo algoritem, ki omogoca op-
timalno reSevanje nekega NP-polnega problema v polinomskem c¢asu. S tem, v
primeru P # NP, pridemo do protislovja.

Najprej dokazimo trditev za problem NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-
ATRIBUTOV. To bomo storili s pomocjo konstrukcije iz dokaza trditve (NP-
polnost problema). V omenjenem dokazu zamenjamo funkcijo cene prilagoditve
atributov z naslednjo

1 (i,7) € N, (ug, ;) € F
— L+p (1,7) € N, (up,w) ¢ F

00 (1,7) ¢ N,k =1

0 (i,7) ¢ N,k #1.

Nato iz naloge x za HAMILTONOV CIKEL ustvarimo nalogo ' za NAJMANJSA max-
PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV. Resitev naloge ' ima vrednost 1, ¢e in samo
¢e v x obstaja Hamiltonov cikel. V tem primeru ima naslednja najmanjsa priblizna
resitev vrednost 1 4+ p. V nasprotnem primeru, torej ¢e v x ne obstaja Hamiltonov
cikel, ima optimalna resitev naloge x’ vrednost vsaj 1 + p.

Potemtakem s pomocjo polinomskega p-aproksimacijskega algoritma A za pro-
blem NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV lahko sestavimo natancni
polinomski algoritem za problem HAMILTONOV CIKEL na naslednji nacin: algoritem
A pozenemo na nalogi 2/, ki ustreza nalogi x za HAMILTONOV CIKEL, in odgovorimo
z DA, Ce in samo ¢e A vrne reSitev vrednosti 1.
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Posledica neaproksimabilnosti problema NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST
1-ATRIBUTOV je neaproksimabilnost splosnejsega problema NAJMANJSA max-PRI-
LAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV. Lahko pa neaproksimabilnost slednjega pokazemo
tudi neposredno, tako da v dokazu trditve EET0 (N P-polnost problema) zamenjamo
funkcijo cene prilagoditve atributov z naslednjo

Coj (Ui, u;) = {1 U € U

1+ pp sicer.
V tem primeru bi nam polinomski p-aproksimacijski algoritem omogocal natanéno
reSevanje problema POKRITJE MNOZICE.

Sedaj dokazimo trditev za problem NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRI-
BUTOV. Podobno kot zgoraj bomo to storili s pomocjo konstrukcije iz dokaza trditve
(N'P-polnost problema NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV).
V omenjenem dokazu zamenjamo funkcijo cene prilagoditve atributov z naslednjo

1 (i,7) € N, (ug,wy) € F
) — A 1AL (03) €N (i) € F

00 (i,j) ¢ N,k =

0 (1,7) ¢ N,k #1

Iz naloge = (omrezje H = (U, F)) za HAMILTONOV CIKEL ustvarimo nalogo z’
za problem NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV. Resitev naloge z’
ima vrednost |U|, ¢e in samo ¢e v x obstaja Hamiltonov cikel. V tem primeru ima
naslednja najmanjsa priblizna resitev vrednost vsaj |U|(1 + p). Njen performancni
kvocient je torej vecji od p. Potemtakem bi z p-aproksimacijskim algoritmom A
lahko ugotovili, ali v x obstaja Hamiltonov cikel, tako da bi preverili, ¢e je vrednost
resitve, ki jo vrne A na nalogi 2/, enaka |U]|.

Iz povedanega sledi tudi neaproksimabilnost problema NAJMANJSA > -PRILA-
GODLJIVOST p-ATRIBUTOV, ki pa jo lahko dokazemo tudi neposredno, ce v dokazu
trditve zamenjamo funkcijo cene prilagoditve atributov z naslednjo

1 Uu; € U;
1+ ppn  sicer.

coj (Ui, uy) = {

O

Pravkar dokazana trditev je negativen rezultat glede ucinkovitega pribliznega
reSevanja problemov prilagodljivih atributov. Zato se poraja vprasanje o obstoju
enostavnejsih vendar aproksimabilnih razli¢ic katerega od problemov.

Trikotniska neenakost za cene prilagajanja atributov velja, kadar za vse i, j, k €
V. kjer (i,7) € E,(i,k) € E, (k,j) € E, velja

cij(a,b) < cila,c) +cpj(c,b)  Vae Aj,be Aj,ce Ay
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Oglejmo si naslednjo trditev.

Trditev 4.20 » Za problem NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV,
v katerem velja trikotniska neenakost za cene prilagajang atributov, ne obstaja p-
aproksimacijski algoritem z aproksimacigski faktorjem p < 2, ¢e P # NP.

Dokaz. V dokazu trditve ETH zamenjajmo funkcijo cene prilagoditev atributov z
naslednjo

Cz‘j(ukaul) =

NN NN

Nato iz naloge = za problem HAMILTONOV CIKEL ustvarimo nalogo z’ za problem
NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV. Za cene prilagajanj atributov
v nalogi ' prav gotovo velja trikotniska neenakost. Prav tako velja, da je cena
optimalne reSitve naloge z’ enaka 1 natanko takrat, ko v z obstaja Hamiltonov
cikel. V tem primeru (2 — €)-aproksimacijski algoritem vraca resitev s ceno 1. V
nasprotnem primeru pa je cena resSitve 2 in Hamiltonov cikel v x ne obstaja. O

Trditev pravzaprav pove, da je 2-aproksimacijski algoritem najboljse, kar lahko
pricakujemo za problem NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV, Vv ka-
terem za cene prilagoditev atributov velja trikotniska neenakost.

4.2.5 Qstale lastnosti

Oglejmo si Se nekaj zanimivejsih lastnosti problemov prilagodljivih atributov. Naj
bo x = (G, I,C,p) poljubna naloga problemov prilagodljivih atributov. Naj bo S
poljubna dopustna resitev naloge x. ZapiSimo naslednjo trditev.

Trditev 4.21 » Velja fiaz(S) < fsum(S) < |E| frmaz(S).

Trditev lahko dokazemo z uporabo osnovnih lastnosti funkcij > in max, zato
dokaz opustimo. Zapisimo podobno trditev Se za vrednosti optimalnih resitev. Naj
bo S%,,. optimalna resitev naloge x problema NAJMANJSA » -PRILAGODLJIVOST

sum

p-ATRIBUTOV in S*  optimalna resitev naloge x problema NAJMANJSA max-PRI-

max

LAGODLJIVOST p- ATRIBUTOV.

Posledica 4.22 » Za S*, in S _ wvelja

sum max

fmaI<S:rLam) S fmall?(S:um> S fSum(S:um> S fSUTYL(S:rLam)'
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S pomocjo trditve B2l in posledice dokazimo $e naslednje posledice.

Posledica 4.23 » Naj bo A optimalni algoritem za problem NAIJMANJISA > -PRILA-
GODLJIVOST p-ATRIBUTOV (0z. NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBU-
TOV ). Potemtakem je A tudi |E|-aproksimacijski algoritem za problem NAJMANJISA
max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV (0z. NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST p-
ATRIBUTOV ).

Dokaz. Naj bo x naloga prilagodljivih atributov. Ce S*, = A(z), o¢itno velja
Jmaz(Shaz) < fmaz(Stum) < |E|fimax(Sk..). Prav tako v primeru S, . = A(z) velja
fsum(szum) S fsum(S:rLam) S |E|f8um(S:um) D

Na prvi pogled se zdi, da zaradi NP-tezkosti obeh problemov, takSen algoritem
A ne obstaja (razen ¢e P=NP). Vendar nam posledica lahko kljub temu pride
prav pri obravnavi poenostavljenih razli¢ic splosnih problemov ali pa pri obravnavi
superpolinomskih algoritmov.

Zapisimo Se naslednjo trditev.

Posledica 4.24 » Naj bo A p-aproksimacijski algoritem za problem NAIMANJISA ) -
PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV (0z. NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-
ATRIBUTOV ). Potemtakem je A tudi p|E|-aproksimacijski algoritem za problem
NAJMANJISA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV (0z. NAJMANJSA ) -PRILA-
GODLJIVOST p-ATRIBUTOV ).

Dokaz. Prvi del.  Velja foum(SEm) < fsaum(A(x)) < pfsum(St,,). Potemtakem

sum

veljia finaz(Shar) < fmae(A®) < fom(A®) < pfoum(Sim) < pfoum(Spas) <
p|E|fmax(S;wx)-
Drugi del. Velja fiar(Skue) < frae(A(X) < pfimaz(Sh..). Potemtakem velja

fsum (Ssum) < foum(A(2)) < B frnae(A(7)) < pIE] frnae(Siaz) < PIE| foum(Sium)-
O

4.3 Matematicni programi

V tem razdelku se bomo z matemati¢nim programiranjem lotili reSevanja problemov
prilagodljivih p = 1 atributov, t.j. problemov NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST
1-ATRIBUTOV in NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV. Uporabili
bomo celostevilsko kvadratno programiranje (IQPE) in celostevilsko linearno pro-
gramiranje (ILPE). Za reSevanje linearnih programov obstaja veliko programskih

3angl. integer quadratic programming
Yangl. integer linear programming
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paketov. Ce nek problem definiramo z linearnim programom, ga lahko s takim pro-
gramskim paketom preprosto prakticno resujemo. Na ta nacin hitro dobimo prvi
vtis o prakti¢ni zahtevnosti reSevanja problema.

Najprej bomo predstavili skupno notacijo, ki jo bomo uporabljali v vseh progra-
mih. Nato bomo za oba problema zapisali celostevilska kvadratna programa, ki ju
dobimo neposredno iz definicij problemov. Nadalje bomo za oba problema zapisali
Se veC celostevilskih linearnih programov.

4.3.1 Notacija v programih

Notacija, uporabljena v definicijah problemov prilagodljivih atributov, ni neposre-
dno primerna za uporabo v matematicnih programih, zato bomo najprej predstavili
primernejso notacijo. V tem podrazdelku opisemo samo notacijo, ki je skupna vsem
matemati¢nim programom, ostalo bomo po potrebi uvajali sproti.

Naj bo (G, I,C) naloga prilagodljivih atributov. Graf G = (V| F) je v mate-
maticnih programih predstavljen z vrednostmi e;;, ki so definirane kot

1 (i,5) e B
el_j:{ (i,4) €

0 sicer.

Definirajmo se

Cikjl = Cij(a'ika ajl)a
ki predstavlja ceno prilagoditve atributa a;; € A; v a; € A;. Indeksa ¢ in j
oznacCujeta vozlis¢a oz. scenarije, indeksa k in [ pa atribute v scenarijih ¢ in j

zaporedoma.
Odlocitvene spremenljivke v programih so z;, kjer

{1 ¢e izberemo atribut a;, € A;
Tik =

0 sicer.

Stevilo spremenljivk z;, je enako celotnemu stevilu atributov, t.j. Yoiev 1Al =
O(nr). V vseh programih bodo za vsak 1 < i < nin 1 < k < |A;| nastopale tudi
celostevilske omejitve

ik € {0, 1}

4.3.2 Kvadratna programa

Najprej se bomo lotili celostevilskih kvadratnih programov za probleme prilagodlji-
vih atributov, ker so le-ti morda lazji za razumevanje kot linearni. Tezava kvadratnih
programov je v tem, da se v praksi pogosto upirajo ucinkovitemu resevanju.

V tem podrazdelku bomo predstavili celostevilska kvadratna programa za sum in
max prilagodljivost atributov, kjer p = 1. V obeh programih bo za i, j € V nastopal
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Clen

Z Z €ijCikjlTik T jl- (42)

1<k<|Ai] 1<I<] Ay

V primeru, ¢e (i,7) ¢ E, je ta vsota enaka 0, ker e;; = 0. V nasprotnem primeru, ce
(i,7) € E, in kadar sta hkrati tudi oba x;; in xj razlicna od ni¢ — kadar v scenariju
s; izberemo atribut a;; € A; in v s; izberemo aj € A; —, je vsota enaka ¢y, torej
ceni prilagoditve atributa a;; v aj. Ker gre za izbiro p = 1 atributov v vsakem od
scenarijev, se s tem pravzaprav izracuna partikularna prilagodljivost f;;.

Oglejmo si najprej celostevilski kvadratni program za sum prilagodljivost.

Algoritem 4.2: IQP za NAJMANJSA » -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

minimizacija E E g €ijCikjlTikT i (4.3a)

1<i,j<n 1<k<|A;| 1<I<|A;]

pri omejitvah Vi Z i =1 (4.3b)
1<k<|4;]
Vi, k x4 € {0,1} (4.3¢)

Osrednji del kriterijske funkcije (EE3al) je sestavljen iz vsote partikularnih prilago-
dljivosti. (Vsebuje formulo (2).) Torej gre za minimizacijo celotne prilagodljivosti.
V programu je e n omejitev ([L3M), s katerimi zagotovimo, da se za vsak scenari]
s; 1zbere natanko en atribut.

Oglejmo si se celostevilski kvadratni program za max prilagodljivost.

Algoritem 4.3: IQP za NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

minimizacija W (4.4a)
pri omejitvah Vi Z T =1 (4.4b)
1<k<| A

VZ,j WZ Z Z el'jCikjll’ikle (446)

1<k<|Aq] 1<I<|A;]

Vi,k x4 € {0,1} (4.4d)

Celotna prilagodljivost je enaka maksimumu partikularnih prilagodljivosti. Ker
maksimuma ne moremo neposredno uporabiti v kriterijski funkciji matemati¢nih
programov, uporabimo preprost trik. Uvedemo dodatno spremenljivko W, ki pred-
stavlja maksimum in hkrati tudi omejitev vseh cen partikularnih prilagajanj c;j;.
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Kriterijska funkcija (23l je tako sestavljena samo iz spremenljivke W, ki pa na-
stopa Se kot zgornja meja v omejitvah ([EZd). S temi omejitvami spremenljivka W
za vsak 1 < 74,7 < n od zgoraj omejuje ceno partikularne prilagodljivosti. Ostale
omejitve so enake kot v programu L2 Skupno Stevilo omejitev (¢e ne Stejemo tudi
celostevilskih) v programu je n? + n.

4.3.3 Linearni programi

Kot smo ze omenili, so kvadratni programi tezki za reSevanje. V kvadratnih pro-
gramih se lahko znebimo clena w;,2;;, tako da za vsak par z;, in x; uvedemo novo
odlocitveno spremenljivko

Yikjl = TikTjl,
ki pravzaprav pomeni

1 ce izberemo prilagoditev a;,v aj;
Yikjl =

0 sicer.

Seveda tudi za y;j; veljajo celostevilske omejitve

vkt € {0,1}.

Negativni stranski ucinek uvedbe y;;; je pridobitev dodatnih O(n?r?) odlocitvenih
spremenljivk. Poleg tega so potrebne Se dodatne omejitve.

Podobno, kot je v kvadratnih programih nastopala funkcija ([=2), bo v linearnih
programih nastopala naslednja

Z Z €ijCikjlYik;jl- (4.5)

1<k<]A;| 1<1<] A

Le-ta seveda zopet predstavlja ceno partikularne prilagoditve. V nadaljevanju pred-
stavimo dva nacina linearizacije.

Neposredna linearizacija

V prvem primeru se bomo ravnali po zgledu problema kvadratne dodelitve (QAPH)
iz [DHO2]. Uvedli bomo novo spremenljivko y;;;; in dodali Se dve vrsti omejitev.
Oglejmo si najprej celostevilski linearni program za sum prilagodljivost atributov.

Sangl. quadratic assignment problem
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Algoritem 4.4: ILP za NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

minimizacija Z Z Z €ij Cikj1Yikjl (4.6a)

1<i,5<n 1<k<|A;| 1<I<| A,

pri omejitvah Vi Z T =1 (4.6b)

1<k<] A,

Z Z Z Yikjl = n? (4.6¢)

1<i,5<n 1<k<|A;| 1<I<| A,

Vi, g, kU @i+ 2 2 2y (4.6d)
Vik  a € {0,1) (4.6e)

Kriterijska funkcija (EGal) je podobna kriterijski funkciji (EE3al) iz programa B2,
le da namesto kvadratnega clena x;;7; sedaj nastopa samo ena spremenljivka ;.
Preden se lotimo razlage novih omejitev ([E6d) in (L.Gd]), napisimo Se celostevilski
linearni program za max prilagodljivost.

Algoritem 4.5: TLP za NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

minimizacija w (4.7a)
pri omejitvah Vi Z T = 1
1<k<|A;]
> 2 D vwmi=nt (4T
1<i,j<n 1<k<| A;| 1<I<] A,
Vi, gk, Uzt i 2> 29k (4.7d)
Vi,j W > Z Z €ijCikjlYikjl (4.7e)
L<k<|A;| 1<1<] 4,
Vik oz € {0,1} (4.76)

V obeh programih nastopata enaki omejitvi (L6d) in ([EZd). Za poljubna i in
J, kjer 1 < 4,7 < n, velja y;;; = 1 za natanko en par k in [, kjer 1 < k < |A4;| in
1 <1 <|Ajl|; za vse ostale k in [ velja y;,;; = 0. Upostevajmo to in zapisimo enacbo

EBd) (oz. (ETd)) malce drugace
Z Z Z Yikjl = Z 1=n’

1<i,<n 1<k<|Ai] 1<1<] A5 1<i,j<n
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Omejitev pravzaprav pove, da v programu hkrati nastopa n? prilagoditev atributov.
(Ce je e;; = 0, se prilagoditev v kriterijski funkciji pravzaprav ne uposteva.)

V obeh programih sta enaki tudi omejitvi (LGd) in (7). Za njuno razlago si
oglejmo naslednjo tabelo X8l V tabeli navajamo vrednosti i, i, Tix + 1, 2Yix;1 in
Yikji- Iz tabele hitro vidimo, da x; + x5 > 2y, pravzaprav predstavlja logicni

Tabela 4.6: Omejitev 1, + 2 > 2y

T Tj | T + T 2k | Ykt
0 O 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 2 2 1

in med z;; in xj;, katerega rezultat je yixi.
Skupno stevilo omejitev (brez celostevilskih) v taksnem nacinu linearizacije je
O(n?r? +n + 1) v programu B4 in O(n?*r? +n? +n + 1) v programu 3

Ucinkovitejsa linearizacija
Oglejmo si Se alternativni nacin linearizacije, v katerem nastopa manjse stevilo ome-

jitev in je zato bolj ucinkovit. Najprej napisimo celostevilski linearni program za
sum prilagodljivost.

Algoritem 4.6: ILP za NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

minimizacija Z Z Z €iiCikj1Yikjl (4.8a)
1<i,j<n 1<k<|A;] 1<I<|A,|

pri omejitvah Vi Z i =1 (4.8b)
1<k<|A;]

Vi, k Z Z Yikjl = NTik (4.8¢)

1<5<n 1<i<| Ay
Vil D D ki = na (4:8d)
1<i<n 1<k<|A4|
Vi,k  au € {0,1} (4.8¢)
Vi, .k, Uy € {0, 1} (4.580)

Stevilo omejitev (brez celostevilskih) v programu EEH je O(2nr 4 n). Zapisimo se
celostevilski linearni program za max prilagodljivost.
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Algoritem 4.7: ILP za NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

44 (4.9a)
pri omejitvah Vi Z T =1 (4.9b)
1<k<| A4

Vi, k Z Z Yikji = NTik (4.9¢)

1<j<n 1<I<|A;]|

vy, 1 Z Z Yikjl = NTj (4.9d)

1<i<n 1<k<|A;|
Vijo W= )Y ey (4:9¢)
1<k<|A;| 1<I<| A
Vik  xy, € {0,1} (4.95)

minimizacija

Stevilo omejitev (brez celostevilskih) v programu B je O(n? +2nr +n). V obeh

linearnih programih so nove omejitve ([EXd) in 8dl) oz. [EId) in ([EAd). Za vsak
1, k vsota
D D v (4.10)

1<j<n 1<I<| Ay

predstavlja stevilo izbranih prilagoditev (v polnem grafu) iz atributa a;;, v poljuben
atribut. V primeru, da a; ni v resitvi (¢e x; = 0), potem ni izbrana nobena od
prilagoditev in je zgornja vsota enaka 0. V nasprotnem primeru velja z;; = 1, izbrane
morajo biti vse mozne prilagoditve iz a;; v nek izbran atribut aj;, kjer 1 < 5 < n.
Teh pa je ravno n. Na ta nacin utemeljimo omejitvi ({E8d) in (E9d). Na analogen
nacin utemeljimo se omejitvi (L&) in [@9d)) za vsak j in [.

4.3.4 Ucinkovitost programov
Velikost programov

Na tem mestu si oglejmo medsebojno primerjavo matemati¢nih programov. Naj-
prej primerjajmo Stevilo odloc¢itvenih spremenljivk. V obeh kvadratnih progra-
mih je O(nr) odlocitvenih spremenljivk, v linearnih programih pa O(n*r? + nr).
Ker je vsaka odlocitvena spremenljivka celostevilsko omejena, je ravno toliko tudi
celostevilskih omejitev.

Oglejmo si ge, kako je s stevilom (necelostevilskih) omejitev. Stevilo omejitev za
posamezne programe navajamo v tabeli E71 V stolpcih sum oz. max je prikazano
stevilo omejitev v programih za sum oz. max prilagodljivost, v vrstici z oznako
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IQP za celostevilska kvadratna programa, v vrstici z oznako ILP-A za prvo razlicico
linearizacije in z oznako ILP-B za drugo razlicico.

Tabela 4.7: Stevilo omejitev v programih

| sum max
QP n n?+n
ILP-A | O(n*r’ +n+1) Om*r*+n®*+n+1)
ILP-B O(2nr +n) O(2nr +n® +n)

Opazimo, da je stevilo omejitev v kvadratnih programih precej manjse kot v
linearnih, torej z linearizacijo velikost programa precej naraste. Poleg tega je stevilo
omejitev v programih manjse za sum prilagodljivost kot za max prilagodljivost.
Opazimo tudi, da je glede stevila omejitev razlicica ILP-B precej boljsa kot ILP-A,
saj je stevilo omejitev v prvi precej manjse.

Hitrost programov

Zgornji pregled stevila omejitev v matematicnih programih ze nakazuje, kako se
posamezni programi obnasajo v praksi. Vseeno pa smo zeleli opraviti praktiéni
preizkus linearnih programov, zato smo zapisali celosteviléne linearne programe za
sum prilagodljivost. V ta namen smo uporabili orodje GNU Linear Programming
Kit (GLPK) razlicice 4.7. GLPK omogoca resevanje (celostevilskih) linearnih pro-
gramov na uporabniku prijazen nacin. Linearne programe je potrebno zapisati v
programskem jeziku AMP[E, nad katerim nato pozenemo GLPK Solver. Ta pro-
gram resi, izpiSe vrednost optimalne reSitve, ¢as reSevanja in koli¢ino porabljenega
pomnilnika. Vse programe smo testirali v okolju Linux Suse 9.2 na racunalniku Intel
Pentium 1,6 GHz s 512 MB pomnilnika.

Predvsem nas je zanimala primerjava obeh ILP-A in ILP-B linearnih razli¢ic pro-
gramov za problem NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV. Rezultate
eksperimentalnega testiranja teh dveh smo zapisali v tabeli V stolpcu “veli-
kost” se nahaja velikost matrike (St. vrstic x §t. stolpcev), ¢as resevanja je podan
v sekundah, koli¢ina porabljenega pomnilnika (pom) pa v megabajtih.

Naloga, ki smo jo uporabili za testiranje programov, je iz primera, prikazanega
na sliki BTl z razliko da je v testni nalogi vsak scenarij opisan z enakim Stevilom
atributov. To stevilo oznac¢imo z |4;| in ga navajamo v prvem stolpcu tabele L8
Programi v jeziku AMPL so navedeni v dodatku.

Kljub temu da gre za zelo majhno nalogo, v kateri nastopa le n = 5 scenarijev,
sta oba programa ze pri |A;| = 10 zelo pocasna. Vseeno je iz tabele razvidno, da je
ILP-B precej hitrejsi od ILP-A, kar je predvsem posledica manjsega stevila omejitev
v ILP-B. Programa ILP-A zaradi pocasnosti sploh nismo pognali na primerih, v
katerih |A;| > 5.

6A Modeling Language for Mathematical Programming (http://www.ampl.com/).
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Tabela 4.8: Eksperimentalni rezultati

ILP-A ILP-B

|A;| | velikost cas  pom | velikost ¢as pom
1 31x30 0 0,2 16x30 0 0,2
2 107x110 26 2,1 26x110 0 0,2
3 232x240 167 3,7 36x240 0 0,4
4 407x420 317688 557 | 46x420 2 0,6
3 632x650 26x650 7 0,8
6 907x930 66x930 21 1,3
7 | 1226x1260 76x1260 55 1,8
8 | 1226x1260 86x1640 130 2,6
9 | 2032x2070 96x2070 278 3.3
10 | 2507x2550 106x2550 581 3,3

4.4 ReSevanje na drevesu

4.4.1 Drevesa

V podrazdelkih in E23 smo pokazali, da so problemi prilagodljivih atributov
NP-tezki. To pomeni, da so moznosti za njihovo uc¢inkovito (polinomsko) resevanje
omejene. V takem primeru se je smiselno vprasati, katere od poenostavljenih razlicic
problemov so polinomsko resljive. Prestrogih omejitev se bomo izogibali, ker bi
morda vodile do trivialno resljivih razlic¢ic.

Problemi prilagodljivih atributov so definirani na splosnem grafu prehodov sce-
narijev. Oglejmo si, kako je z zahtevnostjo resevanja v primeru, kadar je graf pre-
hodov scenarijev drevo. Na koncu podrazdelka smo pokazali, da sta problem
NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV kakor NAJMANJSA max-PRILA-
GODLJIVOST p-ATRIBUTOV tudi pri tej poenostavitvi N'P-tezka.

Kaj pa problemi, v katerih za vsak scenarij izberemo natanko en atribut? Izkaze
se, da je v primeru drevesnega grafa prehodov scenarijev problema mozno natancno
reSevati v polinomskem casu. V nadaljevanju bomo torej opisali polinomska al-
goritma za optimalno resevanje problemov NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST 1-
ATRIBUTOV in NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV na nalogah, v
katerih je vhodni graf prehodov scenarijev drevo.

Zaradi enostavnejSega opisa algoritmov bomo v nadaljevanju predpostavljali, da
scenariji (vozlisca) drevesa niso poljubno oznaceni, temvec so oznaceni na naslednji
nacin. Naj bo nek scenarij korenski scenarij. Scenarije obis¢emo po postopku iskanja
v Sirino [CLRSOT], pri cemer zacnemo s korenskim scenarijem. Vsaki¢, ko obiséemo
nek scenarij, mu priredimo oznako s; in pri tem ¢ povecamo za ena. Zacetna vrednost
1 naj bo ena. Torej je oznaka korenskega scenarija s;. Primer tako oznacenega
drevesa se nahaja na sliki L9

Drevo, prikazano na sliki, ima Sest vozlis¢. Opazimo, da, ¢e potujemo po poti
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Slika 4.9: Primer drevesa za problem prilagodljivih atributov

od korena proti poljubnemu listu, oznake vozlis¢ narascajo. Za poljubni dve zapo-
redoma obiskani vozlisci ¢ in 7 na taksni poti velja ¢ < j.

4.4.2 QOgrodje algoritmov

Naj bo (G, I,C) naloga prilagodljivih atributov, v kateri je graf prehodov scenari-
jev G = (V, E) drevo, in naj bodo vozlis¢a drevesa G oznacena na zgoraj opisan
nacin. Lotimo se opisa algoritmov. Oznacimo s Sum1FATree algoritem za resevanje
NAJMANJISA ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV in z Max1FATree algoritem za
reSevanje NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV, kjer je vhod obeh
algoritmov naloga (G, I,C).

Oba algoritma temeljita na dinami¢nem programiranju. Mozne resitve problema
se sestavijo iz moznih reSitev podproblemov, te pa nadalje iz moznih resitev pod-
podproblemov in tako naprej, dokler ne pridemo do problemov, ki so enostavno
resljivi.

Algoritma potekata iterativno, tako da na vsakem koraku obdelamo eno vozlisce
1 € V. Listi drevesa GG predstavljajo najpreprostejSe probleme. Obdelavo za¢nemo
z njimi in nato nadaljujemo z obdelavo vozlis¢ na poteh v smeri od listov proti
korenu drevesa. Naj bo A = {(i,7) € E|i < j}. Mnozica A predstavlja povezave E,
usmerjene v smeri od korena proti listom drevesa G. Naj bo ¢ € V' taksno vozlisce,
da za vse (i,7) € A velja, da so vozlista j € V ze obdelana. V takem primeru je
vozlisce ¢ primerno za obdelavo.

Bistvo same obdelave ¢ € V je, da vsem atributom a;, € A; priredimo neko
vrednost, ki jo bomo poimenovali utez atributa. Ozna¢imo z w(a;) utez atributa a,.
Utez w(a) predstavlja ceno neke dolocene resitve za nalogo prilagajanja atributov,
v kateri je graf prehodov scenarijev neko doloceno poddrevo drevesa G. Zaenkrat
se zadovoljimo s to ohlapno definicijo, za tocno kaksno resitev in poddrevo gre, pa
bomo bolj natanéno povedali v nadaljevanju. Na taksen nacin postopoma racunamo
utezi atributov, dokler ne pridemo do korenskega scenarija.

Oba algoritma sta skoraj enaka, zato najprej opisimo sestavo enakega dela obeh
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algoritmov. Sestavljena sta iz dveh stopenj, t.j. iz inicializacije in dejanskega ob-
delovanja vozlis¢. V inicializaciji se vsem atributom listnih scenarijev priredi utez
z vrednostjo 0. V obdelovalni stopnji se na vsakem koraku izbere in obdela neko
Se neobdelano vozlisce. Razlika med obema algoritmoma je v nacinu izrac¢una utezi
atributov. V Sum1FATree utez w(a;) izracunamo po naslednji formuli

w(ag) = Z min [¢;;(am, a;) + w(aj)]. (4.11)

aj]EA;
(ig)ea 7

V Max1FATree pa po naslednji formuli

w(ag) = (112516); alj?eigj max|c;; (aik, aji), w(az)]. (4.12)

Formalno sta algoritma Sum1FATree in Max1FATree zapisana v obliki naslednjega
postopkaﬁ.
Algoritem 4.8: Sum1FATree in Max1FATree

Vhod: Naloga prilagajanja atributov (G, I, C).
Izhod: Vrednost f*.
1. L:={i|-3j:(i,9) € A},

2. forall i € L do

3. forall a;, € A; do

4. w(ag) :==0;

5. W:=1L;

6. while W #V do

7. Izberii € V/W :V(i,j) € A:jeW,
8. forall a;, € A; do

9. [zracunaj w(ay);
10. W .=Wu{i},
11. end;

12, f*:=ming,, ca, w(a);
13. return f*;

Inicializacijski del najdemo v vrsticah od 1 do 5. Najprej se (vrstica 1) spre-
menljivki L priredi mnozica listnih vozlis¢ oz. scenarijev. Nato se (vrstici 2 in 3)
vsakemu atributu listnega vozliséa priredi utez z vrednostjo 0 (vrstica 4). Spre-
menljivka W oznacuje obdelana vozlisca; njena zacetna vrednost se nastavi na L.
Ker vedno skupinsko obdelamo vse atribute posameznega vozlis¢a, nam W posredno
oznacuje tudi atribute, za katere smo vrednost utezi ze izracunali.

Glavna zanka algoritma se nahaja v vrsticah od 6 do 11. Zanka se izvaja, do-
kler niso vsa vozlista obdelana (vrstica 6). V telesu zanke se najprej (vrtica 7)

7Algoritme bomo pisali v pseudokodi, podobni programskemu jeziku Pascal. Pri tem so pri
branju kode pomembni tudi zamiki zacetkov programskih vrstic.
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izbere taksno neobdelano vozlisce ¢, katerega vse usmerjene povezave vodijo v ze
obdelana vozliséa. Nato se (vrstici 8 in 9) izracuna utez w(a;,) za vse ag € A;
izbranega i. Dejanski izracun v vrstici 9 poteka za SumiFATree po formuli (ETT)
in za Max1FATree po formuli (EIZ). Vozlisce i se po obdelavi doda v mnozico W
(vrstica 10). Nato (vrstica 12) izracunamo Se vrednost optimalne resitve problema,
ki je enaka najmanjsi izmed utezi atributov korena.

Casovna zahtevnost. Ker je G drevo, velja m = n — 1. Inicializacija zahteva
O(nr) ¢asa. Na vsakem koraku glavne zanke se obdela eno vozlisce. Torej se glavna
zanka izvede v najve¢ O(n) korakih. Izbiranje primernega neobdelanega vozlisca i
zahteva O(n) ¢asa. Izracunati je potrebno O(r) utezi atributov, od katerih vsak
izracun (formula [@II)) oz. (EIJ)) zahteva O(nr) casa. Potemtakem je Casovna
zahtevnost telesa zanke O(nr?) in celotnega algoritma O(n?r?). Tako smo dokazali
naslednjo trditev.

Lema 4.25 » Algoritem SumiFATree oz. MazlFATree je koncen in ima polinomsko
¢asovno zahtevnost O(n*r?).

4.4.3 Pravilnost algoritmov

Naj bo NTi] zaprta soses¢ina vozliséa i € V glede na povezave A, torej N[i] =
{i} U {jl(i,j) € A}. Oznacimo s T'(U) induciran podgraf grafa G. Potemtakem je
T(Ni]) inducirano drevo s korenom i in vozliséi, ki so dosegljiva iz i s povezavami
v A.

Naj bo (a, ... ) taksna resitev (sum ali max prilagodljivosti) na grafu prehodov
scenarijev T'(Ni]), kjer v vozliséu 4 fiksiramo izbiro atributa na a;,. Pravzaprav
naj bo (a;,...) celo optimalna taksna resitev, kar pomeni, da v i izberemo a;, v
vseh ostalih vozliscih drevesa T'(N[i]) pa atribute izberemo tako, da je celotna cena
prilagajanja najmanjsa.

Precej ohlapno smo ze definirali, da utez w(a;;) predstavlja ceno neke dolocene
resitve za nalogo prilagajanja atributov, v kateri je graf prehodov scenarijev neko
doloceno poddrevo drevesa GG. Povejmo to sedaj bolj natan¢no. Utez w(ay) pred-
stavlja ceno resitve (ag,...) za nalogo sum oz. max prilagodljivosti, tako da velja
naslednje

e graf T(NTi]) prehodov scenarijev, kjer ¢ € V', je induciran podgraf drevesa G;
o v resitvi (@, . ..) za scenarij s; fiksiramo izbiro atributa ag;

e v vseh ostalih scenarijih pa izberemo atribute tako, da je fsum(ai,...) oz.
fmax(aik7 e ) najmanjéa.
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Pokazimo, da povedano velja za SumiFATree. Naj bo feum(T(NTi]), (aix,...))
cena resitve (ag,...) v nalogi sum prilagajanja, kjer je graf prehodov scenarijev
T(NTi]), in naj bo w(a) utez, izracunana z algoritmom SumiFATree. Velja nasle-
dnja lema.

Lema 4.26 » Za vse ay, € A;, kjer i € V., velja w(aiy) = foum N, (@i, -..)).

Dokaz. Dokaz izvedemo z indukcijo, glede na velikost poddreves T'(N[i]) v G. Zacne-
mo s poddrevesi, sestavljenimi iz enega samega vozlisca, t.j. iz listov drevesa GG. Nato
potujemo po poteh od listov proti korenu drevesa G in dodajamo obiskana vozlisca.

Zacetni korak. Naj bo 7 poljuben list drevesa GG in naj bo a;; € A; nek njegov
atribut. Oglejmo si vrednost utezi w(a;). V algoritmu SumiFATree se utezi w(a;y)
atributov, ki pripadajo listnim scenarijem, inicializirajo na 0, torej w(a;) = 0. Po
drugi strani pa velja T(N[i]) = ({i},0). Potemtakem fqum(T(NTi]), (ai)) = 0.
Torej prav gotovo velja w(a) = feum(TNT2]), (air)).

Induktivni korak. Sedaj si oglejmo vrednost utezi w(a;,) atributa a; € A;, kjer
je @ vozlisce, ki ni list drevesa G. Po induktivni predpostavki za vse aj € A;, kjer
(i,7) € A, velja w(aj) = foum(TN4]), (aji,...)). V SumiFATree poteka izracun
w(a) po formuli ([EETT). Vstavimo w(aj;) v to formulo in dobimo

wlag) = Y min [eg(ai, ap) + fam( TN, (ai, .. )] = (4.13a)

(z,j)eAGﬂEAj

= 3 min ST UND), ()= (4130)
(i)ea 7

= Y famT{ UNTD, (@i, -..)) = (4.13¢)
(i,7)eA

V enac¢bi ([LI3al) gre za fiksiranje izbire a;; v vozliséu 7, poleg tega pa nastopa Se
resitev (aji, ... ) za T(Nj]); oboje skupaj predstavlja resitev (ay, aj, . ..) za drevo
T{i} UNTj]). V EI3D) izmed vseh a; € A; izberemo tistega z najmanjso (in s
tem tudi optimalno) ceno prilagajanja. V ([I3d) sestejemo cene prilagajanj resitev
(ak, . ..) za vsa poddrevesa T'({i} UNj], kjer (¢, j) € A. To pa v bistvu predstavlja
celotno prilagodljivost resitve (a, ... ) za poddrevo T'(Ni]). O

Podobno lemo imamo tudi za Max1FATree. Naj bo fra.(T(NTi]), (ai, ... )) cena

resitve (a;, . ..) v nalogi max prilagajanja, kjer je graf prehodov scenarijev T'(Ni]),
in naj bo w(a;) utez, izracunana z algoritmom Max1FATree. Velja naslednja lema.

Lema 4.27 » Za vse ay, € A;, kjer i € V., velja w(aik) = finaz(TNTI]), (air, - - .)).
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Dokaz. Dokaz je analogen dokazu leme 28 Zacetni korak indukcije je enak, zato
si oglejmo le induktivni korak. Najprej si oglejmo vrednost utezi w(a;;) atributa
air € A;, kjer je i vozlisce, ki ni list drevesa G. Po induktivni hipotezi za vse
aj € Ay, Kjer (i,7) € A, velja w(aji) = fmax(TNJ]), (aji,...)). V Max1FATree
poteka izracun w(a;,) po formuli ([EI2). Vstavimo w(a;;) v to formulo in dobimo

w(ay) = max min max|c;(aik, aji), fma (TN, (aji,-..))] = (4.14a)
(i,))€A aj €A
= 1 maz T ) U ] 5 ik ily « — 414b
ax, min frae (T({i} U N, (0, asi, ) (4.14b)
= % fnaa ({7} UNT), () = (4.14¢)
= frmaz(TNTi)), (@i, ...)). (4.14d)
Sklepanje v posameznih korakih je podobno kot v omenjenem dokazu. O

Glede na lemo 226 oz. EE27] imamo naslednjo posledico.

Posledica 4.28 » Za problem NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV (0z.
NAIJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV) algoritem Sum1FATree (oz.
Maz1FATree) vraca natancne resitve nalog (G, I,C'), v katerih je G drevo.

Dokaz. Po lemi (oz. E2T0) velja, da je za vse ajp € Ay, kjer je 1 € V koren dre-
vesa GG, utez w(ayy) enaka ceni optimalne resitve problema NAJMANJSA ) -PRILA-
GODLJIVOST 1-ATRIBUTOV (0z. NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRI-
BUTOV) na drevesnem grafu prehodov scenarijev, v primeru, da izbiro atributa v ko-
renu fiksiramo na ay;. V SumiFATree (0z. Max1FATree) velja f* = min, , c4, w(a).
Torej je s tem f* tudi optimalna. O

Iz leme in posledice E28 sledi naslednja trditev.

Trditev 4.29 » Za naloge (G,1,C), kjer je G drevo, problema NAJMANISA > -
PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV (0z. NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-
ATRIBUTOV ) je SumiFATree (0z. Maz1FATree) natancni polinomski algoritem.

4.4.4 Rekurzivna oblika algoritmov

Algoritma Sumi1FATree in Max1FATree lahko zapisemo tudi z uporabo rekurzije.
Zapis v rekurzivni obliki je morda elegantnejsi, poleg tega se tako znebimo Se spre-
menljivke W, v kateri se hranijo neobdelana vozlisca. Vozlisce je obdelano, ko so
izracunane utezi vseh njegovih atributov; te izracunamo iz utezi atributov, ki pripa-
dajo potomcem vozlis¢a. To pomeni, da je potrebno v drevesu ubrati taksen nacin
obdelave vozlis¢, ki najprej obdela vse potomce nekega vozlisca, nato Sele vozlisce
samo. Rekurzivni algoritem temelji na nacelu iskanja v globino [CLRSOT], vozlisca
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pa obdelujemo v postfiksnem vrstnem redu. Rekurzivni postopek je zapisan v obliki
naslednjega algoritma.

Algoritem 4.9: Rekurzivna oblika Sum1FATree oz. Max1FATree

Vhod: Naloga (G, I, C') prilagodljivih atributov.
Izhod: Vrednost f*.
1. procedure ObdelajVozlisce(i: vertex);
if (—35:(¢,7) € A) then
forall a;, € A; do w(ay) = 0;
else
forall (i,7) € A do
ObdelajVozlisce(j);
forall a;, € A; do
[zracunaj w(ay);
return min,,, 4, w(ai);
end:

CLooNORAEWLDN

—

Na kratko opisimo pomembnejse dele algoritma. Pogoj v vrstici 2 je ustavitveni
pogoj rekurzije in je resnicen, ¢e je ¢ list drevesa G. V tem primeru (vrstica 3)
vrednosti utezi atributov a;, € A; nastavimo na 0. V nasprotnem primeru se izvede
del programa od 5. do 9. vrstice. V tem delu se najprej (vrstici 5 in 6) obdelajo
potomci vozlisca i, nato se (vrstici 7 in 8) izracunajo utezi atributov, ki pripadajo
vozliséu . V vrstici 9 se vrne najmanjsa utez, t.j. vrednost optimalne resitve na
poddrevesu T'(Ni]). Sam postopek pozenemo s klicem ObdelajVozlisée(1), kjer je
1 koren grafa G.

4.4.5 Izpis resitve

Opazimo, da algoritma Sumi1FATree in Max1FATree pravzaprav vrneta le vrednost
optimalne resitve problema, ne vrneta pa same resitve naloge. Resujeta torej nekon-
strukcijsko obliko problemov. Oba algoritma lahko spremenimo tako, da optimalno
resitev (aq, ag, . .., a,) tudi konstruirata.

V algoritmih Sum1FATree in Max1FATree je potrebno za vsak atribut a;; poleg
utezi w(a;,) dodatno beleziti Se atribut, ki ga je potrebno izbrati v s;, ¢e sledimo
povezavi (i,j) € A. To belezimo s spremenljivko b;;, katere pomen je: ¢e v s;
izberemo a;,, potem je treba v s; izbrati by;. V algoritmu Sum1FATree namesto
vrstic 8 in 9 (oz. 7 in 8 v rekurzivni obliki) zapisemo naslednji del programa.
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Algoritem 4.10: Konstrukcija resitve

1. forall a; € A; do

2. w(a) = 0;

3. forall (i,7) € A do

4. (w, big;) = ming e, [cij(air, aj) +w(az)l;
5. w(aik) == w(ay) + w;

6. end:

7. end;

V vrstici 4 se izracuna (w, biy;), kjer w predstavlja rezultat in b;; argument
funkcije min. Velja w = foum (T ({i} UNTI]), (aik, bigj, - - . ). Ker je by,; atribut, pri
katerem je vrednost izraza znotraj min najmanjsa, lahko zapisemo (@, bikj,...) =
(@i, ... ). Podobno spremenimo Max1FATree, le da v tem primeru v vrsticah 4 in 5
namesto vsote uporabimo maksimum.

Atribut, ki ga je potrebno izbrati v korenskem scenariju, izraCunamo z a; =
arg ming,, ca, w(ayx). Optimalno resitev (aq,as, ..., a,) lahko enostavno skonstrui-
ramo z rekurzivnim sledenjem vrednostim b;;; od korena do listov.

Algoritem je prostorsko precej potraten. Za vsak atribut a;, € A; si je
potrebno zabeleziti 6(7) vrednosti b, to pa je reda O(nr) za vsak scenarij in O(n?r)
za ves algoritem. Zato je precej bolj smiselno vrednosti b;; izracunavati sproti
po potrebi. To naredi naslednji rekurzivni algoritem, ki ga pozenemo, ko smo z
algoritmom ze izracunali vrednosti utezi vseh atributov.

Algoritem 4.11: Izpis resitve

1. procedure IzpisResitve(i: vertex, a;: attribute)
print " Scenarij: ", ¢, " atribut: ", a;;
forall (i,7) € A do
aj = argming e 4, [ci(as, aj) + w(az));
IzpisResitve(7, a;);
end:

ook wh

V vrstici 2 se izpise atribut, ki je izbran v scenariju i. Nato se (vrstici 3 in 4)
izracunajo atributi, ki jih izberemo v scenarijih, ki so potomci . V vrstici 5 pa se za
vse potomce vozliséa i izvede rekurzivni klic. Ce Zelimo izpisati celotno optimalno
resitev, klicemo IzpisResitve(1, ay), kjer je a; = argmin,, ca,.

4.5 ResSevanje na sploSnem grafu
V tem delu bomo razvili algoritem za optimalno reSevanje problemov prilagajanja

p = 1 atributov na splosnem grafu prehodov scenarijev. Ker sta obe vrsti prilagod-
ljivosti N'P-tezka optimizacijska problema, je malo verjetno pricakovati polinom-



4.5. RESEVANJE NA SPLOSNEM GRAFU

83

ski algoritem. Vseeno bomo navedli nekaj nasvetov, ki omogocajo ucinkovitejse
reSevanje sploSnega problema.

4.5.1 Izlocanje scenarija z osamljenim atributom

Najprej si oglejmo poseben primer naloge problema prilagodljivih atributov, v kateri
je vsaj eden od scenarijev opisan z natanko enim atributom. Taksen atribut bomo
poimenovali tudi osamljen: atribut. Izkaze se, da je scenarije z osamljenimi atributi
mogoce iz naloge izlocCiti in na ta nacin ustvariti enakovredno nalogo. Iz optimalne
resitve enakovredne naloge preprosto dobimo optimalno resitev originalne naloge
tako, da resitvi originalne naloge dodamo vse izlocene osamljene atribute.

Oglejmo si postopek izlocanja enega scenarija z osamljenim atributom bolj na-
tan¢no. Naj bo (G, I, C') naloga problema prilagodljivih atributov, ki vsebuje osam-
ljene atribute in naj bo s; poljuben scenarij, tako da velja A; = {a;}. Z izlocitvijo
s; graf G = (V| F) razpade na kvec¢jemu §(i) povezanih delov. Ozna¢imo jih z
Gij = (Vij, Ei;), Kjer j € N(i). Vsak od Gy; je induciran podgraf v G z vozliséi
Vi; C V, kisov G/{i} dosegljiva iz j.

Pri tem pravzaprav ni nujno, da so si vsi grafi G;; med seboj razlicni, zato
definirajmo G(i) = {Gyj|j € N(i)}, ki vsebuje le razlicne G;;. Oznacimo z I;;
mnozico scenarijev, ki pripadajo vozlis¢cem Vj;, in s C;; mnozico funkcij cy,, kjer
(u,v) € E;j. Slednjo bomo natancneje definirali v nadaljevanju. Torej z izlocanjem
scenarija s; nalogo (G, I, C) razbijemo na kvecjemu 0(i) nalog (Gij, I;;, Ci;), kjer
Gij € g

Z izlocitvijo i iz G seveda iz G posredno izlo¢imo tudi vse povezave (i, 7), kjer j €
N (i). Zatorej je potrebno cene prilagajanja ¢;; nekako upostevati v nastalih nalogah
(Gij, 1ij, Ci;). Glede na velikost G;; si lo¢eno oglejmo naslednji dve moznosti:

R

e G;; je sestavljen le iz enega vozlisca;
e (5;; je sestavljen iz vec¢ kot enega vozlisca.

V primeru prve moznosti gre pravzaprav za enostavno nalogo (({j},0), {s;},0);
optimalna resitev te naloge je izbira poljubnega atributa a; € A;. Potemtakem
lahko izberemo atribut aj € A;, katerega cena prilagajanja na izloeni osamljeni
atribut a; je najmanjsa, t.j.

a; = argag?ei%j cijla;, aj).
Prav gotovo je taksna izbira atributa a; v s; optimalna izbira za nalogo (G, I, C).
V drugem primeru, kjer G;; vsebuje ve¢ kot eno vozlisce, pa cene prilagajanja
a; na atribute a;; € A; porazdelimo na cene prilagajanja a;; na a.r € A., kjer
je e € Ng,,(j) poljubno j-ju sosednje vozlisce v G;, ali povedano preprosteje, c;;
porazdelimo na cje, kjer e € Ng,;(j). Pri tem je pomembno, da za porazdelitev
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izberemo samo enega (poljubnega) izmed j-ju sosednjih vozlisé. Natan¢neje, naj bo
e € Ng,,(j). Za aj € Aj in acy € A, definirajmo

C;e(ajz, aer) = cij(ai, azi) + cjelagi, acy),
¢e gre za problem sum prilagodljivosti atributov in
Chelaji, acp) = max [cij(as, azn), cje(az, acy)]

¢e gre za problem max prilagodljivosti atributov. Za vse ostale (u,v) € E pa naj
velja ¢, = cyp. Definirajmo se C;; = {c,,|(u,v) € E;;}. Na ta nacin je naloga
(Gij, Lij, Ci;) popolnoma definirana.

Cena prilagajanja atributa a;; € A; v nalogi (G, I;;, C;;) torej uposteva tudi
¢ij(a;, aj), t.j. ceno prilagajanja izlocenega osamljenega atributa a; na aj;, ki je bila
izlocena iz naloge (G, I, C'). Potemtakem je optimalna resitev naloge (Gj, L;;, Cij)
vsebovana v optimalni resitvi naloge (G, I, C'). Pokazimo to bolj formalno.

Iz resitev S;; = (..., a;,...) nalog (G, Lij, Cyj), kjer G;; € G(i), lahko z zdruze-
vanjem enostavno sestavimo resitev (ai, as, . . an) naloge (G,1,C). Za I;; in I,
kier Gi;, Gy, € G(i) in j # k, velja 1;; N I, = Q), torej tudi S;; N Sy, = (). Poleg tega
velja se I = {s;} UUg, eq(; Liy In posledicno torej

(al,aQ,..., U SZ]

Gij€G(i

Ce |I;;| = 1, potem S;; = (a;). Za resitev S;; naloge (G, 1;;, C;;) definirajmo

cijla;, a;) |Si| =
fzg(SU) — J( ]) | ]|
fsum(Siz)  1Sii] = 2,

kjer je foum(Si;) izracunana glede na nalogo (Gjj, Sij, Cij).
Cena resitve (ai, ag, . .., ay), ki je sestavljena iz resitev S;;, je enaka vsoti f;;(5;;),
kjer G;; € G(i). Zapisimo to v obliki naslednje leme.

Lema 4.30 » Naj bo (G, 1,C) naloga prilagodljivih atributov, kjer G = (V, E). Naj
boi €V in S;; resitev naloge (Gij, 1;;, Ci;), kjer Gi; € G(i). Naj bo (ay,az, ..., ay)
resitev naloge (G, 1,C') sestavljena iz resitev S;;. Velja

fsum(alaa'%---aan) - Z fl](s’l])

Gi;€G(1)
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Dokaz.
f(aflaa27---aa'n) - Z Cuv(auaav) -
(u,v)ER
= Z Z Cuv(aua a'v) + Z Cij (ai? a’j) =
Gi;eG(i) (u,v)EE;; JEN (i)
= Z Z Cuv(@u, ay) + Z cij(ai, aj) +
Gi;€6(1) (uw)EE;; JEN(4),6(5)>2

Y eylang) =

FEN(D),6(5)=1

- Z Z au7 CLU Cij (aiu a]) =

Gi;€G(3) (u,v)EE;; Gijeg(i),\liﬂ:l

= Yoo falS)+ D fulSy) =
Gi;€G(1),6(5)>2 Gij€G(i),|1:5]=1

= D f4(Sy).
Gi;€G(i)

0

Ce imamo opravka z max prilagodljivostjo atributov, fi; definirajmo raje kot

Cij\ @y, G Sl =1
fZ_](SZ_]> — J( ]) | ]|
fmax(Sij) 1S5 = 2,

kjer je finaz(Si;) izracunana glede na nalogo (Gjj, Sij, Ci;). Analogna lema velja tudi
v tem primeru, le da v dokazu namesto > nastopa max.

Lema 4.31 » Naj bo (G, 1,C) naloga prilagodljivih atributov, kjer G = (V, E). Naj
boi €V in S;; resitev naloge (Gij, 1;;, Ci;), kjer Gi; € G(i). Naj bo (ay,az, ..., ay)
resitev naloge (G, 1,C) sestavljena iz resitev S;;. Velja

maz (@1, 02, ..., a,) = max f;
fmaz (a1, az ) G,Jeg}fz)fj< ij)-

Naj bo (ai,as,...,a,) taksna resitev naloge (G,I,C), da so vrednosti vseh
1i;(Si;), kjer G;; € G(i), najmanjSe, potem je tudi vrednost feum(ai,as, ..., a,) (oz.
fmaz(a1,az,...,a,)) najmanjsa. Naj bo S;; optimalna resitev naloge (Gi;, 1;;, Cij),
kier G;; € G(i) in |[;;| > 2. V primeru |[;;| = 1, t.j. S;; = {a;}, pa naj velja
aj = argming, e, Cij (al, aj;); taksna izbira a; prav gotovo minimizira f;;(.S;;). Torej
Velja naslednja trdltev

Trditev 4.32 » Optimalno resitev naloge (G, I,C) lahko sestavimo iz optimalnih
resitev nalog (Gyj, Li;, Cij), kjer Gi; € G(i), ki jih dobimo z izlocanjem scenarija
s; 2 osamljenim atributom.
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Primer. Oglejmo si primer izlo¢anja scenarija z osamljenim atributom. Naj bo
(G, I, C) naloga prilagodljivih atributov, kjer je G = (V, E) graf prehodov scenarijev,
prikazan na sliki ET0 Naj scenarij s, vsebuje osamljen atribut, torej Ay = {ag }.
Ostali scenariji pa naj vsebujejo poljubno stevilo atributov.

Slika 4.10: Izlocanje scenarija z osamljenim atributom.

Vozlisce 2 lahko izloc¢imo iz G. Velja N'(2) = {1, 3,5}, torej G razpade na Ga1, Gas
in Gas, vendar Gog = Gas, zato G(2) = {Ga1, Ga3}. Porazdeliti je potrebno cio, co3
in c35. ¢12 ne moremo porazdeliti, ker G9; ne vsebuje nobene povezave, vendar v s;
lahko izberemo poljuben atribut, zato izberemo a; = arg ming,,ca, c12(ay;, as1). o3
porazdelimo na csq, torej za as, € As in asy € Ay velja

Chy(ask, asy) = cas(am, ask) + csa(ase, asy).

Medtem ko co5 lahko porazdelimo na cy5 bodisi cs6. Izberimo npr. c¢y5, torej za
asg, € Ayg in a5y € As definirajmo

Cus (g, asg) = cos(aor, asy) + cas(aar, asy).

Iz resitve 521 = {CLl} zZa (Ggl, [21,021) in resitve 523 = 525 = {CL3,CL4,CL5,CL6} zZa
(Gas, I3, Ca3) enostavno sestavimo resitev {ay, as, ..., a¢} za (G, 1,C).

Ce graf G vsebuje veé scenarijev z osamljenimi atributi, lahko seveda postopek
izlocanja ponovimo na vseh takih scenarijih; na ta nacin lahko enostavno sestavimo
rekurzivni algoritem. Lahko pa hkrati izlo¢imo kar vsa vozlisca U C V| ki vsebujejo
osamljeni atribut. Naj bo graf H = (V/U, F') induciran na G. Definirajmo G(J) =
{Gili € N(J)/J}E, kjer je G; = (V;, E;) induciran na H in so V; C V vozlisca
dosegljiva iz ¢ v grafu H. Tudi v tem primeru lahko iz optimalnih resitev S; nalog
(G, S;, Cy), kjer G; € G(J), sestavimo optimalno resitev naloge (G, I,C).

Pri tem morda nastane tezava z izlocenimi scenariji ¢, katerih sosednji scenariji
J € N (i) vsi vsebujejo osamljeni atribut. V tem primeru lahko ¢;;(a;, a;) porazde-
limo na poljubno ¢, kjer (u,v) € F, t.]

Ciw(auka avl) = Cuv(auk7 avl) + Cij (ai? a’j)'

SN (J) = UjesN(j), t.j. odprta soses¢ina vseh vozlise iz J.
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4.5.2 Izlocanje poljubnega scenarija

[zlocanje scenarijev z osamljenimi atributi omogoca enostavno delitev naloge pro-
blema prilagodljivih atributov na ve¢ manjsih delov. Vprasajmo se, kaj lahko sto-
rimo v primeru, da graf prehodov scenarijev ne vsebuje nobenega scenarija z osa-
mljenim atributom ali ¢e smo vse taksne scenarije ze izlocili.

Fiksiranje atributov

Naj bo (G, I,C) naloga prilagodljivih atributov, iz katere Zelimo izlociti scenarij
s; € I. Ideja postopka izlocanja s; je, da scenarij s; spremenimo tako, da postane
osamljen. To naredimo tako, da v mnozici A; ohranimo le en atribut, vse ostale pa
odstranimo. V primeru ohranitve atributa a;;, bomo takemu postopku rekli fiksiranje
atributa. Ohranjeni atribut na ta nacin postane osamljen, zato lahko 7 € V' izlo¢imo
iz G' na zgoraj opisan nac¢in. S fiksiranjem atributov a;; € A; dobimo |A;| razliénih
nalog. Najcenejsa resitev dobljenih nalog je hkrati tudi optimalna resitev originalne

naloge (G, I,C).

Izlocanje scenarija

S pomocjo fiksiranja atributov in izlo¢anja scenarijev z osamljenimi atributi lahko
sestavimo algoritem za izlo¢anje poljubnega scenarija. Za izvedbo postopka izlocanja
poljubnega scenarija s; € I iz naloge (G, I, C') je torej potrebno za vsak 1 < k < |A,]
narediti naslednje:

1. iz naloge (G, I, C) s fiksiranjem atributa a;; € A; najprej konstruiramo nalogo
(G, Ly, C), kjer je s; € I}, opisan z A, = {au};

2. iz naloge (G, Ly, C') z izlocanjem ¢ iz G konstruiramo naloge (Gij, I;j, Cijk),
kjer G;; € G(3);

3. za vse G;; € G(i) poistemo optimalno resitev naloge (Gj, L;;, Ciji);

4. iz optimalnih resitev nalog (G
resitev naloge (G, I, C);

ii» Lij, Ciji), kjer Gy; € G (i), sestavimo optimalno

5. optimalna resitev naloge (G, I, C') je najcenejsa izmed vseh optimalnih resitev
nalog (G, I, C), kjer 1 < k < [Ay].

V nalogah (Gyj, Li;, Ciji), kjer G € G(i) in 1 < k < |A;|, sta G;; in [;; odvisna
le od 7 in j ter neodvisna od a;;, medtem ko je Cj;, odvisna od vseh. V algoritmu
za izlocanje lahko to izkoristimo tako, da pravzaprav izlocanje ¢ delno opravimo,
t.j. izracunamo G;; in I;;, Ze pred fiksiranjem atributov a;, € A;. Ko konstruiramo
naloge (Gij, I;j, Ciji), torej opravljamo samo konstrukcijo Cijy.
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4.5.3 Algoritem

Lotimo se sedaj opisa algoritma za reSevanje problemov prilagodljivih p = 1 atri-
butov na splosnem grafu prehodov scenarijev. V tretjem koraku zgoraj opisa-
nega postopka izlocanja scenarija je potrebno poiskati optimalno resitev naloge
(Gij, Iij, Cijk), kar je v primeru splosnega grafa G;; Se vedno N'P-tezek problem.
V primeru, da je G;; drevo, pa imamo na voljo polinomski natancni algoritem.

Zato pri izbiri vozlisca ¢ € V za izlocitev skusamo izbrati tak i, katerega posledica
izlocitve bi bila, da so vsi grafi G;;, kjer j € N (i), drevesa. Zal to ni vedno mogoce.
V takem primeru lahko na nalogah Gjj, I;;, Cijk, v katerih G;; ni drevo, postopek
izlocanja ponovimo na nekem scenariju iz I;;. Na ta nacin pridemo do naslednjega
algoritma.

Algoritem 4.12: IzloCanje scenarijev

Vhod: Naloga prilagodljivih atributov (G, I, C').
Izhod: Resitev (aq,aq, ..., a,).
1. procedure IzlocanjeScenarijev;

2. if drevo(G) then
3. return Resi (G, I,C);
4. lIzberii e V;
5. Konstruiraj G(i) z izlocanjem i;
6. forall a; € A; do
7. Konstruiraj (G, I, C) s fiksiranjem a;;
8. forall G;; € G(i) do
9. if |IU| =1 then
10. aj = argming ca; ¢i;(ai, aj);
11. else
12. Konstruiraj Cjjp;
13. Sijk = lzlocanjeScenarijev((Gyj, L;j, Cijk));
14. Uporabi S;;i, za sestavo S, = (a1, as, ..., ay);
15. end:
16. end:
17. end;

18. return argming<j<|a,| foum(Sik);

Gre za rekurzivni algoritem, katerega ustavitveni pogoj (vrstica 2) je izpolnjen,
kadar je G drevo. V tem primeru se naloga (G, I,C) optimalno resi (vrstica 3) z
uporabo algoritma g sicer pa se izvede preostali del algoritma. V vrstici 4 se izbere
vozlisce ¢ za izloCanje, nato (vrstica 5) konstruiramo G (i), kar lahko storimo se pred
fiksiranjem atributov. Zatem (vrstici 6 in 7) za fiksiranje po vrsti izbiramo atribute
a;, € A;. Vvrsticah od 8 do 16 poteka resevanje nalog (Gij, I;;, Ciji), kjer Gi; € G(1).
Najprej (vrstica 9) preverimo, ¢e naloga vsebuje le en scenarij, in v tem primeru
(vrstica 10) izberemo atribut za scenarij s;. Sicer (vrstica 12) pa konstruiramo
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Cijk in rekurzivno klicemo (vrstica 13) IzlocanjeScenarijev na nalogi (Gyj, I, Cijk),
katere resitev uporabimo (vrstica 14) za sestavo resitve Sy, naloge (G, iz, C'). Na
koncu (vrstica 18) vrnemo najcenejso izmed resitev Sy, kjer 1 < k < |A;].

Algoritem je namenjen za izlo¢anje scenarijev za primer sum prilagodljivosti,
vendar ga lahko preprosto spremenimo, da je uporaben tudi za max prilagodljivost.
To naredimo tako, da v zadnji vrstici f,,, nadomestimo z f,,qz-

Casovna zahtevnost

Za preverjanje ali je G drevo se porabi O(m) casa. Prav toliko ¢asa se porabi
tudi za konstrukcijo G(i), ker je potrebno za vsako povezavo ugotoviti h kateremu
podgrafu G;; sodi. Zanka fiksiranja atributov a;, € A; se izvede |A;|-krat, t.j. O(r).
Samo fiksiranje atributa oz. konstrukcijo (G, I;, C') lahko opravimo v konstantnem
casu, ker si je potrebno le zapomniti fiksirani atribut. Stevilo razliénih grafov Gij
je enako |G ()| = O(6(7)). Izbira a; (vrstica 10) zahteva O(r) casa. Podatke za Cjjp,
lahko beremo neposredno iz C. Rekurzivni klic zahteva T'(|1;;|) ¢asa, kjer je T'(n)
casovna zahtevost algoritma. Ceno fyum,(Si) lahko izracunamo iz foum(Si;x) tekom
izvajanja zanke iz vrstice 8. Najcenejso Si, kjer 1 < k < |A;|, pa lahko poiséemo
tekom izvajanja zanke iz vrstice 6.

Vrstici 2 in 3 v algoritmu sta namenjeni za pohitritev algoritma v primeru, ce je
G drevo. Ce ju iz algoritma izlo¢imo, potem ¢asovno zahtevnost takega algoritma
opisuje naslednja rekurzivna enacba.

T(n)=|A > T(Ll) + 0, (4.15)
Gi;€G (1)

kjer je i € V vozlisce izbrano za izlocanje in O(n?) ¢asovna zahtevnost konstrukcije
G (7). Na vsakem koraku rekurzije izlo¢imo vsaj eno vozlisce, tako je globina rekurzije
kvec¢jemu O(n).

Casovna zahtevnost za polni graf. Oglejmo si kako je s ¢asovno zahtevnostjo
algoritma, ce je G polni graf. V tem primeru ob vsakem klicu IzlocanjeScenarijev
izlo¢imo vozlisée ¢ € V', tako da preostale naloge niso drevesa, razen ko preostaneta
le §e dve vozliséi. Pri tem velja T'(2) = O(r?). Polni graf tako predstavlja najslabsi
primer za Casovno zahtevnost algoritma, ki jo lahko v tem primeru zapisemo z
naslednjo rekurzivno enacbo.

T(n,r)=rT(n—1,7)+O(n?). (4.16)
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Ze na prvi pogled je o¢itno, da gre v enacbi (EET1d) za eksponentno odvisnost. Lahko
pa po metodi rekurzijskega drevesa [CLRS01] ugotovimo natan¢nejso zgornjo mejo.

n—3
T(n,r) = CZ r'(n —i)* + 1" 20(r?) <
i=0

VAN

n—3
CZ rin? + o(r") =
=0

n—2
2T —1 n
pum— _— O pum—
n’—— +O0(r")

= O(nQT"),

kjer je ¢ > 0 neka konstanta. Pravilnost zadnje ugotovitve preverimo tako, da jo
vstavimo v enacbo LTG0 Velja

T(n,r) < rei(n—1)2%""1 4 eon? =
= ci(n® =2+ 1)r" +con? =

O(n*r™).

Algoritem je v najslabsem primeru torej superpolinomski, vseeno pa delitev grafa
GG na ve¢ manjsih delov daje slutiti, da bi algoritem lahko bil precej hitrejsi v neka-
terih primeri, kot so npr. redki oz. slabo povezani grafi.

Casovna zahtevnost v povpreénem primeru. Skusajmo podati analizo asov-
ne zahtevnost algoritma v povprecnem primeru. Pri tem nasa analiza ne bo temeljila
na verjetnostnih porazdelitvah vhodnih parametrov, ampak na njihovih povprec¢nih
vrednostih. Naj bo d povprecno stevilo delov G;; € G(i) na katere razpade G ob
izloc¢itvi poljubnega ¢ € V', t.j.

a=—3"160)]

eV
Velja d > 1. Za vsak i € V velja tudi

Z Vijl =n—1,

Gi;€G(1)

ker izlo¢imo eno vozlite, vsa ostala vozlista pa pripadajo nekemu G;; € G(i).

Izracunamo lahko torej povprecno velikost grafa G;, ki je

E@'ev EGUGQ(Z') Vil ~n—1
2iev 1G(0)] d

\Vii| =
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Naj bo r = 1/n) . |Ail, t.j. povprecno stevilo atributov. Torej lahko zapisemo
rekurzivno enacbo za povprecno zahtevnost algoritma

T(n) = rdT(" y L om).
Velja T'(n) = O(T"(n)), kjer je
T'(n) = rdT’(g) +0(n?).

Po metodi rekurzijskega drevesa zopet poiscimo zgornjo mejo za T"(n). Velja

loggzn—1

) = ent Y (G +Olrd) = T() =
— ot ) 4 O (1) -
= O@hnT()

Kar lahko dokazemo z metodo substitucije [CLRSOT].

T'(n) = rdT'(n/d)+O(n*) <
< rdclT(n(%)le 4 oegn? =

< ClT(]_)TLlogd T+1,

kjer je cg > coin r > d.

4.5.4 Zahtevnost pretvarjanja grafa v drevo

V algoritmu izberemo poljubno vozlisce za izlocanje. Omenili pa smo ze, da
so pravzaprav boljse taksne izbire, ki bi kar najhitreje pripeljale do razbitja na-
stalih podgrafov v drevesa. Problem, ki se poraja, je pretvarjanje grafa v drevo.
Natanc¢neje, vprasanje je, kako iz grafa odstraniti neko podmnozico vozlis¢é, da bo
preostanek grafa drevo oz. gozd. Pri tem je seveda zazeljeno, da je odstranjenih voz-
lis¢ kar se da malo. Na prvi pogled se problem zdi preprost, vendar bomo pokazali,
da gre pravzaprav za N P-tezek problem.

Primer. Oglejmo si primer odstranjevanja vozlis¢, prikazan na sliki LTT} Na levi
strani slike je prikazan graf s petimi vozliséi. Najprej iz njega odstranimo vozlisce 2
in dobimo graf na sredini slike. Nato iz tega odstranimo Se vozlis¢e 5 in dobimo graf
na desni strani slike, ki pa je drevo. Tako smo iz originalnega grafa v dveh korakih
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Slika 4.11: Izlocanje vozlisc.

N[\ N

oz. z dvema odstranjenima vozliS¢ema dobili drevo. Optimalna reSitev pa je samo
izlocitev vozlisca 4.

Kot smo Ze povedali, v nadaljevanju za nase potrebe ni nujno, da je kon¢ni graf
drevo, ampak zadostuje ze, da je gozd. Problem pretvarjanja grafa v gozd je opisan
z naslednjo definicijo.

Problem 4.17: NAJMANJSA SPREMEMBA GRAFA V GOZD

Naloga: Graf G = (V, E).

Dopustna resitev: Podmnozica U C V, tako da je graf H(V/U, F') induciran
nad G z vozlisci V/U gozd.

Kakovost dopustne resitve: |U].

Cilj: Minimizacija.

Da pokazemo NP-tezkost problema, potrebujemo nek NP-poln problem. Naj
bo G = (V, E) graf. Mnozica U C V, ki vsebuje vsaj eno vozlis¢e vsake povezave
(u,v) € E se imenuje vozliséno pokritje grafa G. Iskanje vozlisénega pokritja moci
kvecjemu B je N'P-poln problem [GI79]. Definirajmo ga.

Problem 4.18: VOZLISCNO POKRITJE

Naloga: Neusmerjen graf G = (V| F) in parameter B € Z*.
Vpraganje: Ali obstaja vozlistno pokritje C' C V' grafa G, tako da |C| < B?

Sedaj lahko zapisemo in dokazemo naslednjo trditev.

Trditev 4.33 » NAJMANJSA SPREMEMBA GRAFA V GOzD je N'P-teiek optimiza-
cijski problem.

Dokaz. Ozna¢imo s P odloc¢itveno razlicico problema NAJMANJSA SPREMEMBA
GRAFA vV Gozp. Ocitno je P € N'P. Preostali del dokaza poteka s prevedbo
problema VOZLISCNO POKRITJE.

Iz naloge G = (V, F) za problem VOZLISCNO POKRITJE ustvarimo nalogo H =
(VUV' EUE") za P. Definirajmo

V' = {wy|(u,v) € E}
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in

E' = {(u, wyy), (v, Wyy) | Wy € V}.
Drugace povedano, za vsako povezavo (u,v) € E v grafu G smo v H ustvarili kliko na
treh vozliséih w, v in w,,. Pokazali bomo, da z razbitjem (odstranitvijo vozlisca) te
klike pravzaprav pokrijemo povezavo (u,v) € E. Natan¢neje, za nalogo G problema
VOZLISCNO POKRITJE obstaja resitev U, kjer |U| < k natanko takrat, ko za nalogo
H problema P obstaja resitev U’, kjer |U’| < k.

(=) Naj bo U resitev naloge G problema VOZLISCNO POKRITJE. Velja G C H.
Potemtakem je v H potrebno razbiti cikle v GG, poleg tega pa tudi cikle, ki smo jih
v H pridali na povezave. Ker je U vozliséno pokritje v G, za vsak (u,v) € E velja
u € U ali v € U (lahko tudi oboje).

Naj bo ¢ = (e, e,...,€) poljuben cikel (¢e le-ta obstaja) v G. Za vsako pove-
zavo e; = (u,v) cikla velja u € U ali v € V. Cikel ¢ je torej razbit. Nadalje naj bo
(u,v), (4, Wyy), (v, Wyy) nek cikel v H, ki ni cikel v G. Ker velja u € U ali v € U, je
tudi ta cikel razbit. Resitev naloge H je torej U’ = U, in velja |U’'| = |U| < k.

(«<=) Naj bo U’ resitev naloge H problema P. Torej U’ razbije vse cikle v H,
in s tem tudi cikle (u,v), (u, Wyy), (v, W) za (u,v) € E. Potemtakem, za vsako
povezavo (u,v) € E velja, da je v U’ vsaj eno od vozlisé u, v, ali wy,. Ce je to u ali
v, potem je povezava (u,v) € E pokrita, sicer pa w,, € U’ zamenjamo z enim od u
ali v in tako dobimo vozlis¢no pokritje U.

Natancneje, definirajmo

U=U")V'"U{ulw, e U'NnV'}.

Prvi del enacbe pove, da v U’ ohranimo vsa vozliséa v, za katera velja v & V' (oz.
v € V). Drugi del enacbe pa pove, da v U’ vsa vozlisca w,, € U’, za katera velja
v € V', zamenjamo z u € VH. Ker sta V in V' disjunktni mnozici, opisana zamenjava
ohranja mo¢ mnozice, t.j. |U| = |U’| < k. O

Problem NAJMANJSA SPREMEMBA GRAFA vV GOZD je pravzaprav “lazja” razli-
¢ica problema NAJMANJSA SPREMEMBA GRAFA V DREVO, sledi torej, da je tudi
slednji N'P-tezek.

Oglejmo si Se naslednji alternativni nacin, s katerim lahko pokazemo N P-tezkost
obeh problemov. Definirajmo naslednji problem.

Problem 4.19: NAJVECJI INDUCIRAN PODGRAF Z LASTNOSTJO p

Naloga: Graf G = (V, F) in lastnost p.

Dopustna resitev: Podmnozica U C V tako, da ima graf H(V/U, F') induciran
nad G z vozliséi V/U lastnost p.

Kakovost dopustne reitve: |V/U|.

Cilj: Maksimizacija.

9Lahko bi izbrali tudi v € V, vendar ta izbira za dokaz ni pomembna.
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Problendtd je veckrat definiran tudi kot minimizacija |U|. Opisimo naslednji dve
znacilnosti lastnosti p:

e trivialnost pomeni, da ne obstaja neskonéno mnogo grafov z lastnostjo p in
ravno tako ne obstaja neskoncno grafov brez lastnosti p;

e dednost pomeni da, ¢e lastnost p velja za graf G, potem velja tudi za vsak
njegov podgraf H C G, t.j. ¢e p(G) potem tudi p(H), kjer je H C G.

Problem NAJVECJI INDUCIRAN PODGRAF 7z LASTNOSTJO p je N'P-tezek, ce
je lastnost p dedna in ni trivialna [ACGT99]. Preprosto lahko ugotovimo, da obe
znacilnosti veljata tako za lastnost “graf je drevo” kot za “graf je gozd”. Netrivi-
alnost velja, ker obstaja neskonéno mnogo grafov, ki so drevesa (gozd), kakor tudi
neskonéno grafov, ki niso drevesa (gozd). Dednost pa, ker je vsak podgraf drevesa
(gozda) tudi drevo (gozd).

Pametno izbiranje vozlis¢ za izlocanje v algoritmu je torej N'P-tezek pro-
blem. Kljub temu je verjetno smiselno v algoritem vpeljati neko hevristiko za izbiro
vozlisée, npr. izbira i € V z najvecjo stopnjo 6(z). Kaksen graf pa je najslabsi
primer grafa za spreminjanje v drevo? Najvec vozlis¢, da dobimo drevo, je potrebno
izlociti iz polnega grafa. Izlociti je potrebno natanko n — 2 vozlisc.

4.6 Dvostopenjski problemi investiranja

4.6.1 Ogrodje dvostopenjskih problemov investiranja

V druzino dvostopenjskih problemov sodijo problemi, v katerih je prisotna tudi ca-
sovna komponenta. V teh problemih nastopata, kot pove ze samo ime, dva casovna
trenutka, t.j. znana sedanjost in neznana oz. negotova prihodnost. V sedanjosti se
za znano situacijo oz. scenarij sprejme neka odlocitev; ker pa prihodnost ni znana,
v sedanjosti sprejeta odloc¢itev morda ni najbolj primerna za dejansko realizirani
scenarij v prihodnosti. Vendar je v prihodnosti mozno poprej sprejeto odlocitev
popraviti. Seveda je za popravek ze sprejete odlocitve potrebno placati neko ceno.
Tej ceni pravimo tudi nadomestilo ali odskodnindd. Cilj optimizacije je minimizirati
placano odskodnino.

Prevedimo opisano na terminologijo optimizacije scenarijev. Vhodni podatki
problema so scenariji, od katerih en scenarij predstavlja sedanjost, ostali pa prihod-
nost. Graf prehodov scenarijev vsebuje povezave od sedanjega scenarija k prihod-
njim. Cilj je poiskati optimalno prilagodljive partikularne resitve za vse scenarije.

V nadaljevanju se bomo ukvarjali s posebno vrsto dvostopenjskih problemov,
ki jih imenujemo dvostopenjski problemi investiranja [MMRR04]. Gre za dvosto-
penjske probleme, v katerih so partikularne resitve za prihodnje scenarije poznane

10y ﬂm je problem poimenovan MINIMUM NODE DELETITION TO OBTAIN GRAPH WITH
PROPERTY p.
Wangl. recourse cost
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oz. podane, potrebno je poiskati le resitev za sedanji scenarij. To pomeni, da je
potrebno poiskati le resitev S; za sedanji scenarij s;, ostale resitve Sy, S53,...,5,
prihodnjih scenarijev pa so podane kot vhod problema.

Lahko se vprasamo, ali je v praksi smiselno, da so resitve za prihodnje scenarije
podane. Recimo, da scenariji predstavljajo pricakovane situacije razvoja nekega
podjetja. Podjetje pravzaprav v sedanjosti ne ve, kateri od scenarijev se bo uresnicil,
vendar v primeru uresnic¢itve poljubnega scenarija dobro ve, kako bo reagiralo. Torej
pozna resitve za morebitne pricakovane scenarije. Vendar si podjetje ze v sedanjosti
zeli nastopati na trgu in hkrati zeli biti pripravljeno na vse prihodnje scenarije, zato
zeli ze v sedanjosti poiskati neko resitev, ki bo kar najbolj prilagodljiva glede na
pricakovane scenarije. V nekem smislu podjetje zeli ze v sedanjosti investirati v
(negotovo) prihodnost.

Taki in podobni dvostopenjski problemi se pojavljajo na podrocju operacijskih
raziskav, znanosti ravnateljevanja oz. upravljanj, sprejemanja odloéite itd.
[Hen99, RSO3, SS, Sny04]. Nacini za njihovo resevanje najveckrat sodijo v podrocje
stohasticnega programiranja. Mi jih bomo v nadaljevanju obdelali predvsem z vidika
problemov prilagodljivih atributov.

Ogrodje dvostopenjskih problemov prilagodljivih atributov je prikazano na sliki
V problemu nastopa n scenarijev, od katerih scenarij s; predstavlja znano

Slika 4.12: Ogrodje dvostopenjskih problemov prilagodljivih atributov.

sedanjo situacijo, ostali scenariji ss, s3, ..., s, pa predstavljajo neznano prihodnost.

Scenarij s; je opisan z mnozico atributov A;. Dopustna partikularna resitev za s; je

Si C A;, Kjer |S;| = p. Funkcija f;;(S;, S;) predstavlja ceno transformacije S; v ;.
V problemih investiranja dodatno velja, da so S5, Ss,...,S, podani kot vhod

problema, za 2 < ¢ < n torej velja S; = A;. Celotne resitve so torej oblike
(S1,Ag, Ag, ..., Ay), kjer S; C Ay in |S;]| = p. Za nas je pravzaprav zanimiv samo
S1, zato bomo v nadaljevanju namesto (57, As, As, ..., A,) veckrat pisali samo Sj.

12angl. management science
Bangl. decision making
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Potemtakem gre za probleme prilagodljivih atributov, v katerih:
e je graf prehodov scenarijev dvostopenjski; in
o velja S; = A;, kjer |S;| = p, za vsak i > 2.

V nadaljevanju si bomo te probleme najprej ogledali z vidika sum prilagodljivosti,
nato Se z vidika max prilagodljivosti. Tako bomo obdelali naslednja dva problema:

e NAJMANJSE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE; in

e NAJMANIJSE 2-STOPENJSKO max-PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE.

4.6.2 Sum prilagodljivost

V tem podrazdelku se bomo lotili dvostopenjskih problemov investiranja z vidika
sum prilagodljivosti. Glede na stevilo scenarijev, ki nastopajo v problemu, bomo
pokazali zahtevnost resevanja. Tako bomo predstavili polinomski natanc¢ni algoritem
zan = 3 scenarije ter pokazali N'P-tezkost in neaproksimabilnost za n > 4 scenarije.

Natancno reSevanje za n = 3 scenarije

Predstavili bomo polinomski algoritem za optimalno resevanje problema NAJMANJ-
SE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE, v katerem bo stevilo sce-
narijev enako n = 3. Ker gre za dvostopenjski graf prehodov scenarijev, to pomeni,
da v problemu nastopa en sedanji scenarij in dva prihodnja, za katera sta ze podani
partikularni resitvi. Pokazali bomo, kako lahko v tem primeru sestavimo algoritem
s pomocjo problema NAJMANJSA CENA PRETOKA.

Spomnimo, da gre v NAJMANJSE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVE-
STIRANJE pravzaprav za problem NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBU-
TOV na dvostopenjskem grafu prehodov, v katerem poleg tega velja e S; = A; in
p = |S;| = |A;|. Zapisimo naslednjo trditev, na kateri bo temeljil algoritem.

Trditev 4.34 » Problem NAJMANJISE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVESTI-
RANJE, v katerem nastopagjo trije (n = 3) scenariji, je optimalno resljiv v polinom-
skem casu.

Dokaz. 1z naloge (G, I,C,p) za NAJIMANJISE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO
INVESTIRANJE bomo ustvarili graf H = (U, F) za problem NAJMANJSA CENA
PRETOKA. Velja torej, G = (V, F) je dvostopenjski graf prehodov scenarijev, za
katerega velja |V| = |I| = 3. Naj bo s; scenarij, ki predstavlja sedanjost, ss in s3
pa naj predstavljata prihodnost. Konstruirajmo omrezje H za problem pretokov na
naslednji nacin.
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Scenarij s; (s tem tudi mnozico A;) podvojimo in tako dobimo scenarij s} (A7).
Nato vse atribute vseh scenarijev pretvorimo v vozlisca U grafa H, v katerega do-
damo tudi vozliséi s in t. Graf H je tako sestavljen iz vozlisc U = A; U A U Ay U
AsU{s,t}. Skupno stevilo vozlisé v H je torej 2(|A1|+p—+1) = O(]A1|+p). Primer
konstrukcije grafa H je prikazan na sliki (Za na sliki prikazano konstrukcijo
velja, | 41| = 5. | As| = |As] = p = 3.)

Slika 4.13: Pretokovni model sum investiranja.

Dodajmo v H Se povezave. Najprej dodamo povezave s ceno 0 in kapaciteto 1,

t.j. povezave med izvorom s do vseh vozlis¢ iz As, iz vozlis¢ iz As v ponor t in
povezave iz ay, € A; v ustrezna podvojena a), € Aj. Natancneje, za vse ag, € A
velja (s,a9;) € F, nadalje za vse as, € As velja (as, t) € F in Se za vse ay, € Ay
ter a}, € A velja (ayy,a),) € F.
A;. Natanc¢neje, za vse ag € Ag in a1 € Ay dodamo povezavo (ag, ayx) € F. Poleg
tega dodamo Se povezave s ceno ci3(ax, as) in kapaciteto 1 med vozliséi A} in As.
Natancneje, za vse a}, € A, in ay € Az velja (d!,,as) € F. Stevilo vseh povezav,
ki jih tako dodamo v H, je enako 2p + |A;| + 2p|A;| = O(p|A1]).

V nadaljevanju dokaza bomo pokazali, da je cena resitve S; naloge (G, I,C,p)
problema NAJMANJSE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE enaka
ceni ustrezne resitve (f,,) naloge H problema NAJMANJSA CENA PRETOKA in
obratno.

(=) Naj bo S; resitev naloge (G, I, C, p) problema NAJMANJSE 2-STOPENJSKO
> -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE. Sestavimo resitev (f.,) za nalogo H problema
NAJMANJSA CENA PRETOKA. Najprej v H ustvarimo p disjunktnih poti iz s v t,
ki potekajo skozi vozlisca iz mnozic As, S1, S| in As, kjer je S| podvojena Sj.

Dvoumnosti izbire povezav iz Ay v Sp in iz S; v Az reSujemo s pomocjo problema
NAJMANJSA DopeLiTEVH. Natanc¢neje, med A, in Sy izberimo povezave, ki so v

14 Algoritem za problem NAJMANJSA DODELITEV temelji na algoritmu za problemu NAJMANJSA
CENA PRETOKA, kar omogoca, da resitev prvega neposredno ustreza resitvi drugega.
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resitvi problema NAJMANJSA DODELITEV na nalogi His = (S7 U As, 51 X Ay), in
med S7 in Aj izberemo povezave v resitvi naloge Hyz = (57U A3z, S| x Aj).

Pretok f,, skozi povezavo (u,v) € F naj bo enak 1, ¢e (u,v) pripada kateri
izmed disjunktnih poti iz s v ¢; sicer naj bo enak 0. Pretok skozi tako ustvarjene
disjunktne poti ima prav gotovo vrednost p. Izracunajmo Se ceno pretoka (fu,).

cost((fuw)) = Z JuvWuy =

(u,v)eF

= Z fukuv + Z fukuv -
u€A2,vES] ueS) ,veAs

= E Wayp + E Wy =
(u,v)EMlg (u,v)EMlg

- E ClQ(ua U) + § 013(u7 U) =
(u,v)EM12 (u,v)EM13

= f12(51, A2) + f13(51, A3) =
- fsum(sl?AQ’A?’)

Pri tem sta Mis in M3 resitvi problema NAJMANJSA DODELITEV na nalogah Hi,
in H13.

(<) Naj bo (fu) resitev s pretokom vrednosti p naloge H = (U, F') problema
NAJMANJSA CENA PRETOKA. Trditev nam zagotavlja, da so vrednosti f,,
kjer (u,v) € F, celostevilske. To pomeni, da pretok pravzaprav tece po p disjunkt-
nih poteh iz s v . Naj bo S; C A; mnozica vozlis¢, skozi katera gredo te poti.
Velja |Si| = p. Mnozica S; je prav gotovo dopustna resitev problema NAJMANJ-
SE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE. Enako kot zgoraj velja

cost((fuv)) = fsum(S1, Az, A3).

Sledi torej, da ¢e je cena pretoka ( f,,) najmanjsa, potem je tudi celotna cena pri-
lagajanja feum(S1, Az, As) najmanjsa. Ce to ne bi bilo res, bi obstajal nek S’ C Ay,
tako da bi feum(S’, A2, A3) < fsum(S1, A, A3). To pa bi pomenilo, da obstaja nek
pretok (f!,), za katerega cost((f!,)) < cost((fu)), s ¢imer pridemo do protislovja.

Ker za problem NAJMANJSA CENA PRETOKA obstajajo polinomski optimalni al-
goritmi, je trditev tako dokazana. O

Opis konstrukcije v dokazu nam omogoca, da ustvarimo polinomski algoritem
za optimalno resevanje problema NAJMANJISE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO
INVESTIRANJE, v katerem nastopajo trije scenariji. Algoritem je formalno podan v
naslednji obliki.
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Algoritem 4.13: Dvostopenjsko investiranje za n = 3.

Vhod: Naloga (G, I, C, p) prilagodljivih atributov, kjer je G dvostopenjski graf.
Izhod: Resitev 5;.

1. Iz naloge (G, I,C,p) sestavi omrezje H = (U, F);

2. 'V H poisci najcenejsi pretok (fy,) vrednosti p;

3. Sestavi resitev Si;

V prvi vrstici algoritma gre za konstrukcijo iz dokaza trditve EE34] njena ¢asovna
zahtevnost je sicer O(|A;|p), vendar lahko podatke omrezja H neposredno dobimo
iz (G,I,C,p) v konstantnem ¢asu; tako je prvi korak lahko vkljucen v algoritem
za iskanje najcenejsega pretoka, ki ga lahko resimo v casu O(|U]*) = O((|A] +
p)3). Sestavljanje resitve S; lahko izvedemo v O(]A;]) korakih. Celotna casovna
zahtevnost algoritma je torej O((p + 1)3).

Zahtevnost reSevanja za n > 4 scenarije

Vprasajmo se, kako je z reSevanjem v primeru, kadar graf prehodov scenarijev vse-
buje stiri ali morda Se vec¢ scenarijev. Pokazali bomo, da je v tem primeru pro-
blem NAJMANJSE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE N P-tezek.
To bomo storili s prevedbo problema 3D-UJEMANJE, ki je znan NP-poln problem
[GI79]. Najprej nastejmo nekaj definicij.

Definicija 4.2: 3D-ujemanje
Naj bo T'C A x B x C, pri ¢emer so mnozice A, B in C' paroma disjunktne.

Podmnozica T" C T se imenuje 3D-ujemange, e se nobeno od mest (koordinat)
v poljubnih dveh trojicah v T” ne ujema.

3D-ujemanje 77 C T torej predstavlja nekaksne neodvisne trojice. V povezavi s
tem definirajmo naslednji odlo¢itveni problem.

Problem 4.20: 3D-UJEMANJE

Naloga: Mnozica T'C A x B x C, pri ¢emer so A, B in C' paroma disjunktne.
Velja [A] = |B| = |C] = p.
Vpraganje: Ali obstaja 3D-ujemanje 7" C T', kjer velja |T"| = p?

Zapisimo in dokazimo naslednji izrek.

Trditev 4.35 » Odlocitvena razlicica problema NAJMANJSE 2-STOPENJSKO » -
PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE, v katerem nastopajo Stirje (n = 4) scenariji, je
NP-polna.
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Dokaz. 1z naloge T, kjer so A = {ay,as,...,a,}, B = {b1,ba,...,b,} in C =
{c1,¢a, ..., ¢}, zaproblem 3D-UJEMANJE bomo sestavili nalogo (G, I, C, p) za NAJ-
MANJSE 2-STOPENJSKO > -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE, v katerem je G dvo-
stopenjski graf, ki vsebuje n = 4 scenarije. Oznac¢imo slednji problem s P. Problem
P prav gotovo pripada razredu NP, zato se lotimo konstrukcije.

Ustvarimo dvostopenjski graf prehodov scenarijev G = (V, E) s §tirimi scenariji,
kot je prikazano na sliki EET4l Scenarij s; je opisan z Aj, tako da je vsaka trojica
(a;,bj,ck) € T predstavljena z atributom v;;, € Ay. Scenariji sy, s3 in s4 so opisani
z mnozicami atributov As = A, A3 = B in Ay = C, kjer A; opisuje scenarij s;. Na
ta nacin skupaj ustvarimo |7'| 4+ 3p atributov.

Slika 4.14: Konstrukcija naloge.

Definirajmo Se cene prilagajanja atributov. Najprej definirajmo cy2(vijk, @), kjer
je vijr € Ay in a; € Ay, kot

0 i=1

00 sicer.

C12 (Uz'jk‘a Gl) = {

Nato Clg(Uijk, bl), kjer je Vijk € Al in bl € Ag, kot

0 j=I

00 sicer.

c13(vij, b)) = {

In Se c14(viji, ¢1), kjer je vy € Ay in ¢ € Ay, kot

0 k=1

00 sicer.

Cl4<vz’jka Cz) = {

Izbira atributov v s; predstavlja izbiro trojic za 3D-UJEMANJE. Mnozica 7" C
T, kjer |T'| = p, je resitev za problem 3D-UJEMANJE natanko takrat, kadar je
trojicam 7' ustrezna mnozica S; C A; resitev s ceno fg,m(S1) = 0 problema P na
nalogi, sestavljeni na zgornji nacin.
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(=) Naj boT" C T, kjer |T'| = p, resitev problema 3D-UJEMANJE. Definirajmo
S1 C Ay kot St = {wvi € Ail|(a;, bj,¢) € T'} in izracunajmo fyum,(S1). Velja

Joum(S1) = f12(S1, A2) + f13(S1, As) + f14(S1, As).

Ker je 7" 3D-ujemanje na 7', za vsak a; € A = A, obstaja (a;,bj,¢c;) € T".
Potemtakem za a; € Ay in v;j; velja c12(vijk, a;) = 0 in poslediéno Se f12(51, A2) = 0.
Analogno sklepamo Se za vse b; € B in ¢;, € C ter tako ugotovimo Se fi3(S1, As) =
f14(Sl,A4) = 0. Zakljuélmo fsum(Sl) = 0.

(<) Naj bo Sy, kjer |S;| = p, resitev problema P s ceno feu,,(S1) = 0. Defini-
rajmo 1" C T kot T" = {(ai, bj, cx) € Tl|vijr € S1}. Ker |Si| = psledi |T"| = p in
ker fsum(Sl) = 0, sledi Se flg(Sl, Ag) = flg(Sl, Ag) = f14(51, A4) = 0. Posledi¢éno za
vsak a; € Ay obstaja v;;, € Sy, tako da c12(vik, @) = 0, kar po definiciji ¢12 pomeni,
da a; = a;. Torej za vsak a; € A obstaja (a;,b;,c;) € T'. Analogno sklepamo Se za
vse by € Az in ¢ € Ay in ugotovimo, da je 7" 3D-ujemanje na 7. O

Neposredno sledi naslednja trditev.

Trditev 4.36 » NAJMANJSE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVESTIRANIJE,
v katerem nastopajo Stirje ali ve¢ (n > 4) scenariji, je N'P-tezek optimizacijski
problem.

Neaproksimabilnost za n > 4 scenarije

Trditev 4.37 » Za NAJMANJSE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVESTIRANIJE,
v katerem nastopajo $tirje ali ve¢ (n > 4) scenarijev, ne obstaja polinomski apro-
ksimacijski algoritem s konstantnim aproksimacijskim faktorjem, razen ¢e P=NP.

Dokaz. Neaproksimabilnost NAJMANJSE 2-STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO IN-
VESTIRANJE bomo dokazali s pomocjo konstrukcije iz dokaza trditve EE30. 'V ome-
njenem dokazu zamenjamo definicijo ¢35 z naslednjo

1 1=1
Cl2(vijk’ a) = 1+ 3pp sicer.
Podobno naredimo Se za c¢13(vijk, @) in c12(vije, ar).

Nato iz naloge = za 3D-UJEMANJE ustvarimo nalogo 2’ za NAJMANJSE 2-
STOPENJSKO » -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE. Resitev naloge 2’ ima vrednost
3p, Ce in samo ¢e v x obstaja 3D-ujemanje. V tem primeru ima naslednja najmanjsa
priblizna resitev vrednost 3p(1 4+ p). V nasprotnem primeru, ¢e v x ne obstaja 3D-
ujemanje, potem ima optimalna resitev naloge x vrednost vsaj 3p(1 + p). Torej,
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¢e bi imeli polinomski p-aproksimacijski algoritem A za problem NAJMANJSE 2-
STOPENJSKO Y -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE, bi z njim lahko v polinomskem
casu resevali problem 3D-UJEMANJE na naslednji nacin. Algoritem A bi pognali na
nalogi ', ki ustreza nalogi = za 3D-UJEMANJE, in odgovorili z DA, ¢e in samo ce
bi A vrnil resitev vrednosti 3p. U

4.6.3 Max prilagodljivost
Zahtevnost resevanja za n = 3 scenarije

Lotimo se Se dvostopenjskih problemov investiranja z vidika max prilagodljivo-
sti. Najprej si oglejmo, kako je z zahtevnostjo resevanja problema NAJMANJSE
2-STOPENJSKO max-PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE, v katerem nastopajo trije
scenariji. Pokazali bomo, da je ta problem N P-tezek. To bomo pokazali s prevedbo
problema RAZDELITEV, ki je NP-poln [GI79], na odlocitveno razlicico NAJMANJISE
2-STOPENJSKO max-PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE na treh scenarijih.

Problem RAZDELITEV je podan z naslednjo definicijo.

Problem 4.21: RAZDELITEV

Naloga: Mnozica elementov A = {ay, as,...,a,}, kjer elementu a; € A pripada
utez w; € Z*. Velja ), w; = 2B.

Vpradanje: Ali obstaja razdelitev X,Y C A, tako da velja >, _w;

> oy w; = B?

a; €Y
Dokazimo najprej naslednjo lemo.

Lema 4.38 » Odlocitvena razlicica problema NAJMANJSE 2-STOPENJSKO max-
PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE, v kalerem nastopajo trije scenariji (n = 3), je
NP-polna.

Dokaz. Oznac¢imo s P odloc¢itveno razli¢ico problema NAJMANJSE 2-STOPENJSKO
max-PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE, v katerem nastopajo trije scenariji. Ker je
max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV v NP, je v N'P prav gotovo tudi P.

Iz naloge problema RAZDELITEV, t.j. mnozice A, utezi w; in parametra B,
bomo ustvarili nalogo (G, I, C,p) problema P. Ustvarimo graf prehodov scenarijev
G = (V, E), kot je prikazano na sliki ETA Definirajmo A" = {a}, ay, ..., a,}, kjer
a; € A, torej A’ vsebuje dvojnike elementov v A. Scenarij s; je opisan z mnozico
Ay = AU A, sy je opisan z Ay = {ag, aga, ..., a2} in s3 2z Ay = {as1, a0, ..., a3}
Ustvarili smo torej tri scenarije in 4p atributov. S tem je prevedba prav gotovo
polinomska.



4.6. DVOSTOPENJSKI PROBLEMI INVESTIRANJA 103

Slika 4.15: Konstrukcija naloge.

Potrebno je definirati Se ceni c¢i2 in ¢y3 prilagajanja atributov. Najprej defini-
rajmo cya(a, ag), kjer a € Ay in ay € As. Velja

Wy, a=ap € A k=1
cro(a,agy) =<0 a=a,e€ A k=1
2B +1 sicer.

Nato definirajmo e c13(a, ag), kjer je a € Ay in ag € As, ki je

0 a=ap € A k=1
ci3(a, az) = < wy a=a,e€ A k=1
2B +1 sicer.

S tem je prevedba definirana, potrebno je pokazati Se njeno pravilnost. Za nalogo
problema RAZDELITEV obstaja resitev X, Y C A natanko takrat, ko za ustrezno
nalogo (G, I, C,p) problema P obstaja resitev S; = X UY" s ceno kve¢jemu B, pri
¢emer so v Y’ C A’ dvojniki elementov iz Y.

(<) Naj bo S; resitev naloge problema P, kjer fi,..(S1) < B. Ker |S;| = p, za
vsak a; € A in a] € A’ velja, da bodisi a; € Sy bodisi a; € Sy, t.j. a; in a] oba hkrati
ne pripadata S;. (V nasprotnem primeru bi veljalo f,,..(S1) > 2B + 1.)

Definirajmo X = SN AinY = A/S;. X in Y sta razdelitev A. (Ker velja
X, Y CAin XUY =S NAUA/S; = A.) Definirajmo se Y/ = S5 N A" in
izracunajmo

Z w; = Z c12(ai; az;) < f12(S1, A2) < B.

a;€X a; ES1NA

[zracunajmo Se

Z w; = Z w; = Z cis(ay, azi) < fi3(S1, As) < B.

a; €Y a,ey’ a,€SiNA’

Nadalje, ker velja

a; €X a; €Y a; €A
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sledi

Zwi:Zwi:B.

a; €X a; €Y

(=) Naj bosta X,Y C A resitev problema RAZDELITEV. Definirajmo X’ =
{a; € A'la; € X} inY' = {ad;, € A'la; € Y}, t.j. X' in Y’ vsebujeta dvojnike
ustreznih elementov iz X oz. Y. Definirajmo S; = X UY” in izra¢unajmo f,q.(S1).
Po definiciji velja fiq.(51) = max[f12(S1, A2), f13(S1, A3)].

Nadalje sklepajmo za f12(51, As),

f12(S1, 42) < Z c12(ai, az;) + Z c12(aj, ag;) =

a;€X a,ey’

= Z 012((11'7@21‘) =

a; €X

= Y=

a; €X

= B.

In podobno se za fi3(51, As),

f13(51,A43) < Z cis(a;, as;) + Z cis(ay, as;) =

a;€X a,ey’

= Z 013(aiaa3i) =

a; €Y’

Torej velja fra:(S1) < B. O
In Se konéni rezultat.

Trditev 4.39 » NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV na dvostopeng-
skem grafu prehodov scenarijev, kjer n = 3, je N'P-tezek optimizacijski problem.
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Aproksimacijski algoritem za n = 3 scenarije

Oglejmo si, kako lahko enostavno iz algoritma LT3 za NAIJMANJISE 2-STOPENJSKO
> -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE pridobimo 2-aproksimacijski algoritem za NAJ-
MANJSE 2-STOPENJSKO max-PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE, pri ¢emer v nalogi
(G, I,C,p) nastopajo n = 3 scenariji. TakSen algoritem temelji na posledici 223

Trditev 4.40 » Algoritem [[.13 je polinomski 2-aproksimacijski algoritem za NAJ-
MANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV na dvostopenjski nalogi investira-
nja s tremsi SCENATLji.

Dokaz. Stevilo povezav v dvostopenjskem grafu prehodov scenarijev G = (V.E), v
katerem nastopajo n = 3 scenariji, je |E| = n — 1 = 2. Ce upostevamo posledico
E23] neposredno dobimo Zeljeni rezultat. O

Neaproksimabilnost za n > 4

Trditev 4.41 » Za problem NAIJMANJSE 2-STOPENJSKO max-PRILAGODLJIVO IN-
VESTIRANJE, v katerem nastopajo Stirje ali ve¢ (n > 4) scenarijev, ne obstaja poli-
nomski aproksimacijski algoritem s konstantnim aproksimacijskim faktorjem, razen

ée P=N7P.

Dokaz. Neaproksimabilnost NAJMANJSE 2-STOPENJSKO max-PRILAGODLJIVO IN-
VESTIRANJE bomo dokazali s pomocjo konstrukcije iz dokaza trditve B39 (V ka-
terem gre za dokaz N'P-polnosti NAJMANJSE 2-STOPENJSKO Y -PRILAGODLJIVO
INVESTIRANJE.) V omenjenem dokazu zamenjamo ¢;5 z naslednjo

{1 i=1
012<Uijk7 al) = .
1+ pp sicer.
Podobno naredimo Se za ¢13(vijk, ;) in c14(vijk, a1)-

Nato iz naloge x za 3D-UJEMANJE ustvarimo nalogo z’ za NAJMANJSE 2-
STOPENJSKO max- PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE. Resitev naloge 2’ ima vrednost
p, Ce in samo ¢e v x obstaja 3D-ujemanje. V tem primeru ima naslednja najmanjsa
priblizna resitev vrednost p(1 + p). V nasprotnem primeru, ¢e v x ne obstaja 3D-
ujemanje, potem ima optimalna resitev naloge x vrednost vsaj p(1 + p). Torej,
¢e bi imeli polinomski p-aproksimacijski algoritem A za problem NAJMANJISE 2-
STOPENJSKO Y -PRILAGODLJIVO INVESTIRANJE, bi z njim lahko v polinomskem
¢asu resevali problem 3D-UJEMANJE na naslednji nacin. Algoritem A bi pognali na
nalogi 2/, ki ustreza nalogi = za 3D-UJEMANJE, in odgovorili z DA, ¢e in samo ce
bi A vrnil resitev vrednosti p. O
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4.7 Verizno prilagajanje

4.7.1 Prevedba

V tem razdelku bomo posvetili pozornost problemom prilagajanja, v katerih je graf
prehodov scenarijev wveriga. Veriga je drevo, v katerem imajo vsa vozlis¢a stopnjo
2, razen vozlis¢ 1 in n, katerih stopnja je 1. Primer verige na n vozlis¢ih je prikazan
na sliki Gre za preprost graf, ki je uporaben za modeliranje procesov, katerih
potek je zaporeden. Izkaze se, da je problem NAJMANJSA  -PRILAGODLJIVOST
p-ATRIBUTOV na takSnem grafu optimalno resljiv v polinomskem casu. Za problem
bomo izpeljali algoritem s pomocjo problema NAJMANIJSA CENA PRETOKA. Naj-
prej bomo opisali konstrukcijo prevedbe, nato pa bomo dokazali njeno pravilnost.

Slika 4.16: Verizni graf prehodov scenarijev.

Konstrukcija

Naj bo (G, I, C, p) naloga problema NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBU-
TOV, kjer je G = (V, F) veriga. Iz naloge (G, I,C,p) bomo skonstruirali omrezje
H = (U, F) za problem NAJMANJSA CENA PRETOKA. Iz resitve (f,,) naloge H
bomo nato sestavili resitev (Si,Ss,...,5,) za nalogo (G, I,C,p). Konstrukcija je
graficno prikazana na sliki EET17

Slika 4.17: Resevanje s pretokom.

S s
2T 2

S o) gm0 Ly

Najprej ustvarimo dvojnike vseh scenarijev, razen s; in s,, in s tem tudi dvojnike
atributov. Dvojnike ozna¢imo s ¢rtico; tako za 1 < i < n scenariju s; ustreza s,
in atributu a;, € A; ustreza a, € Al Vozlisca grafa H = (U, F') naj sestavljajo
vsi atributi, vkljuéno s podvojenimi, poleg tega pa Se dve dodatni vozlisci s in t.
Natancneje,

U={st}u (J AU | 4.

1<i<n 1<i<n
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Na ta nac¢in smo ustvarili kve¢jemu 2 + 2nr — 2r vozlis¢; velja torej |U| = O(nr).

Dodajmo v H se povezave. Naj velja A] = A;. Med vozlis¢i-atributi v A}
in A;yq, kjer 1 < ¢ < n, ustvarimo poln dvodelni graf, med atributi v A; in A},
1 < @ < n, pa povezimo atribut z njegovim dvojnikom. Poleg tega dodajmo Se
povezave iz s v atribute v A; in iz atributov v A,, v t. Natancneje,

E = |J 4xA,U
1<i<n
U{(a, a))|aix € Aiyaly, € Al 1 <i<n}uU
U{(s, a1x)|ax € A1} U
U{(ank, t)|ank € An}.

Na ta nacin smo ustvarili kvecjemu (n — 1)r? + (n — 2)r + 2r povezav. Torej |E| =
O(nr?).

Kapaciteto vseh povezav nastavimo na 1, ceno vseh povezav pa na 0, razen
povezav v A’ x A; ;1 (polnih dvodelnih podgrafih), kjer naj bo cena povezave (aj;, a;;)
enaka ¢;j (@, aj).

Naj bo (f.,) najcenejsi pretok vrednosti p v H. Pretok (f,,) v H poteka po dis-
junktnih poteh. Naj bodo S; vozlisca iz A;, kjer 1 < i < n, skozi katera gredo te dis-
junktne poti. Potemtakem je (Si,Ss,...,S,) optimalna resitev naloge (G, I,C,p).
Pokazimo to bolj formalno.

Pravilnost

V splosnem ni nujno, da za problem NAJMANJSA CENA PRETOKA obstaja vsaj ena
dopustna resitev, t.j. pretok vrednosti p. Vendar za graf H = (U, F) (sestavljen z
zgornjo prevedbo) pretok vrednosti p vedno obstaja. Zapisimo to v obliki leme in
jo dokazimo.

Lema 4.42 » Nayj bo naloga H = (U, F') konstruirana iz (G, I, C,p) na zgoraj opisani
nacin. Za nalogo H = (U, F') problema NAJMANJSA CENA PRETOKA vedno obstaja
pretok (fuy) 2z vrednostjo p. Poleg tega za vsak (u,v) € F velja fu., € Z*.

Dokaz. V grafu H vedno obstaja mnozica P, kjer |P| = p, vozliséno disjunktnih
poti iz s v t. Npr. mnozica

P = {(s, a1, Qgi, oy, . .., Q14,1 5, Gy 1)1 <0 < p}

je ena izmed taksnih. Iz P lahko ustvarimo resitev (f,,) naloge H na naslednji
nacin. Za (u,v) € F naj bo f,, = 1, ¢e (u,v) pripada kateri izmed poti v P; sicer
naj bo f,, = 0. Pretok torej potuje samo po povezavah, ki pripadajo P. Ker so
poti P vozlistno disjunktne, so tudi povezavno disjunktne. Potemtakem sledi, da je
vrednost pretoka (f,,) enaka p. Poleg tega so tako definirani f,,, kjer (u,v) € F,
oc¢itno tudi celostevilski. O
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Ce obstaja dopustna resitev, prav gotovo obstaja tudi optimalna resitev. Zaradi
trditve EZ7 o celostevilskosti pretoka, obstaja optimalna resitev (f,,), kjer fu., € Z*
za vse (u,v) € F. Naj bo (f.,) taksna optimalna resitev. Poleg tega definirajmo Se

M; = {(u,v) € A} x Aij1|fuw >0}, 1<i<n

t.j. mnozica povezav med atributi v A in A;;q, skozi katere gre pretok f,, > 0.
(Spomnimo, da velja A} = A;.) Velja naslednja lema.

Lema 4.43 » Za optimalno resitev (fyu,) naloge H problema NAIJMANJSA CENA
PRETOKA, za vsak 1 <1 < n velja |M;| = p.

Dokaz. Skozi ves graf gre pretok vrednosti p. Torej gre pretok vrednosti p tudi
skozi vsakega izmed polnih dvodelnih podgrafov, ki ga tvorijo povezave A x A; ;.
Potemtakem za vsak 1 <14 < n velja naslednje:

p = Z fw):

(u,v)EA; X Ai+1

= > fu=

(u,v)eM;

221:

(U,U)EMZ'

Pri tem smo upostevali definicijo M; in f,, € {0,1}. O

Pokazali smo, da gre pretok v optimalni resitvi v vsakem od polnih dvodelnih
podgrafov, ki ga tvorijo povezave A, x A;,1, skozi natanko p povezav. Potemtakem
gre torej pretok skozi natanko p vozlis¢ v vsaki od skupin A; in A]. Velja naslednja
posledica.

Posledica 4.44 » (Celosteviléna) optimalna resitev (fu.,) naloge H problema NAJ-
MANJSA CENA PRETOKA predstavlja p vozliséno-disjunktnih poti iz s v t.

Naj bodo S; C A;, kjer 1 < i < n, vozlisca iz skupin A;, skozi katera gredo te poti.
Prav gotovo je (S1,5,...,S,) dopustna resitev naloge (G, I,C,p). Vsak pretok
(fuw) v H torej predstavlja neko resitev (Si,Se,...,S,) naloge (G, I, C,p) in obrat-
no. Pokazimo Se, da je cena pretoka (f,,) enaka ceni prilagajanja (Si,Ss,...,S,).
Zapisimo to v obliki naslednje leme.

Lema 4.45 » Naj bo naloga H = (U, F) za problem NAJMANJSA CENA PRETOKA
sestavljena iz naloge (G, I,C|p) za problem NAIJMANJISA > -PRILAGODLJIVOST p-
ATRIBUTOV in naj bo (S1, Sa, ..., S,) resitev naloge (G, I,C, p) sestavljena iz reitve
(fuv) 2a nalogo H = (U, F'). Velja f(S1,Sa,...,Sn) = cost((fu))-
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Dokaz.

cost((fuy)) = Z JuoWuy =

(u,w)EF

n—1
= Z Z fukuv =

i=1 (U,U)GA; ><Ai+1

n—1
- Z Z fukuv:

=1 (u,w)EM;
n—1
=2 2 we=
i=1 (u,w)eM;
n—1
= E E Cigr1 (U, v) =
i=1 (u,w)eM;

n—1

= > fiin(SiS)) =
=1

= > [i3(8,8) =

(i,5)eEE

= f(51,52,...,5n).

Iz pravkar dokazane leme neposredno sledi naslednji izrek.

Trditev 4.46 » Ce je (fu,) optimalni pretok vrednosti p v omrezju H = (U, F) pro-
blema NAJMANISA CENA PRETOKA, potem je tudi iz pretoka (f.,) sestavljena
(S1,S2,...,S,) optimalna resitev za nalogo (G, I,C,p) problema NAJMANISA > -
PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV, v kateri je G veriga.

4.7.2 Algoritem

Na podlagi opisane konstrukcije lahko zapisemo algoritem za reSevanje problema
NAIJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV, v katerem je graf prehodov sce-
narijev veriga. Iz naloge (G, I,C,p) je potrebno konstruirati omrezje H = (U, F'),
na katerem pozenemo algoritem za NAJMANJSA CENA PRETOKA, nato pa iz resitve
tega skonstruiramo resitev (S, Ss,...,.S,) naloge (G, I,C,p). Postopek je zapisan
v obliki naslednjega algoritma.
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Algoritem 4.14: Verizno prilagajanje

Vhod: Naloga (G, I, C, p) prilagodljivih atributov, kjer je G veriga.
Izhod: Resitev (51, Sa, ..., S,).

1. Iz (G,I,C,p) sestavi omrezje H = (U, F);

2. 'V H poisci najcenejsi pretok (f,,) vrednosti p;

3. Iz (fuw) sestavi (S, Ss,...,S,);

4. return (S1,5,...,5.);

Konstrukcija naloge H ima sicer ¢asovno zahtevnost O(nr?), vendar z izbiro
primernih podatkovnih struktur za predstavitev (G, I,C,p) lahko poizvedbe v H
opravljamo neposredno v (G, I,C,p). Casovna zahtevnost problema NAJMANJSA
CENA PRETOKA je O(|U]?). Velja |U| = O(nr), torej drugi korak zahteva O((nr)3)
casa. Konstrukcijo (51,52, ...,5,) lahko izvedemo v ¢asu O(nr). Torej je celotna
casovna zahtevnost algoritma O(n?r3).

Na podlagi posledice velja naslednja trditev.

Trditev 4.47 » Ce algoritem 14 uporabimo na nalogi (G, 1,C,p) za problem NAJ-
MANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV, v kateri je G weriga, potem za
resitev, ki jo algoritem vrne, velja f(Si,Sa,...,S,) < |E|f(S},S;5,...,5%).

Algoritem B4 je torej tudi | F|-aproksimacijski algoritem za NAJMANJSA max-
PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV, v katerem je G veriga.

4.8 Aplikacije

V tem razdelku bomo predstavili nekaj morebitnih aplikacij problemov prilagodljivih
atributov. Oglejmo si naslednje aplikacije:

e optimizacija distribucije;
e prevajanje naravnih jezikov;
e razvoj programske opreme;

e investiranje.

4.8.1 Optimizacija distribucije

Predstavljajmo si naslednjo situacijo. Podjetje je razvilo novo vrsto izdelka, s katero
zeli nastopiti na trgu. V ta namen namerava v razlicnih regijah Sirom po svetu
postaviti razli¢ne ponudnike, t.j. distribucijske ali trgovske centre, proizvodne obrate
itd., vendar v vsaki od regij le enega. S tem skusa podjetje zagotoviti svojo prisotnost
v vseh regijah, kakor tudi porazdelitev izdelave in prodaje izdelka.
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V vsaki od regij ima podjetje na voljo ve¢ moznih lokacij za postavitev ponudnika.
Zaradi naravnih danosti ter gospodarskih in drugih omejitev distribucija ni mogoca
med poljubnim parom regij, ampak samo med dolo¢enimi regijami. Primer regij,
lokacij v regijah in nacinov distribuiranja je prikazan na sliki EETS

Slika 4.18: Distribucija izdelkov.

Poleg tega je seveda poznana tudi cena distribucije med lokacijama v dveh
razlicnih regijah. Cilj podjetja je torej v vsaki od regij postaviti ponudnika, tako da
je celotna cena distribuiranja izdelkov najmanjsa.

V problemu prilagodljivih atributov regije predstavimo s scenariji, pripadajoce
lokacije z atributi, cena prilagajanja dveh atributov pa je enaka ceni distribucije
izdelkov med ustreznima lokacijama. Podjetje se lahko odloc¢i za minimizacijo cene
celotne distribucije, kjer gre za sum prilagodljivost, ali pa morda zeli minimizirati
le najvecjo ceno distribucije med poljubnima dvema regijama. V praksi se pogosto
dogaja, da nacin distribuiranja ustreza drevesnemu grafu, v tem primeru pa imamo
na voljo celo polinomski natan¢ni algoritem za izracun optimalnih lokacij.

4.8.2 Prevajanje naravnih jezikov

Oglejmo si, kako lahko probleme prilagodljivih atributov uporabimo pri razresevanju
dvoumnosti pri prevajanju naravnih jezikov. Dvoumnost pri prevajanju se pojavi,
kadar je moznih vec razli¢nih interpretacij danega stavka. Delimo jo na leksikalno,
sintakti¢no in semanticno dvoumnost [BEJ94]. Oglejmo si primer razresevanja le-
ksikalndd dvoumnosti pri prevajanju stavka “Sosednja hisa je velika.” v anglescino.
Eden izmed nacinov za prevajanje danega stavka je, da za vsako besedo v stavku

B Dvoumnost zaradi veépomenskosti besed.
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poiscemo mozne prevode [QGE0Z]. Posamezne besede in nekateri njihovi prevodi
za dani primer so nasteti v tabeli EET9.

Tabela 4.19: Prevajanje naravnih jezikov.

slovenska beseda angleski prevodi

sosednja adjacent, adjoining, cotiguous, neighbouring, next-door
hisa building, bungalow, cottage, dwelling, habitation,
house, hut, mansion, tenement, log cabin
je to be, to exist, to live, to take place,
to eat, to take food, to munch
velika big, large, great, tall, high, vast, spacious, capital,

much, many, great deal, lot, plenty

Kot vidimo, lahko z naklju¢no izbiro prevodov tvorimo precej nesmiselne pre-
vode, kot je npr. “Next-door mansion eats tall.”. Za posamezne prevode razlicnih
besed lahko ugotovimo frekvenco skupne pojavitve prevodov v npr. neki knjizni
zbirki leposlovnih del. Potrebno je izbrati tiste prevode, ki se najveckrat pojavljajo
skupaj. Na ta nacin upamo, da bo stavek kar najbolj smiseln.

Scenariji predstavljajo besede v stavku, atributi pa prevode posameznih besed.
Cena prilagajanja dveh atributov je enaka frekvenci skupne pojavitve atributov, oz.
ker gre pri problemih prilagodljivih atributov za minimizacijo, je cena pravzaprav
enaka neki dovolj veliki konstanti, od katere odstejemo frekvenco.

Ce imamo na voljo frekvence pojavitve za vse pare prevodov razliénih besed,
potem gre za polni graf prehodov scenarijev. Lahko pa scenarije povezemo v verizni
graf, kot veleva zaporedje besed v stavku. Tretja moznost je, da stavek sintakticno
analiziramo in v grafu prehodov scenarijev povezemo besede, med katerimi nasto-
pajo skladenjska razmerja; tako npr. povezemo osebek s predmetom, jedro osebka
s prilastkom itd. 7 izbiro ustrezne knjizne zbirke za ugotavljanje frekvenc lahko
izbiramo celo slog prevodov; tako lahko generiramo prevode v pravnem slogu ali v
slogu Shakespeara.

4.8.3 Razvoj programske opreme

Oglejmo si postopek razvoja programske opreme. Pri razvoju vsake programske
opreme je potrebno realizirati neke funkcionalnosti. Za vsako funkcionalnost je v
praksi pogosto na voljo ve¢ razlicnih moznosti za njeno realizacijo oz. implementa-
cijo. Npr. kompresijo podatkov lahko izvedemo z razlicnimi algoritmi za kompresijo,
slikovne podatke lahko zapisemo v razlicnih graficnih formatih, za izris grafike lahko
uporabljamo razlicne knjiznice itd.

Za realizacijo neke funkcionalnosti seveda ni smiselno izbrati vseh nac¢inov, am-
pak le enega. Po drugi strani pa niso vsi na¢ini realizacije neke funkcionalnosti
enako dobro zdruzljivi z nacini realizacije neke druge funkcionalnosti. Zato je smi-
selno nacine realizacije posameznih funkcionalnosti izbrati tako, da so med seboj kar
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najbolj zdruzljivi. Najbolj zdruzljive nacine lahko pois¢emo s pomocjo problemov
prilagodljivih atributov.

Slika 4.20: Funkcionalnosti programske opreme.

Open GL
Mesa
Direct3D
Java3D
QuickDraw3D

Linux
Windows XP

Windows CE .
Zip
MacOS gunzip
JVM compress
JVM ME lzw
Symbian il

Na sliki se nahaja primer razli¢cnih funkcionalnosti, ki jih je potrebno reali-
zirati v neki programski opremi, kakor tudi nekatere moznosti za njihovo realizacijo.
Npr. sklop ciljni operacijski sistem, programski jezik za implementacijo, knjiznica za
3D grafi¢no okolje, grafi¢ni datotecni formati itd. Vsako od funkcionalnosti predsta-
vimo s scenarijem, opisanim z atributi, ki predstavljajo moznosti realizacije funk-
cionalnosti. Tako so npr. v sklopu programskega jezika atributi: C, C++, Java,
C#, Pascal, Basic itd., pri cemer je npr. programski jezik C zdruzljiv z graficnima
knjiznicama OpenGL in Direct3D, medtem ko je njegova zdruzljivost s Java3D in
QuickDraw3D vprasljiva.

Scenarije povezemo v graf prehodov scenarijev, pri cemer je med dvema scena-
rijema povezava, ¢e je med ustreznima funkcionalnostma zahtevana zdruzljivost.
Cena prilagajanja dveh atributov — funkcionalnosti lahko torej predstavlja ceno
zdruzljivosti teh dveh funkcionalnosti. V vsakem scenariju je potrebno izbrati enega
izmed nacinov realizacije funkcionalnosti, tako da so izbrane funkcionalnosti kar
najceneje zdruzljive.

4.8.4 Nacrtovanje proizvodnje

Predstavimo Se primer aplikacije, ki je podlaga za dvostopenjske probleme investi-
ranja, ki so opisani v razdelku L8, Zopet si predstavljajmo podjetje, ki ima v lasti
doloceno stevilo proizvodnih obratov. V vsakem od njih lahko proizvaja eno vrsto
izdelka, pri ¢emer je mozno vrsto proizvajanega izdelka spremeniti. Seveda taksna
sprememba s seboj prinasa neke stroske.

V bliznji prihodnosti podjetje pricakuje spremembe na trgu, pri ¢emer strokov-
njaki napovedujejo mozno realizacijo vec¢ razliénih situacij, vendar se vnaprej ne ve,
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katera od njih se bo v resnici realizirala. Za vse morebitne situacije je podjetje ze
ugotovilo, kateri nabor izdelkov je najbolj dobickonosen za proizvodnjo. Tezava, ki
se pojavi, je v tem, da podjetje zeli ze v sedanjosti proizvajati, vendar taksen nabor
izdelkov, ki bo omogocal kar najlazji prehod v prihodnost.

Nastalo zagato lahko razresimo s problemom prilagodljivih atributov. Sedanja
in prihodnje situacije so predstavljene s scenariji, atributi pa predstavljajo izdelke.
Z izborom atributov v sedanjem scenariju torej izberemo izdelke za sedanjo pro-
izvodnjo. Cena prilagajanja atributov je enaka stroskom, ki jih prinese sprememba
proizvodnje enega izdelka na drugega.



Poglavje 5

Prilagodljivostni optimizacijski
problemi

Ce bi lev lahko govoril, ga ne bi razumeli.
— Ludwig Wittgenstein.

Celotno poglavje o prilagodljivostnih optimizacijskih problemih je posveceno vpeljavi
prilagodljivosti v nekatere znane optimizacijske probleme. Predstavimo vec prilago-
dljivostnih razlicic razmescéanja centrov in prilagodljivo najmangjse vpeto drevo. Za
vse probleme opisemo zahtevnost reSevanja. Poleg tega predstavimo tudi razlicne
optimalne, hevristicne in aproksimacijske algoritme za njithovo resevangje.

5.1 Uvod

V poglavju B8 smo opisali nacin, kako iz optimizacijskega problema P zgradimo nje-
govo prilagodljivostno razlicico P’. V tem poglavju pa bomo ta postopek prikazali
na nekaterih znanih optimizacijskih problemih. Za vsakega od tako zgrajenih prila-
godljivostnih problemov bomo opisali zahtevnost reSevanja ter predlagali algoritme
za njihovo resevanje.

Naloga (G, I, C) prilagodljivostnega problema P’ je sestavljena iz nabora sce-
narijev sq, Ss,...,S, € I, pri ¢emer s; pripada vozliscu i € V| kjer je G = (V| F)
graf prehodov scenarijev. Znan je nacin izra¢una partikularne kakovosti z;(S;) par-
tikularne regitve S; za scenarij s;, t.j. z;(S;) = m(s;, S;), kjer je m(z,y) kriterijska
funkcija problema P. Poleg tega je znan tudi nacin izracuna partikularne prilago-
dljivosti f;;(.S;, S;) partikularnih resitev S; in S;, kjer (7, j) € E. Resitev S; navadno
vsebuje neke elemente, kot so npr. vozlis¢a, povezave itd, ali pa predstavlja neko
strukturo, kot npr. podgraf, drevo itd. Oznacimo z |.S;| velikost S;. V nadaljevanju
se bomo ukvarjali s problemi, v katerih bo veljalo |S;| = |S5;| za vse (i,j) € E.
Mnozica C' pa vsebuje cene ¢;;(u,v), kjer (i,j) € E, prilagajanja dveh elementov
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u € S; inv € 5. Na ta nacin lahko f;; izracunamo enako kot v problemih prilago-
dljivih atributov.

V P’ vedno nastopata oba kriterija vrednotenja resitev, tako partikularna ka-
kovost kot partikularna prilagodljivost. Pri tem partikularna (oz. celotna) prilago-
dljivost nastopa kot del kriterijske funkcije problema P’, medtem ko partikularna
kakovost lahko v P’ nastopa na razlicne nacine, kot so npr.:

e omejitve z(S;) < a;zF, kjer i € V' (v primeru minimizacijskega problema P);
e omejitev z(S7,57,...,5,) < az’
o del kriterijske funkcije (veckriterijska optimizacija).

V nadaljevanju bomo izpeljali prilagodljivostne razli¢ice naslednjih optimizacij-
skih problemov:

e razmescanje centra v omreZju — zanj obstaja polinomsko Stevilo optimalnih
resitev, kar omogoca, da lahko prilagodljivostno razli¢ico problema neposredno
resujemo s pomocjo problemov prilagodljivih atributov;

e najmanjse vpeto drevo — v polinomskem ¢asu optimalno resljiv problem, za ka-
terega obstajajo pozresni algoritmi, iz katerih lahko skonstruiramo hevristicne
algoritme za resevanje prilagodljivostne razlicice;

e razmescangje centrov v omreZju — gre za N'P-tezek problem, zanj bomo izpeljali
dve prilagodljivostni razlicici, pri tem bo v eni kakovost nastopala kot omejitev
in v drugi kot del kriterijske funkcije.

Prilagodljivostne razlicice vseh nastetih problemov so NP-tezki problemi, kar bomo
v nadaljevanju tudi pokazali.

Odnos med P in P’

Ce je P N'P-tezek problem, to Se ne pomeni, da je njegova prilagodljivostna razlicica
P’ tudi N'P-tezka. Razlog za to je, da z;(S;) v P’ lahko nastopa kot omejitev, t.].
zi(S;) < a;zf, kar v primeru P € APX pomeni, da z izbiro dovolj visoke «; tej
omejitvi lahko zadostimo.

Pravi razlog N'P-tezkosti P’ se navadno skriva v zahtevnosti iskanja najceneje
prilagodljivih partikularnih resitev, gre torej za enak razlog kot pri problemih pri-
lagodljivih atributov. Pri dokazovanju N'P-tezkosti se torej najveckrat opiramo na
znane rezultate o NP-tezkosti problemov prilagodljivih atributov iz predhodnega
poglavja.

Osnovni problem, ki se skriva v ozadju problemov prilagodljivih atributov, je
zelo preprost — gre le za izbiro poljubnega atributa. Zatorej je verjetno, da je
vsak prilagodljivostni problem P’, ki je izpeljan iz nekega optimizacijskega problema
P, N'P-tezek na splosnem grafu prehodov scenarijev. Za dokaz N P-tezkosti P je
potrebno le poiskati prevedbo iz nekega problema prilagodljivih atributov.
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5.2 Prilagodljivi 1-center

5.2.1 Vpeljava prilagodljivosti
Definicija osnovnega problema

V tem razdelku se bomo najprej lotili obravnave problema NAJMANJST 1-CENTER.
Izpeljali bomo prilagodljivostno razli¢ico problema in pokazali njeno N P-tezkost.
Pokazali bomo, kako lahko za resevanje problema uporabimo rezultate iz poglavija o
problemih prilagodljivih atributov.

Problem NAJMANJSI 1-CENTER izhaja s podroc¢ja razmescanja ponudnikov. Iz
literature je znanih ve¢ razlicic problema [Mih0T) [Mih04al], na tem mestu pa se bomo
osredotocili na razlic¢ico, ki je definirana na omrezju. Vhodni podatek problema je
poln neusmerjen graf G = (V, E), kjer je za vsako povezavo (u,v) € E podana njena
dolzina d(u,v). Problem NAJMANJSI 1-CENTER je poiskati vozlisce ¢ € V, tako
da je najvecja razdalja od poljubnega vozlisca v € V' do ¢ najmanjsa. Vozlisce ¢
imenujemo tudi center grafa. Definicija problema je naslednja.

Problem 5.22: NAJMANJSI 1-CENTER

Naloga: Neusmerjeno polno omrezje G = (V, E), kjer je d(u, v) dolzina povezave
(u,v) € E.

Dopustna resitev: c € V.

Kakovost dopustne resitve: z(c) = max,cy d(c,v).

Cilj: Minimizacija.

Mo¢ mnozice dopustnih resitev je |[V|. O¢itno je problem mogoce optimalno
resiti v polinomskem casu. To dejstvo bomo izkoristili za reSevanje prilagodljivostne
razli¢ice problema.

Definicija prilagodljivostnega problema

Prilagodljivostno razli¢ico problema bomo vpeljali na naslednji nacin. Naj bo G =
(V, E) graf prehodov scenarijev in I mnozica scenarijev, kjer je scenarij s; € [
opisan s polnim omrezjem G; = (V;, E;). Omrezje G; predstavlja nalogo za NAJ-
MANJSI 1-CENTER. Prilagodljivostno razli¢ico bomo poimenovali NAJMANJSI ) -
PRILAGODLJIVI 1-CENTER.

Dopustne resitve problema NAJMANJSI Y -PRILAGODLJIVI 1-CENTER so0 zapo-
redja (cq, o, ..., cp), Kjer je ¢; € V; optimalni center grafa GG; glede na

zi(c) = maxdi(c, v),

*

kjer je d;(u,v) dolzina povezave (u,v) € F;. Zavsak 1 <i < n velja torej z;(¢;) = 2,
pri cemer je zI vrednost optimalne resitve problema NAJMANJSI 1-CENTER na
omrezju G;.
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Poleg tega je za vse (i,j) € E poznana cena ¢;;(u,v) prilagajanja u € V; in
v € V;. V realnosti lahko ¢;;(u,v) predstavlja npr. ceno premestitve ponudnika z
lokacije u na v pri prehodu iz scenarija i v j.

NAJMANJSI Y -PRILAGODLJIVI 1-CENTER je poiskati (cq,co,...,¢,), tako da
minimiziramo kriterij celotne prilagodljivosti

fsum(017027---acn): Z Cij(Ci,Cj)-

(i,7)EF

Zapisimo njegovo definicijo.

Problem 5.23: NAJMANJSI ) -PRILAGODLJIVI 1-CENTER

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan s povezanim omrezjem
G = (Vi, ).

Dopustna resitev: Zaporedje (¢q, ¢, ..., ), kKjer ¢; € V; in velja z;(¢;) = zF.
Kakovost dopustne reditve: foum(ci,co, ..., cp).

Cilj: Minimizacija.

V primeru max prilagodljivosti pa bo §lo za minimizacijo

fmam(clu Coy.nny Cn) = (?/]l)anE Cij<ci7 Cj)'

Zapisimo Se njegovo definicijo.

Problem 5.24: NAJMANJSI max-PRILAGODLJIVI 1-CENTER

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan s povezanim omrezjem
G = (Vi. Ey).

Dopustna resitev: Zaporedje (cy, ¢, ..., ), kKjer ¢; € V; in velja z;(¢;) = 2.
Kakovost dopustne resitve: fa.(c1, oy ..., Cp).

Cilj: Minimizacija.

V obeh problemih gre torej za iskanje mnozice optimalnih centrov za vsa podana
omrezja, pri ¢emer so centri med seboj kar najbolj prilagodljivi. Pri tem sta si lahko
dve omrezji G; in G}, kjer ¢, 7 € V', med seboj lahko poljubno razli¢ni, t.j. dovoljene
so kvalitativne in kvantitativne perturbacije scenarijev. V nadaljevanju se bomo
osredotocili le na najmanjsi NAJMANJSI ) -PRILAGODLJIVI 1-CENTER, vendar bo
vse povedano v analognem smislu veljalo tudi za NAJMANJSI max-PRILAGODLJIVI
1-CENTER.

5.2.2 Zahtevnost resevanja

Kot smo Ze navajeni iz predhodnih razdelkov, pri vpeljavi novih problemov najvec-
krat naletimo na N'P-tezek problem, in tudi NAJMANJISI Y -PRILAGODLJIVI 1-
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CENTER ni izjema. Zapis$imo naslednjo trditev.

Trditev 5.48 » NAJMANJSI Y -PRILAGODLJIVI 1-CENTER je N'P-tezek optimizacij-
skt problem.

Dokaz. Oznacimo s P problem ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV in s P’ odlo-
¢itveno razlic¢ico problema NAJMANJSI > -PRILAGODLJIVI 1-CENTER. Podali bomo
oris prevedbe P na P’ t.j. iz naloge (G, I,C') za P bomo ustvarili nalogo (G, I’,C')
za P'.

Naj bo A; = {a, ap, - .. ,CL1‘|AZ-|} mnozica atributov, ki opisuje scenarij s; € I.
Ustvarimo poln graf G; = (A;, E;) za scenarij s, € I'. Dolzina vseh povezav e € E;
naj bo enaka 1, t.j. za vse (u,v) € E; velja d(u,v) = 1. V G; je vsak v € V;
optimalen center. Ocitno je, da sta si resitvi naloge (G, I, (') problema P in naloge

(G, I',C) problema P’ enaki. O

Zapisimo Se analogno trditev za max prilagodljivost.

Trditev 5.49 » NAJMANJISI max-PRILAGODLJIVI 1-CENTER je N P-tezek optimiza-
cijski problem.

5.2.3 Resevanje

NAJMANJISI ) -PRILAGODLJIVI 1-CENTER lahko preprosto resimo s pomocjo pro-
blema NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV. Oglejmo si, kako. Po-
vedali smo, da je problem NAJMANJSI 1-CENTER optimalno resljiv v polinomskem
casu; Se veC, v polinomskem casu lahko poiscemo vse optimalne centre omrezja
G; = (Vi, E;). To naredimo preprosto tako, da za vsak v € V; izracunamo z;(v) in
izberemo vse v z najmanjso vrednostjo. Oznacimo z A; mnozico optimalnih centrov
za Gy, t.j.

Ai = {u € Vi|zi(u) = 7}

Casovna zahtevnost izracuna A; je O(|V;|?).

Za problem NAJMANJSI ) -PRILAGODLJIVI 1-CENTER je torej podana naloga
(G, I,C), iz katere sestavimo nalogo (G, I’,C') za problem NAJMANJSA ) -PRILA-
GODLJIVOST 1-ATRIBUTOV. Za vsak (7; izracunamo mnozico A; optimalnih centrov,
ki opisuje scenarij s; € I'. Za resevanje (G, I',C) lahko uporabimo kakega od al-
goritmov, opisanih v predhodnem poglavju. Resitev naloge (G, I’,C') je hkrati tudi
resitev (G, I, C'). Postopek resevanja je zapisan kot naslednji algoritem.
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Algoritem 5.15: Prilagodljivi 1-center

Vhod: Naloga (G, I,C).

Izhod: Zaporedje (c1, ¢z, ..., ¢p).
1. forall s; € I do
2. A; = {u € Vi|zi(u) = mingey, z(v)};
3. Redi (G, I',C);

Casovna zahtevnost prvih dveh vrstic je O(nr?). Tezavo predstavlja vrstica 3, v
kateri gre Se vedno za reSevanje N P-tezkega problema. V primeru, da je G drevo,
pa je seveda problem resljiv v polinomskem casu.

Vse povedano velja tudi za NAJMANJST max-PRILAGODLJIVI 1-CENTER, le da
v tem primeru namesto sum prilagodljivosti uporabimo max prilagodljivost. Kot
vidimo lahko s pomocjo problemov prilagodljivih atributov enostavno resujemo pro-
blem razmescanja centra. Pravzaprav na enak nacin lahko resujemo Se ve¢ optimi-
zacijskih problemov. Tak problem je npr. tudi NAJMANJSA 1-MEDIANA.

5.3 Prilagodljivo najmanjSe vpeto drevo

5.3.1 Vpeljava prilagodljivosti

Lotimo se znanega problema iskanja najmanjsega vpetega drevesa v omrezju. Gre za
zanimiv problem, ki je pogosto uporaben pri snovanju omrezij. Naj bo G = (V| E)
povezan graf. Vpeto drevo T C G je povezano drevo T' = (V| F'), kjer F' C E. Vpeto
drevo torej razpenja svoje povezave preko vseh vozlisé grafa G. Definicija problema
je naslednja.

Problem 5.25: NAJMANJSE VPETO DREVO

Naloga: Povezano omrezje G = (V, E), kjer je w(e) cena povezave e € E.
Dopustna reditev: Vpeto drevo T'= (V, F) v G.

Kakovost dopustne resitve: > . w(e).

Cilj: Minimizacija.

Za problem obstaja veC polinomskih algoritmov za natancéno reSevanje. Med
njimi sta najbolj znana Kruskalov in Primov algoritem, ki ju je mozno implementirati
tako, da je njuna ¢asovna zahtevnost O(|E|log|V]) [CLRSOT, [KTO6]. Definirajmo
Se njegovo prilagodljivostno razlicico.
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Problem 5.26: NAJMANJSE > -PRILAGODLJIVO VPETO DREVO

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan s povezanim omrezjem
Gi= Vi, E;). Zavsak i,j € V velja |V;| = |V}].

Dopustna resitev: Zaporedje (11,75, ...,T,), kjer je T; C G; najmanjSe vpeto
drevo.

Kakovost dopustne reditve: foum(T1, 1o, ..., T}).

Cilj: Minimizacija.

V problemu za velikost omrezij G, kjer ¢, j € V, velja omejitev |V;| = |V;|. Med
scenariji so torej dovoljene poljubne kvantitativne perturbacije. Pri uporabi kvali-
tativnih perturbacij pa moramo paziti, da ne spreminjajo stevila vozlis¢ v omrezju.

Naj velja T; = (V;, F;) in T; = (V;, F};). Posledica omejitve je, da za resitev
(1h,T5,...,T,) velja |F;| = |F;| = |Vi] =1, Kjer ¢, € V. S tem dosezemo, da
je partikularna prilagodljivost f;;(7;,T};) nedvoumno definirana. Ceno prilagajanja
T; in T} izracunamo s pomocjo problema NAJMANJSA DODELITEV na nalogi H =
(F; U F;, F; x Fj), pri cemer povezave iz F; in Fj v grafu H predstavljajo vozlisca.
Utezi povezav (e, €;) v H so enake cenam ¢;; (e, e;;) prilagajanja povezav e;, € E;
in €l c Ej.

5.3.2 Zahtevnost resevanja

Trditev 5.50 » NAJMANJSE Y -PRILAGODLJIVO VPETO DREVO je N'P-teZek opti-
mazacijski problem.

Dokaz. Opisali bomo prevedbo problema » -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV (na-
loga (G, 1,C)) na odlocitveno razli¢ico problema NAJMANJSE » -PRILAGODLJIVO
VPETO DREVO (naloga (G, I',C")). Za vsak A;, ki opisuje scenarij s; € I, ustvarimo
omrezje G;, ki opisuje scenarij s; € I', kot je prikazano na sliki Bl

Torej G; = (V;, E;), kjer A; C E;. Vsi Gy, kjer i € V| vsebujejo enako stevilo
2(r+1) vozlisc, posledi¢no so torej tudi vsa vpeta drevesa enake velikosti. V vsakem
od G; obstaja natanko |A;| razlicnih najmanjsih vpetih dreves, pri ¢emer vsako od
teh dreves vsebuje vse povezave s ceno 1 in eno izmed povezav s ceno M > 2, ki
so v G; oznacene z a;, € A;. (Na sliki Bl se oznaka atributa nahaja na povezavi v
oklepaju.)

Izbrana povezava izmed povezav v A; predstavlja izbiro atributa iz A;. Potrebno
je le definirati cj;(e, f), tako da bo fi;(T;, T;) enaka ceni pretvorbe oznacenih povezav
(in s tem ustreznih atributov) v 7; in Tj. To naredimo tako, da definiramo cj;(e, f),
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Slika 5.1: Graf G;.

kjer e € E; in f € E;, kot

cijlam,a;) e=ay € A, f=aj € A;

A;, A

dife fy =4 €A TE A

! 00 ed A, [ €A,
0 sicer.

Cena f;;(T7,T;) je s tem enaka c;;(a;, a;), kjer sta a; € A; in a; € A; povezavi, izbrani

v T; in T;8 Ocitno za resitev (ag,as,...,a,) naloge (G,I,C) in ustrezno resitev
(11, Ty, ...,T,) naloge (G,I',C") velja feum(ai,az,...,a,) = foum(T1,To, ..., Ty).
[

Seveda velja podobna trditev tudi za razlicico max prilagodljivosti iskanja naj-
manjsega vpetega drevesa.

Trditev 5.51 » NAJMANJSE max-PRILAGODLJIVO VPETO DREVO je N'P-tezek op-
timizacigski problem.

5.3.3 Prilagodljivostni Primov algoritem

Za NAJMANJSE > -PRILAGODLJIVO VPETO DREVO bomo izpeljali hevristiéni al-
goritem iz Primovega algoritma za NAJMANJSE VPETO DREVO, zato si najprej
oglejmo slednjega. Algoritem gradi vpeto drevo postopoma, tako da na vsakem ko-
raku obstojecemu drevesu doda eno povezavo. Gradnja drevesa se za¢ne z drevesom,
ki je sestavljeno iz enega samega vozlisca, nadaljuje pa tako, da se na vsakem koraku

Naj bo T; = (V;, F;) najmanjse vpeto drevo v G, potem velja {a;} = A; N F;.
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doda najcenejsa povezava, katere zacetek je v poljubnem vozliscu drevesa, konec pa
v poljubnem vozliséu, ki ne pripada drevesu. Oznac¢imo z V(T') vozlisca drevesa T'
in zapiSimo naslednji algoritem.

Algoritem 5.16: Primov algoritem

Vhod: Omrezje G = (V, E).

Izhod: Najmanjse vpeto drevo T' C G.

T := ({v},0), kjer je v € V poljuben;
while V(T') #V do

2

3. € 1= arg mMiny—(u,v) uev/v (r)wev(r) W(f);
4. T:=T +e¢;
5

6

—

end:
return 7'

Dodajanje povezav v T' se izvaja, dokler T' ne vsebuje vseh vozlis¢ V' (vrstica 2).
V vrstici 3 se ugotovi najcenejsa povezava e € E, ki jo lahko dodamo T' (vrstica 4).

Na vsakem koraku (v vrstici 3) je v splosnem moznih ve¢ povezav e, ki jih
lahko dodamo 7. To lahko izkoristimo pri gradnji algoritma za prilagodljivostno
razli¢ico problema. Za vsak scenarij ugotovimo mnozico taksnih najcenejsih povezav,
iz katerih konstruiramo nalogo za problem prilagodljivih atributov. To nalogo lahko
resimo s katerim od algoritmov iz predhodnega poglavja, povezave iz resitve pa nato
dodamo v ustrezna drevesa. Zapisimo to kot naslednji hevristi¢ni algoritem.

Algoritem 5.17: Prilagodljivostni Primov algoritem

Vhod: Naloga (G, I,C).
Izhod: Zaporedje (11, T, ..., T,), kjer je T; C G; najmanjse vpeto drevo.
1. forallz €V do
T; := ({v:},0), kjer je v; € V; poljuben;
while V(T7) # V; do
forall € V do
Foi= {(u,v) € Bu € V(T),v € V/V(T)}
A, = {e € Filw(e) = minep, w(f)};
end;
Sestavi (G, I’,C), kjer je s; € I' opisan z A;;
9. (ay,as,...,a,) :=redi (G,I',C);
10. forall € V do
11. T, =T, + a;;
12. end;
13. return (T, T, ..., T,);

N AW

V vrsticah 1 in 2 inicializiramo zacetna drevesa za vse scenarije. Nato (|V;| —1)-
krat ponovimo vrstice od 4 do 11. Na ta nacin v vsa T; dodamo |V;| — 1 povezav.
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(Velja |V;| = |Vj| za vse i,j € V.) S tem T; postane vpeto drevo. V vrsticah od
4 do 7 izra¢unamo mnozico A; povezav, ki jih lahko dodamo v T;. Nato (vrstici
8 in 9) sestavimo nalogo za problem prilagodljivih atributov in jo resimo. Resitev
(ay,as,...,a,) uporabimo za Siritev dreves T;, kjer i € V.

Oglejmo si Se casovno zahtevnost. Zanka v vrstici 3 se izvede (|V;| — 1)-krat.
Za gradnjo mnozic A; porabimo O(n|V;|?) ¢asa. Ce je graf G drevo, je ¢asovna
zahtevnost resevanja (G, I’,C) reda O(n*r?), kjer je r = max; |A4;] = max; |E;|.
Celotna ¢asovna zahtevnost je torej O(n?r?|V;|). V primeru, da je G sploSen graf,
pa je seveda algoritem superpolinomski.

5.4 Prilagodljivo razmeScanje centrov

5.4.1 Vpeljava prilagodljivosti

V razdelku smo obdelali NAJMANJST > -PRILAGODLJIVI 1-CENTER, kjer gre
za razmescanje enega centra s sposobnostjo prilagajanja. V tem razdelku si bomo
ogledali posploseno razlicico tega problema, v kateri gre za razmescanje p centrov.
Najprej definirajmo osnovno, t.j. neprilagodljivostno razli¢ico problema.

Problem 5.27: NAJMANJSI p-CENTER

Naloga: Neusmerjeno polno omrezje G = (V, E) in pozitivno celo stevilo p <
V.

Dopustna resitev: Mnozica C' C V| tako da |C| < p.

Kakovost dopustne reSitve: z(.S) = max,cy min.cc d(v, ¢).

Cilj: Minimizacija.

Gre torej za iskanje taksne podmnozice vozlisé grafa, da je razdalja poljubnega
vozlisca do njegovega najblizjega centra kar najmanjsa. NAJMANJSI p-CENTER je
NP-tezek optimizacijski problem [ACGT99]. Poleg tega spada med probleme, za
katere ne obstaja aproksimacijski algoritem s konstantnim aproksimacijskim faktor-
jem.

Veckrat se omejimo na takSno razlicico problema, v kateri za povezave grafa
velja trikotniska neenakost. V tem primeru problem pripada razredu APX, zanj
je znana celo spodnja meja aproksimabilnosti, t.j. za problem ne obstaja (2 — €)-
aproksimacijski algoritem, razen ¢e P = N'P. Poleg tega je znanih ve¢ algoritmov, ki
to spodnjo mejo tesno dosegajo. Vec o problemu in algoritmih za njegovo resevanje
je v [Mih0Tl, IMih04al.

Lotimo se konstrukcije prilagodljivostne razlicice. Vsak od scenarijev s; € [
prilagodljivostne razlic¢ice je opisan z omrezjem G; = (V;, E;). Za vse G;, kjer i € V|
bomo v nadaljevanju predpostavljali veljavnost trikotniske neenakosti. Za vsakega
od scenarijev s; zelimo poiskati dopustno resitev C; C V;, kjer |C;| < p, katere
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performancni kvocient je kvecjemu 2, t.j. R(G;, C;) < 2; ve¢ v polinomskem ¢asu
niti ne moremo pricakovati. Zapisimo definicijo sum prilagodljivostne razlicice.

Problem 5.28: NAJMANJSI » -PRILAGODLJIVI p-CENTER

Naloga: Trojica (G,I,C), kjer je scenarij s; € [ opisan z omrezjem G; =
(Vi, E;), in parameter p < min<;<, |Vil.

Dopustna resitev: Zaporedje (C1,Cs, ..., Cy), kjer je C; C V; in |C;| < p. Velja
Kakovost dopustne reditve: foum(C1, Ca, ..., Cy).

Cilj: Minimizacija.

Pri tem je 2 vrednost optimalne resitve za nalogo s; problema NAJMANJSI p-
CENTER. Mnozica C' vsebuje funkcije ¢;;(vik, v1) za vse vy, € V; in vy € Vj, kjer
(i,j) € G, s pomocjo katerih izra¢unamo partikularno prilagodljivost f;;(C;, C;).
To naredimo enako kot pri problemih prilagodljivih atributov, le da imamo v tem
primeru namesto atributov vozliséa. Problema NAJMANJISI max-PRILAGODLJIVI p-
CENTER je definiran enako, le da v njem nastopa f,q.(C1, Cs, . . ., C},) kot kriterijska
funkcija.

5.4.2 Zahtevnost resevanja

Dejstvo, da NAJMANJSI p-CENTER spada med N'P-tezke optimizacijske probleme,
Se ne pomeni, da enako velja tudi za NAJMANJSI > -PRILAGODLJIVI p-CENTER.
Oglejmo si prilagodljivostni problem na enem scenariju. Potrebno je torej poiskati
(4, tako da velja z(Cy) < 2z7. To pa lahko preprosto storimo v polinomskem
casu z Gonzalezovim algoritmom, ki ga bomo opisali v nadaljevanju. Kljub temu za
problem definiran na splosnem grafu prehodov scenarijev velja naslednja trditev.

Trditev 5.52 » NAJMANJSI Y _-PRILAGODLJIVI p-CENTER je N P-tezek optimizacij-
ski problem.

Dokaz. V prevedbi bomo zopet uporabili > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV (na-
loga (G, I,(C)), ki ga bomo prevedli na odlo¢itveno razli¢ico problema NAJMANJSI
> -PRILAGODLJIVI p-CENTER (naloga (G, I’,C")). Za vsak A;, ki opisuje scenarij
s; € I, ustvarimo omrezje G; = (V;, E;), ki opisuje scenarij s, € I'. Omrezje G;
je sestavljeno iz cikla na p — 1 vozliscih, ki je z eno povezavo povezano s polnim
grafom na |A;| vozliséih. Vozliséa v polnem grafu predstavljajo atribute iz A;. Cene
povezav v polnem podgrafu so enake 1, cene vseh ostalih povezav pa 3. Primer G;
za p =5 1n |A;| = 6 je prikazan na sliki

2NAJMANJSI 1-CENTER je definiran na polnem omrezju, vendar lahko iz G, preprosto
izracunamo polno omrezje s pomocjo algoritma BTl
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Slika 5.2: Graf G;.

Optimalna in s tem tudi 2-aproksimacijska resitev je sestavljena iz p — 1 vozlisc,
ki pripadajo ciklu in enega poljubnega vozliséa iz A;. Mnozica C’ je sestavljena iz
funkcij c};(u, v), kjer u € V; in v € Vj, ki so definirane kot

cij(aik, ajl) U = a; € Ai, V=ay € Aj

, o0 u < Ai,v € Aj
Cij(uav) =
o0 (% € Ai,v S Aj
0 sicer.

Partikularna prilagodljivost fi;(C;, Cj) je torej enaka ci;(as, a;), kjer {a;} = A; N C;
in {a;} = A; N C;. Ocitno velja foum(ar,az,...,a,) = foum(Ci,Ca, ..., Cy). O

Zapisimo podobno trditev Se za max prilagodljivost.

Trditev 5.53 » NAJMANJISI max- PRILAGODLJIVI p-CENTER je NP-tezek optimiza-
cijski problem.

5.4.3 Prilagodljivostni Gonzalezov algoritem

Najprej si oglejmo Gonzalezov algoritem za resevanje problema NAJMANJSI p-CEN-
TER [Gon85]. Algoritem vozlisca za postavitev centra izbira iterativno, tako da
najprej izbere nakljuéno vozlisée, nato pa na vsakem koraku izbere vozlisce, ki je
od trenutne mnozice centrov najbolj oddaljeno. Postopek je zapisan kot naslednji
algoritem.

Algoritem 5.18: Gonzalezov algoritem

Vhod: Omrezje G = (V, E) in parameter p € Z*.
Izhod: Mnozica centrov C' C V.
1. C:={c}, kjer je ¢ € V poljuben;
while |C| < p do
U = arg max,cy,/c Mingec d(c,v);

ok w

C:=CuU{u};
end:
return C;
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Na zacetku algoritma (vrstica 1) se izbere poljubno vozlisée in doda v C. Nato
se izvaja zanka (vrstice 2 do 5), v kateri se na vsakem koraku izbere u € V/C' in
doda v C. Casovna zahtevnost algoritma je O(np?). Velja naslednja trditev.

Trditev 5.54 » Gonzalezov algoritem je 2-aproksimacijski algoritem za NAIJMANJISI
p-CENTER, v katerem velja trikotniska neenakost.

Dokaz. Algoritem zgradi konc¢no resitev C = C,_; v p korakih, kjer na vsakem
koraku iz predhodne resitve C;_; izracuna novo trenutno resitev C;. Naj zacetna
resitev Cy vsebuje poljubno vozlisce vy € V, torej Cy = {vg}. Naredimo e en
dodatni korak algoritma, v katerem bi algoritem izbral vozlis¢e v,. Njena razda-
ljaE do C,_1 je ravno pokrivna razdalja z(C,) = d(v,, Cp—1) resitve C,. Razdalja
od kateregakoli vozlisca v € V do mnozice C; med algoritmom ne narasca, torej
d(v,C;) > d(v,C;_1). Zaradi nacina izbire v; velja tudi d(v;, C;_1) > d(v,C;_1).
V mnozici C, = {vg,...,v,} je p+ 1 vozlis¢, torej sta vsaj dve vozlisc, v; in vj,
dodeljeni istemu centru c iz optimalne resitve. Naj bo pokrivna razdalja optimalne
resitve z* in naj bo ¢ < j. Torej lahko zapiSemo

2(Cp) = d(vy, Cp1) < d(vj, Ci—1) < d(vs,v;) < d(c,v;) +d(c,v;) <227,

ker je v; ze v C;_1 v koraku j in zaradi veljavnosti trikotniske neenakosti. O

Iz Gonzalezovega algoritma in iz algoritma za problem prilagodljivh atributov
bomo zgradili hevristicni algoritem za obe prilagodljivostni razlic¢ici problema. Pri
tem bomo izkoristili dejstvo, da v Gonzalezovem algoritmu v vrstici 3 pravzaprav
ve¢ kandidatov u € V/C' za postavitev centra, t.j. ve¢ vozlis¢, ki so najbolj oddaljena
od trenutne mnozice centrov. Namesto enega bomo poiskali vse taksne kandidate.
To bomo storili za vse Gy, kjer i € V. Mnozice potencialnih kandidatov za centre
pa bomo podtaknili algoritmu za problem prilagodljivih atributov. Na ta nacin
pridemo do naslednjega algoritma.

3d(v,C) = mineec d(v, ¢).
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Algoritem 5.19: Prilagodljivostni Gonzalezov algoritem

Vhod: Naloga (G, I,C).
Izhod: Zaporedje (C1,Cs, ..., C,).
1. foralli €V do
2 C; = {c}, kjer je ¢; € V; poljuben;
3. while |C;] < pdo
4 forall i € V do
5. A; = {u € V;/C| mincec, d(c, u) = max,ev; /o, Mineec, d(c,v)};
6. Sestavi (G, I’,C), kjer je s; € I' opisan z A;;
7 (ay,aq,...,a,) = resi (G,I',C);
8 forall i € V do
9 Cz = CZ‘U{GJZ‘};
0. end;
1. return (C1,Cy,...,Ch);

V wvrstici 1 in 2 najprej incializiramo zacetne mnozice C; za vse ¢ € V. Zanka
v vrsticah od 3 do 10 se izvede (p — 1)-krat, pri tem se na vsakem koraku |C;]
poveca za 1. Po koncanem izvajanju zanke velja |C;| = p za vse i € V. Na vsakem
koraku zanke najprej (vrstici 4 in 5) za vse i € V izracunamo mnozico A; vozlisc,
ki so najbolj oddaljena od C;. Iz teh nato sestavimo nalogo (G, I’,C') za problem
prilagodljivih atributov in jo resimo. Resitev (aq,as,...,a,) nato (vrstici 8 in 9)
uporabimo za Siritev Cj, kjer i € V.

Naj bo r = max;ey |V;|. Glavna zanka se izvede v p — 1 korakih. Za izracun
A; porabimo O(pr) korakov, torej je ¢asovna zahtevnost vrstic 4 in 5 reda O(pnr).
Celotna ¢asovna zahtevnost algoritma je torej O(p*nr + kT(n,r)), kjer je T(n,r)
¢asovna zahtevnost resevanja problema prilagodljivih atributov. V primeru, da je G
drevo, velja T'(n,r) = O(n?r?), torej je celotna ¢asovna zahtevnost O(p*nr + pn?r?).
V primeru splosnega grafa G pa gre seveda za algoritem s superpolinomsko ¢asovno
zahtevnostjo.

5.5 Veckriterijski prilagodljivi k-center

5.5.1 Vpeljava prilagodljivosti

V tem razdelku bomo opisali primer vpeljave prilagodljivosti s pomocjo veckriterijske
optimizacije. Definirali bomo prilagodljivostni problem razmesc¢anja centrov, v ka-
terem bo kriterijska funkcija sestavljena tako iz celotne kakovosti kot iz celotne pri-
lagodljivosti. V podrazdelkih in smo za obe opisali ve¢ nac¢inov izracuna.
Na tem mestu bomo uporabljali nacin, v katerem sta definirani kot vsota partiku-
larnih kakovosti oz. kot vsota partikularnih prilagodljivosti. Kriterijska funkcija
veckriterijskega prilagodljivostnega problema je torej definirana kot

F(So, Sl, cey Sn) = OéZsum(Sl, SQ, ey Sn) + stum(sla 52, R Sn),
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pri cemer sta « in 3 konstanti, s katerima lahko uravnavamo pomembnost kakovosti
oz. prilagodljivosti. Zapisimo Se definicijo problema.

Problem 5.29: NAJMANJST VECKRITERIJSKI PRILAGODLJIVI p-CENTER

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan z omrezjem G; =
(Vi, E;), in parameter p < minj<;<, |Vil.

Dopustna resitev: Zaporedje (C,Cy, ..., Cy), kjer je C; C 'V in |Cy| = p.
Kakovost dopustne resitve: F'(Cy,Cy, ..., C,).

Cilj: Minimizacija.

Problem je ocitno N'P-tezek, ker gre v primeru enega scenarija za problem NAJ-
MANJSI p-CENTER. Ce ne velja trikotniska neenakost za povezave vseh grafov Gj,
kjer i € V, je tudi neaproksimabilen. V nadaljevanju bomo predpostavili veljavnost
trikotniske neenakosti. Poleg tega se bomo osredotocili na reSevanje preprostejse
razlicice, v kateri je graf prehodov scenarijev sestavljen le iz dveh med seboj pove-
zanih scenarijev. (Glej sliko BE3)

Slika 5.3: Graf prehodov scenarijev.
O——@

Torej gre za minimizacijo funkcije
F(Cy,Cy) = az(Ch) + az(Cy) + Bf12(C1, Ca),

kjer sta z1(C) in z5(Cy) kriterijski funkciji problema NAJMANJSI p-CENTER, izracu-
nani za nalogi G; oz. G,. Potrebno je torej poiskati resitvi za dva scenarija, tako
da je vsota kakovosti obeh resitev in njune partikularne prilagodljivosti najmanjsa.
Robustna razli¢ica takega problema je v literaturi Ze obdelana v [HP98, BGKS9S],
kjer je predstavljen 3-aproksimacijski algoritem. Na podoben nac¢in bomo v nada-
ljevanju skonstruirali prav tako 3-aproksimacijski algoritem za veckriterijsko prila-
godljivostno razlicico.

5.5.2 Aproksimabilnost osnovnega problema

Za problem NAJMANJSI p-CENTER smo v predhodnem razdelku opisali Gonzalezov
2-aproksimacijski algoritem. Na tem mestu pa bomo za isti problem predstavili e
enega izmed nacinov reSevanja, ki ravno tako vodi do 2-aproksimacijskega algoritma.
Na podlagi tega bomo zgradili 3-aproksimacijski algoritem za NAIJMANJST VECKRI-
TERIJSKI PRILAGODLJIVI p-CENTER. V nadaljevanju tega podrazdelka pojme in
rezultate ¢rpamo predvsem iz [BGKS98, [HPIS| [HS8H, Vaz(1].

Naj bo G = (V, E) graf. Mnozica D C V| za katero velja, da je vsako vozlisce
v € V — D neposredno povezano z vsaj enim vozlis¢cem v D, se imenuje dominantna
mmnoZica vozlis¢ grafa G. Vprasanje, ali v danem grafu obstaja dominantna mnozica
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moci kvecjemu k, je N'P-poln problem [GI79. S tem je povezan optimizacijski
problem iskanja dominantne mnozice najmanjse mocil.

Mnozica I C V', v kateri noben par vozlis¢ ni neposredno povezan v grafu G, se
imenuje neodvisna mnoZica vozlisé grafa G. Neodvisna mnozica, ki ni podmnozica
kake druge neodvisne mnozice, se imenuje maksimalna neodvisna mnoZica. To po-
meni, da v I ne moremo dodati nobenega vozlisca iz V', da bi I Se vedno ostala
neodvisna. Maksimalno neodvisno mnozico I grafa G lahko sestavimo v polinom-
skem casu, kar naredimo tako, da v I dodajamo vozlisca iz V/I dokler lahko, pri
cemer na vsakem koraku v I dodamo poljubno vozlisée iz V/I, ki ni povezano s
kakim od vozlis¢ v I. (Najvecja neodvisna mnozica pa je N'P-tezek problem.)

Naj bo G = (V, E) omrezje, kjer je w(e) cena povezave e € E. Graf G(w) =
(V,E"), kjer E' = {e € Elw(e) < w}, je okleséeni graf. Oklesceni graf G(w) torej
vsebuje vse povezave s ceno kvec¢jemu w originalnega grafa GG. Vsak graf G vsebuje
najve¢ |E| + 1 razliénih okleséenih grafov.

Resevanje problema NAJMANJSI p-CENTER je enakovredno iskanju najmanjse
vrednosti w, pri kateri oklesceni graf G(w) vsebuje dominantno mnozico moci najvec
k [Mih04al VazOT]. V tem primeru so vsa vozliséa v € V' povezana s povezavo dolzine
kvecjemu w z nekim vozlis¢em iz D. Mnozica D je optimalna reSitev problema
NAJMANJSI p-CENTER. Taksni tehniki iskanja vrednosti w pravimo parametricno
kleééenjeﬁ. Zal je iskanje najmanjse dominantne mnozice N P-tezek problem.

Kvadrat grafa G je graf G* = (V, E?), kjer (u,v) € E?, ¢e v G med u in v obstaja
pot, ki vsebuje kvecjemu dve povezavi. Iz G dobimo G? tako, da za vsako pot v G
sestavljeno iz dveh povezav, dodamo v G? novo povezavo, katere dolZina je sestevek
obeh. Velja naslednje: ce je G graf, v katerem ima najdaljSa povezava dolzino w,
ima v G? najdaljsa povezava dolzino najvec¢ 2w. Ta lastnost je osnova za naslednjo
lemo.

Lema 5.55 » Naj bo G = (V, E) omrezje in naj bo I maksimalna neodvisna mnozica
na grafu G*(w). Velja z(I) < 2w.

Dokaz. V G?*(w) so vsa vozliséa iz V/I neposredno povezana z vsaj enim vozliséem
iz I. Ce to ne bi veljalo, I ne bi bila maksimalna neodvisna mnozica. Potemtakem je
I tudi dominantna mnozica v G*(w). Cena najdaljse povezave v G%(w) je kvecjemu
2w. Vsako vozlisée v G je torej iz I dosegljivo po najvec eni povezavi iz G*(w). O

Pravkar zapisana lema nam pove, da je maksimalna neodvisna mnozica I v G?
pravzaprav 2-aproksimacijska resitev problema NAJMANJSI p-CENTER, kjer p = |I|.
Z naslednjo lemo pa opiSemo Se odnos med mocjo neodvisne in dominantne mnozice.

Lema 5.56 » Ce je D dominantna mnozica v G in I neodvisna mnozica v grafu G2,
potem velja |1| < |D|.

4Tej moci pogosto pravimo tudi dominantno &tevilo.
Sangl. parametric prunning
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Dokaz. Naj bo D najmanjsa dominantna mnozica v G. Graf G je potemtakem
sestavljen iz |D| zvezd, vpetih v G, katerih sredisca so vozlisca iz D. V G? so te
zvezde klike. Torej je v I kvecjemu eno vozlisée iz vsake klike. O

Sedaj lahko opisemo Hochbaum-Shmoysov 2-aproksimacijski algoritem za NAJ-
MANJSI p-CENTER. Zaporedoma preiskujemo oklescéene grafe G(w), kjer w narasca
od 0 do vrednosti najdaljse povezave v G. Na vsakem koraku pois¢emo maksimalno
neodvisno mnozico I na grafu G*(w). Ce |I| > p, potem zaradi leme velja, da
v G ne obstaja dominantna mnozica moc¢i < p in s tem tudi ne obstaja mnozica
centrov C' moc¢i < p, kjer z(C) < w. V tem primeru nadaljujemo z naslednjim
korakom. V nasprotnem primeru, t.j. |I| < p, pa I vrnemo kot resitev, za katero
zaradi leme Bh8 velja z(I) < 2w. Zaporedni postopek zagotavlja, da je w najmanjsi,
torej velja w < z*. Postopek je zapisan kot naslednji algoritem.

Algoritem 5.20: Hochbaum-Shmoysov algoritem

Vhod: Omrezje G = (V, F) in parameter p € Z*.
Izhod: Mnozica centrov C' C V.
1. for w := wy to w,, do
2. I := MaksimalnaNeodvisnaMnozica(G?(w));
3. if [1| < p return I;
4. end;

Pri tem predpostavljamo, da so utezi wy = 0,wy,ws, ..., w,, povezav ¢ € E
pred zagonom algoritma urejene v nepadajo¢em vrstnem redu. Zanka (vrstica 1)
poteka po vseh utezeh, pri ¢emer na vsakem koraku (vrstica 2) poistemo maksi-
malno neodvisno mnozico na G?(w). Ce je I < p, potem I vrnemo kot resitev. Ce
Hochbaum-Shmoysov algoritem implementiramo z dvojiskim iskanjem, je njegova
casovna zahtevnost O(n?logn).

5.5.3 Aproksimacijski algoritem
Ideja algoritma

Naj bosta G = (Vi, Ey) in Gy = (V4, Ey) dve omrezji in naj bosta w; in ws ceni dveh
poljubnih povezav v Gy oz. Ga, t.j. wy € {w(e)le € E1} in we € {w(e)le € Ey}.
Naj bosta S;, C Vi in S, C V; partikularni resitvi s kakovostjo wy oz. ws, t.].
21(5;,) = wy in 2(S}; ) = wa, za kateri velja, da je cena prilagajanja fi2(S;, , S5,)
najmanjsa. Torej velja
F(S:Ul, S;ZQ) = W1 + Wo + fu(S{Zl, SZ)Q)

Ideja algoritma je, da poiséemo taksna S,, C Vi in S,, C Va5, da velja |S,,| <

1S, | in [Su,| <S5, ter 21(Sw,) < 3wy in 23(Sw,) < 3wy, pri cemer je njuna cena
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prilagajanja manjsa od prilagajanja S;, in S; , t.j.

le(Sww Sw2) S le(Sfulv S;kug) (51)
Nadalje
F(SU)N Sw2) = Z1<Sw1> + Z2<Sw2> + f12<Sw17 SU)Q) <
S 311)1 + 311}2 + f12<SZ)17 SZ)Q) S (52)
< 3F(Sy,,5,,)

Na ta nacin lahko sestavimo 3-aproksimacijski algoritem za NAIJMANJISI VECKRI-
TERIJSKI PRILAGODLJIVI p-CENTER. Sedaj pa pokazimo, kako ustvarimo taksni
Sy I Sy

Konstrukcija Sy, in 5,

Najprej v G3(w1) in G3(ws) poiséemo maksimalni neodvisni mnozici I, 0z. I,,. Ker
21(S;,) = wy, je Sy, dominantna mnozica v G (w,); enako velja za S . Zaradi leme
B54d torej velja [1,,| < [Sy, | in |L,,| < [S;,|. Predpostavimo |I,,| = |I,|, kasneje
bomo razpravo razsirili $e na |1, | # |lw,|. In nadalje zaradi leme B33 velja 21 (1,,,) <
2wy in 23(1,) < 2wy, Zapisimo in dokazimo naslednjo lemo [HP98, BGKS9§.

Lema 5.57 » Naj bo G = (V, E) omrezje in I maksimalna neodvisna mnoZica v
grafu G*(w). Naj bo S mnoZica, v kateri vsak v € I nadomestimo s poljubnim
u € Ng)[v]. Potem velja z(S) < 3w.

Dokaz. Zaradi leme 03 velja z(I) < 2w, t.j. za vse u € V obstaja v € I, da
d(u,v) < 2w. Poleg tega za vse © € Ng[v], kjer v € I, velja d(x,v) < w. Torej za
vse u € V obstaja x € Ny [v], da d(u, x) < 3w. O

Naj bo torej S,, C V; mnozica, konstruirana iz I,,, tako da vsak v € I,
nadomestimo z nekim u € Ng, (u,)[v]. Enako konstruirajmo se Sy, iz I,,, tako da
vsak v € I, nadomestimo z nekim u € Ng,(uwy)[v]. Velja Sy, | = |1u,| < [S%,] in
|Sws| = [Lwy| <155, ] ter 21(Sw,) < 3wy in 25(Sw,) < 3ws.

Pri konstrukciji Sy, in Sy, je potrebno izbirati taksna vozlisca iz Ng, () [v] 0z.
Né,(w)[v], da bo veljala enacba Bl To naredimo s pomocjo problema NAJMANJISA
DopEeLITEV. Natanéneje, iz I, in I, ustvarimo poln dvodelen graf H = (I, U
Ly, Ly, X Lyy). Za (u,v) € I, X I, naj velja

Wy =  min min  cpp(z,y). (5.3)
TENG, () W VEN Gy (up) 0]

Poleg tega si za vse (u,v) zapomnimo Se

(Quw,buy) = arg min  arg min  co(x,y)
’ 2eNGy (w7 YENG, (wy) Y] o
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Slika 5.4: Izracun S, in S,,.

NG w)[u] H(lw,Iv) NG w)[v]
£ %
| © =N .
) \OF—
(o) (o)
oS O O =0
N, &
) S
™o od
N R A

t.. Guw € NGy (wn)[U] 10 buy € Ny [v] sta vozlisé, ki zadoséata minimumu v enacbi
B3 Konstrukcija H je prikazana na sliki B4
Za tako ustvarjene sosescine velja naslednja lema.

Lema 5.58 » Naj bo G = (V, E) graf in I maksimalna neodvisna mnozica na grafu
G?. Mnozice N'v|, kjer v € I, so med seboj paroma disjunktne.

Dokaz. Naj bosta u,v € I dve razli¢ni vozliséi. Skupno vozliscée x v obeh soses¢inah,
t.j. © € Mu] in x € N'[v], bi pomenilo obstoj poti med u in v, ki je sestavljena iz
dveh povezav (preko x). To pa je v protislovju s trditvijo, da je I neodvisna mnozica
v G2 O

Iz leme seveda sledi, da so si vse Ng,wy)[u], kjer u € I, disjunktne; enako
velja za vse Ngy(w.)lu], kjer v € I,,. Naj bo M resitev problema NAIJMANJISA
DODELITEV na tako konstruiranem omrezju H. Iz M skonstruiramo resitvi S, in
Sw, na naslednji nacin.

Swy = {aw|(u,v) € M}
in
Swy = {buv|(u,v) € M}.

Za tako konstruirani Sy, in S, velja naslednja lema.

Lema 5.59 »
le(Sww SwQ) S le(Sz*ulv Sz*ug)
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Dokaz. Dovolj je, da pokazemo, da S}, in S;, predstavljata neko dopustno ujemanje
v H. Optimalnost f12(Sy,, Sw,) nato omogoca zakljucek dokaza.

Vsaka od N, (u,)[ul, kjer u € I, vsebuje vsaj eno vozlisce iz S}, , in enako vsaka
od Ny (wy) [u], kjer u € I,,, vsebuje vsaj eno vozlisée iz S}, . Pokazimo to za S}, , kar
zaradi simetrije velja tudi za S, . Ker z(S} ) = wy, je S}, dominantna mnozica
v Gy(wy). Torej za vsak u € I, velja bodisi v € S} bodisi v Gy(w;) obstaja
povezava (u,v), kjer v € S;; . Torej obstaja v € S}, , tako da za vsak u € I, velja
U E NG1(w1)[u]-

Naj bo M* najcenejse ujemanje v H* = (S; U S; . Si x S; ). Velja torej
f12(S5,.5%,) = > ecn- w(e). Zaradi leme s0 si Ngywy)lu), kjer u € I, dis-
junktne.

Potemtakem v primeru, da |I,,| = |5} |, vsaka od Ng,w)lu], kier v € I,
vsebuje natanko eno vozlisce iz Sy, . Utezi povezav v H so torej prav gotovo manjse
ali enake od utezi povezav v H*. Torej najcenejSe ujemanje v H prav gotovo ni
drazje od M*.

Ce pa |L,| < |S%,], potem lahko katera od Ng,(wy)lul, kier u € I,,, vsebuje
vec kot eno vozlisce iz Sy, . Lahko tudi obstaja vozlisce v Sy, , ki ni v nobeni od
Nei@wnul, kjier v € I,,. To pa ne predstavlja nobene tezave, v obeh primerih
najcenejse ujemanje v H ni drazje od M*. O

7, enacho smo pravzaprav ze dokazali naslednjo trditev.

Trditev 5.60 »
F(Sw,,Sw,) <3F(S: ,S: ).

w1 w2

Oglejmo si, kako lahko opisano konstrukcijo razsirimo $e na [, | # [lw,|. Naj
velja npr. |1, | < |ly,|. V tem primeru v I, lahko dodamo |I,,,| — |, | pomoznih
vozlise, tako da velja |1, | = |l4,|. Cena prilagajanja pomoznega vozlisca iz I, v
neko vozlisée v € I, pa predstavlja ceno postavitve centra v vozliséu v. Analogno
lahko postopamo v primeru |1, | > |L,].

Algoritem

V vsakem od grafov Gy in GGy je m povezav, torej je toliko tudi razlicnih wy oz. ws.
Preveriti je torej potrebno vse mozne pare wy € {w(e)le € E1} in wy € {w(e)le €
Es}, t.j. O(m?) parov. Za vsak par (wi,ws) najprej izratunamo I, in I,,.

Ce |I,,| > p, potem zaradi leme v G1(w;) ne obstaja S; C Vi, tako da
1Sy, | < pin 21(S},) = wi. (S}, je dominantna mnozica v G'i(w;).) Enako velja v
primeru |I,,| > p. Ce torej |I,,| < p in |I,,| < p, potem lahko uporabimo zgoraj
opisano konstrukcijo za Sy, in S,,. Izmed vseh tako konstruiranih S,, in Sy, za
vse (wy,ws) pa izberemo taksni z najmanjsim F(S,,,S,,). Postopek je formalno
zapisan kot naslednji algoritem.
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Algoritem 5.21: Veckriterijsko prilagodljivostno razmescanje centrov

Vhod: Naloga (G, I, (), kjer sta Gy in G omrezji.
Izhod: Resitev (S, Ss).

forall (wy,wy) € {w(e)le € Ey} x {w(e)|e € Ex} do
2 I, := MaksimalnaNeodvisnaMnozica(G? (w));
3 I, := MaksimalnaNeodvisnaMnozica(G3(w));
4 if [I1] < pand |I5] < p then

5. Konstruiraj H = (I3 U I, I X I5);

6

7

8

9

—_

M = resi H;
Konstruiraj Sy in Sy iz M;
end:
return (S1,.S2) z najmanjsim F(Sy, Ss);

Zanka v algoritmu se izvede za vse (wy,ws), torej porabi O(m?) casa, kjer je
m = max(|E|, |Es]). Mnozici I; in I lahko poiséemo v ¢asu O(mn), kjer je n =
|V1| = |Va|. Konstrukcija omrezja H zahteva O(m) casa. Iskanje ujemanja M v H
pa O(p3). Medtem ko lahko S; in Sy konstruiramo neposredno iz M, t.j. v ¢asu
O(n). Casovna zahtevnost algoritma je torej O(m?(mn + p*)).
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Poglavje 6

Zakljucek

Le drzne spekulacije, ne pa kopicenje dejstev,
nas lahko popeljejo napre;.
— Albert Einstein

Zakljuéno poglavie podaja povzetek avtorjevih izvirnih prispevkov k znanosti. Poleg
tega nastejemo Se nekatere moznosti za nadaljevangje dela.

6.1 Povzetek

Glavne prispevke znanosti lahko razdelimo na naslednje tri vecje sklope. V pr-
vem smo formalizirali prilagodljivost v optimizacijskih problemih. Prilagodljivost
in z njo povezane pojme, kot so graf prehodov scenarijev, partikularna kakovost,
partikularna prilagodljivost itd., smo natancno definirali. Predstavili smo tudi vec
moznih nacinov za vpeljavo prilagodljivosti v optimizacijske probleme. Opisali smo
prakticno uporabnost prilagodljivosti, kot je npr. obvladovanje nedoloc¢enosti v vho-
dnih podatkih optimizacijskih problemov.

V drugem sklopu smo obdelali posebne vrste prilagodljivost, ki smo jo poime-
novali problemi prilagodljivih atributov. Pokazali smo racunsko zahtevnost, torej
N P-tezkost in neaproksimabilnost teh problemov. Zato smo predstavili ve¢ poeno-
stavljenih razlicic, ki so “lazje” za resevanje. Tako smo zgradili natancne in priblizne
postopke za resevanje razlicnih vrst problemov prilagodljivih atributov.

V tretjem sklopu smo vpeljali prilagodljivosti v nekatere Ze znane optimizacijske
probleme. Na ta nacin smo zeleli prikazati splosnost prilagodljivosti. Prilagodljivost
smo vpeljali v ve¢ problemov razmescanja centrov ter v problem iskanja najmanjsega
vpetega drevesa.

Skozi celotno disertacijo smo podroc¢ja obdelovali predvsem z vidika teorije ra¢un-
ske zahtevnosti, analize algoritmov, teorije grafov, problemov pretokov in ujemanj
itd.
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6.2 Prispevki k znanosti

Poleg nekaterih ze znanih rezultatov iz literature so v doktorski disertaciji predsta-
vljeni naslednji avtorjevi izvirni prispevki k znanosti.

Prilagodljivost v optimizacijskih problemih.

V tretjem poglavju smo prilagodljivost najprej predstavili na splosno in jo
primerjali s sorodnimi pristopi, ki se pojavljajo v literaturi. Nato smo prilago-
dljivost v optimizacijskih problemih natancno razdelali, opredelili in definirali.
Opisali smo vec¢ vrst prilagodljivosti, od katerih sta najpomembnejsi sum in
max prilagodljivost.

Nedoloc¢enost vhodnih podatkov.

V razdelku 2] smo obdelali razlicne nacine matematicnega opisa oz. predsta-
vitve vhodnih podatkov. Na podlagi tega smo v razdelku EZ4] opisali razlicne
vrste nedoloc¢enosti vhodnih podatkov v optimizacijskih problemih. Prikazali
smo nekatere nacine za modeliranje nedoloc¢enosti, med katerimi smo izposta-
vili predvsem modeliranje nedoloc¢enosti s scenariji. Poleg tega smo predstavili
prilagodljivost kot metodo obvladovanja nedolo¢enosti vhodnih podatkov.

Problemi prilagodljivih atributov.

V cetrtem poglavju smo vpeljali novo vrsto problemov, imenovanih problemi
prilagodljivih atributov, v katerih gre za enostavno obliko prilagodljivosti.
Glede na sum in max prilagodljivost smo definirali (razdelek EIl) problema
NAIJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV in NAJMANJSA max-PRI-
LAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV, ki predstavljata najsplosnejsi razli¢ici v sku-
pini problemov prilagodljivih atributov.

Zahtevnost reSevanja problemov prilagodljivih atributov.

V razdelku smo analizirali zahtevnost resevanja problemov prilagodljivih
atributov. Za obe splosni razlicici kakor tudi za ve¢ poenostavitev smo poka-
zali N'P-tezkost in analizirali njihovo aproksimabilnost. Za nekatere razlicice
smo predstavili natanéne polinomske algoritme, za druge pa hevristicne ali
aproksimacijske algoritme.

Algoritem za problema prilagodljivih atributov na drevesu.

V razdelku EE4l smo predstavili polinomski natancéni algoritem za problema
NAJMANJISA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV in NAJMANJSA max-PRI-
LAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV, v katerih je graf prehodov scenarijev drevo.
Analizirali smo ¢asovno zahtevnost algoritma in dokazali pravilnost in opti-
malnost predstavljenega algoritma.

Izlocanje scenarijev z osamljenimi atributi.

Predstavili smo uc¢inkovit nac¢in, ki omogoca zmanjsevanje velikosti naloge v
primeru, da scenariji vsebujejo osamljene atribute. Nacin izlocanja scenarijev
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z osamljenimi atributi smo v razdelku EERl natanéno opisali in formalno dokazali
njegovo pravilnost.

Algoritem za problem prilagodljivih atributov na sploSnem grafu.
Na podlagi izlocanja scenarijev z osamljenimi atributi smo zasnovali (razde-
lek EE3) algoritem za natancno resevanje problemov NAJMANJSA > -PRILA-
GODLJIVOST 1-ATRIBUTOV in NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRI-
BUTOV. Pokazali smo pravilnost algoritma ter analizirali njegovo ¢asovno zah-
tevnost.

Dvostopenjski problemi investiranja.

V razdelku EE@l smo obdelali vec¢ razli¢ic problemov prilagodljivih atributov,
v katerih je graf prehodov scenarijev dvostopenjski. Za primer n = 3 sce-
narijev smo tako razvili polinomski natan¢ni algoritem za NAJMANJSE 2-
STOPENJSKO Y -PRILAGODLJIVO INVESTIRANIJE in polinomski 2-aproksima-
cijski algoritem za NAJMANJSE 2-STOPENJSKO max-PRILAGODLJIVO INVE-
STIRANJE. Za razlicice, v katerih n > 4, pa smo pokazali N'P-tezkost in
neaproksimabilnost.

Verizno prilagajanje.

Za problem NAJMANJISA > -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV, v katerem je
graf prehodov scenarijev veriga, smo razvili (razdelek ET) polinomski na-
tancni algoritem. Pri tem smo uporabili Ze znane rezultate s podrocja pre-
tokov v omrezju. Za algoritem smo pokazali polinomsko ¢asovno zahtevnost
in dokazali njegovo pravilnost in optimalnost. Algoritem je hkrati tudi |E|-
aproksimacijski algoritem za problem NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST
p-ATRIBUTOV, kjer je graf prehodov scenarijev veriga.

Problemi splosne prilagodljivosti.
V tretjem poglavju smo predstavili metodo, s katero lahko prilagodljivost pre-
prosto vpeljemo v nekatere ze znane optimizacijske probleme. Poleg tega smo
metodo uporabili na nekaterih konkretnih primerih problemov, ki smo jih opi-
sali v petem poglavju.

Prilagodljivi 1-center.

V problem NAJMANJSI 1-CENTER smo vpeljali (razdelek B.2) prilagodljivost
in s tem definirali problema NAJMANJSI > -PRILAGODLJIVI 1-CENTER in
NAJMANJSI max-PRILAGODLJIVI 1-CENTER. Pokazali smo N P-tezkost obeh
problemov. Predstavili smo algoritem za njuno natancéno resevanje, ki ima
v primeru drevesnega grafa prehodov scenarijev polinomsko ¢asovno zahtev-
nost. Algoritem smo izpeljali s pomoc¢jo algoritmov za problem prilagodljivih
atributov.

Prilagodljivo najmanjSe vpeto drevo.
V problem NAJMANJSE VPETO DREVO smo vpeljali prilagodljivost (razdelek
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E3) in s tem definirali problema NAJMANJSE ) -PRILAGODLJIVO VPETO
DREVO in NAJMANJSE max-PRILAGODLJIVO VPETO DREVO. Pokazali smo
NP-tezkost obeh problemov. Predstavili smo algoritem za njuno hevristicno
reSevanje, ki ima polinomsko casovno zahtevnost v primeru drevesnega grafa
prehodov scenarijev. Algoritem smo izpeljali s pomocjo algoritma za problem
prilagodljivih atributov.

Prilagodljivo razmesScanje centrov.

V razdelku B 4lsmo vpeljali prilagodljivost v problem NAJMANJSI p-CENTER in
s tem definirali problema NAJMANJSI > -PRILAGODLJIVI p-CENTER in NAJ-
MANJSI max-PRILAGODLJIVI p-CENTER. Za oba problema smo pokazali N P-
tezkost. Poleg tega smo predstavili algoritem za njuno hevristicno resevanje,
ki smo ga izpeljali s pomocjo problemov prilagodljivih atributov.

Prilagodljivi veckriterijski p-center.

V razdelku smo definirali veckriterijsko razlic¢ico prilagodljivostnega pro-
blema razmesc¢anja centrov, imenovan NAJMANJSI VECKRITERIJSKI PRILA-
GODLJIVI p-CENTER. V kriterijski funkciji nastopata tako partikularna kako-
vost kot partikularna prilagodljivost. Za razli¢ico problema, v kateri nastopata
dva scenarija, smo izpeljali 3-aproksimacijski algoritem in dokazali njegovo
pravilnost.

6.3 Nadaljevanje dela

Prilagodljivost v optimizacijskih problemih je novo in zelo obsirno podrocje, zato so
tudi moznosti za nadaljnje raziskave stevilne. Omenimo nekatere.

Partikularna prilagodljivost.

Za izracun partikularne prilagodljivosti f;;(S;,S;) smo predpostavljali, da je
mo¢ partikularnih resitev S; in S; enaka. Potrebno bi bilo raziskati e primer,
ko |S;| # |S;]. Zanimivo bi bilo raziskati tudi drugacne definicije partikularne
prilagodljivosti, kot smo jo podali v podrazdelku EET2 Tako bi uporabnost
prilagodljivosti razsirili, ker bi jo lahko vpeljali v Se ve¢ optimizacijskih pro-
blemov.

Celotna kakovost.

Predstavili smo tri nacine izracuna celotne prilagodljivosti iz partikularne
prilagodljivosti. Zanimiva bi bila tudi studija drugacnih izracunov, kot je
npr. vsota ali maksimum partikularnega obzalovanja, kjer je partikularno
obzalovanje definirano podobno kot v problemih robustnosti.

Vpliv grafa prehodov scenarijev.

V disertaciji smo pokazali nekaj posebnih primerov grafa prehodov scenarijev,
ki zmanjsajo zahtevnost reSevanja prilagodljivostnih problemov. Zanimivo bi



6.3. NADALJEVANJE DELA 141

bilo raziskati se drugacne primere grafov, med njimi prav gotovo cikel, mrezo,
krozni graf itd.

Hevristicni algoritem za prilagodljivost p atributov na splosnem grafu.
Za reSevanje problemov prilagodljivih p atributov nimamo na voljo hevri-
sticnega algoritma. Kljub temu smo za resevanje splosnih prilagodljivostnih
problemov uporabljali algoritem, ki p-krat izvede algoritem za problem prilago-
dljivih p = 1 atributov. Potrebno bi bilo analizirati slednjega in / ali raziskati
alternativne postopke za reSevanje prilagodljivosti p atributov na splosnem
grafu.

Max prilagodljivost atributov na verigi.

Predstavili smo polinomski algoritem za natancéno reSevanje problema sum
prilagodljivosti atributov na veriznem grafu prehodov scenarijev. Smiselno bi
bilo raziskati Se max prilagodljvost na enakem grafu. Ali gre za NP-tezek
problem? Odgovor na to je verjetno da, kar bi morda lahko dokazali na po-
doben nacin kot NP-tezkost na dvostopenjskem grafu, kjer n > 4. Poraja se
tudi vprasanje, ali v primeru N P-tezkosti problema obstaja aproksimacijski
algoritem.

Prilagodljivost in modeliranje nedolocenosti.
Dobro bi bilo raziskati moznost vpeljave prilagodljivosti v probleme, v katerih
je nedolocenost modelirana na drugacen nacin kot s scenariji.

Izlocanje vozlisc.
Predstavili smo algoritem za izlocanje vozlis¢ iz grafa. Zanimivo bi bilo na-
tancneje analizirati povprecno Stevilo delov, na katere razpade nek graf ob
izlocitvi poljubnega vozlis¢a. Taksno analizo bi lahko uporabili za natancénejso
analizo ¢asovne zahtevnosti algoritma ELT2

Pri opisu omenjenega algoritma nismo povedali nicesar o nacinu izbire vozlisca
za izlocanje. Prav gotovo obstajajo nacini izlocanja, ki hitreje vodijo do resitve
kot poljubno izbiranje. Nekateri nacini so verjetno bolj primerni za neko vrsto
grafov drugi za druge. Zanimivo bi bilo analizirati te nacine izlocanja.

Vpeljava prilagodljivosti v znane optimizacijske probleme.
Optimizacijskih problemov je ogromno. Zanimivo bi bilo vpeljati prilagodlji-
vost Se v druge ze znane optimizacijske probleme, predvsem v tiste probleme,
ki se pogosto pojavljajo v praksi.

Odnos med optimizacijskim problemom in prilagodljivostno razlicico.
Dobro bi bilo raziskati odnos med optimizacijskim problemom in njegovo pri-
lagodljivostno razli¢ico glede zahtevnosti resevanja. Vsi prilagodljivostni pro-
blemi, obdelani v disertaciji, so NP-tezki na splosnem grafu. Vprasanje, ki
ostaja odprto, je, ali sploh obstaja prilagodljivostni problem, ki ne bi bil N'P-
tezek na splosnem grafu prehodov scenarijev.
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Dodatek A

Oznake

Al

gENEFE I SQ
s
&

22
=E

Splosne oznake

graf G z vozlis¢i V' in povezavami £ CV x V
stevilo vozlise grafa, t.j. n = |V/|

stevilo povezav grafa, t.j. m = |E|

oznake vozlis¢ grafa

oznake povezav grafa

utez povezave e

odprta sosesc¢ina grafa

zaprta sosescina grafa

I
—~
~
O
\'O

S
<.
~—

Sy R~ Ny
S

optimizacijski problem P

mnozica nalog problema

naloga x € I problema

funkcija S(z), ki vrne mnozico dopustnih resitev naloge x
resitev y € S(z) problema

m(x,y) kriterijska funkcija problema

cily cilj optimizacijskega problema
D(z,y) absolutna napaka resitve y naloge x
E(x,y) relativna napaka resitve y naloge x
R(z,y) performané¢ni kvocient resitve y naloge x
A algoritem

p aproksimacijski faktor

fuw pretok skozi povezavo (u,v)

Cuv kapaciteta povezave (u,v)

Wy cena povezave (u,v)

(fuv) resitev problema pretokov

| fuvl vrednost pretoka

M ujemanje
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A.2 Oznake v problemih prilagodljivosti

(G7 [7 07 p)
(G,I,0)
G=(V,FE)
I

S

S(s:)

Aj

Q5 Ajj

(a17a27 e '7an)

(S1,52,...,50)

naloga prilagodljivih atributov

naloga prilagajanja (p = 1 atributov)

graf prehodov scenarijev

mnozica scenarijev
scenarij s; € [

dopustne resitve scenarija s;

mnozica atributov, ki opisuje scenarij s;

atributa a;;, € A; in aj; € A;.

resitev problema prilagajanja p = 1 atributov
resitev problema prilagajanja p atributov
mnozica funkcij cen prilagajanja atributov

cena prilagajanja atributov
stevilo iskanih atributov
najmanjse stevilo atributov
najvecje Stevilo atributov

2i(S;)

Z(Sl, SQ, c.
a, O
fi5(Si, ;)
f(S1, 52, ...

fsum(sla 527 ..
fmax(sla SQ, .

fmin(Sla SQ, ..
F(S1,S,. ..

, Sn)

=)
-+ S,)
-, Sy)
-+ Sh)
=)

kakovost resitve S; za scenarij s;

celotna kakovost

faktor omejitve kakovosti

partikularna prilagodljivost partikularnih resitev S; in S

celotna prilagodljivost

celotna sum prilagodljivost
celotna max prilagodljivost
celotna min prilagodljivost

veckriterijska funkcija



Dodatek B
Programi za GLPK

B.1 ILP-A

Na tem mestu podajamo izpis celostevilskega linearnega programa ILP-A za problem
NAJMANJISA ) -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV.

# stevilo vozlii¢ grafa (scenarijev)
param n, integer, > O;

# Stevilo atributov v scenariju
param na{l..n}, integer, > 0;

# matrika sosednosti za graf prehodov scenarijev
param e{i in 1..n, j in 1..n}, integer, >= 0, <= 1;

# cena prilagajanja atributa [i,k] v atribut [j,1]
param c{i in 1..n, k in 1..nalil, j in 1..n, 1 in 1..naljl} :=
(abs(i-j) + abs(k-1));

# x[i,k] = 1, Ce in samo Ce je atribut [i,k] izbran
var x{i in 1..n, 1..nal[il}, integer, >= 0, <= 1;

# yli,k,j,1] = 1, Ce in samo Ce je atribut [i,k] prilagajan v [j,1]
var y{i in 1..n, 1..nali], j in 1..n, 1..nal[jl}, integer, >= 0, <= 1;

# omejitev za izbiro enega atributa
s.t. attr_cnt{i in 1..n}:
sum{k in 1..nalil} x[i,k] = 1;

# povezava med spremenljivkama x in y
s.t. edgesl:

145
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sum{i in 1..n, k in 1..nali], j in 1..n, 1 in 1..nal[jl}
yli, k, j, 1] = n~2;

s.t. edges2{i in 1..n, k in 1..nafil], j in 1..n, 1 in 1..nal[jl}:
x[i,k] + x[j,1] >= 2 * y[i,k,j,1];

# kriterijska funkcija
minimize obj: sum{i in 1..n, k in 1..naf[i], j in 1..n, 1 in 1..naljl}
eli,jl * cli, k, j, 11 * y[i, k, j, 11;

B.2 ILP-B

Na tem mestu podajamo izpis celostevilskega linearnega programa ILP-B za problem
NAJMANJSA Y -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV.

# stevilo vozlii¢ grafa (scenarijev)
param n, integer, > 0;

# 8tevilo atributov v scenariju
param na{l..n}, integer, > 0;

# matrika sosednosti za graf prehodov scenarijev
param e{i in 1..n, j in 1..n}, integer, >= 0, <= 1;

# cena prilagajanja atributa [i,k] v atribut [j,1]
param c{i in 1..n, k in 1..naf[i], j in 1..n, 1 in 1..naljl}
(abs(i-j) + abs(k-1));

# x[i,k] = 1, Ce in samo Ce je atribut [i,k] izbran
var x{i in 1..n, 1..nal[il}, integer, >= 0, <= 1;

# yli,k,j,1] = 1, Ce in samo Ce je atribut [i,k] prilagajan v [j,1]
var y{i in 1..n, 1..nali], j in 1..n, 1..nal[jl}, integer, >= 0, <= 1;

# omejitev za izbiro enega atributa
s.t. attr_cnt{i in 1..n}:
sum{k in 1..nalil} x[i,k] = 1;

# povezava med spremenljivkama x in y
s.t. edgesi{i in 1..n, k in 1..nalil}:
sum{j in 1..n, 1 in 1..naljl} yl[i, k, j, 1] = n * x[i, k];
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s.t. edges2{j in 1..n, 1 in 1..na[jl}:
sum{i in 1..n, k in 1..nalil} y[i, k, j, 1] = n * x[j, 1];

# kriterijska funkcija

minimize obj: sum{i in 1..n, k in 1..nafli], j in 1..n, 1 in 1..naljl}
eli,jl * cli, k, j, 1] * yli, k, j, 1];

B.3 Testni podatki

Podajmo Se primer testnih podatkov za programa ILP-A in ILP-B. V primeru velja
|A;| =4 zavsei e V.

data;
param n := 5;

param na := 14243 44 45 4

param e: 1 2 3 4 5 :=
1 01000
2 00010
3 11001
4 00100
5 0000 0;

end;
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Dodatek C

Definicije problemov

C.1 Odlocitveni problemi

Problem C.1: 3D-UJEMANJE

Naloga: Mnozica T'C A x B x C, pri ¢emer so A, B in C' paroma disjunktne.
Velja [A] = |B| = |C[ = p.
Vpraganje: Ali obstaja 3D-ujemanje 7" C T, kjer velja |T"| = p?

Problem C.2: HAMILTONOV CIKEL

Naloga: Graf G = (V, E).

Vpraganje: Ali obstaja cikel T = (v, viy, ..., v;,) v grafu G, da vsako vozlisce
v € V obiséemo natanko enkrat?

Problem C.3: POKRITJE MNOZICE

Naloga: Mnozica U = {uy,...,u,} in druzinald = {U;, U, ..., U, } podmnozic
U; C U, kjer velja Uxey X = U, ter parameter p € N.

Vpraganje: Ali obstaja poddruzina T' C U, kjer |T'| < p, da Uxer X = U?

Problem C.4: RAZDELITEV

Naloga: Mnozica elementov A = {ay, as,...,a,}, kjer elementu a; € A pripada
utez w; € Z*. Velja ), w; = 2B.

Vpraganje: Ali obstaja razdelitev XY C A, tako da velja ZaieX w; =
ZaZEY w; = BY

149
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Problem C.5: TRGOVSKI POTNIK

Naloga: Mnozica mest {ci,co,...,c,}, matrika D = (dij)nxn, Kjer d;; € Z*
predstavlja razdaljo od mesta ¢; do ¢; in parameter B € Z™.

Vprasanje: Ali obstaja permutacija T° = (¢, ¢y, - .-, ¢;,) mest, da je njena
kakovost m(7T') = Z;i iy ipsy + diy iy kvecjemu B, t.j. m(T) < B?

Problem C.6: VOZLISCNO POKRITJE

Naloga: Neusmerjen graf G = (V| F) in parameter B € Z*.
Vpraganje: Ali obstaja vozlistno pokritje C' C V' grafa G, tako da |C| < B?

C.2 Optimizacijski problemi

Problem C.7: NAJVECJI PRETOK

Naloga: Omrezje G = (V, E), kjer je za vsako povezavo (u,v) € E podana
kapaciteta c,, > 0. Podana sta Se izvor s € V' in ponor t € V.

Dopustna resitev: Pretok (fy,) iz s v t.

Kakovost dopustne resitve: |(fu,)]-

Cilj: Maksimizacija.

Problem C.8: NAJMANJSA CENA PRETOKA

Naloga: Omrezje G = (V, E), kjer je za vsako povezavo (u,v) € F podana njena
cena wy, > 0 in kapaciteta c,, > 0. Podani so Se ciljna vrednost celotnega
pretoka p, izvor s € V in ponor t € V.

Dopustna resitev: Pretok (fu,) iz s v t z vrednostjo p.

Kakovost dopustne regitve: Z(W)eE JuoWa-

Cilj: Minimizacija oz. odloc¢itev, da resitev ne obstaja.

Problem C.9: NAJVECJE UJEMANJE

Naloga: Graf G = (V, E).

Dopustna resitev: Ujemanje M, M C E, v G.
Kakovost dopustne resitve: |M|.

Cilj: Maksimizacija.
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Problem C.10: NAJVECJA CENA UJEMANJA

Naloga: Omrezje G = (V, E), kjer je utez w(e) cena povezave e € F.
Dopustna resitev: Ujemanje M, M C E, v G.

Kakovost dopustne resitve: >, w(e).

Cilj: Maksimizacija.

Problem C.11: NAJMANJSA CENA POPOLNEGA UJEMANJA

Naloga: Omrezje G = (V, E), kjer je utez w(e) cena povezave e € F.
Dopustna resitev: Popolno ujemanje M, M C E, v G.

Kakovost dopustne resitve: Cena ujemanja M, t.j. > .\, w(e).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.12: NAJMANJSA SPREMEMBA GRAFA V GOZD

Naloga: Graf G = (V, E).

Dopustna resitev: Podmnozica U C V, tako da je graf H(V/U, F') induciran
nad G z vozlisci V/U gozd.

Kakovost dopustne resitve: |U].

Cilj: Minimizacija.

Problem C.13: NAJMANJSA SPREMEMBA GRAFA V DREVO

Naloga: Graf G = (V, E).

Dopustna resitev: Podmnozica U C V, tako da je graf H(V/U, F') induciran
nad G z vozliscéi V/U drevo.

Kakovost dopustne resitve: |U].

Cilj: Minimizacija.

Problem C.14: NAJVECJI INDUCIRAN PODGRAF z LLASTNOSTJO p

Naloga: Graf G = (V, F) in lastnost p.

Dopustna resitev: Podmnozica U C V tako, da ima graf H(V/U, F') induciran
nad G z vozliséi V/U lastnost p.

Kakovost dopustne reitve: |V/U].

Cilj: Maksimizacija.

Problem C.15: NAJMANJSE VPETO DREVO

Naloga: Povezano omrezje G = (V, E), kjer je w(e) cena povezave e € E.
Dopustna reditev: Vpeto drevo T'= (V, F) v G.

Kakovost dopustne reSitve: > . w(e).

Cilj: Minimizacija.
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Problem C.16: NAJMANJSI 1-CENTER

Naloga: Neusmerjeno polno omrezje G = (V, E), kjer je d(u, v) dolzina povezave
(u,v) € E.

Dopustna resitev: c € V.

Kakovost dopustne reditve: z(c) = max,cy d(c,v).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.17: NAJMANJSI p-CENTER

Naloga: Neusmerjeno polno omrezje G = (V, E) in pozitivno celo stevilo p <
V.

Dopustna resitev: Mnozica C' C V, tako da |C| < p.

Kakovost dopustne reSitve: z(.S) = max,cy min.cc d(v, ¢).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.18: NAJMANJSA 1-MEDIANA

Naloga: Neusmerjeno polno omrezje G = (V, E), kjer je d(u, v) dolzina povezave
(u,v) € E.

Dopustna resitev: c € V.

Kakovost dopustne reditve: z(c) = >
Cilj: Minimizacija.

d(c,v).

veV

Problem C.19: NAJMANJSA k-MEDIANA

Naloga: Neusmerjeno polno omrezje G = (V, E) in pozitivno celo stevilo p <
V|

Dopustna resitev: Mnozica C' C V| tako da |C| < p.

Kakovost dopustne resitve: z(S) = > ., mincec d(v, c).

Cilj: Minimizacija.
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C.3 Problemi prilagodljivih atributov

Problem C.20: NAJMANJSA ) -PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV

Naloga: Cetvorka (G,I,C,p), kjer je G = (V, E) graf prehodov scenarijev.
Vozliséu ¢ € V pripada scenarij s; € I, ki je opisan z atributi A;. Za vsak
par atributov a;; € A; in ay € A;, Kjer (i,7) € E, je ¢;j(ay, a;) € ZT cena
prilagajanja atributov. Parameter p € Z", da za vsak i velja p < |A,|.
Dopustna reditev: Zaporedje (S1,Ss,...,5,) mnozic S; C A;, kjer |S;| = p za
vsak 1 <7 <n.

Kakovost dopustne resitve: fou,(S1, 52, ..., S,) = E(M)GE fi (S, S;).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.21: NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST p-ATRIBUTOV

Naloga: Cetvorka (G,I,C,p), kjer je G = (V, E) graf prehodov scenarijev.
Vozliséu ¢ € V pripada scenarij s; € I, ki je opisan z atributi A;. Za vsak
par atributov a;, € A; in ay € Aj, Kjer (4,7) € E, je ¢;j(ap,aj) € ZT cena
prilagajanja atributov. Parameter p € Z", da za vsak i velja p < |A;].
Dopustna resitev: Zaporedje (S1, S, ...,S,) mnozic S; C A;, kjer |S;| = p, za
vesak 1 < <n.

Kakovost dopustne reditve: fy,q.(51, 52, ..., Sn) = max( jer fi;(Si, S)).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.22: NAJMANJSA > -PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je G = (V, E) graf prehodov scenarijev. Vozliséu
1 € V pripada scenarij s; € I, ki je opisan z atributi A;. Za vsak par atributov
aix € A;in ay € Aj, Kjer (i,j) € E, je ¢jlay,a;) € Z" cena prilagajanja
atributov.

Dopustna reditev: Zaporedje (ay, as, ..., a,) atributov a; € A;.

Kakovost dopustne reditve: foum(ar,as, ..., a,) = Z(i,j)eE cij(a;, a;).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.23: NAJMANJSA max-PRILAGODLJIVOST 1-ATRIBUTOV

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je G = (V, E) graf prehodov scenarijev. Vozliséu
1 € V pripada scenarij s; € I, ki je opisan z atributi A;. Za vsak par atributov
aix € A;in ay € Aj, Kjer (i,j) € E, je ¢jlay,a;) € Z* cena prilagajanja
atributov.

Dopustna reditev: Zaporedje (ay, as, ..., a,) atributov a; € A;.

Kakovost dopustne reditve: fr..q(a1, a2, ..., a,) = max jjcp ¢ij(ai, a;).

Cilj: Minimizacija.
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C.4 Prilagodljivostni optimizacijski problemi

Problem C.24: NAJMANJSI ) -PRILAGODLJIVI 1-CENTER

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan s povezanim omrezjem

G = (Vi, E).
Dopustna resitev: Zaporedje (¢q, ¢, ..., ), kKjer ¢; € V; in velja z;(¢;) = zF.
Kakovost dopustne reditve: foum(ci,co, ... cp).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.25: NAJMANJSI max-PRILAGODLJIVI 1-CENTER

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan s povezanim omrezjem

Dopustna reSitev: Zaporedje (¢q, ¢, ..., ¢,), kjer ¢; € V; in velja z;(¢;) = zF.
Kakovost dopustne reditve: f,a.(c1,C2,. .., Cn).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.26: NAJMANJSE ) -PRILAGODLJIVO VPETO DREVO

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan s povezanim omrezjem
Gi= Vi, E;). Zavsak i,j € V velja |V;| = |V}].

Dopustna resitev: Zaporedje (11,75, ...,T,), kjer je T; C G; najmanjSe vpeto
drevo.

Kakovost dopustne reditve: foum(T1, 1o, ..., T}).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.27: NAJMANJSE max-PRILAGODLJIVO VPETO DREVO

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan s povezanim omrezjem
Gi= (Vi,E;). Zavsak i,j € V velja |V;| = |V}].

Dopustna resitev: Zaporedje (11,75, ...,T,), kjer je T; C G; najmanjSe vpeto
drevo.

Kakovost dopustne reditve: f,0. (11, T2, ..., Ty).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.28: NAJMANJSI ) -PRILAGODLJIVI p-CENTER

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan z omrezjem G; =
(Vi, E;), in parameter p < minj<;<, |Vi|.

Dopustna resitev: Zaporedje (C1,Cy, ..., C,), kjer je C; C V; in |C;| < p. Velja
Kakovost dopustne reditve: foum(C1, Ca, ..., Cy).

Cilj: Minimizacija.
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Problem C.29: NAJMANJSI max- PRILAGODLJIVI p-CENTER

Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan z omrezjem G; =
(Vi, E;), in parameter p < min<;<, |Vi|.

Dopustna resitev: Zaporedje (C1,Cy, ..., C,), kjer je C; C V; in |C;| < p. Velja
Kakovost dopustne reditve: f,..(C1,Co, ..., C).

Cilj: Minimizacija.

Problem C.30: NAJMANJSI VECKRITERIJSKI PRILAGODLJIVI p-CENTER
Naloga: Trojica (G, I,C), kjer je scenarij s; € I opisan z omrezjem G; =
(Vi, E;), in parameter p < min<;<, |Vi|.

Dopustna resitev: Zaporedje (C,Cy, ..., Cy), kjer je C; C V; in |Cy| = p.
Kakovost dopustne resitve: F'(Cy,Cy, ..., C,).

Cilj: Minimizacija.
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