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Povzetek

Disertacija opisuje probleme povezane z grafi, ki se jih da v evklidski ravnini predstaviti tako, da vo-
zlis¢a predstavimo s tockami v ravnini povezave pa z daljicami dolZine ena. Probleme preucujemo
tako z racunalniskega (racunskega) kot z matematicnega vidika. V uvodnem poglavju povzamemo do
sedaj znane rezultate (predvsem matematicne) teorije predstavitev grafov z enotsko razdaljo. Ob tem
poenotimo terminologijo rezultatov, ki so nastajali v zadnjih petdesetih letih ter jo dopolnemo z dokazi
nekaj manjsih izrekov. Omenimo tudi prve poskuse generiranja majhnih grafov z enotsko razdaljo z
racunalnikom in predstavimo rezultate drugih avtorjev. V drugem poglavju obravnavamo najpomemb-
nejse grafovske produkte k-razseinih grafov z enotsko razdaljo in povzamemo rezultate iz [59]. 'V tre-
tjem poglavju ovrzemo napacno domnevo, da Heawoodov graf ni graf z enotsko razdaljo. V Cetrtem po-
glavju nastejemo vse, tudi degenerirane predstavitve z enotsko razdaljo Petersenovega grafa v ravnini ter
obravnavamo relacije med njimi; povzamemo rezultate iz [58]. V petem poglavju opazujemo posplosene
Petersenove grafe in I-grafe. DokaZemo izrek o izomorfizmih I-grafov in s tem obstoj predstavitve z enot-
sko razdaljo za veliko vecino I-grafov. Postavimo nekaj domnev, ki jih potrdimo s pomocjo racunalnika
za vse I-grafe na najvec 2000 vozlis¢ih. V Sestem poglavju se ukvarjamo s teorijo izracunljivosti in opa-
zujemo teZavnost problema obstoja degenerirane predstavitve grafov z enotsko razdaljo. DokazZemo, da
sta odlocitveni problem obstoja k-razsezne degenerirane predstavitve z enotsko razdaljo in odlocitveni
problem obstoja k-razseZne degenerirane koordinatizacije z enotsko razdaljo za dani graf N'P-polna
problema. V zadnjem delu disertacije predstavimo hevristiko za “risanje” grafov z enotsko razdaljo,
ki temelji na algoritmu SPE, ki ga je leta 2003 v [1] predstavil D. K. Agrafiotis. Definiramo dilacij-
ski koeficient in predstavimo teoreticno dobljene meje zanj. Teoreticne rezultate primerjamo z rezultati
dobljenimi z algoritmom za risanje grafov, ki temelji na simulaciji fizikalnega modela z vzmetmi in z al-
goritmom, ki s pomocjo lokalne optimizacije minimizira dilacijski koeficient. Sedmo poglavje povzema

rezultate objavijene v [63].

Kljucne besede: graf z enotsko razdaljo, predstavitev, realizacija, koordinatizacija, degenerirana
predstavitev, grafovski produkti, Heawoodov graf, Petersenov graf, posploSeni Petersenovi grafi,

I-grafi, N"P-poln problem, dilacijski koeficient, algoritem, izomorfizem grafov






Abstract

The doctoral thesis describes problems concerning graphs that can be represented in the Euclidean
plane (or k-space) in such a way, that vertices are represented as points in the plane (k-space) and ed-
ges as line segments of unit lengths. Problems are observed from a computational and a mathematical
point of view. In the first part of the thesis the (already known, mainly mathematical) theory of unit-
distance graph representations is presented; at the same time the terminology of the results is unified
and several propositions are proved. First computer aided attempts to generate small graphs with a
unit-distance representation are discussed. In the following chapter the well-known graph products of
k-dimensional unit-distance graphs are studied; the chapter summarizes the results from [59]. The third
chapter disproves the wrong assumption that Heawood graph is not a unit-distance graph, by providing
the unit-distance coordinatization of it. In the fourth chapter all degenerate unit-distance representati-
ons of the Petersen graph in the Euclidean plane are presented and some relationships among them are
observed; see [58]. In the following chapter generalized Petersen graphs and I-graphs are observed.
Necessary and sufficient conditions for two I-graphs to be isomorphic are given. As a corollary it is
shown that a large subclass of I-graphs can be drawn with unit-distances in the Euclidean plane by
using the representation with a rotational symmetry. Conjectures concerning unit-distance coordinati-
zations and highly-degenerate unit-distance representations of I-graphs are stated and verified for all
1-graphs up to 2000 vertices. In the sixth chapter the decision problems that ask about the existence
of a degenerate k-dimensional unit-distance representation or coordinatization of a given graph are
shown to be N'P-complete. In the last chapter of the thesis a heuristics that draws a given graph in
the Euclidean plane by minimizing the quotient of the longest and the shortest edge length is presented;
see SPE algorithm in [1]. The dilation coefficient of a graph is introduced and theoretically obtained
bounds for the dilation coefficient of a complete graph are given. The calculated upper bounds for the
dilation coefficients of complete graphs are compared to the values obtained by three graph-drawing

algorithms, see [63].
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Uvod

Velika prednost geometrije je v dejstvu, da lahko v njej
pridejo obcutki na pomoc¢ misli in pomagajo poiskati
nadaljevanje poti; zato Zelijo mnogi misleci predstaviti
analiti¢ne probleme v geometrijski obliki. Zal pa nas
nasi cuti ne morejo ponesti zelo dalec ter nas zapustijo,

ko Zelimo poleteti onstran klasic¢nih treh dimenzij.

— Henri Poincaré, v knjigi “Science et méthode”, 1908

Molekularna mehanika predstavlja pomembno podrocje racunsko intenzivne in matematicne
kemije [55, 61, 62, 69, 91, 95, 96, 97]. Z uporabo Newtonove mehanike Zeli zagotoviti oceno
energije opazovane molekularne strukture, ki je doloCena z razdaljo med sosednjimi atomi
(vozlisci), iz kotov med sosednjimi povezavami, iz torzijskih kotov ter iz van der Waalso-
vih elektrostati¢nih vezi. Optimalna geometrija molekularne strukture ustreza minimimalni
energiji strukture. Koordinate atomov v molekuli znamo torej dolociti le iz topoloskih in-
formacij o povezavah. Te ideje uporabljamo tudi za avtomatizirano risanje grafov v ravnini
oziroma v prostoru, s ¢imer se med drugim ubadamo v diskretni matematiki in teoreticnemu
racunalniStvu. Podobno kot pri molekularni mehaniki tudi tu minimiziramo “energijo pred-
stavitve”; upoStevamo predvsem razdalje med sosednjimi, v€asih pa tudi med nesosednjimi
vozlis¢i. Pogosto uporabimo algoritme, ki temeljijo na metodi lokalne optimizacije, glej na

primer [80].

Leta 2004 je teoreticni kemik W. A. Svrcek-Seiler svoje predavanje z naslovom “0.02 €
on Embedding”, ki ga imel je v okviru seminarja “2004 Winterseminar’” na Bledu koncal z
naslednjimi vprasanji: “ ... Brez stroge matemati¢ne natancnosti bi si lahko mislili, da SPE
algoritem [1] vedno ‘lepo’ narise (nekatere) grafe, posebno ce imajo veliko povezav. Zakaj
je temu tako? Zakaj so objekti, ¢e uporabljamo SPE algoritem in za velikosti vseh sosednosti

(zvez) vzamemo vrednost 1, vedno narisani podobno kot 23 objektov na sliki 1? Cemu so



nekateri objekti vedno (celo rekurzivno) predstavijeni znotraj obmocja? Kako to, da se stevilo

objektov v notranjosti spreminja s Stevilom objektov? Kako se spreminja?”.
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Slika 1: Simetri¢na predstavitev n = 23 objektov v ravnini, ki jo dobimo, ¢e uporabimo SPE

algoritem (predstavljen v [1]) in za velikosti vseh sosednosti vzamemo vrednost 1.

Njegova vprasanja so sluzila kot motivacija za raziskovalno delo, ki je privedlo do rezul-
tatov vsebovanih v tej disertaciji. Rezultati, ki jih je D. K. Agrafiotis predstavil v [1], so
omogocali implementacijo enostavnega robustnega algoritma namenjenega “risanju” polnih
grafov podanih z matriko razdalj v prostorih s podano dimenzijo; ta algoritem je D. K. Agra-
fiotis poimenoval SPE. SPE algoritem na vhodu vzame matriko sosednosti (ang. proximities)
med n objekti oziroma v jeziku teorije grafov matriko razdalj polnega grafa. V primeru, ko je
v Zeljeni dimenziji iz podanih razdalj mogoce narisati graf, algoritem v linearnem Casu vrne
dober rezultat, to je predstavitev z majhno interno dimenzijo. V primeru, ko nimamo (podanih,
izmerjenih, ...) vseh relacij med n objekti, pa se postavi vpraSanje kako izbrati manjkajoce
vrednosti. Ker Zelimo, da bi SPE algoritem deloval tudi ko opazujemo grafe, ki niso polni, ga
spremenimo tako, da na vsakem koraku kr¢i oziroma razteguje povezave (namesto da na vsa-
kem koraku izbere poljubni vozlis¢i, lahko tudi nesosednji, in ju premakne ter tako spremeni
razdaljo med njima). Pri eksperimentiranju z novim algoritmom se je izkazalo, da v primeru,
ko mu za matriko razdalj podamo matriko samih enakih vrednosti, algoritem vraca simetricne
predstavitve podobne tisti na sliki 1; tako kot je to opazil W. A. Svrcek-Seiler. Izkazalo se
je tudi, da algoritem na grafih ki niso polni, ko za matriko razdalj vzamemo kar matriko so-
sednosti, te grafe pogosto nariSe degenerirano; na primer Petersenov graf kot enakostrani¢ni

trikotnik.

Pri raziskovanju razlogov za ta pojava smo kmalu naleteli na kratek ¢lanek [33], kjer so

P. Erdos, F. Harary in W. T. Tutte predlagali “naravno” geometrijsko predstavitev grafa, pri



kateri so grafi predstavljeni v evklidski ravnini (k-dimenzionalnem evklidskem prostoru) tako,
da so povezave predstavljene z daljicami dolZine ena. Grafu, ki ima tako predstavitev, pravimo
(k-razseZen) graf z enotsko razdaljo. Drugi avtorji [12, 74, 79] so predlagali, da nesosednja
vozliS€a grafa ne smejo biti predstavljena s tockami, ki so na razdalji ena; grafu, ki ima tako
(striktno) predstavitev pravimo (k-razseZen) graf z enotsko koordinatizacijo. Problem ali je
dani graf graf z enotsko razdaljo je seveda povezan z znanim skoraj 60 let nereSenim proble-
mom kromati¢nega Stevila ravnine, ki so ga neodvisno od drugih vsak zase izpostavili: E. Nel-
soninJ. R. Isbell, H. Hadwiger ter P. Erdos [25, 83]. Ob raziskovanju grafov z enotsko razdaljo
zelo hitro naletimo Se na druge znane probleme, ki izhajajo iz Se vedno nereSenih (vecinoma
Erdosevih) problemov: problem kromati¢nega Stevila prostora, problem Stevila razli¢nih raz-
dalj med n to€kami v ravnini oziroma v prostoru, dimenzija grafa, evklidska dimenzija grafa,
problem kromati¢nega Stevila sfere, minimalni prepovedani grafi z enotsko razdaljo, maksi-
malni grafi z enotsko razdaljo, ... [12, 16, 29, 33, 100, 106, 111, 112]. Nekateri avtorji so se
ukvarjali s problemi grafov z enotsko razdaljo tudi z raCunalniSkega oziroma racunskega vidika
[13, 16, 18, 51, 101].

Ob prebiranju literature se je izkazalo, da so Stevilni avtorji pogosto uporabljali isto poime-
novanje za razli¢ne pojme, spet drugje pa razli¢na poimenovanja za iste pojme. Zato je bilo
potrebno nekatere pojme na novo definirati. Najbolj znani rezultati povezani z opazovanimi

problemi so v skladu z natan¢nimi definicijami opisani v prvem poglavju.

Disertacija vsebuje veC tem, ki so povezane s problemi grafov z enotsko razdaljo. Prva
se navezuje na vprasanje ali je opazovani graf graf z enotsko razdaljo oziroma graf z enotsko
koordinatizacijo; vprasamo se lahko tudi ali je predstavitev z enotsko razdaljo, ¢e obstaja, vi-
soko degenerirana. Druga tema obravnava togost oziroma fleksibilnost predstavitve z enotsko
razdaljo [76, 77, 78]. Ti temi obravnavamo v drugem, tretjem, Cetrtem in petem poglavju.
V petem poglavju posploSimo rezultat iz [33] na veliko vecino I-grafov, ki posplosujejo po-
sploSene Petersenove grafe med katere spada tudi Petersenov graf G(5, 2) obravnavan v [33].
Tretja tema sprasuje kako grafovske operacije ohranjajo lastnost obstoja predstavitve z enotsko
razdaljo; z njo se ukvarjamo v drugem poglavju, kjer dokazemo, da kartezi¢ni produkt grafov
ohranja predstavitve (celo realizacije) z enotsko razdaljo. V tretjem poglavju dokazemo, da je
Heawoodov graf graf z enotsko koordinatizacijo in zato tudi graf z enotsko razdaljo. S tem
odgovorimo na vprasanje R. Hochberga [52] in ovrZemo njegov nekaj let star in nedokoncan
poskus, v katerem je Zelel razviti raCunalniski program, ki bi dokazal, da Heawoodov graf ni
graf z enotsko razdaljo. Kasneje se je izkazalo, da smo pri reSevanju problema (neodvisno)
uporabili podobno idejo kot M. A. Harris v drugem nedokon€anem prispevku na to temo [47].

Naslednja tema spraSuje po tem, kako tezak je v teoreticnem pomenu odlocitveni problem ob-



stoja degenerirane predstavitve oziroma koordinatizacije z enotsko razdaljo. Na ti vpraSanji
odgovorimo v Sestem poglavju. Zadnja tema se ukvarja s konstrukcijo hitrega algoritma za
risanje grafov z enotsko razdaljo v ravnini in poskuSa nadgraditi algoritem SPE [1]. Postavi se
tudi vpraSanje, kako izbrati mero za kvaliteto predstavitve, kak$ni sta zgornja in spodnja meja
zanjo ter kako dobri so standardni algoritmi za risanje grafov v ravnini v primerjavi s teoreticno
dobljenima mejama. Na ta vprasanja odgovorimo v sedmem poglavju in teorijo povezemo s
Se enim znanim problemom, to je problemom pakiranja z enotskimi krogi (Circular packing
problem). Hevristi¢ni algoritem uporabimo pri konstrukciji predstavitve Heawoodovega grafa

v ravnini, ki je bila zelo blizu predstavitvi z enotsko razdaljo, glej tretje poglavje.

Glavni poudarek tega dela je na proucevanju lastnosti predstavitev grafov z enotsko razda-
ljo, kljub temu pa je v zadnjem poglavju W. A. Svrcek-Seilerju na vsa njegova vprasanja tudi

odgovorjeno.

Pri racunanju avtomorfizmov, epimorfizmov, konstruiranju delno urejene mnozice skréenih
grafov Cetrtega poglavja, potrjevanju domnev petega poglavja, delu z grafi, risanju grafov in
implementaciji algoritmov zadnjega poglavja je bil v veliko pomo¢ programski paket VEGA

[93, 94, 99], ki nadgrajuje programsko okolje MATHEMATICA.



Poglavje 1
Dimenzija in evklidska dimenzija

Ocarljiv problem ..., ki povezuje ideje teorije mnoZic,

kombinatorike, teorije mere in metricne geometrije.

— H. T Croft, K. J. Falconer in R. K. Guy v knjigi
“Unsolved Problems in Geometry”, 1991, o problemu

kromaticnega stevila ravnine

V tem poglavju pregledamo lastnosti k-razseznih grafov z enotsko razdaljo in k-razseZnih gra-
fov z enotsko koordinatizacijo s poudarkom na grafih, ki jih je mogoce z enotsko razdaljo

narisati v evklidski ravnini.

1.1 Osnovne definicije

Graf je urejen par G = (V| E), kjer je V neprazna mnoZzica vozlis¢, E mnozica povezav in
kjer je vsaka povezava e € F par vozlis¢ e = (u,v), u,v € V. V primeru, da so povezave
grafa urejeni pari vozliS¢, grafu pravimo usmerjen, v nasprotnem primeru pa neusmerjen graf.
Mnozici V' in E pogosto ozna¢imo z V(G) in E(G), povezavo e = (u,v) paze = u ~ v.
usmerjene povezave e = (u, v) pa zacetno in koncno krajisée povezave e. Cev grafu obstajata
dve razli¢ni povezavi z istima krajiS¢ema, pravimo, da ima graf veckratne povezave. Povezavi
e = (u,u), u € V re¢emo zanka. Ce v grafu G obstaja povezava ¢ = (u,v), pravimo, da
sta u in v sosednji vozlis¢i v G oziroma Kar sosedi. ObteZen graf je graf, v katerem ima vsaka

povezava podano numeri¢no vrednost, oz. kot v€asih reCemo, teZo. Graf v katerem povezave



6 Dimenzija in evklidska dimenzija

niso obteZene imenujemo neobteZen graf. NeobteZzen neusmerjen graf je enostaven, ¢e nima
zank in veckratnih povezav. Pravimo da je graf koncen, Ce vsebuje kon¢no Stevilo vozlisc, ter
Steven Ce je mnoZica vozliS¢ Stevna mnozica. Vsi grafi bodo, razen ¢e bo posebej omenjeno

drugace, kon¢ni in enostavni.

Podgraf grafa G je graf na podmnoZici vozlis¢ in podmnozici povezav grafa G. Pravimo
tudi, da G vsebuje svoje podgrafe. Pravi podgraf grafa GG je podgraf grafa G, ki je razlicen
od G. Induciran podgraf G|U] grafa G na mnozici vozlis¢ U C V(G) je tak podgraf grafa

Maksimalnemu povezanemu podgrafu grafa pravimo tudi komponenta.

Ce velja, da sta poljubni vozlii¢i iz G[U] sosednji, potem pravimo, da je G[U] klika. Ma-
ksimalna klika w(G) v grafu G je klika, ki vsebuje najve¢ vozlis¢ med vsemi klikami grafa G.
Vsak graf z vsaj eno povezavo ima netrivialno kliko. Naj bo G graf in naj S C V(G). Ce za

vsak par vozlis¢ u,v € S drzi, dau ~ v ¢ E(G), potem pravimo, da je S neodvisna mnoZica.

Prerezno vozlisce grafa G je tako vozlis¢e v € V(G), za katero velja, da induciran podgraf
GV (G) \ {v}] grafa G razpade na ve¢ komponent. Blok B v grafu G je maksimalni povezan
podgraf grafa GG brez prereznih vozlis¢ v B. Bloku, ki vsebuje le eno vozli§¢e pravimo prive-
sek, bloku, ki je enak poti na b vozlisCih pa niz na b vozlis¢ih. Bloku, ki je z ostalim delom
grafa povezan le preko enega prereznega vozlis¢a, pravimo viseca komponenta. Grafu, ki ima
prerezno vozlisCe pravimo locljiv graf. Grafu, ki ni lo¢ljiv pravimo neloc¢ljiv. Znano je, da
vsebuje vsak blok B locljivega grafa GG prerezno vozlis¢e v grafa G in da v grafu G ni povezav
med V(B) \ {v} ter V(G) \ V(B). Neformalno lahko recemo, da ima graf drevesno strukturo

sestavljeno iz blokov.

Stevilu sosedov vozliséa v € V(G) grafa G pravimo stopnja vozlis¢a; oznatimo ga z 6(v).
Stopnja grafa A(G) je maksimalna stopnja vozlis¢a grafa G. Ce imajo vsa vozlii¢a grafa
stopnjo k, pravimo da je graf k-regularen. Pravimo, da je graf G k-degeneriran, Ce ima vsak
induciran podgraf H grafa GG vozlice stopnje < k. Na primer, vsako drevo je 1-degenerirano.
Degeneriranost d(G) grafa G je najmanjSe tako naravno Stevilo &, za katero je G k-degeneriran;
torej velja, k = maxycq A(H). Za graf pravimo, da je k-povezan, Ce ne obstaja k — 1 vozlis¢,

ki bi jih odstranili z grafa in bi povzrocila, da bi graf razpadel na vsaj dve komponenti.

Naj bo G graf in e € E(G) njegova povezava. Graf, ki ga dobimo iz G, tako da odstranimo

povezavo e, ozna¢imo z G. Ce je vseeno katero povezavo odstranimo, pisSemo G~ . Subdivizija

.....

v dodamo novo vozli§¢e w). Subdivizija grafa G je graf, ki ga dobimo iz G z zaporedjem

subdivizij povezav. Pravimo, da sta dva grafa homeomorfna, ¢e ju lahko dobimo iz istega grafa
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z zaporedjem subdivizij povezav. Ce lahko iz grafa G s ponavljajo¢im brisanjem povezav ter

kréenjem povezav dobimo graf (1, pravimo, da je graf G'; minor grafa G.

Ce je G graf, potem z G oznalimo njegov komplement, to je graf na mnozici vozlige V(G),
za Katerega velja u ~ v € E(G) <= u ~ v ¢ E(G). Unija G, UG, grafov G in Gy
je graf z mnozico vozlis¢ V(G;) U V(G3) in mnozico povezav E(G1) U E(G3). Disjunktna
unija grafov G| in G, oznacevali jo bomo z G U Gy, je graf, ki ga dobimo z unijo grafov G,
in G5 z disjunktnima mnoZzicama vozlis¢ V (G1) in V(G2). Spoj (oz. stik) G * G disjunktnih
(lo€enih) grafov G in G5 je graf, ki vsebuje oba grafa (G; in G5 ter vse povezave, ki povezujejo

eno vozlisCe grafa GG, ter eno vozlisCe grafa Gs.

Naslednje grafovske operacije bomo definirali kot v knjigi [65]. Kartezi¢ni produkt G, [ G4
grafov G in G+ je graf z vozlis¢i V(G ) x V (Gy) in mnozico povezav F (G O Gs) = {(a,b) ~
(c;d) | (a=cANb~de E(Gy))V (a~ce E(Gy)Nb=d)}. Tenzorski (oziroma direktni)
produkt G x Gy grafov G in G5 je graf z mnoZico vozlis¢ V(G x Gy) = V(Gy) x V(Gy)
in mnozico povezav E(G; X G2) = {(a,b) ~ (¢,d) | (a ~ c € E(G1) Nb ~ d € E(G2))}.
Krepki produkt G1 X G4 grafov GG in G+ je graf z mnozico vozlis¢ V(G K Gy) = V(Gy) x
V(G3) in mnoZico povezav E (G X Gy) = E(G, 0 G2)UE(Gy x Gy). Leksikografski produkt
G1 0 G4 grafov G in G4 je graf z mnoZzico vozlis¢ V(G 0 G1) = V(G1) x V(G2) in mnozico
povezav E(G10Gs) = {(a,b) ~ (¢,d) |a~ce E(G1)V(a=cANb~de E(Gy))}.

Naj bo GGy graf z n vozlis¢i. Korona produkt (oz. klin) G; V G, grafov (G; in G, je graf,
ki ga dobimo, ¢e vzamemo eno kopijo grafa G; in n kopij grafa G, ter za vsak 7, 1 < i < n
dodamo povezave med i-tim vozli¢em grafa G4 in vsemi vozli§&i i-te kopije grafa G. Ce je
G =G UGy in V(Gy) NV (Gy) = {v}, pravimo, da graf G’ dobimo s kopiranjem grafov G,

in G5 na prerezno vozlisée v € V(G).

Kot je v navadi bomo grafu na n vozli¢ih z vsemi moZnimi povezavami rekli poln grafnan
vozli§¢ih in ga bomo oznacevali s ,. Podobno bomo s &, ,, oznacevali poln dvodelen graf, ki
ima m vozliS¢ pobarvanih z eno in n z drugo barvo, ter v katerem sta vozlis¢i sosednji natanko
takrat, ko sta razli¢no obarvani. Vsak dvodelen graf z m vozli$¢i ene barve in n vozli$¢i druge
barve je podgraf grafa K, ,,. Poln vecdelen graf K, ,, .. je posploSitev polnega dvodelnega
grafa na r razredov vozliS¢. Pot na n vozlis¢ih bomo oznacili s P,, cikel nan > 3 vozlis¢ih
pas C,. Kolo nan > 4 vozlis¢ih W,, (ogrodje (n — 1)-strane piramide) definiramo s pred-
pisom W,, = W ,_1 = K; *C,_;. Naj bo ¢ poljubna povezava (oziroma Spica), ki povezuje
centralno vozlis¢e kolesa W,, z enim izmed vozliS¢ na obodu kolesa W,,. Definirajmo kolo
brez spice kot W} := I/Vf. S predpisom W, , = K, * C,, definiramo posploseno kolo Wy, ,,.

Hiperkocka (oziroma n-dimenzionalna kocka ali kar n-kocka) (),, je definirana z rekurzivnim
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predpisom @), = Q,_ 10K, @y = K,. Kaktus je graf v katerem vsaka povezava leZi na

najvec enem ciklu.

PosploSeni Petersenov graf G(n, k), ki ga je predstavil Mark Watkins v [115], je graf z
mnoZzico vozlis¢ {ug, Uy, ..., Up_1, V0, V1, - - ., Up_1} iN pOVEZAVAMI U; ~ Ujiq, V; ~ Vig, Ui ~
vi, ¢ = 0,1,...,n — 1, kjer pri izraCunu indeksov upoStevamo deljenje po modulu n, in kjer
velja k < §. Grafu G(5, 2), glej sliko 1.1, pravimo kar Petersenov graf. V druZino posploSenih

Petersenovih grafov spadajo tudi n-prizme G(n, 1).

Slika 1.1: Petersenov graf G(5, 2).

I-graf 1(n, j, k) je graf z mnoZico vozlis¢ {ug, u1, ..., Up_1,v0,v1,...,U,_1} in Mnozico
povezav {w;u;tj, u;v;, Vv, = ¢ = 0,1,...,n — 1}, kjer ponovno pri izratunu indeksov
upostevamo deljenje po modulu n. OCitno je, da razred I-grafov vsebuje razred posploSenih

Petersenovih grafov, saj je G(n, k) = I(n, 1, k); glej na primer [9, 35].

Graf G je ravninski, Ce ga je mogocCe narisati v ravnini na nacin, da se povezave ne sekajo.
Znani izrek Kuratowskega pravi, da je graf ravninski natanko takrat, ko ne vsebuje subdivizij
polnega grafa na petih vozlis¢ih K5 in polnega dvodelnega grafa K3, glej na primer [46].
Grafu G pravimo zunanjeravninski, Ce ima predstavitev v ravnini, tako da so vsa vozlis¢a grafa
G predstavljena na kroZnici, vse povezave znotraj kroznice, in da velja, da se povezave v tej
predstavitvi ne sekajo. Vsak zunanjeravninski graf je ravninski, obratno pa ne drzi; na primer,
graf K, je ravninski ni pa zunanjeravninski. Ce zunanjeravninskemu grafu G ne moremo dodati
nobene povezave in hkrati ohraniti zunanjeravninskosti, potem pravimo, da je G maksimalni
zunanjeravninski graf. Zival je 2-povezan ravninski graf, ki ima predstavitev, ki vsa notranja

lica predstavi z enotskimi tri, Stiri ali Sest kotniki.

Eulerjev rod (oziroma kar rod) grafa GG je najmanjSe naravno Stevilo n, da lahko G nariSemo

na sferi z n ro€aji (oziroma na orientabilni ploskvi .S roda n) na nacin, da se povezave ne sekajo.
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Ravninski graf ima rod 0, saj ga lahko, brez da se povezave sekajo, nariSemo Ze na sfero. Rod
grafa G oznacimo z y(G). Leta 1890 je P. J. Heawood [49] podal zgornjo mejo za kromati¢no

Stevilo grafov vlozenih na dano ploskev S z rodom ~(.S) > 1. Ta zgornja meja je danes znana

H(G) = {7+ \/1;487(G)

kot Heawoodovo Stevilo

Skoraj celo stoletje kasneje sta G. Ringel in J. W. T. Young dokazala, da je Heawoodovo Stevilo
H(S) natan¢na zgorja meja za kromati¢no Stevilo grafov vloZenih na ploskev S z Eulerjevim
rodom ~(S) > 1, ki je razli¢na od Kleinove steklenice. Primer, ki obravnava sfero, sta resila
K. Appel in W. Haken v letu 1976 [3] z racunalnisko podprtim dokazom izreka Stirih barv, ki

pravi, da imajo ravninski grafi kromati¢no Stevilo manjSe ali enako 4.

Preslikavi y : V(G) — {1,2,...,k}, ki vozlis¢em grafa G priredi oznake (barve) iz
mnozice {1,2,...,k}, pravimo k-barvanje grafa G. Pravilno barvanje grafa je tako barva-
nje vozliS¢ grafa, za katerega velja, da sta poljubni sosednji vozliS¢i v grafu obarvani razli¢no.
Najmanjse Stevilo barv s katerimi lahko pravilno pobarvamo graf G se imenuje kromaticno
Stevilo x(G) grafa G. Znano je, da je x(K,) = n, X(Kpn) = 21in x(G(5,2)) = 3. Vsak graf
G je podgraf polnega x((G)-delnega grafa.

Izrek 1 (Brooks). Naj bo G povezan graf z maksimalno stopnjo A(G). Ce G ni ne poln graf,

ne lih cikel, potem
X(G) < A(G)

Preslikavi n : V(Gy) — V(Gy) iz grafa G, v graf G5 pravimo homomorfizem grafov
oziroma morfizem grafov, ¢e 1 preslika vozlis€a grafa GG; v vozliséa grafa G, tako da iz
u ~ v € E(Gy) sledi n(u) ~ n(v) € E(G3) (n ohranja sosednjost). Homomorfizem gra-
fovn : V(Gy) — V(G3) povzrodi enoli¢no preslikavo (ki jo bomo oznacili z enako oznako)
n : E(G)) — E(G,), tako da za e = u ~ v velja n(e) = n(u) ~ n(v). Kompozitum ho-
momorfizmov grafov je spet homomorfizem grafov. Homomorfizem, ki je surjektiven na obeh
mnozicah V(G) in E(G) imenujemo epimorfizem, homomorfizem, ki je bijektiven na obeh
mnozicah V' (G) in E(G) pa izomorfizem (glej npr. [50]). Pravimo, da je izomorfizem grafa G

na graf G avtomorfizem grafa G.

Graf G je vozlis¢no tranzitiven, Ce velja da za poljubni vozliséi v1,ve € V(G) obstaja
avtomorfizem f : V(G) — V(G), tako da velja enakost f(v;) = v,. Podobno pravimo da je
graf G je povezavno tranzitiven, Ce velja da za poljubni povezavi e, es € G velja, da obstaja

avtomorfizem grafa G, ki slika povezavo e; v povezavo e,.
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Neformalno o lastnosti grafa govorimo takrat, ko je definirana tako, da se ohranja z izomor-
fizmi grafa. Zapisano bolj formalno je lastnost grafa definirana kot neprazna prava podmnoZica
mnoZzice grafov, ki je zaprta za grafovske izomorfizme. V teoriji grafov je monotona lastnost
grafa taka lastnost grafa, ki velja tudi za (se podeduje na) vse njegove podgrafe. Taki lastnosti
grafa, ki velja tudi za vse njegove inducirane podgrafe, pravimo dedna lastnost grafa. Kvan-
titativno izrazeni lastnosti grafa (na primer Stevilo vseh vozliS¢ v grafu s s stopnjo 1) pravimo

grafovska invarianta.

Ozina (vCasih tudi obod) grafa G je definiran kot Stevilo vozlis¢ (velikost) najmanjSega
cikla v grafu GG. Grafu z najmanjSim Stevilom vozlis¢ med vsemi r regularnimi grafi z oZino o

pravimo (r, o)-kletka.

Identicna matrika I je matrika, ki ima na diagonali enice, povsod drugod pa nicle. Given-
sovo rotacijsko matriko G(i, j, ), glej na primer [43], dobimo tako, da v identi¢ni matriki /
zamenjamo §tiri elemente: I;; = cos(¢), I;; = cos(¢), I;; = sin(¢) in I;; = —sin(¢) in
dobimo matriko oblike

- -
1
cos(¢) sin(¢)
1
G(Za j7 ¢) = ’
1
— sin(¢) cos(¢)
1
. 1 -
kjer so prikazani vsi nenicelni elementi.
Razbitje mnoZice (ali particija mnozice) M je druzina mnozic { My, Mo, . .., My}, za katero

velja:
o M;NM;=0,81i#j,
o M =MUMU...UDM,.

Relacija R nad mnozicama M; in M,, je podmnoZica kartezi€nega produkta M; x M,. Za
elementa m; € M; in me € M, piSemo my; Rms in beremo “m; je v relaciji R z my”.
Ceje M := M, = M,, pravimo, da je relacija R definirana nad mnoZico M. Relacija R nad

mnoZzico M se imenuje pokritje, Ce za vsak par razlicnih elementov m,, mo € M, za katerega je
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my Rms, velja, da za noben e € M ne more biti hkrati izpolnjeno m; R e in e R my. Pravimo,

da mq pokriva m;.

Pravimo, da je relacija R C M x M delno urejena relacija, Ce je:

o refleksivna: x R,
e simetricna: t Ry — y Rz,

o tranzitivna: t RyANyRz — x R z.

Mnozici M z delno urejeno relacijo R C M x M pravimo delno urejena mnoZica. Pogo-
sto oznacimo relacijo delne urejenosti kar s simbolom < in delno urejenost mnoZzice s parom
(M, =). Vsaka relacija delne urejenosti nad mnozico M doloca enoli¢no relacijo pokritja, ta
pa usmerjen graf, ki mu pravimo tudi Hassejev diagram. Hassejev diagram relacije delne ure-
jenosti na mnoZzici M je usmerjen graf, katerega vozlis€a so elementi mnozice M, in v katerem
od vozlis¢a my; € M do vozlis¢a my € M poteka lok, ¢e in samo ¢e my pokriva my v pri-
padajoci relaciji pokritja. Hassejev diagram obicajno riSemo kot neusmerjen graf pri katerem
smer povezav doloc¢imo neposredno iz slike; lok od m; do my poteka vedno navzgor, pusCice
pa izpustimo. Delno urejeni mnozici (M, <) skupaj s funkcijo p : M — Z, za katero velja, da
Ce my pokriva my, potem je p(msq) = p(mq) + 1, pravimo rangirana delno urejena mnozica;

funkeciji p, Ce obstaja, pravimo rang.
Pravimo, da je relacija R C M x M ekvivalencna relacija, Ce je:
e refleksivna: z Rz,
e simetricna: t Ry — y Rz,

e tranzitivna: t RyAyRz = z Rz.

Ekvivalencna relacija IR doloca razbitje mnoZice M na ekvivalencne razrede; vsak element

m € M doloca svoj ekvivalen¢ni razred [m| s predpisom
[m] := {m, € M, tako da m; Rm}.

Mnozici ekvivalenénih razredov {[m| | m € M} mnozice M po ekvivalencni relaciji ~ pra-

vimo kvocientna mnoZica in jo ozna¢imo z M/ ~.

Obseg je mnozica (M, +, -) v Kateri za poljubne elemente a, b, c € M velja: (1) komutativ-

nost za seStevanje: a + b = b + a, (2) asociativnost za seStevanje: a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢,
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(3) obstaja nevtralni element za seStevanje (ozna¢imo ga z oznako 0): a +0 =0+ a = a, (4)
poljubni element a ima nasprotni element —a, tako da velja: a + (—a) = (—a) + a = 0, (5)
asociativnost za mnozenje: a - (b-c¢) = (a-b) - ¢, (6) distributivnost (z leve in z desne strani), ki
povezuje seStevanje in mnozZenje: a - (b+c¢) = (a-b)+ (a-¢)in (a+b)-c= (a-¢c)+(b-¢), (7)
obstaja nevtralni element za mnoZenje (enota), ki ga oznacimo 1 in je razli¢en od nevtralnega
elementa za seStevanje 0: 1-a = a -1 = a, (8) za vsak od 0 razliCen element a obstaja inverzni
element o, tako da velja: a-a' = a~!'-a = 1. Ce v obsegu velja tudi komutativnost
mnozenja a - b = b - a, potem obsegu pravimo komutativni obseg oziroma polje. Z gcd(a, b)

bomo oznacevali najvecji skupni delitelj naravnih Stevil a in b.

Konveksno ovojnico (ogrinjaco) mnozice tock M v realnem vektorskem prostoru V/, to je
najmanj$o konveksno mnoZzico v V, ki vsebuje M, bomo oznacevali s conv(M). V geometriji
je n-simpleks n-dimenzionalni ekvivalent trikotniku. Bolj natan¢no, simpleks je konveksna
ovojnica mnoZzice (n + 1) afino neodvisnih tock v nekem evklidskem prostoru z dimenzijo
vsaj n (tem toCkam pravimo, da so v splosni poziciji). Na primer, tocka je O-simpleks, daljica
1-simpleks, trikotnik 2-simpleks, tetraeder 3-simpleks in tako naprej. Regularen simpleks je
simpleks, ki je hkrati tudi regularen veckotnik. Izometrija iz metri¢nega prostora (X, dx) v me-
tri¢ni prostor (Y, dy ) je preslikava ¢ : X — Y, ki ohranja razdalje dx (z,y) = dy (¢)(x), ¥ (y))

zavsex,y € X.

Algoritem je kon¢no zaporedje korakov postopka namenjenega reSevanju nekega problema.
Algoritem prilagojen reSevanju nekega problema, ki uporablja “zdravo pamet” za to, da v vecini
primerov vrne dobro oziroma sprejemljivo reSitev, ki pa morda ni optimalna, imenujemo he-
vristika. Hevristike so uporabne pri reSevanju problemov za katere niso znane metode, ki bi
poiskale optimalno reSitev glede na podane omejitve (na primer ¢asovna zahtevnost, prostorska
zahtevnost, tezavnost problema). Ob uporabi hevristike pridobimo na racunski moci oziroma

pri enostavnosti postopka reSevanja, lahko pa izgubimo pri natancnosti reSitve.

Casovna zahtevnost TA(¢) algoritma A (v€asih tudi stroja) predstavlja Stevilo racunskih
korakov, ki jih potrebuje algoritem A pri danih vhodnih podatkih z velikostjo ¢, da resi pro-
blem (izraduna rezultat). Casovno zahtevnost podamo kot funkcijo velikosti vhodnih podat-
kov. Racunske korake merimo v osnovnih operacijah stroja, ki izvaja algoritem, v nekaterih
primerih pa se omejimo le na Stetje doloCenih operacij (na primer aritmeti¢nih operacij ali pri-
merjav). Pogosto uporabljamo zapis reda velikosti v veliki O in mali o notaciji. Ce za funkcijo
f : N — R obstajata pozitivni konstanti ng, ¢, da velja O(f) = {g : N - R | Vn > ny 0 <
g(n) < c- f(n)}, piSemo g € O(f) in preberemo, da je funkcija g od nekje naprej manjsa

od konstanta krat funkcija f. Ce za funkcijo f : N — R in vsako pozitivno $tevilo ¢ obstaja
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pozitivno Stevilo ng, tako da velja 0 < g(n) < c¢- f(n) za vse n > ng, potem piSemo g € o( f)

in preberemo, da je funkcija g od nekje naprej zanemarljiva glede na funkcijo f.

Tudi teorija izraunljivosti presega okvire tega dela, zato bomo nasSteli le tiste definicije,
ki so potrebne za razumevanje izrekov te disertacije. PodrobnejSo razlago je mogoce dobiti v
[80].

Odlocitveni problem je vpraSanje v nekem formalnem (logi¢nem) sistemu, ki ima, ne glede
na vhodne parametre problema, natanko dva mozna odgovora, odgovor “da” (ali resni¢no) in
odgovor “ne” (ali neresni¢no). V teoriji izraCunljivosti je orakelj ¢rna Skatla, katere delova-
nja ne poznamo; zmozna je odgovoriti na vprasanje, ki ji ga zastavimo. Odgovoru oraklja ne
zaupamo, ampak ga preverimo z deterministicnim Turingovim strojem. Deterministi¢ni Tu-
ringov stroj, ki pri svojem delovanju uporablja odgovor oraklja, imenujemo nedeterministicni
Turingov stroj. Pravimo, da je odloCitveni problem P nedeterministicno polinomski problem
(oziroma pisemo P € N'P), &e je mogole odgovor da, e obstaja, v polinomskem asu pre-
veriti na deterministicnem Turingovem stroju (oziroma, kot pogosto pravimo, ga je mogoce v

polinomskem cCasu resiti na nedeterministicnem Turingovem stroju).

Naj bosta Py, P, opazovana problema. Pravimo, da je problem P; polinomsko prevedljiv
(ali reducibilen) na problem P-, kar oznac¢imo s P; o< Ps, ¢e lahko iz vhodnih podatkov V;
problema P; v polinomskem casu konstruiramo vhodne podatke V, za problem P,, tako da
je odgovor za P; pri V; da natanko takrat, ko je odgovor za P, pri vhodnih podatkih V; da.
Opozoriti velja, da iz P; o< Py ne sledi nujno P, o< Py. Za zapis P; o P, lahko neformalno

reCemo, da je problem P, vsaj tako tezek kot problem P;.

Pravimo, da je odlo¢itveni problem N'P-poln (oziroma, daP € NP — C), e je P € NP
in je mogoce vsakega izmed problemov v AN'P v polinomskem ¢asu (s polinomsko Karpovo
redukcijo z enim orakljom) prevesti nanj. Pravimo, da je (ne nujno odlocitveni) problem P €
NP — H (oziroma da je N'P-tezek problem), e je vsaj tako teZak kot najteZji problemi v
razredu N'P. Z drugimi besedami, problem P € NP — H, &e in samo &e obstaja problem iz
NP — C, ki ga lahko v polinomskem ¢asu (s polinomsko Turingovo redukcijo z ve¢ oraklji)
prevedemo na P. Problemi, ki so A/P-polni so tudi N'P-tezki, medtem ko obstajajo problemi,
ki so NP-tezki pa niso v NP —C'. Na primer, znan tak problem je problem ustavljanja oziroma
“halting problem”, ki je odlocitveni problem, ni pa zanj mogoce (v sploSnem) v polinomskem

Casu preveriti odgovora da, ki ga poda orakelj nedeterministi¢nega Turingovega stroja.

Dolzini zapisa vseh vhodnih podatkov problema pravimo vhodna velikost (ang. input size)
problema. SploSen problem teorije izraCunljivosti ima lahko tudi numeri¢ne vhodne parame-

tre, ki jih ponavadi podamo v binarnem zapisu. Tako ima lahko problem numeri¢ne vhodne
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parametre, katerih velikost je eksponentna glede na vhodno velikost problema. Pravimo, da je
problem krepko N'P-poln (oz. krepko N'P-teZek), Ce ostane NP-poln (oz. N'P-tezek) tudi ko
so numeri¢ni vhodni parametri problema omejeni s polinomom v vhodni velikosti problema. V
nasprotnem primeru je problem Sibko N'P-poln (oz. Sibko N'P-tezek). Za N'P-3ibek problem
obstaja torej algoritem s Casovno zahtevnostjo, ki je polinomska tako v dimenziji problema,
kot v velikosti vhodnih numeri¢nih parametrov (in ne v logaritmu velikosti numeri¢nih pa-
rametrov). Na primer: problem nahrbtnika (ang. Knapsack problem) v splosni obliki, ki ne
omejuje Stevila elementov, ki jih lahko vstavimo v nahrbtnik, je Sibko AN'P-teZek, problem

polnjenja koSev (ang. Bin packing problem) pa krepko N P-tezek.

1.2 O predstavitvah in realizacijah

Predstavitev p grafa G na mnoZico M je par preslikav py : V(G) — M in pg : E(G) — 2M,
za katerega velja, da Ce je v krajis€e povezave e = u ~ v, potem je py(v) € pg(e) (in
pv (1) € pe(e)), glej na primer [48]. Ce velja tudi obrat, torej da zav € V(G) ine € E(G)
velja, da iz py (v) € pg(e) sledi, da je v krajis€e povezave e = u ~ v, pravimo predstavitvi
realizacija. Kjer bo iz konteksta jasno o kateri preslikavi iz para py, pp govorimo, bomo indeks

izpustili in namesto py oziroma pg pisali kar p.

Opozoriti je potrebno, da je lahko presek p(e) N p(¢) realizacij dveh nesosednjih povezav
e, ! € E(G) neprazen, vendar ne sme vsebovati realizacije vozlis¢a iz G. Predstavitve povezav

grafa (G se torej lahko sekajo (v sploSnem celo v neStevno mnogo tockah).

Naj bo £ > 0 celo Stevilo. V tej disertaciji bomo opazovali le predstavitve, ki graf presli-
kajo v podmnozico k-dimenzionalnega evklidskega prostora R*. Predstavitvi, za katero velja
M = RF¥ in ki vsako povezavo predstavi z daljico med predstavitvama njenih krajis¢, pravimo

evklidska predstavitev. Evklidsko predstavitev p povezave e = u ~ v lahko zapiSemo kot
pe(e) = (1 —X)py(u) + Apy(v), kjer 0 < A < 1.

Evklidski realizaciji p grafa G za katero velja, da ne obstajata povezavi katerih predstavitvi
se sekata v notranji tocki, pravimo vloZitev grafa GG. Predstavitvam v evklidsko ravnino bomo
rekli ravninske, predstavitvam v evklidski tridimenzionalni prostor pa prostorske [48, 98]. Ev-
klidski predstavitvi povezave bomo vcasih rekli kar povezava, iz konteksta pa bo razvidno ali

bomo govorili o povezavi grafa ali o njeni evklidski predstavitvi.

Ce predstavitev p grafa G ni injektivna na V(H), kjer je H podgraf grafa GG, reCemo da je p

degenerirana na H. Predstavitvi ki ni injektivna na V' (G) pravimo kar degenerirana. Predstavi-
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tev grafa, v kateri je predstavitev vozlis€a vsebovana na predstavitvi povezave, ki ji to vozlisce
ne pripada, imenujemo visoko degenerirana oziroma nesimplicialna. Evklidske realizacije so

torej natanko evklidske predstavitve, ki niso niti degenerirane niti visoko degenerirane.

Imerzija je predstavitev grafa za katero velja, da vsebujeta predstavitvi poljubnih dveh
povezav najve¢ konéno mnogo skupnih tock. Ni tezko razmisliti, da imata povezavi evklidske

imerzije najve¢ eno skupno tocko.

Izrek 2. Evklidska realizacija je tudi imerzija.

Dokaz. Nabo p evklidska predstavitev, ki ni imerzija. Potem obstajata povezavi ey, es € E(G),
€1 # €9, €1 = Uy ~ U1, ey = Ug ~ Uy, tako da njun presek p(e;) N p(e2) vsebuje neskoncno
mnogo tock. Naj bo i,57 € {1,2} in ¢ # j. Ker je p evklidska predstavitev, velja p(e;) =
conv({p(us), p(vi) }) in presek p(ex) N plez) = conv({p(ur), p(v1)}) N conv({p(uz), p(v2)}).
Torej mora biti vsaj eno vozlisce u;, v; povezave e; vsebovano znotraj predstavitve druge pove-
zave e; in ne kot predstavitev krajis€a povezave e;. Naj bo w eno izmed takih vozliS¢. Potem

velja p(w) € p(e;) ne da bi bilo krajisce povezave e, in zato p ni realizacija. O

Lema 3. Evklidska predstavitev povezanega grafa na vsaj treh vozIliscih, ki je degenerirana na

poti dolZine 2 in ne na poti dolZine 1, ni imerzija.

Dokaz. Naj bo p evklidska predstavitev povezanega grafa G na vsaj treh vozlis¢ih. Naj bo
H = u ~ w ~ v pot dolZine 2 v GG, naj bo p degenerirana na H in nedegenerirana na v ~ w

ter w ~ v. Potem p(u) = p(v) in p(u ~ w) = p(v ~ w). 0

Pot P, je edini (enostaven) povezan graf na dveh vozlis¢ih in vsaka njegova evklidska

realizacija je nedegenerirana. Velja pa tudi vec.
Izrek 4. Vsaka evklidska realizacija povezanega grafa je nedegenerirana.

Dokaz. Naj bo p degenerirana evklidska predstavitev povezanega grafa G na vsaj treh vo-
zlis¢ih. Ker je p degenerirana, obstajata vsaj dve razli¢ni vozlis¢i u in v, tako da je p(u) = p(v).
Ker ima G vsaj tri vozlis¢a in je povezan, je u krajis€e Se vsaj ene povezave, na primer
u ~ w, kjer je w # v (v najslabSem primeru zamenjamo vlogi vozlis¢ u in v). Torej velja

p(v) € p(u ~ w), kjer v ni krajis€e povezave u ~ w. O

Seveda poznamo tudi nedegenerirane evklidske predstavitve, ki niso realizacije; te imajo
lastnost, da predstavitev vozliS€a lezi znotraj predstavitve povezave. Kot Ze receno jim pravimo
visoko degenerirane. Primere visoko degeneriranih predstavitev je mogoce videti na sliki 1.2
in sliki 4.6; glej tudi poglavje 5 in poglavje 7. Poznamo tudi primere, kjer visoko degenerirane

predstavitve niso niti imerzije.
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A E B A E

Slika 1.2: Primera visoko degeneriranih predstavitev cikla na Sestih vozlis¢ih C.

1.3 Predstavitve grafov z enotsko razdaljo

Naj bo R* k-dimenzionalen evklidski prostor in naj d oznacuje razdaljo med dvema to¢kama:

d(a,b) = [la = bl[, =

Evklidski predstavitvi grafa, ki slika povezave v daljice dolZine ena, pravimo predstavitev 7

enotsko razdaljo, taki ki je tudi realizacija, pa realizacija z enotsko razdaljo.

P. Erdos et al. so v [33] definirali dimenzijo grafa G, ki jo bomo oznacevali z dim(G),
kot najmanjSe tako naravno Stevilo k, ki je potrebno, da ima G nedegenerirano predstavitev
z enotsko razdaljo v R”. Drugi avtorji [12, 74, 79] so definirali koordinatizacijo 7 enotsko
razdaljo v R¥ (oz. striktno realizacijo z enotsko razdaljo v R¥) kot nedegenerirano predstavitev
z enotsko razdaljo v R*, ki preslika nesosednja vozlis¢a v tocke R¥, ki niso na razdalji ena.
NajmanjSemu naravnemu Stevilu k, ki je potrebno, da ima graf GG koordinatizacijo z enotsko
razdaljo v R¥, pravimo evklidska dimenzija grafa G, glej npr. [75], in jo bomo, kot je v navadi,
oznalevali z e(G). Ze v ravnini ne velja ve¢, da sta dimenzija in evklidska dimenzija grafa

enaki, za primer glej sliko 1.3.

Grafu, ki ima nedegenerirano predstavitev (realizacijo oziroma koordinatizacijo) z enot-
sko razdaljo, ki slika v R¥, pravimo k-razseZen graf z enotsko razdaljo (realizacijo oziroma

koordinatizacijo).

Lema 5. Vsak k-razseZen graf z enotsko razdaljo (realizacijo, koordinatizacijo) je tudi (k+1)-

razseZen graf z enotsko razdaljo (realizacijo, koordinatizacijo).

Grafu, ki ima nedegenerirano predstavitev z enotsko razdaljo v ravnini pravimo graf z enot-
sko razdaljo (ang. unit-distance graph, unit-bar graph). Grafu, ki ima realizacijo z enotsko
razdaljo v ravnini pravimo graf z enotsko realizacijo, grafu, ki ima koordinatizacijo z enotsko

razdaljo v ravnini, pa graf z enotsko koordinatizacijo; glej tudi [8]. Angleskih poimenovanj za
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graf z enotsko koordinatizacijo je vec, npr. strict unit-distance graph, distance one realizable

graph, vc€asih pa tudi kar unit-distance graph.
Lema 6. Vsak k-razseZen graf z enotsko realizacijo je k-razseZen graf z enotsko razdaljo.
Ravninskemu grafu, ki ima vloZitev z enotsko razdaljo v ravnini (realizacijo z enotsko

razdaljo v ravnini, pri kateri se povezave ne sekajo) pravimo graf vZigalic (ang. matchstick

graph); za primer glej na primer sliko 1.13.

Slika 1.3: Graf z enotsko razdaljo, ki je graf vZigalic in graf z enotsko realizacijo, ni pa graf z
enotsko koordinatizacijo. Za dokaz, da graf na sliki ni graf z enotsko koordinatizacijo glej na

primer [101].

C. Purdy in G. Purdy sta v [101] definirala upodobljive in prepovedane grafe. Rekla sta, da
je graf G upodobljiv (ang. drawable) v R, ¢e je e(G) < k, oziroma &e je e(G) > k in grafu G
lahko dodamo povezave, da dobimo graf G za katerega velja e(é) < k. Enostavno je preveriti,
da so upodobljivi grafi v R¥ ravno k-razseZni grafi z enotsko razdaljo. Grafu, ki nima nedegene-
rirane predstavitve z enotsko razdaljo v R¥, pravimo prepovedan graf za dimenzijo k (oziroma
ovira). Pravimo, da je graf G najmanjsi prepovedan graf za dimenzijo k, Ce je prepovedan graf
za dimenzijo k, vsi njegovi pravi podgrafi pa imajo v tej dimenziji nedegenerirano predstavitev
z enotsko razdaljo. Grafu G, ki je k-razseZen graf z enotsko razdaljo, pravimo maksimalni
graf v dimenziji k, ¢e s tem, ko mu dodamo poljubno povezavo med nesosednjima vozliS¢ema,
dobimo graf, ki ni k-razsezen graf z enotsko razdaljo. Pravimo, da je graf GG kriticen graf za
dimenzijo k, ¢e je dim(G) = k in Ce za vsak podgraf H C G velja dim(H) < k. Iz definicije
sledi, da je kritiCen graf za dimenzijo k£ > 1 natanko najmanjs$i prepovedan graf za dimenzijo
k—1.

Ce je G sestavljen iz povezanih komponent Gy, Gs, . .., G,, potem ima G predstavitev z
enotsko razdaljo v R*, ¢e in samo ¢e ima vsaka izmed komponent G;, 1 < i < s, predsta-
vitev z enotsko razdaljo v R¥. Zato lahko §tudij predstavitev z enotsko razdaljo omejimo na
povezane grafe in, Ce je graf nepovezan, obravnavamo vsako komponento posebej. Zanke ni

mogoce predstaviti z evklidsko predstavitvijo povezave, velja tudi, da med dvema tockama v
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evklidskem prostoru obstaja najvec ena daljica dolZine ena. Torej lahko Studij predstavitev z

enotsko razdaljo brez Skode omejimo le na enostavne grafe.

Izrek 7. Naj bosta G in H grafa, naj bo f : G — H homomorfizem grafov in naj bo k € N
naravno $tevilo. Vsako predstavitev z enotsko razdaljo grafa H v R¥ (Ce obstaja) je mogoce

razgiriti na (lahko tudi degenerirano) predstavitev z enotsko razdaljo grafa G v RF.

Dokaz. Naj bo p predstavitev z enotsko razdaljo grafa H v R in naj u ~ v € E(G). Poiskati
moramo predstavitev z enotsko razdaljo n grafa G v R, tako da velja n(u) € n(u ~ v). Ker
je f : G — H homomorfizem, velja f(u), f(v) € V(H) in f(u) ~ f(v) € E(H). Torej velja
p(f(u)) € p(f(u) ~ f(v)) in je kompozitum n = p o f iskana predstavitev z enotsko razdaljo
grafa G v R O

Dokaz naslednje leme bomo zaradi enostavnosti izpustili.

Lema 8. Naj bo G k-razseZen graf z enotsko razdaljo (realizacijo) in naj bo H podgraf grafa

G. Potem je tudi H k-razseZen graf z enotsko razdaljo (realizacijo).

Po lemi 8 sta “imeti k-razseZno predstavitev z enotsko razdaljo” in “imeti k-razsezno rea-
lizacijo z enotsko razdaljo” monotoni lastnosti grafa. Torej, ¢e graf G vsebuje podgraf H ki ni
k-razsezen graf z enotsko razdaljo (realizacijo), potem tudi graf G ni k-razseZen graf z enotsko

razdaljo (realizacijo).

Ker je vsaka koordinatizacija z enotsko razdaljo tudi nedegenerirana predstavitev z enotsko
razdaljo za poljuben graf G velja dim(G) < e(G). Neenakosti se ne da izboljati, saj enacaj

velja za cikle, na sliki 1.3 pa je predstavljen graf z enotsko razdaljo in evklidsko dimenzijo 3.

Lema 9. “Imeti k-razseZno koordinatizacijo” ni monotona lastnost grafa.

Dokaz. Vzemimo kolo na sedmih vozli§¢ih W5 in z ¢ ozna¢imo eno izmed njegovih $pic (po-
vezav, ki povezuje vozliS¢e na obodu kolesa z vozliS¢em v centru kolesa). Z W7 oznalimo
podgraf kolesa 17 brez Spice ¢. Graf W je graf z enotsko realizacijo in ima natanko eno
realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini, ozna¢imo jo z p. Po lemi 6 je dim (W) = 2. Vsi zve-
zni premiki predstavitev vozliS¢ realizacije p grafa W ohranjajo razdalje med predstavitvami
vozlis¢, zato je p toga realizacija. Lahko je videti, da je razdalja med predstavitvama krajis¢
$pice ¢ enaka 1. Ce hotemo zadostiti zahtevi, da p preslika nesosednja vozlis¢a v tocke na
razdalji razli¢ni od ena, potrebujemo dodatno dimenzijo. Evklidska dimenzija grafa W7 je 3 in
e(W2) > dim(W7) = 2. Ceprav je W2 podgraf grafa W+ z evklidsko dimenzijo 2, je njegova

evklidska dimenzija vecja od 2. O
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Po drugi strani pa velja, da ¢e je H induciran podgraf grafa G, velja e(H) < e(G) in je
evklidska dimenzija nenarascajoca invarianta grafa. Naslednjo lemo je enostavno dokazati,

zato bo dokaz izpuscen.

Lema 10. Naj bo G graf, u ~ w ~ v pot dolZine 2 v GG, p predstavitev z enotsko razdaljo
grafa G, in naj bosta p(u) in p(v) predstavitvi vozlis¢ u,v € V(G). Obstaja natanko f,(u,v)

razli¢nih predstavitev vozlis¢a w, kjer

Izrek 11. Ce graf G vsebuje katerega izmed grafov K4, K 2.3 ali W, potem G ni graf z enotsko

razdaljo.

Dokaz. S pomocjo prejSnje leme je enostavno dokazati, glej na primer [33], da /{4 in K 3 nista
grafa z enotsko razdaljo. Torej tudi graf, ki vsebuje vsaj enega izmed njiju, ni graf z enotsko
razdaljo. Dokazimo sedaj, da W ni graf z enotsko razdaljo. Oznacimo vozliS¢a grafa W
kot na sliki 1.4(c). Induciran podgraf Wi* = W[{ A, B,C, D, E'}] grafa W ima natanko eno
realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini, recimo ji p. Vsi zvezni premiki predstavitev vozlis¢
realizacije p grafa W™ ohranjajo razdalje med predstavitvami vozliS¢, zato je p toga realizacija.
Definirajmo predstavitev p’ grafa W, tako da p'(v) = p(v) za vsak v € V(W*). Ker je
|p'(A)p'(D)| = 2, obstaja natanko ena pot dolzine 2 med vozlis€¢ema p/(A) in p/'(D), v grafu
W¢ pastadve, A~ E ~ DinA~ F ~ D. Torej p' slika vozli§¢i F' in E v eno tocko p'(F).

Predstavitev o’ je degenerirana, torej ni realizacija. O

P

D

Slika 1.4: (a) Poln graf na Stirih vozliscih K. (b) Poln dvodelen graf K 5. (c¢) Graf W

Opozoriti je potrebno, da se pojem dimenzija grafa uporablja tudi v povsem drugem kon-

tekstu, ki nima povezave z grafi z enotsko razdaljo. Dimenzija grafa pravijo tudi najmanjSemu
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Stevilu n, tako da je graf G induciran podgraf tenzorskega produkta n polnih grafov; glej [65],
poglavje A.S, stran 301.

1.4 Kromaticno Stevilo prostora

Naj bo k£ naravno Stevilo. Neskon¢nemu grafu, ki ga dobimo, ¢e za vozliS¢a vzamemo vse
tocke prostora R¥ ter definiramo, da sta dve vozli$¢i sosednji natanko takrat, ko sta na razdalji
1, pravimo graf z enotsko koordinatizacijo prostora R* (ang. the unit-distance graph of the k-
space), in ga ozna¢imo z E*. Trditev 12 in posledica 13 sledita neposredno iz definicije grafa
E*,

Trditev 12. Graf G je k-razseZen graf z enotsko razdaljo natanko takrat, ko je izomorfen ne-
kemu podgrafu grafa E*. Graf G je k-razseZen graf z enotsko koordinatizacijo natanko takrat,

ko je izomorfen nekemu induciranemu podgrafu grafa E*.

Posledica 13. Dimenzija grafa G je najmanjse tako naravno Stevilo ¢, da je G mogoce realizi-
rati kot podgraf grafa E*. Evklidska dimenzija grafa G je najmanjse tako naravno Stevilo {, da

je G mogode realizirati kot induciran podgraf grafa E*.

Leta 1950 sta E. Nelson in J. R. Isbell (in kasneje neodvisno Se P. Erdos [25] ter H. Hadwi-
ger [45]) postavila vpraSanje: “Kaksno je kromati¢no $tevilo y(E*) grafa E*?”. V literaturi
se problem pogosto pojavlja zapisa v manj formalni obliki in sprasuje po kromati¢nem S$tevilu
k-dimenzionalnega evklidskega prostora. Znano je, da je 4 < x(E?) < 7. Spodnjo mejo 4
dolota Moserjev graf [83], glej sliko 6.2, ki ima enotsko koordinatizacijo v R?, ki je obenem
tudi realizacija, in ki ga ni mogoce pravilno pobarvati s tremi barvami. Na podoben nacin
lahko spodnjo mejo dobimo s pomocjo Golombovega grafa (poimenovan je po S. W. Golombu
[108]); glej sliko 1.5.

Zgornjo mejo 7 doloca neskoncno pokritje ravnine s pravilnimi Sestkotniki s stranico dolzi-
ne s, kjer je % <s< %, in ki ga je mogoce pobarvati s sedmimi barvami, glej na primer [100].
Znano je, da je graf z enotsko koordinatizacijo racionalnega prostora Q* mogoce pobarvati le

z dvema barvama, glej na primer [102].

Naslednji dobro znan izrek je spodbudil raziskovanje lastnosti kon¢nih grafov z enotsko

razdaljo in kon¢nih grafov z enotsko koordinatizacijo.

Izrek 14 ([25]). Naj bo k naravno Stevilo in naj ima (neskoncen) graf G lastnost, da je vsak
njegov koncen podgraf mogoce pravilno pobarvati s k barvami. Potem je tudi graf G mogoce

pravilno pobarvati s k barvami.
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Slika 1.5: Golombov graf je graf na desetih vozli§¢ih s kromati¢nim Stevilom 4. V R? ima

enotsko koordinatizacijo, ki je obenem tudi realizacija.

Torej je kromati¢no Stevilo ravnine y(E?) enako najvedjemu kromati¢nemu $tevilu po vseh
kon¢nih grafih z enotsko koordinatizacijo, [100]. Ker sedem barv zadoS¢a za pravilno barvanje

grafa z enotsko koordinatizacijo evklidske ravnine, velja naslednja trditev.

Trditev 15. Naj bo graf G za katerega velja x(G) > 7. Potem G ni graf z enotsko koordinati-

zacijo.

Nekateri avtorji, glej na primer R. Hochberg [52], poskuSajo poiskati (obvladljivo velik) graf z
ozino vecjo od Stiri, ki ne bi bil graf z enotsko koordinatizacijo. Taki grafi zagotovo obstajajo,
saj obstajajo grafi poljubne oZine, ki imajo kromati¢no Stevilo vsaj osem.

L. Moser in W. Moser sta v [83] med drugim pokazala, da imajo vsi grafi z enotsko ko-

ordinatizacijo na najve¢ Sestih vozliS¢ih kromati¢no Stevilo najve¢ 3. D. Pritikin se je v [100]

ukvarjal z zgornjo mejo < 7 in dokazal naslednja izreka.

Izrek 16 ([100]). Ce obstaja graf G s kromati¢nim $tevilom X(G) = 7 in evklidsko dimenzijo
e(G) = 2, potem mora veljati |V (G)| > 6197.

Izrek 17 ([100]). Vsak graf G z evklidsko dimenzijo e(G) = 2 na najve¢ 12 vozIlis¢ih ima
kromati¢no Stevilo x(G) < 4.

K. B. Chilakamarri et al. so v [20] predlagali pokritje ravnine z neskoncnimi “tankimi”
trakovi - regularnimi veckotniki. Pokazali so, da lahko grafe z enotsko razdaljo, ki nimajo

prevelikih lihih ciklov pobarvamo s Sestimi barvami.

Izrek 18 ([20]). Naj bo G tak (lahko tudi neskoncen) graf z enotsko razdaljo, za katerega velja,
da G nima lihega cikla, ki bi vseboval ve¢ kot 13 vozli$¢. Potem je x(G) < 6.
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D. Coulson je v [23] pokazal, da je kromati¢no Stevilo prostora y(E£?) < 18 in pred kratkim
napovedal, da je Y(E®) < 15. Spodnja meja 5 < x(E?) je znana Ze dlje ¢asa [16]. Znano je
tudi, da je kromati¢no §tevilo evklidskega prostora R* kon¢no, glej na primer [34]. P. Frankl in
R. M. Wilson [36] sta pokazala, da spodnja meja za kromati¢no Stevilo prostora eksponentno

narasca.

Izrek 19 ([34, 16]). Naj bo k naravno Stevilo. Potem velja

(1,2 4+ o(1))F < x(E*) < (3 +o(1))".

M. Reid je v [102] pokazal, da graf £? z enotsko koordinatizacijo ravnine ni povezan.

Izrek 20 ([102]). Naj bo K C R komutativen obseg, naj bo k naravno $tevilo in naj bo E%.
graf katerega vozli$¢a predstavljajo elementi K* in kjer sta vozIis¢i sosednji &e in samo &e sta

na evklidski razdalji 1. Graf E% je nepovezan, grafi E¥., za k > 5, pa so povezani.

1.5 Togost in fleksibilnost

Clen je togo telo z vsaj dvema tockama, ki sluZita kot priponki za ostale &lene. Ko dva ali ve&
¢lenov spnemo tako, da je Se vedno mogoce gibanje med njimi, pravimo tocki, kjer smo jih
pripeli, spoj oziroma stik. Mehanska kinematicna veriga je sistem ¢lenov povezanih s spoji, ki
dovolijo rotacijske ali linearne premike. Mehanski kinematicni verigi pravimo mehanizem, Ce
je mogoce dva ali ve€ ¢lenov premakniti glede na fiksiran (v€asih mu pravimo tudi ozemljen)

¢len, glej na primer [85] in sliko 1.6.

NAA

Slika 1.6: Stiri postavitve Robertsovega mehanizma [82], kjer ¢rni tocki mehanizma predsta-
vljata fiksiran ¢len. Belo tocko lahko premikamo in s tem doloCamo lokaciji sivih tock. Sivi
tocki in bela tocka predstavljajo Clen, ki je preko dveh rotacijskih spojev v sivih to¢kah povezan
z drugima &lenoma - palicama med &rno in sivo tot¢ko. Ce na Robertsonov mehanizem gledamo

kot na evklidsko predstavitev grafa potem je kon¢no fleksibilen.
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Evklidska predstavitev grafa je (kon¢no) fleksibilna, e lahko zvezno premikamo predstavi-
tve vozliS¢ grafa, tako da ohranjamo dolZine predstavitev povezav in vsaj enemu paru predstavi-
tev nesosednjih vozlis¢ spremenimo razdaljo. Evklidska predstavitev, ki ni (kon¢no) fleksibilna
je (kon¢no) toga. Koncen fleks grafa G je druzina evklidskih predstavitev p(t) grafa G parame-
trizirana s Casom ¢, tako da je lokacija vsakega vozliS¢a odvedljiva funkcija po spremenljivki ¢

in kjer za vsako povezavo i ~ j € E(G) velja (p;(t) — p;(t))* = konstanta.

B. Hendrickson se je v [51] ukvarjal z genericnimi nedegeneriranimi predstavitvami — pred-
stavitvami, pri katerih so lokacije vozliS¢ algebrai¢no neodvisne nad kolobarjem racionalnih
Stevil. Algebrai¢na neodvisnost koordinat pomeni, da ne obstaja polinom v ve¢ spremenljiv-
kah z racionalnimi koeficienti, ki ima v koordinatah vozliS¢ niclo. V nekem smislu so torej
koordinate vozliS¢ nepovezane (oz. sploSne - generi¢ne). Izkaze se, da so za dani graf skoraj
vse evklidske nedegenerirane predstavitve generic¢ne in da je mnoZica vseh generi¢nih evklid-
skih nedegeneriranih predstavitev gosta mnoZica v mnoZzici vseh evklidskih nedegeneriranih

predstavitev.

Pogoje ki izhajajo iz omejitev za dolZine povezav odvajamo po Casu t. Za vsako povezavo

i ~ j € E(G) torej velja
(hi(t) — p;(1)) (pi(t) — p;(t)) = 0,

kjer z p; oznaCujemo trenutno hitrost vozlis¢a ¢. Hitrostim, ki zadoS$¢ajo zgornjemu sistemu
enacb pravimo infinitezimalni premiki. Kratek razmislek pokaze, da iz konCnega fleksa sledi
tudi infinitezimalno gibanje; obrat pa ne velja vedno. Evklidska predstavitev grafa G je infini-
tezimalno toga, ¢e vsak infinitezimalni premik predstavitev vozlis¢ grafa G spremeni dolZino
vsaj ene povezave iz E(G), glej na primer [51]. Infinitezimalna togost grafa torej pomeni, da
vozlis¢ grafa ne moremo infinitezimalno perturbirati in ob tem ohraniti dolZine vseh povezav.
Povezava e grafa (G je (infinitezimalno) odvecna, Ce je graf G° (infinitezimalno) tog. Evklidska
realizacija grafa G je (infinitezimalno) prekomerno toga, Ce so vse povezave (infinitezimalno)

odvecne.

Izrek 21 ([51, 116])). Ce ima graf eno samo infinitezimalno togo evklidsko predstavitev, potem

so vse njegove genericne predstavitve toge.

Nedegenerirane evklidske predstavitve danega grafa so torej ali vse infinitezimalno fleksi-
bilne ali pa skoraj vse toge. Zato je infinitezimalna togost stroZja kot (generi¢na) togost. Ko
govorimo o generi¢nih predstavitvah, lahko torej oznako “infinitezimalno” izpustimo [84]. Pra-
vimo da je graf, ki ima (generi¢no) togo evklidsko predstavitev (genericno) tog in da je graf, ki

ima (generi¢no) prekomerno togo realizacijo (genericno) prekomerno tog.
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Stevilu neodvisnih koordinat, ki so potrebne da definiramo pozicijo in orientacijo predmeta
‘P, pravimo prostostna stopnja ali mobilnost in ga ozna¢imo z Dp [105]. Neovirano togo telo v
evklidski ravnini ima 3 prostostne stopnje. Vsak spoj fiksira vsaj eno prostostno stopnjo Clena.
Spodnja meja za prostostno stopnjo mehanizma M v ravnini je podana z Grueblerjevo enacbo

(s Kutzbach-Gruebler-jevim kriterijem), glej na primer [85], ki se glasi
Dy>3m—1)—2f — ¢,

kjer je m Stevilo Clenov (vkljucno s fiksiranim ¢lenom) mehanizma, f Stevilo spojev v meha-
nizmu, ki omogocajo eno prostostno stopnjo, in ¢ Stevilo spojev v mehanizmu, ki omogocajo
dve prostostni stopnji. Znana je tudi posplosSitev Grueblerjeve enacbe na tridimenzionalni pro-

stor.

Pri opazovanju evklidskih predstavitev grafov v ravnini si lahko pomagamo s teorijo togosti
in fleksibilnosti. Evklidska predstavitev grafa, ki preslika povezave v daljice in vozlis¢a v tocke
v ravnini, tako da fiksira sliko ene povezave, je mehanizem. Na primer, za cikel C4 na Stirih
vozli§¢ih s fiksnimi dolZinami povezav vloZen v evklidsko ravnino (imenovan tudi kinematicna

veriga Stirih povezav), veljam = 4, f = 4 in { = 0: preverimo lahko, da je D¢, = 1.

Evklidske predstavitve grafov, ki doloCijo dolZine povezav, lahko vsebujejo le rotacijske
spoje - spoje, ki omogocajo le eno (to je rotacijsko) prostostno stopnjo. Tako lahko za ev-
klidske predstavitve grafov, ki doloCajo dolZine povezav spodnjo mejo za prostostno stopnjo

izraCunamo s pomocjo prilagojene Grueblerjeve enacbe, ki se glasi

De>3(m—1)—2 Y (dv)—1),
veV(G)
kjer je m Stevilo ¢lenov (vkljuéno s fiksiranim ¢lenom) mehanizma in kjer z d(v) ozna¢imo sto-
pnjo vozlis¢a v € V(G) grafa G. Petersenov graf G(5, 2), ki ga bomo obravnavali v poglavju 4
ima 15 povezav in 10 vozlis¢ stopnje 3, zato Dgs9) > 3(15 — 1) — 2(10(3 — 1)) = 2.

Obstajajo grafi za katere Grueblerjeva enacba doloca le spodnjo mejo za prostostno stopnjo.
Na primer, kolo W7 ima eno samo (celo prekomerno) togo nedegenerirano predstavitev z enot-
sko razdaljo v ravnini. Ce mu odstranimo poljubno povezavo, ki povezuje centralno vozlisce
z nekim vozliS¢em na obodu, dobimo graf 1/, ki ima Se vedno natanko eno togo nedegeneri-
rano predstavitev z enotsko razdaljo v ravnini, glej sliko 1.14. Uporaba Grueblerjeve enacbe bi

zaradi odvene povezave, ki smo jo odstranili pri grafu W7, vrnila Dy, > —1.

Togi graf mora imeti dovolj povezav, povezave namre¢ onemogocajo premike vozlis¢. V
k-dimenzionalnem evklidskem prostoru ima n vozliS¢ n £ moznih neodvisnih gibanj, togo telo

dimenzije £ pa k translacij in (’;) rotacij. Stevilo prostostnih stopenj S (n, k) telesa z n vozlis¢i
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v k-dimenzionalnem evklidskem prostoru dobimo tako, da od Stevila vseh moznih neodvisnih

gibanj n k odsStejemo Stevilo togih premikov (rotacije, translacije), glej [51]. Velja torej

nk—EED ke >k,
S(n’ k) = { n (n—1) ’

5 sicer.

Iz sistema enacb, ki ga dobimo, ¢e odvajamo po Casu vse pogoje za dolZine povezav grafa,
sestavimo togostno matriko. Togostna matrika ima |E| vrstic in k|V/| stolpcev; vsak stolpec
predstavlja koordinato vozliS¢a, vsaka vrstica pa povezavo. Vsaka vrstica ima natanko 2k
neniCelnih elementov. Togostna matrika ima v vrstici, ki pripada povezavi ¢ ~ j neniCelne
elemente le v £ stolpcih, ki pripadajo koordinatam ¢-tega vozlis¢a in £ stolpcih, ki pripadajo
koordinatam j-tega vozliS€a. Vsak nenicelni element je razlika istoleznih koordinat evklidske
predstavitve krajiS¢ povezave, ki pripada vrstici. Rang togostne matrike je tesno povezan s

togostjo opazovanega grafa.

Izrek 22 ([51]). Evklidska predstavitev grafa G v k-dimenzionalnem evklidskem prostoru je

toga, e in samo Ce ima predstavitvi pripadajoca togostna matrika rang enak S(|V (G)|, k).

Naslednji izrek pove, da mora imeti graf poleg zadostnega Stevila povezav te povezave tudi

dobro razporejene.

Izrek 23 ([51]). Naj bo graf G graf z natanko S(|V(G)|, k) povezavami in z evklidsko pred-
stavitvijo v k-dimenzionalnem evklidskem prostoru. Ce je G tog, potem ne vsebuje podgrafa
G’ z veC kot S(|V(G")|, k) povezavami.

To (v sploSnem le potrebno) lastnost je za grafe, ki so togi v ravnini opazil Ze G. Laman,
ki je dokazal, da je ta pogoj v ravnini tudi zadosten. V literaturi temu pogoju pravijo tudi

Lamanov pogoj.

Posledica 24 (Laman, [51]). Graf G = (V, E) z 2|V| — 3 povezavami je tog v ravnini, e in

samo e ne vsebuje podgrafa G' = (V', E') z vec kot 2|V'| — 3 povezavami.

B. Hendrickson je v [51] predstavil algoritem s asovno zahtevnostjo O(n?), ki v dimenziji
2 preveri togost danega grafa. V istem Clanku je dolo¢il tri potrebne pogoje, da imajo skoraj vse
evklidske predstavitve grafa (G enoli¢no realizacijo v k-dimenzionalnem evklidskem prostoru,

to so: G mora biti tog, (k + 1)-povezan in prekomerno tog graf.

Teorijo togosti in fleksibilnosti lahko uporabimo za analizo konfiguracijskih prostorov rav-
ninskih predstavitev z enotsko razdaljo danega grafa. S tem, da upoStevamo simetrije pred-

stavitev, lahko faktoriziramo konfiguracijski prostor predstavitve; za podrobnejso razlago glej
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[113, 10]. Na primer, cikel na Stirih vozlis¢ih Cy lahko nedegenerirano z enotsko razdaljo reali-
ziramo v evklidski ravnini kot romb, degenerirano pa predstavimo kot pot na treh (FP5) oziroma
dveh (%) vozliscih, glej sliko 1.7 in sliko 1.8. Degenerirano predstavitev dobimo v dveh pri-

merih, ko je « = 0 in ko je @« = 7w. Obakrat parameter 3 dolo¢a kroZnico. Romb je torej

definiran za o ¢ {0, 7}.
O O
AL

Slika 1.7: Nedegenerirana in degenerirana predstavitev z enotsko razdaljo cikla Cy v evklidski

ravnini.

Konfiguracijski prostor cikla C}; lahko predstavimo v R? s tremi vertikalnimi daljicami o €

{0, 7,27} in dvema poldiagonalama; prva povezuje tocki (0,7) in (m,0), druga pa tocko

(7, 27) s toko (2, 7), glej sliko 1.8 (a). Konfiguracijski prostor faktoriziran glede na si-

metrije predstavitev pa je sestavljen le iz dveh delov; stikata se v to¢ki B = (0, 7). Prvi del

je daljica, ki povezuje tocko A = (0,0) s tocko B = (0, 7), drugi pa daljica iz B = (0, m)

v C = (3,5), glej sliko 1.8 (b). Najbolj simetri¢no predstavitev (kvadrat) dobimo v tocki
5

a=[0=

]

0 0
A 0 « s AO « 2r
o—O o—0—=e o—O o—oO

Slika 1.8: (a) Konfiguracijski prostor cikla Cy v R?. (b) Konfiguracijski prostor cikla C fakto-

riziran glede na simetrije predstavitev.

Teorija mnogoterosti in difeomorfizmov presega okvire tega dela, podrobnejSo razlago je
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mogoce dobiti v [10]. Naslednji izrek opisuje lastnost konfiguracijskega prostora skoraj vseh

evklidskih realizacij dovolj velikega povezanega fleksibilnega grafa.

Izrek 25 ([51]). Naj bo G povezan, fleksibilen graf z vec¢ kot k + 1 vozlisCi. Za skoraj vsako
evklidsko realizacijo grafa G v IR¥ vsebuje konfiguracijski prostor realizacije grafa podmnogo-

terost, ki je difeomorfna kroZnici.

1.6 Znane razseznosti grafov

Za vsak graf G obstaja tako naravno Stevilo ky > 0, tako da za vsako naravno Stevilo & > kg
velja, da ima G k-razsezno koordinatizacijo z enotsko razdaljo, ki ni visoko degenerirana; glej

na primer [33] in [79].

Izrek 26 ([33, 75]). Naj bo n naravno Stevilo, naj bo K,, poln graf na n vozIlis¢ih in naj bo ¢

njegova poljubna povezava. Potem je
e(K,) =dim(K,)=n—1
in
e(K, — ) =dim(K, —¢) =n — 2.
Izrek 27 ([33]). Naj bo T drevo. Potem

e(T) < 2.

Lema 28 ([12, 39]). Za vsako naravno Stevilo n > 3 ima cikel C,, na n vozlis¢ih evklidsko
koordinatizacijo v R%. Vozlis¢a lahko predstavimo z enakomerno razporejenimi to¢kami na
kroznici z radijem r. Ce je n = 6, mora biti r = 1, drugade pa obstaja kroZnica z radijem
r < 1. Se ved, v primeru ko je n > 6, je r podan z enacbo
1
Ty = =

2sin &

za neko naravno Stevilo 7 < k < 3, ki je tuje Stevilu n.

Predstavitvi ki jo dobimo, ¢e uporabimo lemo 28, bomo rekli zvezdna predstavitev oziroma
predstavitev v obliki zvezdnega veckotnika. Vozlis¢a cikla C,, predstavimo z enakomerno raz-
na kroZnici, za kateri velja, da kraj$i lok med njima vsebuje £ — 1 slik vozli$¢. Oznacili jo
bomo z p*(n, k), glej sliko 1.9. K. B. Chilakamarri et al. so v [20] obravnavali tudi drugacne —

“tanke” predstavitve ciklov (regularnih veckotnikov s stranico ena) z enotsko razdaljo, tako da

so cikle predstavili na (neskon¢nem) pravokotnem traku s ¢im manjSo Sirino.
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Slika 1.9: Predstavitev cikla na 13 vozlis¢ih kot (a) zvezdni veckotnik p*(13,4), (b) zvezdni
veckotnik p*(13,5) in (c) zvezdni veckotnik p*(13,6).

Trditev 29 ([12]). Naj bon > 4 naravno Stevilo. Evklidska dimenzija kolesa W,, = W ,,_; je

podana z

(W) 2, ¢en=",
e(W,) =
3, ¢en=>4inn=#".

Izrek 30 ([12]). Najbon > 3 naravno stevilo. Evklidska dimenzija posploSenega kolesa W, ,

je podana z

ce m=1,n=06,
e m=1,n#6 ali m =2,n # 6,
e m=2,n=06 ali m > 3,n # 6,

¢e m>3 in n=6.

Ot = W

Izrek 31 ([12, 33, 74]). Naj bosta n in m naravni Stevili in naj veljam < n. Evklidska dimen-

zija polnega dvodelnega grafa K, ,, je podana z

cen=m=1,

cem=1inn2>2,

cen=m=2,

e m=2inn >3,

)
=
E
3
SN—
=~ W NN

ce 3<m<n.

Izrek 32 ([12]). Naj bodo p, q in r naravna Stevila in naj veljap < q < r. Evklidska dimenzija



1.6 Znane razseznosti grafov 29

polnega tridelnega grafa K, , , je podana z

(
cep=q=1inr <2,

e p=q=1inr >3,

e q=1r =2,

e(K,,,) =
(Kpra) Se q=2 in r >3,

e p<2in q>3,

o Ul W W N

| 6 ce p > 3.

V ravnini so samo trije regularni veckotniki, ki zapolnijo ravnino: enakostrani¢ni trikotnik,
kvadrat in enakostrani¢ni Sestkotnik. Grafi sestavljeni iz regularnih enakostrani¢nih n-kotnikov

so ravno Zivali.
Trditev 33 ([12]). Ce je G Zival, potem je njegova evklidska dimenzija enaka 2.

Lema 34 ([74]). Naj bo GG poljuben graf, n naravno Stevilo in definirajmo
1, ¢en =2,
n)=
f { 2, ¢en > 3.

Za naravni Stevili p, ¢ > 2 velja
o o(G+K,) >e(G)+ f(p).

e e(K(p,q) = f(p) + f(a),
o o(K,+K,)=s—1+ f(p),

e o(K;+ K(p,q) =s+ f(p) + f(a),

Izrek 35 ([74]). Naj bodo s,t in u naravna Stevila za katera velja s + t + v > 2 in naj bodo
ni,...,n, naravna Stevila vecja ali enaka 3. Naj bo G poln (s + t + u)-delen graf s s razredi
vozli§¢ moci 1, t razredi vozliS¢ moci 2 in u razredi vozliS¢ moci vsaj 3. Potem je evklidska

dimenzija polnega (s + t + u)-delnega grafa G, podana z

s+t + 2u, cet+u> 2,
e(K17"'71727"'727n17"'7nu) = v
s+t+2u—1, cet+u<l.

Izrek 36 ([39]). Naj bosta n in m naravni Stevili in naj bosta C,, in C,,, cikla na n oziroma m

vozIis¢ih. Potem je evklidska dimenzija spoja C', x C,, podana z

4, ¢e m=4 in n =4,

, ¢em=>5Inn=2>5,

e(CpxCy) =

, ¢e m=06 in n=06,

[ e

, sicer.
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Nekateri grafi imajo lastnost, da sta tako graf G kot njegov komplement G grafa z (evklid-
sko) dimenzijo 2. Takrat pravimo, da sta G in G komplementarni par grafov z enotsko razdaljo
(koordinatizacijo) oziroma, da ima G komplementarni graf z enotsko razdaljo (koordinatiza-
cijo); ang. co-unit distance graph in strict co-unit distance graph. Na primer, cikel Cj je sebi

komplementarni graf z enotsko koordinatizacijo, glej sliko 1.10.

TIIN (Y

BB ER

Slika 1.10: Vsi sebi komplementarni grafi z enotsko razdaljo [40].

Izrek 37 ([40]). Obstaja natanko 69 razlicnih grafov, ki imajo komplementarni graf z enotsko
razdaljo; 55 izmed njih je povezanih, 7 pa sebi komplementarnih. Izmed 69 grafov, ki imajo
komplementarni graf z enotsko razdaljo so samo 4 taki, ki nimajo komplementarnega grafa z

enotsko koordinatizacijo. Vsi Stirje so povezani in niso sebi komplementarni grafi z enotsko

SREATA

Slika 1.11: Vsi grafi ki imajo komplementarni graf z enotsko razdaljo in nimajo komplemen-

razdaljo, glej sliko 1.11.

tarnega grafa z enotsko koordinatizacijo [40].

Najmanjsi netrivialen graf, ki ima togo koordinatizacijo z enotsko razdaljo v ravnini je

polni graf na treh vozlis¢ih K3. H. Maehara je nasel grafa z enotsko razdaljo, ki ne vsebujeta
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trikotnika in imata le infinitezimalno togo oziroma togo realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini,

ki ni visoko degenerirana; glej [78] in sliko 1.12.

Slika 1.12: Graf z enotsko razdaljo, ki ne vsebuje trikotnika in ima le togo realizacijo z enotsko

razdaljo v ravnini, glej [78].

Izrek 38 ([78]). Naj bo G graf z enotsko razdaljo v R, Potem ga lahko raz$irimo do togega
grafa z enotsko razdaljo v R*.
Za nekatere grafe so znane le dimenzije in ne tudi evklidske dimenzije.

Izrek 39 ([33]). Kaktusi imajo dimenzijo najvec 2.

Ze P. Erdos et al. so v [33] dokazali naslednjo trditev in omenili (ter ne dokazali) skromno

posplositev.

Trditev 40 ([33]). Naj bo G poljuben graf. Dimenzija kartezicnega produkta

dim(G), dim(G) > 2
dim(GOK,) = ¢ dim(G) + 1, dim(G) =1,
dim(G) + 1, dim(G) =0
Trditev 41 ([33]). Dimenzija n-kocke je dim(Q),,) =

V poglavju 2 se bomo ukvarjali z dimenzijo grafovskih produktov in operacij nad grafi in ta

rezultat posplosili.

S tem, ko iz grafa odstranimo povezavo lahko grafu pove€amo evklidsko dimenzijo; to na
primer velja za grafa W7 in W7. Podobno velja tudi, ¢e grafu dodamo le eno vozliSce, na primer
e(Wi6) = 2, medtem ko je e(Ws ) = 4, ter e(P;) = 1, medtem ko je e(Pr + K1) = 3.
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P. Erdos et al. so v [33] omenili, da je G(5, 2) graf z enotsko razdaljo, glej sliko 4.1 (a). V
poglavju 4 bodo prikazane vse (tudi degenerirane) predstavitve z enotsko razdaljo Peterseno-
vega grafa. Realizacija, ki jo je predstavil P. Erdos je v bistvu tudi koordinatizacija Peterseno-
vega grafa v ravnini, zato ima Petersenov graf evklidsko dimenzijo 2. Njihov rezultat bomo v

poglavju 5 posplosili na veliko poddruzino I-grafov.
Trditev 42 ([12]). Evklidska dimenzija Petersenovega grafa G(5, 2) je 2.
Harborthov graf na sliki 1.13 je najmanjsi znan 4-regularni ravninski graf z enotsko razdaljo

(graf vzigalic). V [38] je bilo pokazano, da ima graf togo realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini

pri kateri se povezave ne sekajo.

Slika 1.13: Harborthov graf ima predstavitev z enotsko razdaljo v ravnini, pri kateri se povezave

ne sekajo.

Vzemimo kon¢no mnozico neprekrivajocih se diskov (oz. kovancev) v ravnini. Konstrui-
ramo graf, tako da vsakemu disku priredimo vozlis¢e in reCemo, da sta dve vozlisc¢i sosednji,
e in samo &e se diska, katerima sta prirejeni izbrani vozliéi, dotikata. Ce graf lahko skon-
struirano na opisan nacin, grafu pravimo graf kovancev, [48]. Znano je, glej [70], da je vsak
ravninski graf graf kovancev. Ce imajo vsi kovanci enako velikost, potem grafu pravimo peni
graf [48]. Peni graf je graf z enotsko koordinatizacijo v ravnini. Iz primera na sliki 1.14 je raz-
vidno, da obstajajo grafi z nedegenerirano predstavitvijo z enotsko razdaljo v ravnini, ki niso

peni grafi.
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Slika 1.14: Ravninska realizacija z enotsko razdaljo grafa W.;. Ker ima graf W samo eno
nedegenerirano realizacijo z enotsko razdaljo, pri tej pa vozlis¢i A in B nista sosednji, Ceprav

se njuna diska dotikata, graf W ni peni graf.

1.6.1 Povezave z grafovskimi invariantami

V tem razdelku bomo prikazali znane povezave med dimenzijama grafov in grafovskimi inva-

riantami.

Najvecje Stevilo povezav, ki jih lahko ima graf z enotsko koordinatizacijo je znan Erdosev
nereSen problem iz leta 1946, za katerega je P. Erdos rekel, da je “njegov najbolj udaren pri-

spevek h geometriji”, glej [32, 112].

Izrek 43 ([33]). Naj bo n naravno Stevilo. Razdalja ena lahko med n tockami v R* nastopi

najveckrat n + [%2] krat. Ta meja je doseZena, ¢e jen = 0 (mod 8).

Izrek 44 ([33]). Za vse grafe z n vozlisCi, m povezavami in dimenzijo 2k ali 2k + 1, velja

m 1 1
li — =—(1—-).
ey =50 =)
Zgornjo mejo naslednjega izreka izboljSujejo vse od leta 1946, odkar je P. Erdos predposta-
vil, da je najvecje Stevilo povezav, ki jih lahko ima graf z enotsko koordinatizacijo z n vozlisci

reda velikosti O(n'*¢).

Izrek 45 ([31, 67, 110]). Naj bo G graf z evklidsko dimenzijo ¢(G) = 2, Stevilom vozlis¢
n = |V(G)| inm = |E(G)| povezavami. Potem

ol

C
n'TElsn < m < en,
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kjer je c pozitivna konstanta.

Znane so tudi meje za najvedje Stevilo povezav grafa G z evklidsko dimenzijo e(G) > 3.

Izrek 46 ([21, 22, 110]). Naj bo G graf z evklidsko dimenzijo ¢(G) = 3, Stevilom vozlis¢
n = |V(G)| inm = |E(G)| povezavami. Potem velja

4 3
c1ns loglogn < m < ¢y n2tol),
kjer sta ¢y in ¢y pozitivni konstanti.

Izrek 47 ([11]). Naj bo G graf z evklidsko dimenzijo e(G) = 4, Stevilom vozlis¢ n = |V (G)]

inm = |E(G)| povezavami. Ce ima enac¢ba

resitev vy, v, € N, kjer veljavy, v, < | 5], potemjem < L”IQJ +n, sicer pajem < L”{J +n—1.

Resitev enacbe obstaja vsaj v primeru, ko je n deljivo z §; takrat lahko vzamemo v, = vy =

|3

Izrek 48 ([11, 112]). Naj bo G graf z evklidsko dimenzijo e(G) > 4, Stevilom vozlis¢ n =
\V(G)| inm = |E(G)| povezavami. Potem velja

cn? < m,

kjer je ¢ pozitivna konstanta.

Dimenzija grafa je navzgor omejena s kromati¢nim Stevilom grafa.

Izrek 49 ([33]).
dim(G) < 2x(G)

Posledica 50. Ce je graf G ravninski, ima dimenzijo dim(G) < 8.

Dokaz. Uporabimo izrek Stirih barv, ki pove, da imajo ravninski grafi kromati¢no Stevilo manj-

Se ali enako 4. Torej je njihova dimenzija manjSa ali enaka 2 - 4 = 8. O

Posledica 51. Ce obstaja barvanje vozlis¢ grafa G' s x(G') barvami, tako da obstaja k > 0 barv,

s katerimi smo pobarvali po najvec dve vozli5¢i, potem

dim(G) < 2x(G) — k.
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Dokaz. Najbon > 0. Vzemimo poln graf K, na n vozlis§¢ih. Njegova dimenzijajen — 1. V
R™ obstajata natanko dve tocki, ki sta ena oddaljeni od predstavitev vseh vozliS¢ grafa K,. Po-
dobno razmislimo, da obstajata vsaj dve tocki, ki sta ena oddaljeni od vseh predstavitev vozlis¢
grafa G v RI™(+! Naj bodo ¢, .. ., ¢, barve s katerimi pobarvamo po najve¢ dve vozliséi
grafa GG in naj bodo vy, vy, . . . , v, vozlis€a grafa GG, ki jih pobarvamo z barvami ¢y, . . ., ¢. In-
duciran podgraf H := G[V(G) \ {v1, va, ..., vy }] ima kromati¢no Stevilo x(H) = x(G) — k,
zato je njegova dimenzija dim(H) < 2x(G) — 2k. Vozlis¢a vy, v, . .., vy, ki so pobarvana
z eno izmed barv cq, ..., cg, poveCajo dimenzijo grafa H po najveC ena na barvo. Torej je
dim(G) < dim(H) + k < 2x(G) — k. 0

vve

¢, potem je dim(G) < 6.

K. B. Chilakamarri, R. Hochberg in P. O’Donnell so v seriji prispevkov [17, 54, 86, 87, 88,
89, 90] opazovali 4-kromati¢ne grafe z enotsko razdaljo brez trikotnikov. Rezultati so povzeti

v naslednjem izreku.

Izrek 53 ([89, 90]). Za vsako naravno Stevilo k > 3 obstaja grat G z oZino k, s kromati¢nim

Stevilom x (G) = 4 in dimenzijo dim(G) = 2.

Ce je graf G zunanjeravninski, potem je enostavno preveriti, da je njegovo kromati¢no
Stevilo najve¢ 3. Po izreku 49 ima dimenzijo najve¢ 6. Zgornjo mejo lahko izboljSamo na

najvec 3, glej lemo 54.

Lema 54. Ce je koncen (Steven) graf G zunanjeravninski, potem ima evklidsko dimenzijo
e(G) < 3.

Dokaz. Grafu G, ¢e je mogoce, dodajamo povezave dokler ohranjamo zunanjeravninskost.
Dobimo maksimalni zunanjeravninski graf, recimo mu G’. Znano je, glej na primer [46], da
je vsak maksimalni zunanjeravninski graf triangulacija veckotnika. Oznacimo z F' = E(G’) \
E(G). Triangulacijo veckotnika (zaporedje |V (G’)| — 2 lic) brez teZav predstavimo v R3.
Vsako lice lahko predstavimo s trikotnikom, tako da povezave, ki so v F' nariSemo dolge 1, 1

povezave iz E(G) pa z dolzino 1.

Vemo, da v G’ obstaja vsaj eno lice, ki vsebuje vozlisce s stopnjo 2. Izberemo poljubno
tako lice, v evklidsko ravnino ga lahko vloZimo na en sam nacin. Recimo, da znamo pravi
povezan induciran podgraf H grafa G’ predstaviti v trodimenzionalnem evklidskem prostoru

tako, da je vsak par nepovezanih vozli§¢ v H predstavljen s totkama v R?, ki nista oddaljeni
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ena. Vemo, da v G’ obstaja (vsaj eno tako) vozlis¢e v € V(G') \ V(H), ki lezi na licu Ly v
G', za katerega velja, da ima Ly s H skupno povezavo v GG'. Skupno povezavo oznac¢imo z
e. Vozlisée v predstavimo v R? tako, da lice L, nariSemo kot trikotnik. Z rotacijo, ki ima os
rotacije v daljici, ki predstavlja povezavo e, lahko poskrbimo da preslikamo vozlis¢e v v tocko,
ki ni ena oddaljena od nobene slike vozlis¢a iz V(H) \ V(e). To lahko storimo brez tezav,
saj se moramo izogibati kon¢no (Stevno) to¢kam, na voljo pa imamo neStevno mnogo rotacij.
Neformalno torej lahko reCemo, da na vsakem koraku trikotnik ki ga dodajamo, po potrebi

“prepognemo” v tretji dimenziji. Torej je e(G') < 3.

Predstavitve vseh povezav, ki so v F' odstanimo in dobimo 3-razsezno koordinatizacijo z
enotsko razdaljo. Zgornjo mejo lahko doseZemo; graf P; * /{1 na primer ima evklidsko dimen-
ZijOG(P7*K1) = 3. O

Naslednji izrek je dokazan v [15].

Lema 55 ([15]). Graf GG je zunanjeravninski, ¢e in samo ¢e ne vsebuje niti K, niti K, 3 kot

minorja.

Posledica 56. Ce koncen (Steven) graf G ne vsebuje niti K, niti K. 2.3 kot minorja, potem ima
evklidsko dimenzijo e(G) < 3.

Posledica 57. Naj bo G graf z rodom ~y(G). Potem

dim(G) < 2 {H V1 +487(G)J |
= 2

Dokaz. Uporabimo znano definicijo Heawoodovega Stevila, glej na primer [103]. O

Kot bomo videli, zgornja meja za evklidsko dimenzijo e(G) ne izhaja le iz kromati¢nega

Stevila x(G) grafa G.

Izrek 58 ([75]). Za vsako naravno Stevilo k obstaja kon¢en dvodelen grat z evklidsko dimen-

zijo k.

Po prejSnjem izreku torej velja, da za vsako naravno Stevilo £ obstaja konéen dvodelen
graf, ki ga ne moremo vloZiti v E* kot induciran podgraf. Torej obstajajo taki dvodelni grafi (s
x(G) = 2), ki jih ni mogode vloZiti kot induciran podgraf v E*X(¢) = E*. Poljuben dvodelni
graf G z razredoma vozlis¢ V; in V5, kjer je m = |V;| in n = |V4|, je podgraf grafa K, ,,. Po
izreku 31 vemo, da je za naravni $tevili m,n > 2 evklidska dimenzija grafa K (m,n) enaka 4.

Torej E* vsebuje (dvodelne) podgrafe s poljubno velikimi evklidskimi dimenzijami.
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Posledica 59. Zgornje meje za evklidsko dimenzijo e(G) ne moremo postaviti le glede na

kromaticno Stevilo x(G) grafa G.

V [79] je pokazano, da je evklidska dimenzija grafa G omejena z dvakratnikom maksimalne

stopnje grafa.

Izrek 60 ([75]). Naj bo G koncen graf z maksimalno stopnjo A(G) in kromati¢nim Stevilom

X(G). Potem

(G) < (X(QG)) (AG) +1).

Posledica 61 ([75]). Vsak koncen graf G z maksimalno stopnjo A(G) ima evklidsko dimen-
Zijo
(A(G)’ = A(G))

e(G) < 5

Dokaz. Uporabimo Brooksov izrek. a

Za dvodelne grafe, kjer je x(G) = 2, je zgornja meja natanéna, saj je e(Ks33) = 4. Za
grafe s kromati¢nim Stevilom vecjim od 2 pa lahko to mejo Se izboljSamo. Uporabili bomo

ortogonalno predstavitev grafa, ki jo je predstavil Lovasz v [72].

Lema 62 (Lovasz, [72]). Naj bo G graf z maksimalno stopnjo < d. Potem obstaja mnoZica
enotskih vektorjev M = {v | v € V(GQ)} vIR* moc¢i |V (G)|, tako da velja

1. Poljubnih d + 1 ali manj vektorjev iz M je linearno neodvisnih.
2. Vektorjaw in v sta ortogonalna ¢e in samo ¢e v grafu G obstaja povezava u ~ v.
Izrek 63 ([79]). Naj bo G graf z maksimalno stopnjo A(G). Potem
e(G) <2 A(G).

Dokaz. Po prej$nji lemi obstaja mnoZica enotskih vektorjev M = {7 | v € V(G)} v R? 2(4),
Vzemimo sedaj mnoZico tock M = {%%E | v € V(G)}. Za poljubna v,,7y € M je |71 —
Us||2 = 1. Torej je graf G izomorfen induciranemu podgrafu grafa z enotsko koordinatizacijo
prostora R?2(%) in e(G) < 2 A(G). O

Izrek 64 ([79]). Naj bo GG d-degeneriran graf. Potem

e(G) <2d+1.
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Ce je graf lo¢ljiv (ima prerezno vozliiée), potem lahko predstavitev z enotsko razdaljo

vsakega bloka obravnavamo loc¢eno, glej naslednji izrek.

Lema 65. Naj bo naravno Stevilo k > 0 in naj bosta G, in Gy grafa s k-razseZno enotsko
koordinatizacijo. Potem je graf G, ki ga dobimo s kopiranjem grafov Gy in Gy na prerezno

vozlis¢e v € V(G1) NV (Gy), graf s k-razseZno enotsko koordinatizacijo.

Dokaz. Sledimo ideji dokaza v [18]. Oznacimo z D; enotsko koordinatizacijo v R grafa G;
za 1 = 1, 2. Translirajmo D, tako da sliki prereznega vozliS€a v sovpadata. Enotsko koordina-
tizacijo D, lahko fiksiramo in se z rotacijo enotske koordinatizacije D, okoli slike prereznega
vozlis¢€a v izogibamo degeneriranim predstavitvam. Ker je degeneracij kon¢no mnogo, rotacij
(v ve¢ dimenzijah) pa neStevno mnogo, zlahka pois¢emo tako rotacijo, ki ne povzroc¢i degene-
racij. Podobno je le kon¢no mnogo takih rotacij, ki povzro€ijo predstavitve pri katerih obstajata
nesosednji vozliS¢i na razdalji ena. Torej obstaja taka rotacija, ki povzroci nedegenerirano k-

razsezno koordinatizacijo z enotsko razdaljo. a

Izrek 66 ([14]). Naj bo K, graf, ki ga dobimo iz K, tako, da odstranimo poljubno povezavo.
Naj bo G tak graf za katerega velja, da graf K, ni njegov minor. Potem je G graf z enotsko

koordinatizacijo v ravnini.

Trditev 67 ([12]). Naj bo GG poljuben graf'in VV oznacuje korona produkt.
1. Ce je G # P, povezan graf, potem ¢(G V K,) = ¢(G).
2. Cee(G) > 2, potem (G V K3) = e(Q).

V poglavju 2 bomo trditev 67 razsirili.

V [26] je bilo pokazano, da za vsak ¢ > 0 obstaja tak graf Gz, ki ni izomorfen grafu z

enotsko koordinatizacijo p, za katero velja min__ |d(p(u), p(v)) — 1| > e.
G)

u~veE

1.6.2 Prepovedani grafi za neko dimenzijo

Na prvi pogled bi lahko mislili, da mora graf z dovolj veliko dimenzijo n vsebovati poln podgraf

K,,. O obstoju grafov s poljubno (visoko) dimenzijo in 0Zino govori naslednji izrek.

Izrek 68 ([33]). Naj bosta k in ¢ naravni Stevili. Obstaja graf G z dimenzijo dim(G) = k, ki

ne vsebuje ciklov z manj kot { vozlisci.
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P. Erdos je med drugim spraseval tudi po klasifikaciji kriti¢nih grafov za dimenzijo k, glej
[33].

Lema 69. Obstaja Stevna neskoncna druZina grafov, ki so kriti¢ni za dimenzijo 3.

Dokaz. Spomnimo se, da je kriti¢en graf za dimenzijo £ > 1 natanko najmanjsi prepovedan
graf za dimenzijo k£ — 1. Pokazati torej Zelimo, da obstaja Stevna neskon¢na druZina najmanjsih

prepovedanih grafov za dimenzijo 2.

Naj bo m liho Stevilo in m > 3. V ravno linijo zlepimo skupaj m trikotnikov, tako da

si delijo eno povezavo. Dobimo togi graf 7},, ki ima dolZino daljSe stranice mT“ Ce med

mtl potem dobimo graf G,,,

2
ki nima nedegenerirane predstavitve z enotsko razdaljo v R? ima pa jo v R®. Najmanijsi tak

krajiS¢ema daljSe stranice grafa 7;,, dodamo Se pot P, dolZine

graf je G5 = W, glej sliko 1.4 (c); ¢e mu odstranimo katerokoli povezavo, dobimo graf z
dimenzijo 2 (preverimo vse §tiri moznosti). Ce iz grafa G,,, odstranimo povezavo vsebovano v
poti P,,,, dobimo togi graf z dvema priveskoma, ki ga je brez teZav mogoce predstaviti z enotsko
koordinatizacijo v R?, & pa odstranimo katerokoli povezavo iz togega dela 7},,, dobimo eno
prostostno stopnjo, ki nam omogoca, da dobljeni graf predstavimo s koordinatizacijo z enotsko

razdaljo. 0

Podobno lahko razmislimo in dokazemo za visje dimenzije. Pri dokazu naslednjega izreka

bomo uporabili idejo iz [101].

Izrek 70. Za vsako naravno stevilo k > 2 obstaja neskon¢na druZina najmanjsih prepovedanih

grafov za dimenzijo k.

Dokaz. Naj bo naravno Stevilo £ > 2. Znano je, da je kromati¢no Stevilo evklidskega prostora
X(E*) kon¢no [34]. Recimo, da obstaja najve¢ kon¢no $tevilo N najmanjsih prepovedanih
grafov Hy, H,, ... Hy za dimenzijo k. Drevesa imajo evklidsko dimenzijo 2, zato jih je mogoce
predstaviti z enotsko razdaljo v vsakem R*. Ker so grafi H,, H,, ... Hy prepovedani, za vsak
1 <14 < N veljada H; ni drevo. Torej ima vsak H; vsaj en cikel, zato ima tudi najmanjsi cikel
(in 0Zino). Naj bo g; ozina grafa H; in naj bo ¢ = max{g; | 1 < i < N}. Naj bo GG poljuben
graf s x(G) > x(E*) + 1. Graf G je prepovedan graf za dimenzijo k. Zato G vsebuje enega
izmed najmanjSih prepovedanih grafov H; kot podgraf. Torej ima GG 0Zino najve¢ g. Znano je,
glej na primer [30], da obstajajo grafi poljubno velike oZine, ki imajo kromati¢no Stevilo vsaj
¢ za poljubno naravno Stevilo ¢ > 3. Smo v protislovju. Najmanjsih prepovedanih grafov za

(vsako) dimenzijo k je torej neskonéno mnogo. O
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1.6.3 Poskusi generiranja grafov z enotsko razdaljo z racunalnikom

C. Purdy in G. Purdy sta v [101] opisala racunalniski program, ki sta ga leta 1988 pognala na
superratunalniku CRAY X-MP/24. Opazovala sta grafe z manj kot 7 vozlisCi ter poskusSala
identificirati vse najmanjSe prepovedane grafe v R? ter najvelje take grafe G; za ¢ € N, za
katere velja e(G;) = 2 (maksimalne grafe z enotsko razdaljo). Nasla sta Sest najmanjsih pre-
povedanih grafov v R?, glej sliko 1.15, in enajst maksimalnih grafov z enotsko razdaljo. Ali
za nek graf velja da je graf z enotsko razdaljo, sta Se vedno preverjala “na roke”. Opazila sta,
da vsebujejo grafi, ki jih ni mogoce realizirati v evklidski ravnini najveckrat K 3 oziroma Ky
in da se drugi prepovedani grafi pojavijo zelo redko. Za minimalni prepovedani graf v R? sta
pomotoma oznacila graf na sliki 1.3 z dodano povezavo C' ~ F'. Da njun graf ni minimalni,

saj vsebuje graf T, ki je prav tako prepovedan graf v R?, je opazil K. B. Chilakamarri v [18].

Nedegenerirani predstavitvi z enotsko razdaljo p grafa GG lahko med vozlis¢i u, v, ki sta
predstavljeni s tockama p(u), p(v) pripnemo niz N dolzine ¢ le &e je razdalja med ||p(u) —
p(v)]]a < €. C.Purdy in G. Purdy sta v [101] grafu, za katerega sta poskuSala ugotoviti ali
je graf z enotsko razdaljo najprej odstranila nize, ¢e so obstajali, ga narisala nedegenerirano z
enotsko razdaljo in mu nato poskusala dodati odstranjene nize. Ali je evklidska razdalja med
dvema tockama, ki predstavljata vozlis¢i opazovanega grafa manjsa od grafovske dolzine niti,
ki je pripeta med tema toCkama, je mogoce enostavno preveriti. S tem enostavnim premislekom

sta pospesila svoj algoritem.
Spomnimo se, da pravimo grafu ki ima prerezno vozlis¢e loCljiv graf.
Trditev 71. Ce je G Iocljiv graf, potem G ni minimalni prepovedani graf za dimenzijo k. Ce

je G loc¢ljiv maksimalni graf v dimenziji k, potem je vsak v G vsebovan blok tudi maksimalni

graf za dimenzijo k.

Dokaz. Uporabimo idejo dokaza v [18] in lemo 65. a

K. B. Chilakamarri, glej [18], je predlagal algoritem za konstrukcijo minimalnih prepoveda-
nih in maksimalnih grafov z enotsko razdaljo v ravnini, ki uporablja takoimenovano Tutte-ovo

konstrukcijo, glej izrek 72.

Izrek 72 ([114]). Naj bo G blok z vsaj dvema povezavama. Potem je GG unija bloka GG, in poti
Py =py ~ - ~pg, k> 2, tako da velja{py,...,pr} N V(G1) = {p1, pr} ter p1 # py.

Tudi K. B. Chilakamarri je “na roke” preverjal ali imajo konstruirani grafi realizacijo z

enotsko razdaljo. Naj £,,,m > 1 oznacuje seznam vseh nelocljivih enostavnih povezanih
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grafov z enotsko razdaljo z natanko m povezavami. Tako sta £, = { P}, L5 = {}. Algoritem,

ki ga je K. B. Chilakamarri povzel po [114], se glasi

1. Najbodo znani L4, ..., L, 1.

2. L,, dobimo tako, da za vsak i < m dodamo vsem grafom iz £; poti dolzine m — ¢ + 1

na vse razli¢ne nacine (glede na izomorfizme).
3. 1z £,,, odstranimo vse duplikate.
4. Vse grafe v L,,, ki niso grafi z enotsko razdaljo, prestavimo v seznam C,),.

5. Zgradimo seznam P,,: poiS¢emo vse najmanjSe prepovedane grafe z enotsko razdaljo
(pogledamo, Ce je graf iz £,, brez poljubne povezave nastet v C,, ;). Zgradimo seznam
M.,,,: odstranimo vse maksimalne grafe z enotsko razdaljo iz M,,,_; zm—1 povezavami,

ki so ko jim dodamo pravo povezavo, vsebovani tudi v C,,.

Izkaze se, da noben izmed maksimalnih grafov z enotsko razdaljo na manj kot 8 vozlis¢ih ni
lo¢ljiv. K. B. Chilakamarri je tako naSel 21 maksimalnih grafov in 6 minimalnih prepovedanih
grafov z enotsko razdaljo na najve¢ sedmih vozlis¢ih, glej sliko 1.15. Kasneje je N. Dean

(Texas Southern University) ta rezultat Se razsiril, s tem ko je konstruiral vse maksimalne grafe

W

na osmih vozlisc¢ih.

X
A

Slika 1.15: Vsi minimalni prepovedani grafi za dimenzijo 2 z najveC 7 vozliSci.

s
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1.7 Subdivizija povezav grafa

Znano je, da vsak graf, ki ni ravninski vsebuje subdivizijo grafov K5 ali K3 3. Ceprav je
dim(K5) = dim(K33) = 4, enostavno pois¢emo subdivizijo grafa K(3,3), ki ima dimenzijo
2. Subdivizija povezav grafa je eden izmed nacinov kako zmanjSati dimenzijo grafa.
Subdivizijsko stevilo sd(G) grafa G je najmanjSe Stevilo vozlis¢, ki jih moramo vstaviti v
povezave grafa (G, da dobimo graf, ki je izomorfen podgrafu grafa z enotsko razdaljo ravnine

E?. Predstavljamo si, da je vsak graf homeomorfen grafu z enotsko razdaljo v ravnini.

Izrek 73 ([78]). Naj bo G graf z m povezavami. Potem sd(G) < m.

Izrek 74 ([78]). Oznacimo s t(n) najvecje Stevilo povezav grafa na n vozlis¢ih, ki ne vsebuje

cikla Cy. Potem velja
1
t(n) < Zn(l +V4n — 3)
S. V. Gervacio in H. Maehara sta v [41] pokazala naslednji izrek.

Izrek 75 ([41]). Oznacimo s t(n) najvecje Stevilo povezav grafa na n vozli$¢ih, ki ne vsebuje
4-cikla Cj.

[}
n
=
=
=
S
A
£
|
[\
=
+
B
Tl

H. Maehara je v [78] med drugim pokazal tudi, da za vsako pozitivno algebraicno Stevilo «
obstaja tog graf z enotsko koordinatizacijo v ravnini, ki vsebuje dve vozlis¢i na razdalji natanko

Q.

V poglavju 2 bomo obravnavali subdivizijsko Stevilo kartezi¢nega produkta grafov.



Poglavje 2
Produkti grafov z enotsko razdaljo

P. Erdos, F. Harary in W. T. Tutte so Ze leta 1965 opazovali dimenzijo kartezicnega produkta
grafa in poti na dveh vozliscih, glej izrek 40. H. T. Loh in H. H. Teh sta v [71] leto kasneje
objavila notico, ki raz$irja rezultat izreka 40 na kartezi¢ni produkt dveh koncnih grafov. Njun
rezultat je bil vse do danes SirSem krogu raziskovalcev, ki se ukvarjajo z grafi z enotsko razdaljo
nepoznan; vec avtorjev [12, 18, 59, 101] je poznalo le rezultat, ki ga je objavil P. Erdos s
soavtorji v [33]. C. Purdy in G. Purdy sta v [101] le omenila (in ne tudi dokazala), da je
kartezi¢ni produkt dveh grafov, ki sta upodobljiva v dimenziji 2, spet graf, ki je upodobljiv v
dimenziji 2. Kasneje sta F. Buckley in F. Harary, glej [12] opazovala korono grafov z enotsko

razdaljo ter napovedala raziskovanje lastnosti grafovskih produktov grafov z enotsko razdaljo.

V tem poglavju bomo opazovali vpliv grafovskih operacij na grafe z realizacijami z enotsko
razdaljo. Dokazano bo, da je kartezi¢ni produkt grafov z enotsko razdaljo graf z enotsko razda-
ljo v evklidski ravnini, medtem ko za unijo grafov, spoj grafov, tenzorski produkt grafov, krepki
produkt grafov, leksikografski produkt grafov in korona produkt grafov to ne velja. Dokazano
bo, da kartezicni produkt ohranja tudi realizacije z enotsko razdaljo, s ¢imer bosta posplosena

rezultata, ki sta bila predstavljena v [33] in [71].

2.1 Kartezi¢ni produkt grafov

Kot v razdelku 1.1, ozna¢imo kartezi¢ni produkt grafov K in H s K [JH. Operacija L] je
komutativna in grafa K [J H in H [J K sta izomorfna. Z oznako K, bomo oznacili induciran
podgraf K, := (KOH) [{(k,z) | k € K}] kartezi¢nega produkta /' [J H na mnozici vozlis¢
{(k,xz) | k € K}. Podobno bomo s H, oznaCili induciran podgraf kartezinega produkta
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K O H na mnozici vozlis¢ {(x,h) | h € H}.

Trditev 76. Naj bosta k,h € Z. pozitivni celi Stevili, naj bo K graf s k-razsezno realizacijo
z enotsko razdaljo in naj bo H graf s h-razseZno realizacijo z enotsko razdaljo. Kartezi¢ni

produkt K 0 H ima (k + h)-razseZno realizacijo z enotsko razdaljo.

Dokaz. Naj bo « k-razsezna realizacija z enotsko razdaljo grafa K in naj bo [ h-razseZna
realizacija z enotsko razdaljo grafa H. Potem o : V(K) — R*, o : E(K) — {2z | 2 € R¥},
B:V(H) - Rvinfg: E(H) — {z| 2 € R"}. Najbodo a,c € V(K), b,d € V(H),
e € E(K), ! € E(H), in pis§imo «(a) = (a1, as,...,a;) in B(b) = (b1,ba,...,by). Naj
bodo (z,y) € V(KOH), (o,p) ~ (r,s) € E(KOH), a(z) = (x1,xs,...,x;) in B(y) =
(Y1, ¥2, - - -, yn). Definirajmo preslikavo p, ki slika graf K (0 H v R**", tako da

p((l’,y)) = (33'1,1'2, ey Tk Y1, Y2, - - 7yh)7

in

p((0,p) ~ (r,s)) { i(Ol,...,Ok,Zl,...,Zh)‘(Zl,...,zh) eBlp~s)} o=r

(21, s 2k, P1s -5 P0) | (21525 28) Ealo~T)}, p=s

kjer je (o) = (01,...,0k) in B(p) = (p1, .-, Pn)-

Vzemimo (u,v) € V(K O H) in definirajmo f := (a,b) ~ (¢,d) € E(K O H). Zelimo
pokazati, da je p predstavitev grafa K [J H. Zato moramo pokazati, da iz (u,v) € f sledi
p((u,v)) € p(f). Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da (u,v) = (a,b), torej da
p((u,v)) = p((a,b)) = (aq,...,ax,b1,...,b,). Predpostavimo, da veljaa = cinb ~ d €
E(H). Potem

p((a,b) ~ (¢, d)) = p((a,b) ~ (a,d))

=
={(ar,...,ap,21,...,2n) | (z1,...,2n) € B(b~d)}.

Ker je [ predstavitev grafa H, iz b € ¢ sledi, da 3(b) € ((¢). Torej 5(b) € (b ~ d)
in p((a,b)) € p((a,b) ~ (a,d)). Podobno pokazemo dazab = dina ~ ¢ € E(K) velja
p((a,b)) € p((a,b) ~ (c,b)). Torej je preslikava p predstavitev kartezi¢nega produkta K [ H

v RkJrh.

Ker sta o in (§ predstavitvi z enotsko razdaljo, so vse povezave Kkartezi¢nega produkta
K U H dolZine ena in je p predstavitev z enotsko razdaljo grafa K [J H.
Preostane $e, da pokazemo, da iz p((u,v)) € p(f) sledi, da (u,v) € f. Iz definicije

vemo, da je p((u,v)) = (ug,us,...,ux, v1,vs,...,0;,). Predpostavimo lahko, da @ = ¢ in
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b~ de E(H). Potem

p((a, b) ~ (C, d)) - p((a, b) ~ (avd))
={(a1,...,ap, 21, 2n) | (z1,...,2n) € B(b~d)}.

Velja u; = a;, ¥i € {1,2,...,k}in (v1,vq,...,v,) € B(b ~ d), saj p((u,v)) € p((a,b) ~
(¢,d)). Najbo ¢ € E(H)inb € V(H). Ker je ( realizacija grafa H, veljab € { < [((b) €
B(¢). Torej v € b ~ d, in velja (u,v) = (a,b), oziroma (u,v) = (a,d). Podobno razmislimo,
dazab=dina ~ ¢ € E(K) velja, da (u,v) = (a,b) ali (u,v) = (¢, b). Torej je preslikava p
realizacija kartezi¢nega produkta K [ H v RF*", a

Posledica 77. Naj bosta K, H grafa. Potem

dim(K O H) < dim(K) + dim(H).

Ce uporabimo trditev 76 lahko naslednjo posledico enostavno dokazemo.

Posledica 78. Naj bosta K in H grafa z enotsko realizacijo (v ravnini). Kartezi¢ni produkt

K [0 H ima realizacijo z enotsko razdaljo v R*.

Zgornjo mejo za dimenzijo kartezi¢nega produkta kon¢nih (oziroma Stevnih) grafov lahko
tudi izboljSamo, glej primer na sliki 2.1, kjer je razvidno, da je kartezi¢ni produkt dveh polnih
grafov na treh vozlisc¢ih graf s fleksibilno realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini (torej ima

dimenzijo 2).

Slika 2.1: Realizacija z enotsko razdaljo v ravnini grafa K3[J K3 z eno prostostno stopnjo.
Crni vozlisi fiksiramo, belo vozliice pa premikamo po kroZnici. Lokacije sivih vozliS¢ so

dolocene s kotom med belim vozliS¢em in fiksirano povezavo.
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Izrek 79. Naj bo k € N, k£ > 1 in naj bosta K in H (konc¢na ali Stevna) grafa s k-razsezno
realizacijo z enotsko razdaljo. Kartezicni produkt K [1 H ima realizacijo z enotsko razdaljo v
R*.

Dokaz. Najprej bomo definirali preslikavo p := p(¢q, ¢, . .. ,gb(g)), ki bo vlozila kartezi¢ni
produkt K [J H v evklidski prostor R*. Potem bomo dokazali, da je, ne glede na izbiro vre-
dnosti za parametre ¢1, ¢o, . . ., gb(;;) preslikava p predstavitev grafa K [0 H v R*. Nato bomo
dokazali, da lahko vedno izberemo kote ¢, ¢o, . . ., gb(g), tako da je p realizacija grafa K [ H.

Na koncu bomo pokazali, da je p realizacija z enotsko razdaljo.

Naj bo 7 vektor v R*. MoZenje G (i, j, ) - T vektorja Z z Givensovo rotacijsko matriko
G(1, j, ¢) predstavlja rotacijo vektorja Z v urini smeri v (4, j)-ti ravnini za kot ¢. Znano je, da
je vsako rotacijsko matriko velikosti £ X & moc sestaviti iz produkta najvec (’2“) takih rotacij,
glej na primer [43]. Znano je tudi, da je inverz R~! rotacijske matrike R kar transponirana

matrika R”, oziroma ekvivalentno RT R = I.

Naj bo « realizacija z enotsko razdaljo grafa K v R* in naj bo 3 realizacija z enotsko
razdaljo grafa H v R*. Pisimo @ := (wy,...,w;) € R¥. Najbo V(K) = {ki, ko, ..., ky}
in V(H) = {hy,ha, ..., hy}, ternajbo R := R(¢1, @2, . .. ,gzﬁ(;;)) rotacijska matrika velikosti
k x k. Fiksirajmo parametre ¢ =: (¢1, ¢o, . . . ,gb(g)), pisSimo

Ei(z,y,2,0) = {0 — a(k) + R(B(y) — B(ln)) | & € a(z ~ 2)},

—

Za(2,y,2,0) = {R(@ = f(h)) + a(z) — a(k) |0 € By ~ 2)},
in definirajmo
p((u,v)) := a(u) — a(k) + R(B(v) — B(h1))

ter

p((0,p) ~ (r,s)) := { 51(071’77’7@, o~r€EEMK)Ap=s,

Z2(0,p,8,0), o=rAp~s€ FE(H)
kjer u, 0,7 € V(K)inv,p,s € V(H).

Preslikava p preslika vozlis¢a grafa K [J H v tocke v R¥ in povezave grafa K [ H v daljice.

Dokazimo sedaj, da je p realizacija.

Najprej bomo pokazali, da je p predstavitev. Naj bo (a,b) ~ (¢,d) € F(K O H). Pokazati
moramo, da velja p((a,b)) € p((a,b) ~ (¢,d)) in p((¢,d)) € p((a,b) ~ (¢, d)). Predposta-
vimo, dajea = ¢, b~ d € E(H) in pi§imo

p((a,0)) = ala) —alk) + R(B(b) = 5(h))
p((a,b) ~ (a,d)) = {R(@—B())+ ala) —a(k) | & € 3(b~d)}
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PoskuSamo pokazati, da velja p((a,b)) € p((a,b) ~ (a,d)). Ker je 3 realizacija grafa H, iz
be b~ dsledi§(b) € B(b~ d). Torej 5(b) € {w | w € B(b~ d)}in R(3(b)) € {R(W) | W €
B(b ~ d)}. Zato velja

-

a(a) —ak) + R(6(b) — B(h)) € Ez(a,b,d, §),
in
p((a:1)) € p((a,b) ~ (@ d)).
Podobno lahko dokazemo, daizb = dina ~ ¢ € E(K) sledi p((a,b)) € p((a,b) ~ (¢, b)).
Torej velja p((a,b)) € p((a,b) ~ (c,d)). Na enak nacin pokazemo, da velja p((c,d)) €
p((a,b) ~ (c,d)), zato je p predstavitev grafa K [ H.

Naj bo sedaj (u,v) € V(KO H) in (0,p) ~ (r,5) € E(K O H). Zelimo pokazati, da je p
realizacija. Zato moramo pokazati, da obstajajo koti ¢, tako da iz p((u,v)) € p((0,p) ~ (r,s))

sledi, daveljau =o,v =paliu=r,v=s.

1. Predpostavimo, da veljao = rinp ~ s € E(H), ter pi§imo

p((u,v)) = a(u) —alk) + R(B(v) — B(h)),
p((0,p) ~ (0,5)) = {R(W—B(M))+alo) —alk) |@ € B(p~s)}.
Zelimo pokazati, da lahko pois¢emo kote ¢y, 1 < ¢ < @, tako da iz p((u,v)) €

p((o,p) ~ (0,s)) sledi,dau = o,v =paliu = o,v=s. Torej

p((0,p) ~ (0,5)),

E2(0,p, 5, 0),

{Rw | @ € B(p ~ s)},

{R(w = B(v)) [0 € B(p ~ s)},
{R'R(w — B(v)) | @ € Bp ~ s)},
{w = B(v) |w e Blp~s)}

p((u, v

)
B(ha)

)
(

M M M M M M

Ker je (3 realizacija grafa H, iz 5(v) € B(p ~ s) sledi, da velja v = p, oziroma

v = S.
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(b) Predpostavimo sedaj, da velja u # o. Slika vozli$¢a (u, v) lezi na rotirani predsta-
vitvi povezave p ~ s grafa H,. Najbo x,y € V(H), kjer x # y. Predstavitev p
slika povezavi (ky,z) ~ (ko,2) € E(K,) in (k1,y) ~ (k2,y) € E(K,) v vzpo-
redni daljici. Torej lahko reCemo, da sta predstavitvi grafov K in K, vzporedni.

Podobno velja, da sta tudi predstavitvi grafov H, in H, vzporedni.

Leva stran vsebovanosti

R (a(u) — a(0)) € {@ — Bv) | & € B(p ~ 5)}

je tocka na hipersferi s srediS¢em v izhodiScu 0, medtem ko predstavlja zapis de-
sne strani daljico z dolZino ena v R*. Premica lahko seka hipersfero najve¢ v dveh
tockah, zato imamo najve¢ dva degenerirana primera, kjer zgornja vsebovanost ve-
lja.

Vsako izmed vozlis¢ kartezi¢nega produkta K [ H lahko leZi najvec¢ na vsaki pove-
zavi vsake kopije grafa H razen na (originalnem) grafu H. V produktu je |V (K)|—1
kopij H, grafa H in vsaka kopija ima E(H) povezav. Zato lahko za izbrano vo-
zlis¢e grafa K [ H izberemo najve¢ 2|E(H)|(|V (K)| — 1) razli¢nih vrednosti za
kot ¢, ki povzro€ijo degenerirane situacije. Kartezi¢ni produkt ima |V (K)||V (H)|
vozlis¢, torej je najved 2|V (K)||V (H)||E(H)|(|V(K)| — 1) degeneriranih situacij,

kar je kon¢no oziroma Stevno mnogo.

2. Predpostavimo sedaj, da veljap = s, 0 ~ r € E(K) in piSimo

p((u,v)) = a(u) —alk)+ R(B(v) — B(h1)),
p((o,p) ~ (r,p)) = {&—a(k)+ R(B(p) — B(h)) | ¥ € afo~r)}.

Pokazati Zelimo, da lahko pois¢emo kote ¢, tako da iz p((u,v)) € p((0,p) ~ (r,p))

sledi, dau = 0,v = paliu = r,v = p. Torej

p((u,v)) € p((o,p) ~ (r,p)),
a(u) —alk) + R(B(v) — B(h1)) € Eilo,p,7,9),
a(u) + RB(v) € {w+ RO(p)|w € alo~r)},
R(Bw) = B(p)) € {w—a(u)|dealo~r)}



2.1 Kartezicni produkt grafov 49

(a) Recimo, da v = p. Potem

R(B(v) = B(p)) € {d—afu)|wealo~r),
R(B(p) = B(p) € {w—afu)|dealo~r)}
0 € {W—oa)|deal~r)},

a(u) € alo~r).

Ker je « realizacija grafa H, iz a(u) € a(o ~ r) sledi, da je u = o oziroma u = r.

(b) Privzemimo sedaj, da v # p. Slika vozli§€a (u, v) leZi na predstavitvi povezave
(0,2) ~ (r,z) kopije K, grafa K. S podobnim argumentom kot v prej$njem pri-
meru, dokaZzemo da obstajata najve¢ dve tocki, ki leZita na preseku hipersfere in
premice. Torej obstaja najvec 2|V (K)||V (H)||E(K)|(|]V(H)| — 1) razli¢nih vre-
dnosti za kote gg, ki povzrocijo degenerirane situacije, kar je zopet kon¢no oziroma

Stevno mnogo.

Skupaj imamo tako najvec
2IV(K)HV(H)|(\E(K)|(|V(H)\ =)+ [EH)|(V(K)| - 1))

razli¢nih vrednosti za kote ¢, ki povzrocijo degenerirane situacije. Ker lahko (zvezno)
izbiramo med neStevno mnogo vrednostmi za kote ¢, lahko enostavno izberemo take, ki

povzrocijo nedegenerirano predstavitev, torej realizacijo.

Rotacija R okoli izhodi%¢a 0 in translaciji za a(k,) in 3(hy) so izometrije v ravnini (ohra-
njajo razdalje), zato so predstavitve povezav kartezicnega produkta K [ H premice z dolZino

ena. O

Posledica 80. Naj bosta K in H (konc¢na ali stevna) grafa z enotsko realizacijo. Kartezic¢ni

produkt K [l H je graf z enotsko realizacijo.

Izkaze se, da kartezi¢ni produkt dveh grafov z enotsko realizacijo v R ni nujno graf z

enotsko razdaljo v R.

Izrek 81. Naj bosta K in H grafa s po vsaj eno povezavo, ki imata nedegenerirano predstavitev
z enotsko razdaljo v R. Kartezi¢ni produkt K (0 H je graf z enotsko koordinatizacijo (vIR?) in

ni graf z enotsko razdaljo v R.
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Dokaz. Enostavno je preveriti, da velja, da ¢e sta /X' in H povezana grafa z realizacijo z enotsko
razdaljo v R, potem sta brez ciklov in s stopnjama najveC¢ 2 — sta poti. Kartezi¢ni produkt
dveh poti je graf z enotsko koordinatizacijo; realiziramo ga lahko kot (lahko tudi neskon¢no)
pravokotno mreZo oziroma resetko. Pokazimo sedaj, da kartezi¢ni produkt dveh povezav ni graf
z enotsko razdaljo v R. Naj bostae = a ~ bin ¢ = i ~ j dve povezavi. Vsaka izometricna
projekcija iz R? v R preslika vozlise (a, j) (ali vozlis¢e (b, 7)) kopije povezave e v krajisce

(b, ) (ali (a, 1)) originalne povezave e. Torej je vsaka projekcija na R degenerirana. O

Kaj pa, ¢e k # h, ali lahko izboljsamo zgornjo mejo za dimenzijo kartezi¢nega produkta

grafov iz trditve 76? Za zacetek dokaZimo, kar so avtorji opazili (in ne dokazali) v [33, 101, 18].

Posledica 82. Naj bo K (koncen oziroma Steven) graf z enotsko realizacijo. Kartezi¢ni produkt

K U P, je graf z enotsko realizacijo.

Dokaz. Pot P, ima realizacijo z enotsko razdaljo v R, torej je tudi graf z enotsko realizacijo.

Uporabimo posledico 80. a

Izrek 83. Naj bo K (konden oziroma Steven) graf z realizacijo z enotsko razdaljo v R¥ in naj bo
H (konden oziroma $teven) graf z realizacijo z enotsko razdaljo v R". Naj bo max(k, h) > 1.

Kartezi¢ni produkt K (0 H ima realizacijo z enotsko razdaljo v R™ax(k:h)

Dokaz. Definirajmo M := max(k,h) > 1. Oba grafa K in H sta realizabilna z enotsko

razdaljo v RM zato je tudi kartezi¢ni produkt K [J H graf z enotsko realizacijo v RM. O

Naj bosta K, H povezana grafa in naj bo dim(K’) = 0. Potem K nima povezav, K je graf

na enem vozli$€u in kartezicni produkt je enak K L1 H = H.
Posledica 84. Naj bosta K in H povezana (kon¢na oziroma Stevna) grafa. Potem velja

max(dim(K),dim(H)), max(dim(K),dim(H)) > 1,
dim(KOH) =< dim(K) +1, dim(K) = dim(H) =1,
dim(H), dim(K) = 0.

Trditev 85. Najbo k € NU{0}. Naj bo K [0 H kartezi¢ni produkt (kon¢nih oziroma $tevnih)
grafov K in H, tako da je kartezi¢ni produkt K (1 H graf z enotsko realizacijo v R*. Potem sta

grafa K in H grafa z enotsko realizacijo v R*.

Dokaz. Ker je “imeti realizacijo z enotsko razdaljo v R*” monotona lastnost grafa, sta tako K,
kot H, grafa z enotsko razdaljo v R*. Ker je K, izomorfen grafu K, je tudi K graf z enotsko

realizacijo v R*. Podobno velja za grafa H, in H. O
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Vsi podgrafi grafa z enotsko realizacijo so grafi z enotsko realizacijo, zato velja tudi obrat
izreka 79.

Posledica 86. Naj bo k € N in naj velja k > 1. Kartezi¢ni produkt K [ H (kon¢nih oziroma
Stevnih) grafov K in H ima k-razseZno realizacijo z enotsko razdaljo, ¢e in samo Ce imata oba

grata K in H k-razseZno realizacijo z enotsko razdaljo.

Za veC druzin grafov lahko torej trdimo, da so grafi z enotsko realizacijo (v ravnini).

o Ker je (kvadratna) resetka enaka kartezicnemu produktu dveh poti G, ,, = P, F,, je

graf z enotsko realizacijo (celo koordinatizacijo).

e Graf omreZja W, , (t.i. pajkova mreza) je graf, ki je sestavljen iz r koncentri¢nih kopij
cikla C,,, kjer sta istoleZni vozliS¢i dveh sosednjih ciklov povezani s “Spico”; npr. W, ;
je enak C), in W, 5 n-strani prizmi. Ker velja W,, , = C,, 0 P,, je omreZje graf z enotsko

realizacijo.

e Znano je, glej [33], da je n-kocka ), = @,,—1 L K5, @)1 = K, graf z enotsko razdaljo.

Dokazali smo, da je graf z enotsko realizacijo.

e Paru H, := (H,v), kjer je H grafin v € V(H) eno izmed njegovih vozlis¢, pravimo
zakoreninjeni graf. Zakoreninjeni produkt K e H,y grafa K in zakoreninjenega grafa
H ;) je definiran na naslednji na¢in: vzamemo |V (K )| kopij grafa H,) in jih poveZemo
tako, da vsako vozlis¢e u; € V/(K) identificiramo s korenom v; i-te kopije grafa H,. Na
tak nacin definiran zakoreninjeni produkt je podgraf kartezicnega produkta dveh grafov

in zato ohranja enotsko razdaljo.

Izrek 87. Najbosta K, H grafa in naj bo K [ H njun kartezi¢ni produkt. Subdivizijsko stevilo
produkta K O H je enakosd(K O H) =V (K)sd(H) 4+ V(H)sd(K).

Dokaz. Subdivizijsko $tevilo sd(/K) je najmanjse Stevilo vozlis¢, ki jih moramo vstaviti v po-
vezave grafa K (najmanjSe Stevilo subdivizij povezav), da postane graf K graf z enotsko raz-
daljo. Podobno potrebujemo sd(H ) subdivizij, da postane graf H graf z enotsko razdaljo. Po
posledici 80 je kartezi¢ni produkt subdivizij grafov K’ in H' graf z enotsko razdaljo. Subdivi-
zirati moramo vsakega izmed K -faktorjev in vsakega izmed H-faktorjev grafa K [] H, zato je
sd(KOH)=V(K)sd(H) + V(H)sd(K). O

Vemo, da je kartezi¢ni produkt grafov asociativen, zato lahko teorijo tega razdelka eno-

stavno posplosimo na kartezi¢ni produkt vec faktorjev.
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2.2 Ostali grafovski produkti

V sposnem je produkt dveh grafov graf z mnoZico tock enako kartezicnemu produktu mnoZice
tock faktorjev, ki nastopajo v produktu. Povezave med tockami produktnega grafa lahko
dolo¢imo na ve¢ nacinov, obstaja namre¢ dvajset asociativnih produktov. Izkaze se, da je smi-
selno opazovati le Stiri izmed njih: kartezicni, tenzorski, krepki in leksikografski produkt. V
tem razdelku si bomo ogledali najbolj zanimive grafovske produkte in nekatere druge grafovske

operacije ter raziskali ali ohranjajo enotsko razdaljo.

Naj bodo unija K U H , disjunktna unija K U H, spoj K * H, tenzorski produkt K x H,
krepki produkt K X H, leksikografski produkt K o H in korona produkt K V H grafov K in
H definirani kot v razdelku 1.1 in v [65].

Podobno kot v poglavju 1 bomo s K, := K, — e oznadili poln graf na Stirih vozli§¢ih
brez (poljubne) povezave e. Ker sta tako povezava e kot K, grafa z enotsko razdaljo, graf
K4 = K, Ue pa ne, unija grafov ne ohranja enotske razdalje. Po drugi strani pa disjunktna

unija ohranja enotsko koordinatizacijo; dokaz naslednjega izreka je ociten in bo izpuscen.

Izrek 88. Naj bosta K in H grafa. Potem je evklidska dimenzija disjunktne unije K U H enaka

e(KUH) = max(e(K),e(H)).

Znano je, da je kolo W,, na n vozli§¢ih mo¢ dobiti kot spoj polnega grafa K; na enem
vozlis¢u in cikla C), na n vozlis¢ih. Po izreku 29 velja, da je kolesa mogoce nedegenerirano
predstaviti (celo realizirati) z enotsko razdaljo v R? in da je le kolo W graf z enotsko razdaljo.
Torej spoj grafov v splosSnem ne ohranja enotske razdalje. Hitro pokazemo, da P; x Cy vsebuje
podgraf K 3, torej tudi tenzorski produkt ne ohranja lastnosti enotske razdalje. Graf K4 je
podgraf tako krepkega kot leksikografskega produkta dveh poljubnih netrivialnih povezanih
grafov, zato krepki in leksikografski produkt ne ohranjata lastnosti enotske razdalje. Naslednja

trditev obravnava dimenzijo krepkega in leksikografskega produkta.

Trditev 89. Naj bosta K in H grafa, naj bo w(K) maksimalna klika v grafu K in w(H)
,ng = |V(H)|, mg = |V(w(K))| in

maksimalna klika v grafu H. PiSimo ng = |V(K)
mg = |V (w(H))|. Potem je

mgmyg — 1 <dm(KXH) <ngnyg —1

in
mgmy — 1 <dim(KoH) <ngnyg — 1.
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Dokaz. Spomnimo se, da velja w(K)Xw(H)C KX HCK,, XK,,. Podobno velja za le-
ksikografski produkt w(K)ow(H)C K o H C K,,,. o K,,,,. Dimenzija grafa je vsaj toliko kot

dimenzija njegovega poljubnega podgrafa.

Vemo, da za krepki produkt polnih grafov velja K,,., = K,, X K, glej na primer [65].
Upostevamo, da so klike polni grafi in piSemo dim(w(K) X w(H)) = dim(K,, . .m,, ). Neena-

kosti sestavimo in dobimo
mrgmyg — 1 = dim(Kpemy) < dm(KXH) < dim(Ky,ony,) = ngng — 1,

kar dokazuje prvi del naSe trditve. UpoStevamo, da za poljuben graf M velja Mo K, =
M X K, zato lahko pisSemo K,, 0 K,, = K,, X K,, = K,,,.,, in

mrmyg — 1 = dim(Kpemy) < dim(K o H) < dim(Ky,nyy ) = ngng — 1.

S tem smo dokazali drugi del nase trditve. V sploSnem je enakosti mogoce doseci, zato so meje

ostre. O

Naslednja trditev obravnava korona produkt (oz. klin) grafov.

Trditev 90. Naj bosta K in H konc¢na (oz. stevna) netrivialna, enostavna in povezana grafa.
Naj bo K graf z enotsko razdaljo. Potem je korona K VV H graf z enotsko razdaljo, ¢e in samo
ce

H € {Py, Py, P, Py, Ps, Ps,Cg }.

Dokaz. Grafi KV C,, kjer je n # 6 in K;V P,,, kjer je m > 7, nimajo nedegenerirane
predstavitve z enotsko razdaljo v ravnini. Ce graf H vsebuje vozliS€e s stopnjo vec€jo od 2,
potem korona K; V H vsebuje podgraf K5 3. Torej je H lahko le cikel na Sestih vozlis¢ih ali
pot z dolZino manj kot sedem. Zato, ¢e H ¢ {P\, P, P3, Py, P, Ps,Cs}, korona KV H ni
graf z enotsko razdaljo. Po drugi strani pa lahko uporabimo enako razmisljanje kot v dokazu
izreka 79 in pokaZzemo, da je korona GV H, Kjer je H € {Py, P», Ps, Py, P5, Ps, Cs}, graf z

enotsko razdaljo.

Enostavno je premisliti, da imamo neStevno mnogo moZznosti za rotacijo vsakega klina grafa
H okoli pripadajoCega vozliS€a grafa K. Zato velja, da Ce je graf K graf z enotsko realizacijo

(koordinatizacijo), je tudi graf KV H graf z enotsko realizacijo (koordinatizacijo). a






Poglavje 3

Heawoodov graf je graf z enotsko

koordinatizacijo

3.1 Heawoodov graf

Heawoodov graf je (3, 6)-kletka, ki jo je mogoce videti na sliki 3.1 (a); za lastnosti glej na
primer [46]. R. Hochberg je leta 2005 v [52] poskusil dokazati, da Heawoodov graf ni graf
z enotsko razdaljo. Dve leti kasneje je bila v [S3] s pomocjo hevristike, ki bo opisana v raz-
delku 7.2, odkrita predstavitev, ki je zelo blizu visoko degenerirani predstavitvi z enotsko raz-
daljo, ki ni degenerirana, glej sliko 3.1 (b). Odkrita predstavitev je pomenila motivacijo za
konstrukcijo mehanizma z enotsko razdaljo s katerim bi potrdili sum, da ima Heawoodov graf
koordinatizacijo z enotsko razdaljo v ravnini. K. B. Chilakamarri je v [19] postavil hipotezo,
da obstaja (zrcalno) simetri¢na predstavitev Heawoodovega grafa z enotsko razdaljo podobna
predstavitvi na sliki 3.5. Dokazali bomo, da nedegenerirana zrcalno simetricna predstavitev ne
obstaja. Konec leta 2007 je M. A. Harris (neodvisno od rezultatov iz te disertacije) poskusal
konstruirati nedegenerirano predstavitev z enotsko razdaljo Heawoodovega grafa, glej [47], a

Se vse do danes ni uspel.

Izrek 91. Heawoodov graf je graf z enotsko koordinatizacijo.

Dokaz. Vidimo, da ima Heawoodov graf 14 vozlis¢ stopnje 3 in 21 povezav. Uporabimo pri-
lagojeno Grueblerjevo enacbo (Kutzbach-Gruebler-jev kriterij [85]) in izratunamo, da ima
nedegenerirana evklidska predstavitev Heawoodovega grafa z vnaprej dolocenimi razdaljami
vsaj Stiri prostostne stopnje. Recimo, da ena povezava v Heawoodovem grafu nima vna-

prej doloc¢ene dolzine. S tem smo Heawoodovemu grafu dodali eno prostostno stopnjo - dr-
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Slika 3.1: (a) Heawoodov graf. (b) Predstavitev Heawoodovega grafa, ki je skoraj predstavitev
z enotsko razdaljo. Razmerje med dolZino najdaljSe povezave in dolZino najkrajSe povezave je
priblizno 1, 0000001. Predstavitev je skoraj visoko degenerirana, vozlis¢e C' je pribliZzno 0, 014

oddaljeno od povezave A ~ B.

snik. Uporabimo idejo iz [56]. Naj bodo koti oy = £216, 5, = £123, gy = £238 — 34,
By = £165 — oy in B3 = £ 389 — s kot je prikazano na sliki 3.2.

Slika 3.2: Oznacitev kotov v predstavitvi Heawoodovega grafa.

Vzemimo a; = 3 = 33 = §. Predstavitev Heawoodovega grafa za kota ay = (3, =
29°, ki jo je mogoce videti na sliki 3.3(a), ima vse povezave razen povezave 12 ~ 13 dolge
ena. Povezava 12 ~ 13 je takrat dolga 0,97935. Predstavitev Heawoodovega grafa ima pri
kotih ay = 3 = 30° povezavo 12 ~ 13 dolgo 1, 17561, glej sliko 3.3(c). S tem, ko zvezno

spreminjamo kota as = [, zvezno premikamo tudi predstavitev na sliki 3.3(a) v predstavitev
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na sliki 3.3(c); premikajo se vsa vozlisca razen vozlis¢ 1,2, 3 in 6. Na sliki 3.4 (a) je mogoce
videti, da ko povecujemo kota ay = 2 od 29° proti 30°, dolZina povezave 12 ~ 13 narasca.
Ob tem vse ostale povezave ohranjajo svojo dolzino. Ker je dolZina povezave 12 ~ 13 v
as = fF3 = 29° manjSa od ena, v oy = 5 = 30° pa vecja od ena in ker vmes zvezno narascéa,

obstaja vrednost za kota a, = (3, pri kateri je dolzina natanko ena.

Qy = By = 29° an = By ~ 29,094779307° g = By = 30°
112 ~ 13|| = 0,97935 112 ~ 13| = 1 112 ~ 13|| = 1, 17561
d = 0,0038057 d = 0, 0098908 d = 0, 0699494
(a) (b) (c)

Slika 3.3: Predstavitve Heawoodovega grafa pri kotih ay = 51 = 33 = § in: (a) ag = [ =
29°, (b) ap = [ =~ 29,0947793067971478° ter (c) ave = B = 30°. Z ||12 ~ 13|| je oznaCena

razdalja povezave 12 ~ 13, z d pa razdalja med vozlis¢em 10 in povezavo 4 ~ 13.

Pri g = B ~ 29,0947793067971478° ima predstavitev na sliki 3.3(b) vse povezave dolge
ena. S tem, ko zvezno premikamo predstavitev na sliki 3.3(a) v predstavitev na sliki 3.3(c),
se lokacija vozlis¢a 10 odmika stran od povezave 4 ~ 13, glej sliko 3.4 (b). Predstavitev,
ki jo dobimo pri kotih cey = (B = 29,0947793067971478° je nedegenerirana in ni visoko
degenerirana. Zato je realizacija z enotsko razdaljo. Ko izraunamo koordinate tock, s katerimi
predstavimo vozliS¢a Heawoodovega grafa, je enostavno preveriti, da je dobljena realizacija
(tudi Ce kota ary = (35 =~ 29,0947793067971478° malo spremenimo) v resnici koordinatizacija

z enotsko razdaljo v ravnini. O

Predstavitvi Heawoodovega grafa na sliki 3.5 bomo rekli zrcalno simetricna.
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Slika 3.4: (a) DolZina povezave 12 ~ 13 se zvezno povecuje, ko spreminjamo prosti parameter
g = (5 od 29° proti 30°. V blizini 29.1° je dolZina povezave 12 ~ 13 enaka 1. (b) Razdalja
d med vozlis¢em 10 in povezavo 4 ~ 13 se zvezno povecuje, ko spreminjamo prosti parameter
g = (35 0d 29° proti 30°. V bliZini 29.1° je razdalja d ~ 0, 0098.

(==.y3) (=.y3)
2 2

Slika 3.5: Oznacitev koordinat vozliS¢ zrcalno simetri¢ne predstavitve Heawoodovega grafa v

ravnini.

Izrek 92. Heawoodov graf nima nedegenerirane zrcalno simetri¢ne predstavitve z enotsko raz-

daljo v ravnini.

Dokaz. 1z pogojev za enotske dolZine povezav Heawoodovega grafa dobimo devet enacb z

devetimi neznankami.

(a+a)’+3=1, (a+ta)l+p=1,

1\ 1\
(§+§) + (=) =1, (§+§) + (=) =1,

1 2 2 1 2 2
(@4'5) + (B —y2)” =1, (a+§> + (B2 —y3)” =1,
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1 2
-y) i

1\? )
(=) v

(2a)% + (B — Bo)* = 1.

Dve enacbi in dve neznanki lahko eliminiramo, tako kot je opisano v nadaljevanju. Iz
prvih dveh enacb sledita dve moznosti #; = 5 oziroma 3; = —(,. Ko je 31 = (35, dobimo
degenerirano predstavitev. Privzemimo torej, da je 3 := 5y = — 3. Podobno iz drugega para
enacb sledita dve moZnosti, 1 = % oziroma y» = y3. Tudi y» = y3 povzroci degenerirano
predstavitev, zato vzemimo 1 = % ResSimo sistem preostalih sedmih enacb s sedmimi
neznankami in upostevamo, da so reSitve realna Stevila. V vseh resitvah velja 3 = 0, torej je
B = —fF2 = 0. Vse simetricne reSitve z enotsko razdaljo so degenerirane, tako da vozlisci

(o, B1) in (v, B2) (ter simetri¢no (—a, B1) in (—a, [35)) sovpadata. O
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Predstavitve z enotsko razdaljo

Petersenovega grafa v ravnini

Znano je, da ima Petersenov graf G(5,2) realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini [33], glej
sliko 4.1 (a). Realizacija, ki jo je predstavil P. Erdds je v bistvu tudi koordinatizacija, zato je
e(G(5,2)) = 2. Petersenov graf pa je mogoce predstaviti v ravnini tudi kot poln graf na treh
vozlis¢ih K3; taka predstavitev je toga, degenerirana in ni imerzija, glej sliko 4.1 (b). Vozlisca
Petersenovega grafa bomo oznacevali z naravnimi Stevili kot je prikazano na sliki 4.1 (a).
Motivirani z izrekom 7 bomo v tem poglavju opazovali tudi degenerirane predstavitve z
enotsko razdaljo v ravnini Petersenovega grafa. Predstavili bomo vse degenerirane predstavitve

Petersenovega grafa in se ukvarjali s fleksibilnostjo teh predstavitev. Raziskali bomo relacije

med posameznimi degeneriranimi predstavitvami.

4.1 Prepovedani podgrafi Petersenovega grafa

Naj bo graf G; definiran kot na sliki 4.2(a) in naj bo G, definiran kot induciran podgraf
G{ = G [V(Gan) \ {A}] = Wz, 1z slike 4.2(b) je mogoce videti, da ima G, togo realizacijo

z enotsko razdaljo v ravnini, zato bomo dokaza leme 93 in posledice 94 izpustili.

Lema 93. Naj bo graf G4, kot je prikazan na sliki 4.2(b). Potem ima natanko eno togo reali-

zacijo z enotsko razdaljo v ravnini, ki slika vozIis¢i B in S v tocki, ki sta na razdalji ena.

Posledica 94. Naj bo graf G5, definiran kot na sliki 4.2(a). Graf G4 ni graf z enotsko razdaljo

v ravnini.
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{1,3,9,10}

JAN

{2,4,6} {5,7,8}

Slika 4.1: (a) Petersenov graf lahko nariSemo v ravnini na nedegeneriran nacin, tako da so vse
povezave dolge ena in da poljubni nesosednji vozlis¢i nista na razdalji ena; koordinatizacija ima
dve prostostni stopnji. Na primer, lokacije sivih vozliS¢ so dolocene s kotoma med enim izmed
belih vozIliS¢ in fiksnima ¢rnima vozliS¢ema. (b) Degenerirana toga predstavitev z enotsko

razdaljo v ravnini Petersenovega grafa. Oznaceno je katera vozli$¢a so preslikana v isto tocko.

A

N

Gt G
Slika 4.2: (a) Realizacija grafa (G5 v ravnini. (b) Toga realizacija z enotsko razdaljo v ravnini

grafa G5, = Go1 [V (Ga1) \ {A}].

Pri dokazu leme 95 bomo uporabili posledico 86, ki je bila dokazana v razdelku 2.1.

Lema 95. Naj bo graf G, definiran kot na sliki 4.3(b) in naj bo, Ce obstaja, p njegova poljubna
realizacija z enotsko razdaljo v ravnini. Potem |p(A)p(H)| = |p(H)p(F)| = 1.

Dokaz. Naj bo K3 enakostrani¢ni trikotnik. Kartezi¢ni produkt K51 K3, ki je prikazan na
sliki 4.3(a) je graf z enotsko razdaljo, glej posledico 86. Graf G735, je ocitno podgraf grafa

K3 [ K3 in torej graf z enotsko razdaljo. Naj bo p nedegenerirana predstavitev z enotsko raz-



4.1 Prepovedani podgrafi Petersenovega grafa 63

K3 Ksy G5, Gao

Slika 4.3: (a) Kartezi¢ni produkt K3 L] K3 dveh polnih grafov na treh vozlis¢ih je graf z enotsko
koordinatizacijo v ravnini. Prikazana koordinatizacija ima eno prostostno stopnjo; polozaj
sivih vozliS¢ je doloCen s kotom med belim vozliS¢em in fiksnima ¢rnima vozliS¢ema. (b)
Realizacija z enotsko razdaljo v ravnini grafa G3, z eno prostostno stopnjo. (c) Realizacija
v ravnini grafa Gqo, ki je definiran z mnozico vozlis¢ V(G%,) U {WW} in mnozico povezav
E(G) U{B~W,W ~ H}.

daljo v ravnini grafa G%,. Oznac¢imo vozli§¢a grafa G5, kot na sliki 4.4. Zaradi poenostavitve

zapisa pisimo u namesto p(u), Kjer je u € V(G3,) (npr. pisali bomo A namesto p(A)).

Slika 4.4: Graf G, je graf z enotsko razdaljo v ravnini z eno prostostno stopnjo. Prikazana je
podrobna notacija. Polozaj sivih vozlis¢ je dolocen s kotom med belim vozlis¢em in fiksnima

¢rnima vozliscema.

Naj w predstavlja Sesti koren enote # V kompleksni ravnini postavimo A v izhodisce,

B vwin E v 1. Naj a oznacuje enotski vektor iz B v F', tako da je F' v tocki w 4+ . MnoZenje
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z w je enako rotiranju za 60 stopinj, zato je C' v tocki w + wa. Tocka D je definirana kot
Cetrta tocka romba ABC D, tako da velja v kompleksnih Stevilih C — B = D — A. Dobimo
D = wa. Podobno, naj bo G Cetrta to¢ka romba £/ BF'G, tako da v kompleksnih Stevilih velja
B—FE = F—D,torej G = 1+ «. PoskuSajmo najti polozaj tocke H. Izra¢unajmo razdaljo med
Din G, ki znafa [|D — G| = [|(1+a) —wal| = (1 +a(l —w)|| < |1+ [lal|l]t - o] = 2.
Ce velja enacaj v prejs$nji neenachbi, ki se zgodi ko je @ = w, imamo samo eno tocko na razdalji
ena od obeh D in (G, drugace pa sta taki toc¢ki dve. Lahko preverimo, da sta o in 1 + wa ena
oddaljeni od obeh D in G. Torej je H = avali H = 1 + wa. Ko je H = « je mogoce preveriti,

da je H ena oddaljena od tock A in F', kar dokazuje naso lemo. a

Posledica 96. Naj bo graf GGo» definiran kot na sliki 4.3(c). Graf G99 ni graf z enotsko razdaljo

v ravnini.

Dokaz. Da bi dobili nedegenerirano predstavitev z enotsko razdaljo grafa (G55, bi morali do-
polniti nedegenerirano predstavitev z enotsko razdaljo p grafa G, z realizacijama dveh manj-
kajocCih povezav p(B) ~ p(W) in p(W) ~ p(H). Kot smo dokazali v lemi 95 je Stirikotnik
p(B)p(A)p(H)p(F) romb z vsemi stranicami dolZine ena. Zato mora predstavitev poti B ~
W ~ H dolzine 2 vsebovati p(A) oziroma p(F'). Torej predstavitev vozlis¢a W ni nedegene-

rirana; celo vec, predstavitev tudi ni imerzija. a

4.2 Predstavitve z enotsko razdaljo v ravnini

Vsak homomorfizem grafov f : G — H, ki je surjektiven na V' (), definira razbitje (particijo)
mnozice vozli§¢ grafa G, kjer sta vozli$¢i u in v ekvivalentni natanko takrat, ko velja f(u) =
f(v). Kadar je H enostaven graf brez zank lahko podobno trdimo tudi v drugo smer, glej [50].

Delu razbitja mnozice vozliS¢ pravimo tudi vozliscni razred.

Izrek 97. Razbitje © mnoZice vozlis¢ V(G) izhaja iz homomorfizma grafov, ki je surjektiven

na V' (G), ¢e in samo ¢e O definira pravilno barvanje vozIis¢.

Dokaz. Naj bo © barvanje vozlis¢ grafa G. Oznac¢imo s K, poln graf na vozlis¢ih vy, . .., v,.
Ce je © pravilno |O|-barvanje grafa G, potem lahko preslikamo vsak (barvni) vozli§¢ni razred
razbitja © na eno vozliSce grafa K|g|. Torej obstaja bijektivna preslikava f : © — K|g|, tako
da velja f(V;) = v;, 1 <i < |O|. Preslikava g : G — K|g| definirana z g(u) = j, ¢e in samo
e velja u € f~'(v;), je dobro definiran homomorfizem grafov. Ker velja, da je vsak razred

razbitja © neprazen, je g surjektivna na V' (G).
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Ce razbitje izhaja iz homomorfizma grafov, potem vozli§¢i istega razreda ne moreta biti
sosednji, saj je slika homomorfizma graf brez zank. Ker je homomorfizem surjektiven na V(G),

je © pravilno |©|-barvanje vozlis¢ grafa G. O

Za graf G z barvanjem (vozlis¢) © definiramo pobarvan graf kot par (G, ©). Pravimo,
da je G podloZen graf pobarvanemu grafu (G, 0). Vsaki (morda degenerirani) predstavitvi
z enotsko razdaljo v ravnini lahko priredimo podlozen graf. Barvanje vozlis¢ © grafa G je
ekvivalen¢na relacija, zato lahko definiramo G /0, to je graf, ki ga dobimo, ¢e vozli§¢a vsakega
barvnega razreda zdruZimo v eno vozli$ce, ki predstavlja ta barvni razred. Na primer, naj bo O
poljubno pravilno 3-barvanje Petersenovega grafa; na sliki 4.1 (b) je mogoce videti poln graf
na treh vozliS¢ih K3, ki je podloZen graf s tremi barvami pobarvanemu Petersenovemu grafu

(G/©O3,03).

Razbitju mnoZice vozlis¢ © grafa GG lahko priredimo pripadajoco razbitje Stevila n = n; +

ne+...+ngKerjen = |V(G)|, £ = |©],ny > ny > ... > ny > 0inkjer ima i-ti del razbitja

© mot n;. Razbitje Stevilan = ny +ns + . .. + n, bomo oznacevali z (nq, ny, . . ., ny) oziroma
kar z n.
Naj bo n = (ny,ns,...,n) celostevilsko razbitje Stevila n. Oznacimo z G,, mnoZico vseh

neizomorfnih obarvanih (oznacenih) grafov, ki jih dobimo iz GG, ¢e G obarvamo z vsemi pravil-
nimi /-barvanji, ki povzrocijo celostevilsko razbitje n. Neformalno pravimo, da je G,, mnoZica
vseh razli¢nih n-barvanj grafa G. Oznalimo z G, mnoZico vseh neizomorfnih (neobarva-
nih) podloZenih grafov grafom iz mnozice G,. Pravimo tudi, da je mnoZzica G, mnoZica vseh

razli¢nih n-risanj grafa G.

Naj bo G graf. Degenerirano k-razse’no predstavitev z enotsko razdaljo p : G — R*
lahko razstavimo na dve preslikavi f : G — H in p* : H — R, kjer je f homomorfizem
grafov surjektiven na mnozici vozlis¢ V(G), p* nedegenerirana k-razsezna predstavitev z enot-
sko razdaljo in kjer velja p := p* o f. Da bi nasli vse degenerirane predstavitve z enotsko
razdaljo grafa (G, moramo torej poiskati vse nedegenerirane predstavitve z enotsko razdaljo
vseh neizomorfnih epimorfnih slikah grafa GG. Po izreku 97 moramo torej poiskati vsa pravilna
barvanja vozliS¢ grafa G. Da bi torej dobili vse degenerirane predstavitve z enotsko razdaljo
grafa (G, moramo za vsako celoStevilsko razbitje n poiskati vse nedegenerirane predstavitve z
enotsko razdaljo grafov iz mnoZice G. Pri barvanju G z barvami iz mnoZice {1, ..., ¢} in pri
opazovanju pripadajocih epimorfizmov, lahko upostevamo tako simetrije grafa G kot simetrije

celostevilskih razbitij n.

Naj bo G graf z n vozlis¢i, katerega maksimalna neodvisna mnoZica ima m elementov.

Ko opazujemo surjektivne homomorfizme grafov, lahko opazujemo le razbitja celega Stevila n



66 Predstavitve z enotsko razdaljo Petersenovega grafa v ravnini

z maksimalnim sumandom najve¢ m. Naj bo R[n,m| Stevilo vseh razbitij celega Stevila n z
maksimalnim sumandom manj$im ali enakim m. Naj bo R[n, j, m] rekurzivna funkcija, ki vrne
Stevilo vseh celoStevilskih razbitij celega Stevila n na natanko 7 sumandov pri katerih je najvecji
sumand manjsi ali enak m. Lahko jo izraCunamo kot vsoto dveh sumandov, Stevila razbitij, ki

imajo minimalni sumand enak ena, in Stevila razbitij z minimalnim sumandom vec¢jim od ena.

Tore;j
0, (m>0Aj=0)V(m=0)V(n<j)),
Rln,jim]=q 1, (n=0Aj=0)V(j=n)V(j=1),
Rln—1,7—1,m|+ R[n — j,j,m — 1], sicer
in

R[n,m| = Z Rn, j,m].

V [2] je mogoce preveriti, da je R[n, m] enak Stevilu razbitij Stevila n na najve¢ m delov.

V Petersenovem grafu izberimo eno vozlisce, recimo mu v. Znano je, da je Petersenov graf
vozlis¢no tranzitiven, glej na primer [115], zato je vseeno katero vozliS¢e izberemo. Maksi-
malna neodvisna mnoZica vsebuje poleg v tudi nekaj vozlis¢, ki niso sosednja z v. Izberimo
vsa vozliS€a, ki niso sosednja z v; lahko je preveriti, da je takih vozlis¢ 6. Oznacimo jih z
uy,us,...,us. V Petersenovem grafu obstaja 6 cikel napet na uy, uo, ..., ug, v Sest ciklu pa
lahko izberemo najvecC tri vozliS€a, ki med seboj niso povezana. Torej ima maksimalna neod-

visna mnozica v G(5,2) mo¢ 4 in za Petersenov graf veljan = 10, m = 4 in R|[10, 4] = 23.

V tabeli 4.1 so naSteta vsa razli¢na celoStevilska razbitja (ki jim bomo v nadaljevanju, ko
bomo opazovali vsakega izmed njih, rekli primeri) za Petersenov graf. Za celoStevilsko razbitje
n = (ny,na,...,ny) Stevila n, ki ga bomo opazovali v vsakem izmed primerov, bomo oznacili

Z:

n; moc i-tega vozliScnega razreda,

¢ stevilo uporabljenih barv v vsakem izmed pravilnih /-barvanj, ki povzrocijo razbitje n,
a Stevilo vseh grafov v G,

d Stevilo vseh grafov v G},

r Stevilo vseh grafov z enotsko razdaljo v mnozici G,.

Seveda velja0 <r < d < a.
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ny N2 N3 Na N5 Ng Ny nNg nNg nig | £ a d r
114 4 2 3 0 010
214 4 1 1 4 0 010
314 3 3 3 1 1 1
414 3 2 1 4 2 1 1
514 3 1 1 1 5 2 110
6|4 2 2 2 4 1 1|0
714 2 2 1 1 5 2 2 |2
8| 4 2 1 1 1 1 6 1 1 1
91 4 1 1 1 1 1 1 7 1 1 1

0|3 3 3 1 4 3 312
mj{3 3 2 2 4 4 2 |1
213 3 2 1 1 5 100|712
1313 3 1 1 1 1 6 5 510
413 2 2 2 1 5 14 |5 1
5|13 2 2 1 1 1 6 19 | 15| 4
16| 3 2 1 1 1 1 1 7 7 7|2
17 | 3 1 1 1 1 1 1 1 8 1
82 2 2 2 2 5 0
92 2 2 2 1 1 6 11 10| 1
2002 2 2 1 1 1 1 7 12 |12 ] 1
21| 2 2 1 1 1 1 1 1 8 5 5 1
2212 1 1 1 1 1 1 1 1 9 1 110
23 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10| 1 1 1

Skupaj 106 | 85 | 23

Tabela 4.1: Razbitja mnozice vozlis¢ Petersenovega grafa GG(5,2) in pripadajoce Stevilo r

podloZenih grafov, ki jih je mogoce nedegenerirano predstaviti z enotsko razdaljo v ravnini.

Vsakega izmed 23 primerov bomo analizirali lo¢eno. Pri vsaki analizi bomo nasteli vsa
razlicna (-barvanja Petersenovega grafa, ki povzrocijo celostevilsko razbitje v opazovanem
primeru. Za vsako barvanje bomo povedali ali ima podloZen graf nedegenerirano predstavitev
z enotsko razdaljo v ravnini ter ugotovili, Ce je toga, oziroma koliko prostostnih stopenj ima. Za
tiste primere, ki niso grafi z enotsko razdaljo, bomo poiskali prepovedan podgraf (oviro). Vse
razli¢ne degenerirane predstavitve z enotsko razdaljo in tudi ena nedegenerirana predstavitev z

enotsko razdaljo Petersenovega grafa G(5, 2) so predstavljene na sliki 4.8.

V primerih od 1 do 6 je velikost m najvecje neodvisne mnoZice vozliS¢ v razbitju vozlis¢
enaka 4. To pomeni, da so Stiri vozli§¢a Petersenovega grafa obarvana z isto barvo in da jih pri-

padajoc¢i homomorfizem grafov skréi v eno vozlisce; glej sliko 4.5. Kot smo Ze ugotovili, ima
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G(5,2) zaradi simetrij natanko eno (do izomorfizma natanéno dolo¢eno) neodvisno mnoZzico

moci 4. Brez Skode za splo$nost lahko izberemo, da je ta mnozica {1, 3,9, 10}.

{1,39,10} 8

Slika 4.5: Petersenov graf z vozlis¢i {1, 3,9, 10} skréenimi v eno. Lahko je videti, da ima reali-
zacijo z enotsko razdaljo z dvema prostostnima stopnjama — lokacije sivih vozliS¢ so dolocene

s kotoma med enim izmed belih vozliS¢ in fiksnima ¢rnima vozliS¢ema.

Primer 1. (4,4, 2) Ne obstaja tako pravilno 3-barvanje vozlis¢ grafa G(5, 2), da bi dva barvna
razreda vsebovala po §tiri vozlii¢a in en razred dve vozlis¢i. Ce bi tako barvanje obstajalo, bi
med vozlis¢i {2,4,5,6,7,8} grafa na sliki 4.5 lahko izbrali Stiri paroma nesosednja vozlis¢a
in jih pobarvali z isto barvo. Izberemo pa lahko le tri taka vozliS¢a. Primer 1 se torej ne more
zgoditi.

Primer 2. (4,4, 1, 1) Ta primer je podoben primeru 1 in se prav tako ne more zgoditi.

Primer 3. (4,3, 3) Obstaja eno samo pravilno barvanje vozlis¢ grafa G(5,2). Barvanje pov-

zroCi natanko en tog enakostranicni trikotnik, ki ga je mogoce videti na sliki 4.1 (b).

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
3.1. | {1,3,9,10}, {2,4,6}, {5,7,8} da G31 da/0

Tabela 4.2: Primer 3. (4, 3, 3)

Primer 4. (4,3,2,1) Obstajata natanko dve razli¢ni pravilni barvanji grafa G(5, 2), obe pov-

zroCita isto togo realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini; glej sliko 4.7 (a) in sliko 4.7 (b).

Primer 5. (4,3, 1,1, 1) Obstajata natanko dve razli¢ni barvanji grafa G(5, 2), ki imata isti po-
dloZen graf. Ta vsebuje K 3 kot podgraf. Nedegenerirana predstavitev z enotsko razdaljo v
ravnini ne obstaja, obstaja pa realizacija z enotsko razdaljo z dvema prostostnima stopnjama v

prostoru R3.
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primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
4.1. | {1,3,9,10}, {2,4,6}, {5, 7}, {8} da Gaa da/0
42. | {1,3,9,10}, {2,4, 8}, {5,6}, {7} da Gaa da/0
Tabela 4.3: Primer 4. (4, 3,2, 1)
primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
5.1. | {1,3,9,10}, {2,4,6}, {5}, {7}, {8} ne Ky 3
5.2. 1 {1,3,9,10}, {2,4, 8}, {5}, {6}, {7} ne Ko s

Tabela 4.4: Primer 5. (4,3,1,1,1)

Primer 6. (4,2,2,2) Graf G(5,2) lahko pobarvamo le na en nacin, barvanju podloZen graf
je K4. Vemo, da K4 ni graf z enotsko razdaljo v ravnini, mogoce pa ga je togo realizirati z

enotsko razdaljo v prostoru (kot regularen tetraeder).

primer realizabilen tog / Dg

6.1.

pravilno barvanje
{1,3,9,10}, {2,4}. {5,6}, {7,8}

graf / ovira
Ky

ne

Tabela 4.5: Primer 6. (4,2,2,2)

Primer 7. (4,2,2,1,1) Obstajata natanko dve barvanji grafa G(5,2). Obe je mogoce nede-
generirano realizirati z enotsko razdaljo v ravnini; ena realizacija je toga, druga pa ima eno

prostostno stopnjo.

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
7.1. | {1,3,9,10}, {2,4}, {5,6}, {7}, {8} da Gr1 da/0
7.2. | {1,3,9,10}, {2,4}, {5,7}, {6}, {8} da G7.2 ne/1

Tabela 4.6: Primer 7. (4,2,2,1,1)

enotsko realizacijo z eno prostostno stopnjo v ravnini.

primer

pravilno barvanje

realizabilen

graf / ovira

tog / Dg

8.1.

{1,3,9,10}, {2,4}, {5}, {6}, {7}, {8}

da

Gs.1

ne/l

Tabela 4.7: Primer 8. (4,2,1,1,1,1)

Primer 8. (4,2,1,1,1, 1) Graf G(5,2) lahko pobarvamo le na en nacin, ki predstavlja graf z

Primer 9. (4,1,1,1,1,1,1) Tudi v tem primeru lahko graf G(5, 2) pobarvamo le na en nacin.

Barvanje povzroci graf, ki ima nedegenerirano realizacijo z enotsko razdaljo z dvema prosto-
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stnima stopnjama v ravnini, glej sliko 4.5.

primer realizabilen

9.1.

pravilno barvanje

{1,3,9,10}, {2}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8} da

graf / ovira
Go.

tog / Dg
ne/2

Tabela 4.8: Primer 9. (4,1,1,1,1,1,1)

Y Y P ? Y

Primer 10. (3, 3, 3, 1) Obstajajo natanko tri razli¢na barvanja grafa G (5, 2), katerim pripadajo
trije razli¢ni podloZeni grafi. Prva dva sta grafa z enotsko realizacijo v ravnini; prvi graf je
tog, drugi pa ima realizacijo z enotsko razdaljo z eno prostostno stopnjo. Tretje barvanje graf

G (5, 2) preslika v graf K, ki ni graf z enotsko razdaljo v ravnini.

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
10.1. | {1,3,7}, {2,4,6}, {5,8,9}, {10} da Gaa da/0
10.2. | {1,3,9}, {2,4,6},{5,7,8}, {10} da Gho.2 ne/l
10.3. | {1,3,10}, {2,4,6}, {5,8,9}, {7} ne Ky

Tabela 4.9: Primer 10. (3,3,3,1)

Primer 11. (3, 3, 2, 2) Obstajajo natanko $tiri razli¢na barvanja grafa G5, 2), ki povzro¢ijo dva
neizomorfna podloZena grafa. Prvi je izomorfen grafu K4, ki nima nedegenerirane predstavitve

z enotsko razdaljo v ravnini, drugi pa ima togo realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini.

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
11.1. | {1,3,7},{2,4,6}, {5,8}, {9,10} ne Ky
11.2. | {1,3,7}, {2,4,8}, {5,6}, {9,10} ne Ky
11.3. | {1,3,10}, {2,4,6}, {5,7}, {8,9} ne Ky
114. | {1,4,8},{2,9,10}, {3,5}, {6, 7} da Gaa da/0

Tabela 4.10: Primer 11. (3, 3,2,2)

Primer 12. (3, 3,2, 1, 1) Dobimo natanko deset razli¢nih barvanj grafa G(5, 2), ki predstavljajo
sedem neizomorfnih podloZenih grafov. Samo dva izmed njih sta grafa z enotsko razdaljo
v ravnini; en ima togo realizacijo, drugi pa realizacijo z eno prostostno stopnjo. Vsi ostali

podloZeni grafi niso grafi z enotsko razdaljo, saj vsebujejo K 3 kot podgraf.
Primer 13. (3,3,1, 1,1, 1) Obstaja natanko pet razli¢nih barvanj grafa G(5, 2), ki povzrocijo
pet razli¢nih podlozenih grafov. Vsi vsebujejo K, 3 kot podgraf, zato noben izmed njih ni graf

z enotsko razdaljo.



4.2 Predstavitve z enotsko razdaljo v ravnini 71

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
12.1. | {1,3,7}, {2,4,6}, {5,8}, {9}, {10} da Gra da/0
12.2. | {1,3,7} {2,4,6}, {5,9}, {8}, {10} ne Ks s
12.3. | {1,3,7}, {2,4,8}, {5,6}, {9}, {10} ne Ky s
12.4. | {1,3,7}, {2,4,10}, {5,6}, {8}, {9} ne Ky 3
12.5. | {1,3,9},{2,4,6}, {5,7}, {8}, {10} ne Ky 3
12.6. | {1,3,10}, {2,4,6}, {5, 7}, {8}, {9} da Gr1 da/0
12.7. | {1,3,10}, {2,4,6}, {5,8}, {7}, {9} da Gr.1 da/0
12.8. | {1,3,10}, {2,4,6}, {5,9}, {7}, {8} ne Ky s
12.9. | {1,4,8},{2,9,10}, {3,5}, {6}, {7} da G129 ne/l
12.10. | {1,4,10}, {2,8,9}, {3,5}, {6}, {7} ne Ko s

Tabela 4.11: Primer 12. (3,3,2,1,1)

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
13.1. | {1,3,7}, {2,4,6}, {5}, {8}, {9}, {10} ne Ks 3
13.2. | {1,3,7},{2,4,8}, {5}, {6}, {9}, {10} ne Ky s
13.3. | {1,3,9}, {2,4,6}, {5}, {7}, {8}, {10} ne Ky s
13.4. | {1,3,10}, {2,4,6}, {5}, {7}, {8}, {9} ne Ko 3
13.5. | {1,4,8}, {2,9,10}, {3}, {5}, {6}, {7} ne Ks 3

Tabela 4.12: Primer 13. (3,3,1,1,1,1)

Primer 14. (3, 2,2, 2, 1) Obstaja natanko 14 razli¢nih barvanj vozlis¢ grafa G(5, 2), ki generi-
rajo le pet razli¢nih podloZenih grafov. Samo en graf ima togo realizacijo z enotsko razdaljo v
ravnini. Med ostalimi Stirimi trije vsebujejo K5 3 in eden K4 in zato noben izmed njih ni graf z

enotsko razdaljo.

Primer 15. (3,2,2, 1,1, 1) Graf G(5, 2) lahko pobarvamo na natanko 19 razli¢nih nacinov, ki
generirajo 15 razlicnih podlozenih grafov. Samo Stirje grafi so grafi z enotsko razdaljo; dva
izmed Stirih imata togo realizacijo, dva pa le realizaciji s po eno prostostno stopnjo. Deset
izmed enajstih grafov, ki nimajo nedegenerirane predstavitve z enotsko razdaljo, vsebuje K 3,
zadnji pa K.

Primer 16. (3,2,1,1,1,1, 1) Obstaja natanko sedem razli¢nih barvanj grafa G(5, 2), ki pov-
zroCijo sedem razli¢nih podloZenih grafov. Samo dva sta grafa z enotsko razdaljo; prvi ima
togo realizacijo, drugi pa realizacijo z eno prostostno stopnjo. Vsi ostali grafi, ki niso grafi z
enotsko razdaljo, vsebujejo K 3.

Primer 17. (3,1,1,1,1,1,1,1) Obstajata natanko dve razli¢ni barvanji grafa G(5, 2), ki ge-

nerirata dva neizomorfna podlozena grafa. Prvi je graf z enotsko realizacijo z eno prostostno
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primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
14.1. | {1,3,7},{2,4}, {5,6}, {8,9}, {10} ne Ky 3
14.2. | {1,3,7}, {2,4}, {5,6}, {9,10}, {8} ne Ks 3
14.3. | {1,3,7}, {2,4}, {5,8}, {6,10}, {9} ne Ky s
14.4. | {1,3,7},{2,4}, {5,9}, {6,10}, {8} da Gra da/0
14.5. | {1,3,9},{2,4}, {5,6},{7,8}, {10} ne Ky 3
14.6. | {1,3,9},{2,4}, {5,7}, {6,10}, {8} da Gr.1 da/0
14.7. | {1,3,9}, {2,4}, {5,8}, {6,10}, {7} ne Ky s
14.8. | {1,3,10}, {2,4}, {5,6}, {7,8}, {9} ne Ky s
14.9. | {1,3,10}, {2,4}, {5,6}, {8,9}, {7} ne Ky 3
14.10. | {1,3,10}, {2,4}, {5, 7}, {8,9}, {6} ne Ky
14.11. | {1,3,10}, {2,4}, {5,9}, {6, 7}, {8} ne Ky s
14.12. | {1,3,10}, {2,4}, {6,7},{8,9}, {5} ne Ky s
14.13. | {1,4,10}, {2,6}, {3,7}, {8,9}, {5} ne Ky
14.14. | {1,4,10}, {2,6}, {3,9}, {7, 8}, {5} ne Ky
Tabela 4.13: Primer 14. (3,2,2,2,1)
primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
15.1. | {1,3,7}, {2,4}, {5,6}, {8}, {9}, {10} ne Ky s
15.2. | {1,3,7},{2,4}, {5,8}, {6}, {9}, {10} ne Ky s
15.3. | {1,3,7},{2,4}, {5,9}, {6}, {8}, {10} ne Ky 3
154. | {1,3,7},{2,4}, {6,10}, {5}, {8}, {9} ne Ko 3
15.5. | {1,3,9}, {2,4}, {5,6}, {7}, {8}, {10} ne Ky s
15.6. | {1,3,9}, {2,4}, {5, 7}, {6}, {8}, {10} da Gis6 ne/l
15.7. | {1,3,9},{2,4}, {5,8}, {6}, {7}, {10} ne Ky s
15.8. | {1,3,9},{2,4}, {6,10}, {5}, {7}, {8} ne Ko 3
15.9. | {1,3,10}, {2,4}, {5,6}, {7}, {8}, {9} ne Ky s
15.10. | {1,3,10}, {2,4}, {5,7}, {6}, {8}, {9} ne Ky s
15.11. | {1,3,10},{2,4}, {5,9}, {6}, {7}, {8} ne Ky 3
15.12. | {1,3,10}, {2,4}, {6, 7}, {5}, {8}, {9} da G1s5.12 da/0
15.13. | {1,3,10}, {2,4}, {8,9}, {5}, {6}, {7} ne Ko 3
15.14. | {1,3,10}, {2,9}, {4,6}, {5}, {7}, {8} ne Ky s
15.15. | {1,3,10}, {2,9}, {4, 7}, {5}, {6}, {8} da Gis.15 da/0
15.16. | {1,4,10}, {2,6}, {3, 7}, {5}, {8}, {9} ne Ko 3
15.17. | {1,4,10}, {2,6}, {3,9}, {5}, {7}, {8} ne Ky
15.18. | {1,4,10}, {2,8}, {3,6}, {5}, {7}, {9} ne Ky s
15.19. | {1,4,10}, {2,9}, {3,6}, {5}, {7}, {8} da Gis.19 ne/1

Tabela 4.14: Primer 15. (3,2,2,1,1,1)
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primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
16.1. | {1,3,7}, {2,4}, {5}, {6}, {8}, {9}, {10} da Gis.1 da/0
16.2. | {1,3,9}, {2,4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {10} ne Ko 3
16.3. | {1,3,9}, {2,10}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8} ne Ky s
16.4. | {1,3,10}, {2,4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9} ne Ky s
16.5. | {1,4,8},{2,9}, {3}, {5}, {6}, {7}, {10} da Gies ne/1l
16.6. | {1,4,10}, {2,6}, {3}, {6}, {7}, {8}, {9} ne Ko 3
16.7. | {1,4,10}, {2,8}, {3}, {5}, {6}, {7}, {9} ne Ko 3

Tabela 4.15: Primer 16. (3,2,1,1,1,1,1)

stopnjo. Drugi graf vsebuje K 3 in zato ni graf z enotsko razdaljo. Opomniti velja, da pri pri-

meru 17.1 uporaba Grueblerjeve enacbe zaradi odvecne povezave (omejitve) vine Dg,., > 0,

veljapa Dg,,, = 1.

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
17.1. | {1,3,7}, {2}, {4}, {5}, {6}, {8}. {9}, {10} da Gira ne/l
17.2. | {1,3,9}, {2}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {10} ne Ks3

Tabela 4.16: Primer 17. (3,1,1,1,1,1,1,1)

Primer 18. (2,2,2,2,2) Graf G(5,2) lahko pobarvamo z natanko dvema razli¢nima barva-
njima, ki generirata dva neizomorfna podloZena grafa. Oba vsebujeta K 3 in zato nista grafa z

enotsko razdaljo.

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
18.1. | {1,3}, {2,4}, {5,6}, {7.8}, {9,10} ne Kas
18.2. | {1,3},{2,10}, {4,7}, {5,6}, {8,9} ne Kj 3

Tabela 4.17: Primer 18. (2,2,2,2,2)

Primer 19. (2,2, 2,2, 1, 1) Obstaja natanko enajst razli¢nih barvanj grafa G(5, 2), ki generirajo
deset neizomorfnih podloZenih grafov. Samo en izmed njih ima nedegenerirano predstavitev z
enotsko razdaljo v ravnini; ta je realizacija z eno prostostno stopnjo. Vsi ostali vsebujejo Ko 3,

zato niso grafi z enotsko razdaljo.

Primer 20. (2,2,2,1,1,1,1) Natanko dvanajst razli¢nih barvanj grafa G(5,2) generira dva-
najst neizomorfnih podloZenih grafov. Samo en izmed njih ima realizacijo z enotsko razdaljo;
ta ima dve prostostni stopnji. Deset izmed enajstih grafov, ki niso grafi z enotsko razdaljo,

vsebuje K 3, preostali graf pa K.
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primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
19.1. | {1,3}, {2,4}, {5,6}, {7, 8}, {9}, {10} ne Ko 3
19.2. | {1,3},{2,4}, {5,6},{8,9}, {7}, {10} ne Ko 3
19.3. | {1,3},{2,4}, {5,6},{9,10}, {7}, {8} ne Ky s
19.4. | {1,3},{2,4}, {5,7}, {6,10}, {8}, {9} ne Ky s
19.5. | {1,3}, {2,4}, {5, 8}, {6, 7}, {9}, {10} ne Ko 3
19.6. | {1,3}, {2,4}, {5,8}, {6,10}, {7}, {9} ne Ko 3
19.7. | {1,3},{2,4}, {6,7}, {8,9}, {5}, {10} ne Ky s
19.8. | {1,3},{2,4}, {6,7}, {9,10}, {5}, {8} ne Ky s
19.9. | {1,3}, {2,9}, {4,6}, {5, 7}, {8}, {10} ne Ky 3
19.10. | {1,3}, {2,9}, {4,6}, {5,8}, {7}, {10} da G19.10 ne/1l
19.11. | {1,3},{2,10}, {4,7}, {5,6}, {8}, {9} ne Ky s

Tabela 4.18: Primer 19. (2,2,2,2,1,1)

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
20.1. | {1,3},{2,4}, {5,6}, {7}, {8}, {9}, {10} ne Ko 3
20.2. | {1,3},{2,4}, {5,7}, {6}, {8}, {9}, {10} ne Ky s
20.3. | {1,3},{2,4}, {6,7}, {5}, {8}, {9}, {10} ne Ky 3
20.4. | {1,3},{2,4}, {6,10}, {5}, {7}. {8}, {9} ne Ko 3
20.5. | {1,3},{2,4}, {7,8}, {5}, {6}, {9}, {10} ne Ko 3
20.6. | {1,3},{2,9}, {4,6}, {5}, {7}, {8}, {10} ne Ky s
20.7. | {1,3},{2,9}, {4, 10}, {5}, {6}, {7}, {8} ne Ky 3
20.8. | {1,3},{2,10}, {4,6}, {5}, {7}. {8}, {9} ne Ko 3
20.9. | {1,3},{2,10}, {4, 7}, {5}, {6}, {8}, {9} ne Ky
20.10. | {1,4},{2,8}, {9,10}, {3}, {5}, {6}, {7} ne Ky 3
20.11. | {1,4},{2,9}, {3,6}, {5}, {7}, {8}, {10} da Gao.11 ne/2
20.12. | {1,4}, {2,10}, {3,6}, {5}, {7}, {8}, {9} ne Ky 3

Tabela 4.19: Primer 20. (2,2,2,1,1,1,1)

Graf G911 ima realizacijo z enotsko razdaljo z dvema prostostnima stopnjama. Ni tako
ocitno, vendar obstaja tudi visoko degenerirana predstavitev z enotsko razdaljo grafa Gog 11, ki

jo je mogoce videti na sliki 4.6.

Primer 21. (2,2,1,1,1,1, 1, 1) Natanko pet razli¢nih barvanj grafa G(5, 2) povzro¢i pet neizo-
morfnih podloZenih grafov. V primeru 21.2 dobimo graf Gy, ki je predstavljen na sliki 4.2(a).

Po posledici 94 graf (G5; ni graf z enotsko razdaljo v ravnini.

Samo en izmed petih neizomorfnih grafov je graf z enotsko razdaljo; ima realizacijo z
eno prostostno stopnjo. Trije izmed Stirih grafov, ki nimajo nedegenerirane predstavitve z

enotsko razdaljo, vsebujejo K 3, Cetrti pa G'a;. V primeru 21.1 bi uporaba Grueblerjeve enacbe
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Slika 4.6: Visoko degenerirana predstavitev z enotsko razdaljo Petersenovega grafa v ravnini

z dvema prostostnima stopnjama; poloZaj sivih vozliS¢ je doloCen s kotoma med enim izmed

belih vozliS¢ in povezavo, ki povezuje fiksni ¢rni vozlisci.

realizacijo z enotsko razdaljo, ki ni visoko degenerirana, glej sliko 4.8.

Graf (G911 na sliki ima tudi

zaradi odveCne povezave (odvecna povezava je po lemi 95 spodnja desna povezava v zgornjem

trikotniku na predstavitvi grafa Go; 1 na sliki 4.8) vrnila Dg,, , > 0, velja pa D¢, , = 1.

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg
211, | {1,3), {2.4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}, {10} da Gor ne/l
21.2. | {1,3}, {2,9, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {10} ne Gor
21.3. | {1,3},{9,10}, {2}, {4}, {5}, {6}, {7}. {8} ne Ko 3
214, | {1,4},{2,8), {3}, {5}, {6}, {7}, {9}, {10} ne Kas
215, | {1,4}, {2,9}, {3}, {5}, {6}, {7}, {8}, {10} ne Kas

Tabela 4.20: Primer 21. (2,2,1,1,1,1,1,1)

Primer 22. (2,1,1,1,1,1,1,1, 1) Obstaja eno samo barvanje grafa G(5, 2). Barvanje generira

podloZen graf (G55, ki ga lahko vidimo na sliki 4.3(c). Po posledici 96 graf GGy, ni graf z

enotsko razdaljo. Naj bo graf GG}, kot je definiran na sliki 4.3(b). Nedegenerirana predstavitev

z enotsko razdaljo v ravnini grafa GG, z eno prostostno stopnjo (kot 7) obstaja in jo lahko

vidimo na sliki 4.4.

primer

pravilno barvanje

realizabilen

graf / ovira

tog / Dg

22.1.

{1,3}, {2}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}, {10}

ne

Gao

Tabela 4.21: Primer 22. (2,1,1,1,1,1,1,1,1)

Primer 23. (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) Vsako vozlis€e je pobarvano s svojo barvo, zato je ho-

momorfizem grafov kar identiteta. Ena izmed najbolj simetri¢nih realizacij z enotsko razdaljo

Petersenovega grafa je predstavljena na sliki 4.1 (a).
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Regularni petkotnik 12345 na sliki 4.1 (a) ima dve prostostni stopnji, £ 234 in £ 345. Ob-
stajata najveC¢ dva poloZaja vozlis¢a 1. Dodatni parameter £ 516 doloca poloZaj vozlisca 6.
Obstajata najve¢ dve mozni lokaciji vozlis¢a 9, ki sta doloCeni s parom vozlis¢ {4, 6}. Podobno
razmislimo, da obstajata po dva moZna poloZaja za vsako izmed vozlis¢ 7, 10, 8, doloCena s
pari vozlis¢ {2,9}, {5,7} in {3,10}. Graf G3; := G(5,2)15%} je fleksibilen s tremi prosto-
stnimi stopnjami. Omejitev, ki izhaja iz povezave {6,8} dolZine ena, fiksira eno prostostno
stopnjo. Petersenov graf ima torej realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini, ki je fleksibilna z

dvema prostostnima stopnjama.

primer pravilno barvanje realizabilen | graf/ovira | tog/Dg

23.1. | {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8, {9}, {10} da Gos ne/2

Tabela 4.22: Primer 23. (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

Obstaja torej 22 degeneriranih predstavitev z enotsko razdaljo Petersenovega grafa v rav-
nini, ¢e upostevamo Stevilo vozlis¢, ki jih slikamo v isto to¢ko. Graf G4 lahko dobimo kar
iz treh celostevilskih razbitij: {4, 3,2, 1}, {3,3,3,1}, {3, 3,2, 2}, graf G pa iz celoStevilskih
razbitij: {4,2,2,1,1}, {3,3,2,1,1}, {3,2,2,2,1}. Ce razlikujemo predstavitve po $tevilu vo-
zIis¢, ki so preslikana v isto tocko, potem podlozen graf G4 ; dobimo v §tirih primerih, ki so

predstavljeni na sliki 4.7.

(56) {246} {67}

{57}
{’)6@{2010 248@00 583}6{37} 48@200
(8} {7} {355}

{10}

Slika 4.7: Stiri razli¢ne degenerirane toge predstavitve z enotsko razdaljo Petersenovega grafa
v ravnini (kot graf Gy1). Ce upostevamo le Stevilo vozlisc, ki so slikana v isto tocko (in ne
tudi katera vozlis¢a so slikana v to to¢ko, potem sta prvi predstavitvi (ki ju dobimo iz celoSte-
vilskega razbitja {4, 3,2, 1}) ekvivalentni. Ce pa obravnavamo predstavitev le kot risbo in ne

upostevamo podloZenega grafa, potem so vse Stiri predstavitve ekvivalentne.

Vsaka izmed ostalih 17 predstavitev z enotsko razdaljo v ravnini je dolocena s celostevil-
skim razbitjem. Torej obstaja natanko osemnajst razlicnih degeneriranih (in ena nedegeneri-

rana) predstavitev z enotsko razdaljo Petersenovega grafa v ravnini, ki jih je mogoce videti
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na sliki 4.8. Trinajst predstavitev je fleksibilnih, tri izmed njih celo z dvema prostostnima

stopnjama.

GS.l G4.1 G?.l G7.2 G8.1

%

G9.1 G10.2 G12.9 G15.6 G15.12

G15.15 C:15.19 G16.1 G'16.5 Gl?.l

G19.10 G20.11 G21.1 G23.1

Slika 4.8: Vse razlicne (degenerirane) predstavitve z enotsko razdaljo Petersenovega grafa
G(5,2) v ravnini.

4.3 Relacije med predstavitvami Petersenovega grafa

Epimorfne slike Petersenovega grafa tvorijo delno urejeno mnoZico, ki je rangirana s Stevilom

vozlis¢ epimorfne slike Petersenovega grafa in v kateri je relacija pokritja definirana z identifi-
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TV v

kacijo dveh nesosednjih vozlisc; glej sliko 4.9.
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Slika 4.9: Hassejev diagram rangirane delno urejene mnoZice epimorfnih slik Petersenovega

v

grafa. Relacija pokritja je definirana z identifikacijo dveh nesosednjih vozliS¢, rang pa je enak

Stevilu vozliS¢ epimorfne slike Petersenovega grafa.

Vv

Ko zdruzimo (identificiramo) dve poljubni nesosednji vozlis¢i Petersenovega grafa Ga31 (z

desetimi vozli$¢i), ne dobimo grafa z enotsko razdaljo v ravnini. Edina moZnost bi bila graf

(G52 z devetimi vozlisci, ki pa ni graf z enotsko razdaljo. Da bi iz grafa (G531 dobili realizacijo

z enotsko razdaljo, G511 oziroma (7.1, potrebujemo torej vsaj dva koraka - dve identifikaciji

Vv

dveh nesosednjih vozlis¢. Podobno dobimo iz grafa (G531 v treh korakih (celo na dva razli¢na
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nacina) graf (G911 na sedmih vozliscih.

Postavimo si lahko zanimivo vprasanje: “Katere degenerirane predstavitve z enotsko razda-
ljo dobimo v enem ali ve¢ korakih iz dane predstavitve z enotsko razdaljo, ¢e na vsakem koraku
identificiramo natanko dve nesosednji vozlis¢i?”. Po zakljuCeni analizi predstavitev z enotsko
razdaljo Petersenovega grafa v ravnini, lahko za Petersenov graf na to vpraSanje odgovorimo,
glej sliko 4.10.

Slika 4.10: Hassejev diagram delno urejene mnoZice epimorfnih slik Petersenovega grafa,

skréen na primere, ki imajo realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini.

Opozoriti velja, da delno urejena mnoZica izomorfnih razredov epimorfnih slik Peterse-
novega grafa, omejena na primere, ki imajo realizacijo z enotsko razdaljo v ravnini, ni delno
urejena mnozica, ki je rangirana s Stevilom vozliS¢ epimorfne slike Petersenovega grafa. Rea-
lizacijo z enotsko razdaljo grafa (G5 ; iz koordinatizacije z enotsko razdaljo grafa GGo3; dobimo
lahko namre¢ na dva naCina. Prva pot gre preko predstavitve z enotsko razdaljo grafa Gy 1,

druga pa preko treh grafov, ki nimajo predstavitve z enotsko razdaljo, glej sliko 4.11.
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G23.1

Slika 4.11: Dve razli¢ni poti med realizacijo z enotsko razdaljo grafa (G53; in predstavitvijo
z enotsko razdaljo grafa Gs;. Ena vsebuje le grafe, ki imajo le degenerirane predstavitve z

enotsko razdaljo v ravnini, druga pa gre preko predstavitve z enotsko razdaljo grafa Gy ;.



Poglavje 5
I-grafi in enotska razdalja

Naj bosta n in k naravni Stevili, tako da velja & < 7. Pred kratkim sta S. V. Gervacio in 1. B. Jos
v [39] dokazala izrek 36, ki pravi da ima spoj dveh ciklov dimenzijo najve¢ 6, v skoraj vseh
primerih celo najve¢ 5. Za ged(n, k) = 1 je vsak posploSeni Petersenov graf G(n, k) podgraf
spoja dveh n-ciklov, zato poda njun rezultat zgornjo mejo za dimenzijo poddruZine posploSenih
Petersenovih grafov. To zgornjo mejo pa lahko za veliko poddruzino I-grafov bistveno iz-
boljSamo. V tem poglavju bomo predstavili predstavitve z rotacijsko simetrijo in pokazali, da
je dimenzija velike vecine I-grafov enaka 2. Postavili bomo domnevo, da je dimenzija poljub-
nega [-grafa enaka 2 in jo preverili za vse I-grafe na najve¢ 2000 vozliS¢ih. Predstavili bomo
rezultate povezane z visoko degeneriranimi predstavitvami z enotsko razdaljo ter koordinatiza-
cijami z enotsko razdaljo, ki so bili dobljeni s pomocjo ra¢unalnika in preverjeni na mnoZzici
vseh I-grafov I(n, j, k) zan < 1000.

5.1 PosploSeni Petersenovi grafi

Naj bodo n, j in k naravna $tevila. Opazimo, da je posploSeni Petersenov graf G(n, k) izomor-
fen grafu G(n,n — k) in da graf G(n, §) ni enostaven. Zato se lahko za n > 3 osredotoCimo
le na grafe G(n, k) kjer je k < §. Zan < 3 definiramo dve izjemi: G(1,1) and G(2,1).
Enostavno je premisliti, da je vsak posploseni Petersenov graf povezan.

Posledica 98. Naj bostan in k naravni Stevili, tako da velja k < 4 in naj bo G(n, k) posploSeni

Petersenov grat. Potem je

2 < dim(G(n,k)) < 6.
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Dokaz. Vsak posploSeni Petersenov graf vsebuje cikel z dimenzijo 2, zato ima tudi sam di-
menzijo vsaj 2; s tem smo dobili spodnjo mejo. Vsak posploSeni Petersenov graf G(n, k) je
3-regularen, zato po izreku 63 velja dim(G(n, k)) < e(G(n,k)) < 2% 3 = 6. O

P. Erdos, F. Harary in W. T. Tutte so v [33] uporabili predstavitev Petersenovega grafa
G(5,2), ki so jo dobili tako, da so v dobro znani predstavitvi na sliki 1.1 notranjo zvezdo zaro-
tirali (in hkrati raztegnili) glede na fiksno predstavitev zunanjega cikla, tako da so postale Spice
dolge ena; glej sliko 4.1 (a). Njihovi predstavitvi v evklidski ravnini bomo rekli predstavitev z
zasukom oziroma kar zasuk. Podobno idejo z zasukom je uporabil S. W. Golomb, ko je narisal
Golombov graf; glej [108] in sliko 1.5. Zasuk sta uporabila tudi F. Buckley in F. Harary v [12],

ko sta opazovala kolesa.

Znano je, da ima Petersenov graf G(5, 2) koordinatizacijo z enotsko razdaljo v ravnini, glej
izrek 42. Slika 5.1 za n > 5 prikazuje vseh 12 posploSenih Petersenovih grafov G(n, k) z
nedegenerirano predstavitvijo z enotsko razdaljo v ravnini, ki smo jo dobili z zasukom: Diirer-
jev graf G(6,2), G(7,2), G(7,3), G(8,2), Mobius-Kantorjev graf G(8,3), G(9,2), G(9, 3),
G(9,4), Dodekaeder G(10,2), Desarguesov graf G(10,3), G(11,2) and G(12,2). Nekatere
realizacije z enotsko razdaljo na sliki 5.1 niso koordinatizacije: G(9,2), G(9,4), G(12,2).

Lema 99. Naj bostan < 10 in k < % naravni Stevili. PosploSeni Petersenov graf G(n, k) je

grat z enotsko razdaljo.
Dokaz. Glej sliko 5.1. a

Posledica 100. Znani posploseni Petersenovi grafi: Diirerjev graf G(6, 2), Dodekaeder G(10, 2)

in Desarguesov graf G(10, 3) imajo enotsko koordinatizacijo v ravnini.

Po drugi strani pa uporaba zasuka ne pomaga pri risanju posploSenega Petersenovega grafa

(G(10,4), zato je njegova dimenzija lahko vecja kot 2.

Posledica 101. Naj bosta n in k tuji naravni Stevili, tako da velja k < % in naj bo G(n, k)

posploseni Petersenov graf. Potem je
dim(G(n,k)) < 5.

Dokaz. Za n < 10 uporabimo prejsnjo lemo. Naj bo torej n > 10. Hitro je mogoce preveriti,
da za vsako naravno Stevilo n > 6 obstaja naravno Stevilo 7 < ¢ < Z, ki je tuje z n. Ker je n
tuje s k, je notranja zvezda sestavljena iz enega cikla z n vozlis¢i. Opazimo, da je posploseni
Petersenov graf G(n, k) podgraf spoja dveh ciklov C,, + C,,. 1z izreka 36 o evklidski dimenziji
spoja dveh ciklov za n, k # 6 sledi dim(G(n, k)) < dim(C,, + C,,) <e(C, +C,) <5. O
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Slika 5.1: Vsi posploseni Petersenovi grafi G(n, k) za n > 5, ki jih lahko dobimo z zasukom.
Iz leve proti desni od zgoraj navzdol so: G(6,2), G(7,2), G(7,3), G(8,2), G(8,3), G(9,2),
G(9,3), G(9,4), G(10,2), G(10,3), G(11,2) in G(12,2).
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Naslednja lema nam pove, da lahko zgornjo mejo za dimenzijo v primeru ko sta n in k tuji

naravni Stevili Se dodatno izboljSamo.

n

Lema 102. Naj bosta n in k tuji naravni Stevili, tako da velja k < % in naj bo G(n, k) po-

sploseni Petersenov graf. Potem je
dim(G(n, k)) < 3.

Dokaz. Dokaz bo konstruktivne narave. Ker sta n in & tuji naravni Stevili, je ged(n, k) # 1.
Notranja “zvezda” je sestavljena iz g := ged(n, k) lo¢enih ciklov s po m := % vozlis¢i, zunanji
cikel pa je en sam. Na kroZnico S z radijem

1
ri=—
2 sin

k.

gm

postavimo 7 tock, tako da so med sabo enako oddaljene. Vsakega izmed g ciklov predstavimo
k

g

meznega m-cikla in hkrati tudi enotsko koordinatizacijo disjunktne unije vseh ciklov; glej na

kot zvezdni veckotnik p*(m, %) na kroznici S. S tem dobimo enotsko koordinatizacijo posa-

primer sliko 5.2 (a). Predstavitvi vsakega cikla priredimo svoj nivo (razli¢ne z-koordinate).

V vsako izmed vozlis¢ (z;, y;, z;) v m-ciklu obesimo $pico (privesek), tako da eno vozlisce

$pice postavimo v tocko (z;, y;, 2;), drugo pa v (x;, y;, z; — 1); glej sliko 5.2 (b).

Zunanji n-cikel bomo “prepletli” v R? tako, da bo nanj mogoce obesiti zvezdne veckotnike
s priveski. Vsa vozlis€a zunanjega cikla najprej postavimo na kroznico S z radijem r in
sredii¢em v izhodis¢u 0 tako, da je z-koordinata enaka 0. Naj bo £ > 0 poljubno majhno
pozitivno Stevilo in naj bo 0 < 7 < m — 1 naravno Stevilo. Z w; 51 oznalimo kraji$ca prive-
skov s stopnjo ena, ki so pripeta na zaporedna vozliS¢a notranjega m-cikla z najniZznim nivojem,

z uj, kjer je 1 < 5 < n pa vozliS¢a zunanjega cikla. Indekse beremo po modulu 7.

Med w; g1 in U1y g+1 poteka v G(n, k) pot P i= Ujgp1 ~ ... ~ Uiis1)g ~ U(it1) g+1s
ki poteka le po zunanjem ciklu. Ocitno je, da je pot P;,; nadaljevanje poti F; in da imata poti
P 1 in P; skupno le vozliSce u ;1) ¢41. LoCimo primera, ko je g sodo oziroma liho Stevilo.

e Ce je ¢ sodo Stevilo naredimo v predstavitvi poti P, najprej 2 korakov navzgor, nato pa §
korakov navzdol; spreminjamo le z-koordinate predstavitev vozliS¢, tako da so povezave,
ki jih dobimo, dolge ena. Postopek nadaljujemo za vseh m “zobov” zunanjega cikla; glej
sliko 5.2 (c).

e Ce je g liho $tevilo v predstavitvi poti P; najprej naredimo % korakov navzgor, nato

97_3 korakov navzdol, na koncu pa med zadnje Ze postavljeno vozliSCe 1 (j41)4—1 poti B
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Slika 5.2: Stirje koraki konstrukcije 3-razsezne realizacije z enotsko razdaljo grafa G (18,2):
(a) realizaciji obeh 9-ciklov v obliki zvezdnih veckotnikov p*(9, 1), (b) na zvezdna veckotnika
pripnemo Spice, (c¢) realizacija zunanjega cikla in (¢) 3-razseZna realizacija z enotsko razdaljo
grafa G(18,2).

in med zadnje vozlisce ;1) g4+1 poti F; dodamo Se vozliSCe w ;1) 4 tako, da w414 leZi
na kroznici z radijem r — ¢ s srediSCem v izhodiSCu in je ena oddaljeno od u(;41)g—1 In

U(i+1) g+1. Postopek nadaljujemo za vseh m “zobov” zunanjega cikla; glej sliko 5.3 (c).

Notranje cikle s priveski pripnemo na zunanji cikel. Prvo polovico pripnemo na nivo,
ki je ena niZje od vozliS¢ zunanjega cikla na katera pripenjamo trenutni notranji cikel; glej
sliko 5.2 (¢). Drugo polovico pa pripnemo na nivo, ki je ena vi§je od nivoja vozliS¢ zunanjega
cikla kamor pripenjamo. Ce je ¢ lih, “posebni primer” zadnjega cikla pripnemo na nivo, ki je

ena niZje od najniZjega nivoja zunanjega cikla; glej sliko 5.3 (¢).

Predlagana predstavitev z enotsko razdaljo ni toga; visoko degeneriranim primerom se
lahko izognemo, saj imamo dovolj prostostnih stopenj. Ze z rotacijo $pic glede na fiksiran
zunanji cikel, ob pogoju, da so zvezdni veckotniki vzporedni ravnini z = 0, imamo neskon¢no

moznih kotov rotacij. Dobili smo 3-razsezno realizacijo z enotsko razdaljo.

Naj bo W valj, ki je napet na kroznici S z radijem r in s srediS¢em v izhodis¢u 0. V sodem

primeru lezijo vsa vozlis¢a na obodu valja 1, v lihem primeru pa lezi natanko m vozlis¢
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(a)

(c) (©

Slika 5.3: Stirje koraki konstrukcije 3-razseZne realizacije z enotsko razdaljo grafa G (18, 3):
(a) realizacije treh 6-ciklov v obliki zvezdnih veCkotnikov p*(6, 1), (b) na zvezdne veckotnike
pripnemo Spice, (c) realizacija zunanjega cikla in (¢) 3-razseZna realizacija z enotsko razdaljo
grafa G(18, 3).

zunanjega cikla znotraj valja IV, vsa ostala vozli§¢a pa na obodu valja WW; glej sliko 5.4. O

Posledica 103. PosploSeni Petersenovi grafi G(n, 1) so grafi z enotsko koordinatizacijo.

Dokaz. Naj bon > 3. Grafi G(n,1) so ravno n-strane prizme, ki jih dobimo kot kartezi¢ni

produkt cikla C), in povezave; glej posledico 86. O
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Slika 5.4: Pogled od zgoraj na 3-razseZzne realizacije z enotsko razdaljo posploSenih Peterse-
novih grafov: (a) G(18,2), (b) G(18,3) in (c) G(72,30). Ko je ged(n, k) sodo $tevilo, so vsa
vozlis¢a na obodu valja, ko pa je ged(n, k) liho lezi n — m vozli$¢ na obodu valja, ostalih

n fv v v e e . .
aed(n ) vozliS¢ pa na krozZnici znotraj tega valja.
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Slika 5.5: (a) PosploSeni Petersenov graf G(72, 30) je (b) graf s 3-razseZno realizacijo z enotsko

razdaljo.
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5.2 I-grafi

I-grafi, ki so bili predstavljeni v [35] naravno posploSujejo druZino posploSenih Petersenovih
grafov [115]. V [9] so M. Boben, T. Pisanski in A. Zitnik obravnavali potrebne in zadostne
pogoje za preverjanje ali sta dva I-grafa izomorfna ali ne. I-grafe so klasificirali glede na ozino,
dvodelnost in grupo automorfizmov. Enostavno je mogoée preveriti, da je I-graf I(n, j, k)

izomorfen I-grafom I (n, k, j), [(n,n—j,k), I(n,j,n—k)in I(n,n—j,n—k). Grafa I(n, j, §)
) %7
I-grafe I(n, j, k), zakatere veljan > 3inl1 < j < k < 5. V netrivialnih primerih, ko je n > 3,

inI(n ) nista enostavna. Zato bomo (Ce ni eksplicitno omenjeno drugace) obravnavali le
I-graf I(n,j, k) vsebuje vsaj en cikel z vsaj tremi vozlisci; torej velja 2 < dim(/(n, j,k)) <
e(I(n,j, k)).

O¢itno je, da velja G(n, k) = I(n, 1, k), zato druzina I-grafov vsebuje druzino posplosenih
Petersenovih grafov. Nekateri I-grafi, ki so hkrati posploSeni Petersenovi grafi pa imajo lahko

tudi drugacno obliko; glej trditev 104 in sliko 5.8 (b).

Trditev 104 ([9]). I-grafI(n, j, k) je posploSeni Petersenov graf ¢e in samo e veljaged(n, j) =
laliged(n, k) = 1. Kojeged(n,j) = 1jel(n,j, k) = G(n,r), kjer je r resitev enabe k = r j
(mod n).

Naslednji dve trditvi in izrek so bili dokazani v [9].

Trditev 105 ([9]). I-graf I(n, j, k) je povezan Ce in samo e velja ged(n, j, k) = 1. Takrat ko
jeged(n, j, k) = d > 1 je I-graf I(n, j, k) sestavljen iz d kopij I-grafov I(%, %l, ).

Trditev 106 ([9]). Naj bodo n,r in s pozitivna cela $tevila, tako da velja s Z +r (mod n).
Potem je posploSeni Petersenov graf G(n,r) izomorfen posplosenemu Petersenovemu grafu

G(n, s) ¢e in samo Ce veljar s = +1 (mod n).

Izrek 107 ([9]). Naj bodo n, j, k in a pozitivna cela Stevila, tako da velja ged(n, j, k) = 1 in
ged(n, a) = 1. Potem je I-graf I(n, a j, a k) izomorfen I-gratu I (n, j, k).

I-graf ki je povezan in ni izomorfen nobenemu posplosenemu Petersenovemu grafu bomo
tako kot v [9] poimenovali pravi I-graf. Glede na Stevilo vozliS¢ sta najmanjSa prava I-grafa
1(12,2,3) in I(12,3,4), ki sta prikazana na sliki 5.6. Ker ima vsak pravi I-graf dve vozli§¢ni
orbiti in tri povezavne orbite, ni noben pravi I-graf niti vozli§¢no niti povezavno tranzitiven;
glej [9].



5.2 I-grafi 89

(a) (b)

Slika 5.6: I-grafa 7(12,2,3) (a) in I(12,3,4) (b) sta najmanjSa prava I-grafa. Na sliki sta

realizirana z enotsko razdaljo v evklidski ravnini.

Izrek 108 ([9]). Najbodon, j, k,j’ ink’ pozitivna cela Stevila, kjer je ged(j, k) = ged(j', k') =
1, ged(n, j) = ged(n, j') # 1 in ged(n, k) = ged(n, k') # 1. Potem sta I-grafa I(n, j, k) in

I(n,j', k') izomorfna, ¢e in samo Ce k j' = £k’ j (mod n).

Izrek 109, ki za povezane I-grafe razsirja izrek 108 dokazan v [9], bomo uporabili pri potr-
ditvi (s pomocjo raCunalnika) domneve obstoja nedegenerirane predstavitve z enotsko razdaljo

za veliko poddruzino I-grafov; glej domnevo 1.

Izrek 109 ([64]). Naj bodo j, k, 71, k1 in n pozitivna cela Stevila, tako da velja
gcd(n,j, k) = ng<n7j17 kl) =L

Potem je I-graf I1(n, j, k) izomorfen I-gratu I(n, ji, ki) natanko takrat, ko obstaja celo Stevilo

a tuje zn za katerega velja
{j1,k1} ={aj (mod n),ak (modn)} ali {j1,k1} ={aj (mod n),—ak (mod n)}.

Dokaz. Opazimo najprej, da iz ged(n, j, k) = ged(n, j1, k1) = 1 sledi da sta oba I-grafa po-
vezana. Ce velja {ji,k1} = {aj (mod n),+ak (mod n)}, potem sta I-grafa I(n,j,k) in
I(n, j1, k1) izomorfna; upostevamo izrek 107 in dejstvo, da so med seboj izomorfni tudi I-
grafi I(n,j,k), I(n,j,—k)in I(n,k,j).

Poskusimo dokazati Se v drugo smer. Recimo, da sta I-grafa I(n, j, k) in I(n, ji, k1) izo-
morfna. Poiskati moramo celo Stevilo a, tuje z n, tako da velja {j1, k1 } = {aj (mod n), +ak
(mod n)}.
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Najprej razmislimo o situaciji, kjer sta oba I-grafa posploSena Petersenova grafa. Po trdi-
tvi 104 je vsaj eno Stevilo 7, k tuje z n. Brez Skode za sploSnost lahko privzamemo, da je to
Stevilo j. Podobno lahko privzamemo, da je tudi j; tuje z n. Po trditvi 104 obstaja enoli¢no
Stevilor (mod n) in enoli¢no $tevilo r; (mod n), takodaveljak =7 j (mod n)ink; = ry j;
(mod n). Ker sta j in j; tuji z n, obstajata (modularna) multiplikativna inverza j ! $tevila j in

41 ! Stevila 5, oba po modulu n, da velja
r=kj ' (modn)in r =k j;" (mod n). (5.1)

Upostevamo trditev 106; posplosena Petersenova grafa G(n,r) in G(n,r) sta izomorfna v

enem izmed Stirih moznih primerov: 71 = £7 (mod n) ali rr; = +1 (mod n).

e Privzemimo najprej da velja r; = r. Po (5.1) velja k; j;* = kj~' (mod n), torej
lahko piSemo k; = k(57! j1) (mod n). Podobno velja j; = j (57 j1) (mod n). Naj

bo a := j~'j; (mod n). Ker sta obe Stevili j !

in j; tuji z n, je tudi njun produkt
a =717 (mod n)tujzn. Dobilismo j; = aj (mod n)ink; = ak (mod n).
Primer 7y = —r premislimo podobno; edina razlika je v tem, da velja ky = —k (j -1 J1)

(mod n) in zato velja ky = —a k (mod n).

e Privzemimo sedaj da velja rr; = 1 (mod n). Potem sta r in r; tuji z n in zato je tudi
ki = 7151 (mod n) tuje z n. Po (5.1) velja ki~ k1 j; ' = 1 (mod n), torej velja j; =
k(j7 ki) (mod n). Veljatudi k; = j (7' k) (mod n). Zato lahko definiramo celo
Stevilo a := 7' k; (mod n), za katerega enostavno preverimo da je tuje z n. Dobimo
j1=ak (mod n)ink; =aj (mod n).

Primer 7r; = —1 (mod n) premislimo podobno; edina razlika je v tem, da velja j; =

—k (7Y ky) (mod n) in zato je j; = —ak (mod n).

Naj bosta sedaj oba I-grafa prava I-grafa. Najprej bomo pokazali, da je dovolj da dokaZzemo
situacijo kjer je ged(j, k) = ged(ji, ki) = 1. Ce velja ¢ == ged(j, k) # 1 in/ali ¢; =
ged (g1, k1) # 1, potem lahko opazujemo I-grafa I(n, j/c, k/c) in I(n, j1/c1, k1 /c1), ki sta po
izreku 107 izomorfna I-grafoma I (n, j, k) in I(n, j1, k1 ). Ce nam uspe pokazati {j; /c1, k1 /c1} =
{d'j/c (mod n),+d k/c (mod n)} za d’ tuje z n, potem velja tudi {j1, 51} = {aj (mod n),
+ak (mod n)} zaa := a’c; ¢! (mod n) in je a tuje z n. Privzamemo lahko torej da velja
ged(j, k) = ged(j1, k1) = 1.

V [9] je bilo dokazano, da pravi I-grafi niso niti vozliS¢no niti povezavno tranzitivni; vendar
pa je ocitno, da pod delovanjem grupe avtomorfizmov obstajata le dve orbiti vozlis¢. Polju-

ben izomorfizem med dvema I-grafoma slika orbito prvega v orbito drugega I-grafa. Vozlis¢a



5.2 I-grafi 91

prve orbite in povezave med njimi tvorijo disjunktne cikle; njihovo Stevilo se mora ujemati
s Stevilom ciklov na pripadajoci orbiti drugega I-grafa. Torej lahko privzamemo, da velja
ged(n,j) = ged(n, j1) = n; in ged(n, k) = ged(n, k1) = ng, kjer sta nj,n, # 1 (Ce je

potrebno, zamenjamo vlogi Stevil j; in k).

Zaradi lazjega pisanja definirajmo j = j'n;, j1 = ji nj, k = k' ny in ky = Kk} nj. Opazimo
da velja gcd(n;, ny) = 1, zato lahko piSemo n = n’ n; ny. Definirajmo z := &'~! (mod n'n;),
y = kix (mod n'n;) in z := 57! (mod n'ny). UpoStevamo izrek 108, zato velja j; k =

+k; j (mod n). Premislimo najprej situacijo, ko velja j; k = k1 j (mod n). Takrat je

ik = kij (modn),
Jik'ng = kingj (mod n'njny),
o= () (mod 'ny)
71 = jy (mod n'ny).

Torej obstaja celo Stevilo A za katerega velja j; = jy + An’n;. Radi bi nasli celo Stevilo a
tuje z n, takodaje j; = aj (mod n)in k; = ak (mod n). Radi bi torej nasli celi Stevili P in

@, tako da a zados¢a spodnjima enakostima (5.2) in (5.3);

ki

ak (mod n),
King = ak'ng  (mod n'n;ng),
ki = ak’ (modn'n;),
a = Kz (modn'ny),

a = kKax+Pn'n, (5.2)

in

jl CLj (mOd n)?

Jjy+ An'n; aj (modn),
Jnjy+An'n; = aj'n; (modn'n;ny),
y+An'z = a (modn'ny),

a = y+An z+Qn ny. (5.3)
Izenacimo (5.2) in (5.3) in piSemo

Kle+Pn'n; = y+ An' z+ Qn'ny,
Pn'n; = An'z+Qn'ny,
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oziroma Pn; — Qn, = Az Ker je ged(nj,n,) = 1 ima ta enacba celostevilski resitvi P
in Q. Torej obstaja celo Stevilo a za katerega velja j; = aj (mod n) in ky = ak (mod n).
Preostane nam le Se, da pokazemo, da je a tuje z n. Privzemimo, da je ged(n,a) = n, # 1.

PiSemo lahko n = n,n”, a = n, d” in
ged(n, g1, k1) = ged(n,a g, a k) = ged(ngn” ,nga” j,nga” k) = n, # 1,

kar je v protislovju s predpostavko ged(n, j1, k1) = 1. Torej je ged(n,a) = 1.

V primeru ko je j; k = —k; j (mod n) razmislimo podobno; vendar, ker velja j; = —jy

(mod n'n;), moramo takrat pisati ky = —a k. O

Izrek 110 ([64]). Naj bodo j, k, j1, k1 inn pozitivna cela Stevila, tako da velja ged(n, j, k) = d
inged(n, j1, ki) = dy. Ce veljad # dy potem I-grafa I(n, j, k) in I(n, ji, k1) nista izomorfna.
V nasprotnem primeru je I-graf I (n, j, k) izomorfen I-grafu I (n, j;, k1) natanko takrat, ko ob-

staja celo Stevilo a tuje z %, za katerega velja
{jik} = {aj (mod n),ak (mod n)} ali {ji,k1} = {aj (mod n),~ak (mod n)}.

Dokaz. Po trditvi 105 ima I-graf I(n, j, k) d povezanih komponent, I-graf I(n, ji, k1) pa d;
povezanih komponent. Ko velja d # d; grafa o€itno nista izomorfna. Predpostavimo sedaj, da
velja d = d;. Potem sta I[-grafa izomorfna natanko takrat, ko sta izomorfni poljubni povezani

komponenti igrafov (2,2 %) in 7(2 & k) Po izreku 109 je (2,2, %) izomorfen I-grafu

! drdd d’d>d drdd ‘ :
I(24 E) patanko takrat, ko obstaja celo 3tevilo a tuje z 2, tako da velja {Z, 8} = {a?
(mod 2),a® (mod 2)} ali {&,%} = {aZ (mod 2),—a’ (mod 2)}. Vsaj eden izmed

pogojev je izpolnjen natanko takrat, ko velja {ji,k1} = {aj (mod n),ak (mod n)} ali
{j1. b1} ={aj (mod n), —ak (mod n)} (in je a tuje Stevilo z %). O

Navadno predstavimo vozlis¢a I-grafa na dveh koncentri¢nih kroznicah, vozlis¢a zunanjega
obroca u; na eni kroZnici in vozlis€a notranjega obroca v; na drugi kroznici (z manj$im pol-
merom), glej sliko 5.6 in sliko 5.7. Vozlis¢em na zunanji (oziroma notranji) kroznici pravimo
vcasih tudi vozlis¢a zunanjega (oziroma notranjega) obroc¢a. Povezavam med obro¢i pravimo

Spice.

5.2.1 Predstavitve I-grafov z rotacijsko simetrijo

Vozlis¢a I-grafa I(n, j, k) postavimo na koncentri¢ni kroznici. Naj bo r polmer notranjega
obroa in R > r polmer zunanjega obrota. Naj bo ¢ := Z p(v,) 0 p(ug) kot odmika notra-

njega obrocCa glede na fiksen zunanji obroc¢, kjer smo obe kroznici centrirali v koordinatno
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izhodis&e (tocko 0). Zaradi preglednosti ozna¢imo notranji kot % regularnega n-kotnika z «;,
glej sliko 5.7.

Slika 5.7: Del predstavitve z rotacijsko simetrijo z notacijo, ki jo bomo uporabljali v tem
poglavju. Odebeljene daljice oznacujejo predstavitve z enotsko razdaljo povezav opazovanega

I-grafa.

Parametri r, R in ¢ enoli¢no dolocajo evklidsko predstavitev p := p, ;; danega I-grafa

I(n, j, k). Koordinate predstavitve z rotacijsko simetrijo p I-grafa I(n, j, k) definiramo z:
p(u;) = (R cos (o), Rsin(ey)),i=0,1,...,n—1,
in
p(v)) = (r cos (¢ +ay),rsin(p+a;)),i=0,1,...,n— 1.

Za predstavitev z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo mora veljati:
1 1

~ 2sin(q )’ "7 2sin (o)
in
|IR—r| <1.

Ker je k < % lahko enostavno preverimo, da velja oy, = 52 < I, sin (ay) < sin (3) = 1.
Torej velja r > % in 0 < ¢ < 7. Enostavno lahko preverimo tudi, glej na primer [39], da velja
sin (“T’“) = % ¢e in samo Ce je b = Ga. Torej je polmer R (in podobno polmer r) enak ena
natanko takrat, ko zunanji (notranji) obro¢ vsebuje cikle z dolZino natanko 6.

Ce je razdalja R — r > 1 potem ne obstaja noben tak kot odmika ¢, pri katerem bi imele
predstavitve Spic dolZino ena. V nasprotnem primeru pa lahko kot ¢ enostavno dolo¢imo z

uporabo kosinusnega izreka

R* +1* —2Rr cos(¢) = 1.
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Enacbo lahko z uporabo trigonometri¢nih identitet razpiSemo v

cos (ovjyx) cos (ay_i) — cos (2a;) cos (2ay)

cos(¢) =

2sin (o) sin (ay)

Izrek 111. Naj bo p enotska predstavitev z rotacijsko simetrijo I-grafa I(n,j, k) zal < j <

k < 5. Predstavitev p je degenerirana natanko takrat, ko velja j = k.

Dokaz. 1z j = ksledi R = r. Najbo 0 < i < n — 1. Vozlis¢e u; grafa I(n,j, k) je
povezano z vozlis¢ema zunanjega obroca v’ := w,y; in v’ := u,;_; in z vozliS§¢em notranjega
obroca v;. Naj bo Sy kroZnica s polmerom R centrirana v izhodiS¢u 0 in naj bo S kroZnica s
polmerom 1 s centrom v p(u;). Ker to¢ka p(u;) leZi na kroznici Sy, se kroZnici Sy in S sekata
v najvec¢ dveh tockah. Torej je vozlisce v; preslikano v tocko p(u’) ali p(u”). Taka predstavitev
je degenerirana. Iz j # k sledi R # r, kar pomeni, da predstavitev z rotacijsko simetrijo p
slika vozlis¢a grafa I(n, j, k) v razli¢ne to¢ke v R%. Edini I-grafi, ki imajo le degenerirano

predstavitev z enotsko razdaljo z rotacijsko simetrijo so I-grafi I(n, j, 7). a

Zgornja opaZanja zapiSimo v trditev.

Trditev 112. Najbo 1 < j < k < §. I-graf I(n, j, k) ima nedegenerirano predstavitev z

enotsko razdaljo z rotacijsko simetrijo (ki je morda visoko degenerirana) natanko takrat, ko je
j # kin
1 1

— <1
2sin (o) 2sin(ag)| —

Izrek 113. Najbo1 < j < %. Potem je dim(I(n, j, j)) = 2.

Dokaz. Naj bo d = ged(n, j). Opazimo, da je I-graf I(n, j,j) unija d 5-prizm. Vsako %-

n

d
Iz posledice 80 in lastnosti, da unija grafov ohranja dimenzijo sledi, da ima I-graf I(n, j, j)

prizmo lahko konstruiramo kot kartezi¢ni produkt cikla C'z na 3 vozlis¢ih in povezave K.

realizacijo z enotsko razdaljo v R2. O

Izkaze se, da obstaja neskon¢no mnogo I-grafov, ki ne zado$cajo pogojem trditve 112;
najmanjsi tak (po Stevilu vozlis¢) je posploseni Petersenov graf G(10,4) = 1(10, 1,4). Takim
I-grafom bomo rekli nedopustni; glej tabelo 5.1. Ce je I-graf I (n, j, k) dopusten, pravimo da
je tudi trojica (n, j, k) dopustna.

Lema 114. Najbo 1 < j < k < % in naj bo I(n, j, k) nedopusten I-graf. Cejek +1 < 5
potem je I(n, j, k + 1) nedopusten. Ce je j > 1, potem je I(n, j — 1, k) nedopusten.
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n 23 |24 124 | 25|25 |26 |26 |27 |27 |28 |28 (2829292930 30|30
J 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3

km S|2 |52 52|42 |4 2|4 ]122|4]|11]2]4]10
kas || 10 11 )11 |12 (12 |12 |12 |13 [ 13 |13 |13 |13 |14 | 14|14 |14 | 14| 14

Tabela 5.1: Kratek seznam nedopustnih I-grafov I(n,j, k) za n < 30, dobljen s pomo¢jo
racunalnika. Vsak stolpec preberemo tako: za dana n in j ter za vsak k, za katerega velja
km < k < kyy, so vsi I-grafi I(n, j, k) nedopustni.

Dokaz. Najbo 1y := m in R; := Wl(aj) Kerje k + 1 > k, veljary > ri41. Torej velja
R; — rgy1 > R; — 1 > linI-graf I(n, j,k + 1) ni dopusten. Kerje j > j — 1,je R;,_1 > R;
in Rj_y —ry > R —ry > 1; zato I-graf I(n, j — 1, k) ni dopusten. O

Lema 115. Najbo1 < j < k < § in naj bo I(n, j, k) dopusten I-graf. Ce je j < Fk, sta tudi
I(n,j,k—1)inI(n,j+ 1, k) dopustna I-grafa.

Dokaz. Naj bosta 7, in R; notranji in zunanji polmer predstavitve z rotacijsko simetrijo grafa
I(n,j,k). Kerjek —1 < k,jery_1 > rypinvelja R; — r,_; < R; —r; < 1; zato je graf
I(n,j,k — 1) dopusten. Koje j < j+ 1, velja R; > R;;1in Rj 11 — 1, < Rj — 1 < 1; zato
je tudi I-graf I(n, j + 1, k) dopusten. O

Obstajajo pa tudi I-grafi, ki jih je mogoce predstaviti z enotsko razdaljo, kljub temu da niso
dopustni. Ceprav I-graf I (10, 1, 4) nima predstavitve z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo,

jo ima njemu izomorfni graf 7(10, 2, 3), glej sliko 5.8.

Za dokaz naslednje leme bomo uporabili trditev 106.

Lema 116. I-graf I(12,1,5) (simetri¢ni kubicni graf F,4) je najmanjsi I-graf, ki nima dopu-

stnega izomorfnega I-grafa.

Dokaz. Opazimo, da je I-graf 1(12, 1, 5) posploSeni Petersenov graf G(12,5). Naj bostan’, k' €
N naravni $tevili. Iz trditve 106 sledi, da morajo za posploseni Petersenov graf G/(n’, k'), ki bi
bil izomorfen posplosenemu Petersenovemu grafu G(12, 5) veljati naslednje lastnosti: n' = 12,
ged(12, k') = 1in k' # 5. Edina moZnost je k' = 7. Enostavno je mogoce preveriti, da pred-

stavlja situacija 5 = £7 (mod 12) zrcaljenje ciklov notranjega obroca. Torej I-graf (12,1, 5)
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(a) (b)

Slika 5.8: T-grafa 1(10,1,4) (a) in 1(10,2, 3) (b) sta izomorfna. Prvi je posploSeni Petersenov
graf G(10,4), ki je nedopusten. Po drugi strani pa je I-graf 1(10, 2, 3) graf z enotsko razdaljo

in rotacijsko simetrijo.

nima netrivialnega izomorfa. Nedegenerirana enotska predstavitev z rotacijsko simetrijo I-

grafa 1(12,1,5) dolo¢a R = —1\4/?\/3 inr = 1;(2/5. Torej je R — r = /2 in je I-graf (12, 1,5)

nedopusten. a

Posploseni Petersenov graf (12,1, 5) pa lahko predstavimo z enotsko razdaljo brez rota-

cijske simetrije.
Trditev 117. dim(7/(12,1,5)) = 2.

Dokaz. Dokaz bo konstrukcijske narave. Vozlis¢a I-grafa 7(12,1,5) ozna¢imo tako kot na
sliki 5.9 (a). Najprej bomo konstruirali predstavitev p notranjega obroca. Z & := ||p(2) — p(8)||
definiramo razdaljo med predstavitvama vozlis¢ 2 in 8. Vozli§¢i 2 in 8 postavimo v tocki (0, g)
in (O,—g). Vzemimo /381 = /618 = /8310 = % in predstavimo pot 6 ~ 1 ~ 8 ~ 3 ~
10 tako kot je mogoce videti na sliki 5.9 (b). Vzemimo kopijo poti 6 ~ 1 ~ 8 ~ 3 ~ 10 in
jo zrcalimo preko x-osi, tako da dobimo pot 4 ~ 9 ~ 2 ~ 7 ~ 12. Vozlisc¢e 11 postavimo
v tocko, ki je na razdalji ena od vozliS¢ 4 in 6, vozlisCe 5 pa v tocko, ki je na razdalji ena od
predstavitev vozliS€ 10 in 12. Glede na izbrano vrednost za parameter £ lahko notranji obroc¢

predstavimo z enotsko razdaljo na nedegeneriran nacin.

Naj bo G podgraf I-grafa 1(12, 1, 5) z mnoZico vozlis¢ V(G) := V(1(12,1,5)) in mnoZico
povezav E(G) := E(1(12,1,5)) \ {5 ~ 17,11 ~ 23}. Enostavno je dobiti simetri¢no nede-
generirano predstavitev z enotsko razdaljo grafa G, ki je zaradi simetrije konstrukcije visoko

degenerirana, glej sliko 5.9 (¢). Zaradi simetrije velja £ := ||p(5) — p(17)]| = ||p(11) — p(23)||.
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() (©)

Slika 5.9: (a) PosploSeni Petersenov graf G(12,5) = (12,1, 5) (simetri¢ni kubi¢ni graf F5,)
z oznaCenimi vozliS¢i. (b) Notranji obro¢ predstavimo z enotsko razdaljo glede na vrednost

parametra £ = ||p(2) — p(8)||. (c) Nedegenerirana predstavitev grafa G(12,5) brez povezav
{5~ 17,11 ~ 23}. (&) I-graf (12,1, 5) je graf z enotsko razdaljo.

Simetri¢na konstrukcija z enotsko razdaljo predstavljena na sliki 5.9 (c) ni toga ampak fle-
ksibilna s parametrom £ := ||p(2) — p(8)||. Ce izberemo & = 0,72, je v konstrukciji razdalja
¢ = 1,00004 > 1, pri £ = 0,73 pa razdalja ¢ znasa ¢ ~ 0,98935 < 1. S tem ko povecujemo
vrednost parametra £ iz 0,72 na 0, 73 se zvezno premikamo iz predstavitve z ¢/ > 1 v pred-
stavitev z ¢ < 1. Zaradi zveznosti obstaja realizacija z { = 1, torej obstaja vrednost za &
(~ 0,72003458376584) pri kateri velja dim(/(12,1,5)) = 2. O

Lema 118. I-grafi I(10m, m,3m), kjer je m € N so dopustni. Se ve¢, vse njihove realizacije

z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo imajo obroca oddaljena natanko ena.
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Dokaz. Vsaka izmed m komponent I-grafa I(10m,m,3m) je posploSeni Petersenov graf
1(10, 1, 3) (Desarguesov graf), glej sliko 5.10. Naj bostan’, k' € N naravni $tevili. UpoStevamo
trditev 106, ki pravi, da morajo za G(n’, k'), ki bi bil izomorfen G(10, 3) veljati naslednje ena-
kosti: n' = 10, ged(10, k") = 1 and k&’ # 3. Ponovno je edina moznost k' = 7. Ker je 3 = +7
(mod 10), predstavlja ta situacija zrcaljenje ciklov notranjega obroca. Torej I-graf (10,1, 3)

nima netrivialnega izomorfa. Po drugi strani pa lahko piSemo

1 1
Bor = San () 2em (22)
o 1
N QSin(%)_Qsin(%)
2 2

_ -1
—14+v5 14+V5

Slika 5.10: T-graf I(10,1,3) ima realizacijo z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo z

obrocema, ki sta oddaljena natanko ena.
Naslednji rezultat pove, da je velika vecina (priblizno % vseh) I-grafov dopustnih.

Trditev 119. Najbo 1 < j < k < §. I-graf I(n,j, k) ima (morda visoko degenerirano)

nedegenerirano predstavitev z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo, ¢e velja j > ¢.

Dokaz. Opazimo, da je sin () monotono naras¢ajoc¢a funkcija na intervalu 0 < = < 7. Ker

jek < %, jeay < Zinsin(ay) < sin(3) = 1. Podobno iz j > % sledi, da je o > 7,

sin (o) 2 sin (§) in gy < 5,7y ~ 1-4619. Torej je

1 1

2sin (g) 2sin (g)

1 1

<1
2sin (o) 2sin (ag) -

Y

kar dokazuje naso trditev. O
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Iz leme 118 sledi, da obstajajo I-grafi I(n, j, k), ki so dopustni brez izomorfov in za katere

velja j < §; za dopustnost I-grafa pogoj j > 7 iz trditve 119 torej ni potreben pogoj.

primer so v tabeli 5.2 prikazani vsi dopustni I-grafi za n = 60.

12345678 910111213 14151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
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51777 %« O % 77777711137 77777MN17777
6 |7 7 7 % x O * % % % *x x x x x x x © 7 7 7 77 713117 77
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20077 77T 7TT7T000000000000000000®®®®
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Kot

Tabela 5.2: Vsi I-grafi za n = 60, ki imajo predstavitev z enotsko razdaljo in rotacijsko sime-

trijo v evklidski ravnini. S simbolom O so oznacene vse degenerirane situacije, glej izrek 111.

S simbolom ® so oznaceni vsi dopustni I-grafi (tisti, za katere je pogoj iz trditve 119 resnicen).

Primera opisana v lemi 118 sta oznacena s simbolom ©. Situaciji obravnavani v trditvi 117 sta

oznaceni s simbolom AX\. Ostali dopustni I-grafi I(n, j, k), ki ne zadoS¢ajo pogoju j > § so

oznaleni s simbolom x; opazimo, da velja [$] = 7. Pri I-grafih I(n, j, k), ki niso dopustni je

oznaceno najmanjSe tako celo Stevilo tuje z n, ki ga dobimo iz izreka 109 za poljubno kompo-

nento I-grafa; vsako komponento nariSemo z rotacijsko simetrijo, vsak graf pa je unija svojih

komponent.

Ceprav lahko enostavno povemo kdaj I-graf [ (n, j, k) ni dopusten, je vprasanje ali obstaja

dopusten I-graf I(n/, j’, k), ki je izomorfen I(n, j, k) veliko teZje. Zato da bi pokazali da so
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vsi I-grafi grafi z enotsko razdaljo, moramo pokazati le Se naslednjo domnevo, ki smo jo z
uporabo raunalnika preverili za vse I-grafe I(n, j, k) za n < 1000. Pri dokazu domneve 1 bo

uporaben izrek 109, glej tudi tabelo 5.2.

Domneva 1. Naj veljal < j < k < § inm € N. Naj bo (n,j, k) trojica, ki ni oblike
(12m,m,5m). Potem obstaja celo Stevilo a € Z tuje z n, tako da je trojica (n,j’, k')
dopustna (in zado$¢a pogojem trditve 112), kjer je j; = aj (mod n), k; = ak (mod n),

Jo = min(j1,n — j1), k2 = min(ky,n — k1), j' = min(jo, k2) in &' = max(ja, k2).

Ob preverjanju zgornje domneve z raCunalnikom se je izkazalo, da imajo med vsemi I-
grafi I(n,j, k) zan < 1000, samo I-grafi oblike I(10m,m,3m) za poljubno naravno $tevilo
m < 100 obroca oddaljena natanko ena. Izkazalo se je tudi, da so za n < 1000 vse dopustne
trojice (n, j, k), ki nimajo izomorfa (n, j', k') za katerega bi veljalo j' > ¢, le trojice oblike

(10m, m, 3m) za neko naravno Stevilo m.

5.2.2 Koordinatizacije z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo

Trditev 120. Naj bo p nedegenerirana (lahko tudi visoko degenerirana) predstavitev z enotsko
razdaljo in rotacijsko simetrijo povezanega I-grafa I(n, j, k) doloCena z r, R, ¢. Potem je p

koordinatizacija z enotsko razdaljo natanko takrat, ko velja ”?‘b ¢ N.

Dokaz. Ker je p nedegenerirana predstavitev z rotacijsko simetrijo, slika vozlis¢a grafa I (n, j, k)
v razli¢ne to¢ke evklidske ravnine R? in velja R # r ter j # k. Naj bosta Sy, S, koncentri¢ni
kroZnici s polmeroma R? in r ter srediS¢em v izhodiS¢u 0 in naj bo Sy kroZnica s polmerom 1
in srediS¢em v p(ug) € Sg. Ker tocka p(ug) lezi na Sg in ker velja R > r > %, se kroZnici Si
in S; sekata v natan¢no dveh toc¢kah p(u4 ;). Podobno razmislimo, da imata tudi kroznici .S, in

S1 najvec dve skupni tocki, saj je p predstavitev z enotsko razdaljo in velja |[R — r| < 1.

Ce p ni koordinatizacija, potem obstaja vozli§te w # u+j, tako da vozliS¢i ug in w nista
sosednji in velja p(w) € S;. Torej je p(w) € S,, glej sliko 5.11. Po definiciji je vsako
vozliS€e zunanjega obrocCa povezano z natanko enim vozlisS¢em notranjega obroca. Torej velja
w # vy in p(w) € S,. Naj bo £ p(w)0p(vy) ostri kot na sliki 5.11. Ker je w vozlii¢e na
notranjem obro&u je kot £ p(w)0p(vy) = a®, kjer je a € N. Opazimo, da je predstavitev p

simetri¢na glede na zrcaljenje preko premice, ki gre skozi izhodis¢e 0 in to&ko p(ug). Torej je

kot Z p(uo)0p(ve) = £ p(w)0p(ug) = ¢. Zato za naravno stevilo a velja 2¢ = a?*in 2% = q.
Privzemimo sedaj, da velja a = ”%’ € N. Potem je ¢ = aZ in 2¢ = a%’r. Spomnimo,

dajen = 27” velikost sredis¢nega kota regularnega n-kotnika. Torej je a%’r velikost kota med



5.2 I-grafi 101

Slika 5.11: Situacija pri kateri nedegenerirana predstavitev z enotsko razdaljo in rotacijsko

simetrijo ni koordinatizacija; razdalja d(ug, w) = 1.

predstavitvijo vozli$¢a vy in predstavitvama vozlis¢ vy,. Ker je d(ug,vg) = 1, je resnina vsaj
ena izmed naslednjih enakosti: d(ug,v_,) = 1 oziroma d(ug,v,) = 1. Toda vozlis€e ug ni

sosednje z nobenim vozliS¢em v_,, v,. Torej predstavitev p ni koordinatizacija. a

Naslednji domnevi smo potrdili z raCunalnikom za vse I-grafe I (n, j, k) za n < 1000; glej
slike 5.12, 5.13 in 5.14.

Domneva 2. Naj bo p nedegenerirana predstavitev z enotsko razdaljo (ki je lahko tudi visoko
degenerirana) in rotacijsko simetrijo I-grafa I(n, j, k). Ce je n > 30, potem je p koordinatiza-

cija.

Domneva 3. Naj bo p nedegenerirana predstavitev z enotsko razdaljo (ki je lahko tudi vi-
soko degenerirana) in rotacijsko simetrijo I-grafa I(n, j, k) in naj bo M mnozica vseh grafu
I(n, j, k) izomorfnih grafov . Ce p ni koordinatizacija z enotsko razdaljo, noben graf G € M

nima koordinatizacije z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo.

5.2.3 Visoko degenerirane predstavitve z enotsko razdaljo in rotacijsko
simetrijo

Opazimo, da je predstavitev z enotsko razdaljo p, ki slika & ciklov na m vozlis¢ih v k zvezdnih
poligonov pripetih na ogljis¢a regularnega (k m)-kotnika nedegenerirana in ni visoko degene-
rirana. Ker velja R > r, se visoko degenerirane situacije lahko pojavijo le v dveh primerih;
najprej, ko vsebuje Spica predstavitev vozliS¢a notranjega obroca (glej sliko 5.13 (¢)) in drugic,
ko je predstavitev vozli§€a notranjega obroca vsebovana v predstavitvi povezave zunanjega

obroca.
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Slika 5.12: Vsi I-grafi I(n, j, k) (zan < 1000), ki imajo nedegenerirano predstavitev z enotsko
razdaljo in rotacijsko simetrijo, ki ni koordinatizacija. Od leve proti desni, od zgodaj navzdol
so: 1(8,1,3), 1(9,1,2), 1(9,1,4), 1(9,2,4), 1(10,2,4), 1(12,1,2), 1(12,2,5), I(21,3,6),
1(21,3,9), 1(21,6,9), 1(30,2,3), 1(30,3,8), 1(30,4,9), 1(30,9,14), 1(30,3,5) in 1(30,5,9).
Opozoriti velja, da I-grafi 1(10,2,4), 1(21,3,6), 1(21,3,9) in (21, 6,9) niso povezani. Zani-
mivo je tudi, da sta vlogi notranjega in zunanjega obrocCa pri predstavitvah z enotsko razdaljo

in rotacijsko simetrijo izomorfnih I-grafov (30, 2, 3) in 1(30, 3, 8) zamenjani.

Trditev 121. Na bo p predstavitev z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo I-grafa I (n, j, k),

ki je doloc¢ena z r, R in ¢. Potem je predstavitev vozlis¢a notranjega obroca vsebovana na Spici,
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(a) (b) (©)

Slika 5.13: Izomorfni I-grafi 1(9,1,2) (a), 1(9,1,4) (b) in 1(9,2,4) (c) z nedegeneriranimi
predstavitvami z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo, ki niso koordinatizacije. Predstavitev

na sliki (c) je visoko degenerirana.

(b) (c) ©

Slika 5.14: Dopustni nepovezani I-grafi (a) 1(10,2,4), (b) 1(21,3,6), (c) 1(21,3,9) in (&)
1(21,6,9), ki nimajo koordinatizacije z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo a so sestavljeni
iz komponent, ki jo imajo. Graf (a) je sestravljen iz dveh kopij Petersenovega grafa G (5, 2).
Spodnji trije grafi na 21 vozlis¢ih so med seboj izomorfni in so sestavljeni iz treh komponent s

po sedmimi vozlisci.
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ki povezuje notranji in zunanji obro¢ natanko takrat, ko je
n . (1+7r? - R?
—arcsin | ——— | € N;
s 2r

predstavitev p je visoko degenerirana.

Dokaz. Najbo ¢ = £ vo0ug. Za naravno §tevilo a € N definirajmo kot @ = a”, tako kot na

sliki 5.15 (a). Kerje R > r > l0<op<minO<acx %5 < 3, veljajo naslednje neenakosti

_ _ _ 2 2 2 2
_131 2R§1 2R§1 (T+R)§1+T R§1+R Rzl_
2R 2r 2r 2r 2r 2r

. . 2 2 . . 2 2
Torej lahko namesto ov = arcsin (%) piSemo sin (o) = 4=

Naj bo e; = u; ~ v; Spica pripeta na vozliS€e u; zunanjega obroca in na vozliS¢e v; notra-
njega obroca in naj w oznacuje eno izmed visoko degeneriranih vozliS¢. Zaradi simetrije lahko
predpostavimo, da leZi predstavitev vozliS€a w na predstavitvi Spice ey. Spomnimo se, da je
27“ velikost sredis¢nega kota regularnega n-kotnika. Torej obstaja tako naravno Stevilo a € N,
tako da je a%’“ — 2a enaka velikosti kota / vy0w, napetega med vozlis¢em v in vozlis¢em
402 in b = 7 cos (a), glej sliko 5.15 (a). Pisemo lahko g = 7 sin ()
inr2 = g2+ A% Kerjeh? = R2— (1—g)°, je h®+¢*> = r2 = R* +1 — 2¢ in velja

sin () = (#)

w. Definirajmo g =

(a) (b)

Slika 5.15: (a) Visoko degenerirana situacija pri kateri Spica ey = uy ~ vy vsebuje vozlisce w
notranjega obroca. (b) Potreben pogoj, da predstavitev z enotsko simetrijo izenaci tocki w in
w', je d(vo, w') + d(w', ug) = 1.

Dokazimo najprej nasprotno; torej dokazimo, da iz sin () = # sledi, da je p visoko

degenerirana, tako da preslika vozlis¢e notranjega obroca na Spico. Privzemimo situacijo na
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sliki 5.15 (b). Radi bi dokazali, da je vozlis¢e w’ slikano v tocko w. Enostavno je premisliti,
da velja w = w' natanko takrat, ko velja d(vy,w’) + d(w’,up) = 1. Opazimo, da je g =
d(vg,w') = 2rsin(a) = 1+ r> — R%. Najbo 3 = ¢ — 2a. Iz kosinusnega izreka sledi
2?2 = R?> +r? — 2Rrcos(B) in 1 = R? + r? — 2Rr cos(¢). Opazimo, da prestavlja enakost
R? = r? 4 1 situacijo, ki ni visoko degenerirana; natanéneje, situacijo kjer je h = r in vy = w.

Kerje R>r > %, lahko piSemo

> = R*+7r®—2Rrcos(f)
= R?+7r? — 2Rr (cos(p) cos(2a) + sin (¢) sin (2a))
= R*+ 71> —2Rr (cos(¢)(1 — 2sin*()) + 2sin(¢) sin(a) cos(a))
(1+7r* = R?)*(-1+r*+ R?))
4r?
+2R(—1 —r* + R?) cos(a) sin(¢)
o — (=14 R*) + (=1 + R?)’ + r*(1 + 2R* — R")
2r2 i
+2R(—1 —r* + R?) cos(a) sin(¢),

= r*+ R*+ — (=1 + 7%+ R?) cos*(a) +

zato velja
_ 2r2z? — (r® —r* (=14 R?) + (-1 + R?)* + r*(1 + 2R* — RY))
cos(a) sin(¢) = TIR(-1 =21 R :
Velja tudi
cos?(a)sin®(¢) = (1 —sin?(a))(1 — cos*(¢))

(M (-1+ R —2r2(1 4 R?))?

B 1674 R? ’
zato je

(r —r* (=14 R*) + (=14 R?)* —r?(—1 — 2R* + R" + 227))?
(1472 — R22(r* + (=1 + R?)2 — 272(1 + R?))?

~ 1. (5.4)

Opazimo, da ima leva stran enacbe (5.4) pole v situacijah, ki ali niso visoko degenerirane
ali pa niso dopustne. Edini realni resitvi enacbe (5.4) sta z; = 7 — R?in 2o = R? — r?. Ker
1

jex > 0invelja R > r > 4, jex; < 0inxy > 0. Torej je z = d(w',up) = R* —r? in

d(vo, w') + d(w',up) = g + = = 2rsin(a) + R* —r? = 1. 0

Trditev 122. Naj bo p nedegenerirana predstavitev z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo
I-grafa I(n, j, k), ki je dolocena z r, R in ¢. Naj bodo ¢ = £ vy0ug, § = £ 20w = £ z0uw'

iny=/2 uj(juo =7 27“ Ce obstaja naravno $tevilo a € N, tako da drZi ena izmed naslednjih
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enakosti:

o =
o =

(J+2a), (slika 5.16 (a))

(j+2a) £, (slika 5.16 (b-¢))

I3

potem predstavitev vozliS¢a notranjega obroca leZi na predstavitvi povezave zunanjega obroca

in je predstavitev p visoko degenerirana.

Dokaz. Vse razli¢ne situacije pri katerih je vozliS€e notranjega obroca vsebovano na povezavi
zunanjega obroca so predstavljene na sliki 5.16. Zgornji enacbi je iz situacij na sliki 5.16

mogoce enostavno razbrati.

Uy

(©) ©)

Slika 5.16: Vse visoko degenerirane situacije, kjer predstavitev povezave zunanjega obroca
up ~ u; vsebuje predstavitev vsaj enega vozlis¢a w (in v¢asih Se enega vozli§¢a w’) notranjega

obroca.
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S pomodjo racunalnika smo za n < 1000 za vse I-grafe I(n, j, k) potrdili domnevo 4 in

domnevo 5.

Domneva 4. Naj bo p nedegenerirana predstavitev z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo I-
grafa I(n, j, k). Ce je n > 30, potem v predstavitvi p vozliSCe notranjega obroca ni vsebovano

na nobeni Spici.

Domneva 5. Naj bo p visoko degenerirana predstavitev z enotsko razdaljo in rotacijsko sime-
trijo I-grafa I(n, j, k), pri kateri je vozli¢e notranjega obroca vsebovano na eni izmed $pic.

Potem predstavitev p ni koordinatizacija z enotsko razdaljo.

Za vsak primer na sliki 5.16 lahko z uporabo enacbe iz trditve 121, kosinusnega izreka,
sinusnega izreka in trigonometri¢nih identitet dobimo enacbo, ki izenacuje cos (a2*) s funkcijo
dveh parametrov R in r. Torej lahko za dana R in r numeri¢no izracunamo a in preverimo ali
je rezultat naravno Stevilo (dovolj blizu naravnega Stevila). Za n < 1000 smo s pomocjo
raCunalnika pripravili seznam vseh povezanih I-grafov /(n, j, k), ki nimajo koordinatizacije z
enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo in seznam vseh povezanih I-grafov I(n, j, k), ki imajo
visoko degenerirano nedegenerirano predstavitev z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo pri

kateri lezi vozlisCe notranjega obroc¢a na Spici; glej tabelo 5.2.3.

Na koncu kot zanimivost povejmo, da Ce pri predstavitvi z enotsko razdaljo in rotacijsko si-
metrijo poljubnega povezanega I-grafa na sliki 5.12, ki ni koordinatizacija “podaljSamo” Spice
v premice, dobimo situacije, kjer vsaka premica vsebuje natanko Stiri predstavitve vozliS¢ I-
grafa; glej sliko 5.17. L. W. Berman je v [5] dokazala, da je seznam astralnih konfiguracij [8],
ki ga je predstavil B. Griinbaum popoln in nastela vse takoimenovane sporadicne primere, ki
obstajajo. Zanimivo je tudi, da imajo sporadi¢ne astralne konfiguracije najvec 60 tock, tako kot
najvecji I-grafi, ki nimajo koordinatizacije z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo; glej do-
mnevo 2. Podobnost konfiguracij s koordinatizacijami z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo

I-grafov bi bilo zanimivo $e dodatno raziskati.
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N G cos(@) | % eN
koordinatizacija | visoko degenerirana T
8|13 ne ne L 2
9 |1 2 ne ne 0,7660* 2
9 /1| 4 ne ne 0,93972 1
9 12| 4 ne da -0,1736* 5
10 2| 4 ne ne 0 5
12 (1] 2 ne ne %ﬁ 1
12125 ne da %ﬁ 5
213 6 ne ne % 7
21139 ne ne 3 7
2116 9 ne ne —% 14
30 2] 3 ne ne Vi Ll 3
303 8 ne ne VE+L | 3
30 (4] 9 ne ne Vi-¥ | 9
3019 14 ne da 5% 9
30 /3|5 ne ne \/54+1 6
30 |5 ne da \/54_1 12

Tabela 5.3: Vsi I-grafi I(n, j, k) za n < 1000, ki imajo nedegenerirano predstavitev z enotsko
razdaljo p, ;. in rotacijsko simetrijo, ki zadoSCa vsaj eni izmed naslednjih lastnosti: p,, ;. ni
koordinatizacija z enotsko razdaljo oziroma p,, ;  je visoko degenerirana, tako da lezi vozlisce
notranjega obroca na Spici. Vse visoko degenerirane predstavitve z enotsko razdaljo in rotacij-
sko simetrijo iz trditve 121 so koordinatizacije z enotsko razdaljo. Izomorfni grafi sestavljajo
oznacene skupine in najmanjsi graf glede na leksikografsko ureditev (predstavnik skupine) je

oznacen odebeljeno. Nekateri izmed nastetih I-grafov imajo vec kot eno komponento.

“Znano je, da trigonometricne funkcije v <, kjer je a celo Stevilo, ki ni deljivo s 3, ne morejo biti izraZene kot

vsote, produkti oziroma (kon¢ni) koreni racionalnih Stevil.
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Slika 5.17: Vse predstavitve z enotsko razdaljo in rotacijsko simetrijo povezanega I-grafa, ki
niso koordinatizacije z enotsko razdaljo. Od leve proti desni, od zgodaj navzdol so: (8,1, 3),
1(9,1,2), 1(9,1,4), 1(9,2,4), 1(12,1,2), 1(12,2,5), 1(30,2,3), 1(30,3,8), 1(30,4,9),
1(30,9,14), 1(30,3,5) in 1(30,5,9). Vsaka premica, ki poteka po predstavitvi poljubne $pice

vsebuje natanko Stiri tocke.






Poglavje 6
Izracunljivost

Kljub temu, da je dimenzija kolesa W;5 na petih vozlis¢ih dim(Ws5) = e(W5) = 3, glej trdi-

tev 29, obstajata degenerirani predstavitvi grafa W5 z enotsko razdaljo v ravnini, glej sliko 6.1.

Slika 6.1: Kolo W (levo), ki ga je mogoce pobarvati s tremi barvami ni graf z enotsko razdaljo
v ravnini. Ce identificiramo vozliS¢i pobarvani s ¢rno barvo dobimo degenerirano predstavitev
z enotsko razdaljo v ravnini (sredina). S tem, ko identificiramo Se vozlis¢i pobarvani s sivo

barvo, dobimo novo degenerirano predstavitev z enotsko razdaljo v ravnini (desno).

Torej lahko postavimo vpraSanje: “Ali za dani graf (G in naravno Stevilo £ obstaja degeneri-
rana k-razseZna predstavitev z enotsko razdaljo grafa G?”’. Namesto na to lahko odgovorimo na
ekvivalentno vprasanje: “Ali je za dani graf G in naravno Stevilo £ graf G homomorfen grafu z

dimenzijo £?”. Podobni vprasanji si lahko zastavimo tudi za evklidsko dimenzijo grafa.

Za graf z vsaj eno povezavo potrebujemo vsaj eno dimenzijo, zato je K edini (enostaven,
povezan) graf z dimenzijo ni¢. Na premici obstajata le dve tocki, ki sta ena oddaljeni od
izbrane tocke, zato za nedegenerirano predstavitev vozlis€a s stopnjo vsaj tri potrebujemo vsaj
dve dimenziji. Cikla na premici ne moremo nedegenerirano predstaviti z enotsko razdaljo;
torej velja, da so (povezani) grafi z dimenzijo ena brez ciklov in z vozli$¢i s stopnjami najvec 2,

takim zahtevam ustrezajo le poti na vsaj dveh vozlis¢ih. Tako lahko v linearnem Casu preverimo
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ali je povezan graf na vsaj dveh vozlis¢ih homomorfen grafu z enotsko razdaljo na premici —
preverimo, da je stopnja grafa najve¢ dva in da obstajata natanko dve vozliS¢i s stopnjo ena.

Podobno razmislimo za evklidsko dimenzijo grafa.

V razdelku 6.2 bomo pokazali, da sta problem odlocitve “Ali je dani graf G homomorfen
grafu z dimenzijo £ > 2?” in problem odlocitve “Ali je dani graf G homomorfen grafu z

evklidsko dimenzijo k& > 2?7 N'P-polna problema.

6.1 Sfere

S Si(8, ) bomo oznatili k-dimenzionalno (hiper)sfero v R¥ s sredis¢em v tocki 5 in z radijem
r. Kjer sredisce in radij ne bosta pomembna, bomo pisali S;. Vemo, da se kroznici v evklidski
ravnini z razlicnima srediS¢ema lahko sekata v najve¢ dveh tockah; ta rezultat v lemi 123

posplosimo na visje dimenzije.

Lema 123. Naj bo naravno Stevilo k > 1. Neprazen nedegeneriran presek dveh k-dimenzi-

onalnih sfer z razli¢nima sredis¢ema je (k — 1)-dimenzionalna sfera.

Dokaz. Naj bo c,r, R > (. Zaradi simetrije lahko brez Skode za sploSnost postavimo prvo
sfero v izhodis¢e 0 in drugo na x; koordinatno os v to¢ko ¢ = (c,0,...,0). Potem sta sferi

Si(0,7) in S (¢, R) doloCeni z enatbama
mf—i—:c%—f—...—l—xk:r

in
(x1 —c)* + a5+ ...+ 27 = R

“y - v, . . . . . v, s 2, 2 p2 .
Enacbi odStejemo in dobimo linearno enacbo za z; z resitvijo a := %. Vstavimo v prvo
enalbo in dobimo z3 + ... + z7 = r? — a®. Ko je r? — a® < 0, sistem nima reSitve in sferi
se ne sekata. Situacija |a| = r predstavlja tangentni sferi, ki se sekata v tocki (ki predstavlja
2

degenerirano sfero). Naj bo torej 7 — a® > 0. Potem enacba x3 + ... + z7 = r? — a? doloca

presek, ki je (k — 1)-dimenzionalna sfera v hiperravnini x; = a v R, 0

Lema 124. Naj bo S, kroZnica v R?, ki je odrtana enotski predstavitvi polnega grafa K na
treh vozliscih. Naj bo G povezan graf, ki ima predstavitev z enotsko razdaljo, ki vsa vozliSca

iz G preslika na kroznico S,. Potem x(G) < 3.

Dokaz. Graf K3 lahko z enotsko razdaljo vloZimo v ravnino le kot enakostrani¢ni trikotnik

s stranico ena, temu pa lahko le na en nacin o¢rtamo krozZnico v ravnini (sfero dimenzije 2);
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recimo ji S,. Vsaka to¢ka na So ima natanko dve tocki, ki sta od nje oddaljeni ena in leZita na
So. Ker ima graf GG predstavitev z enotsko razdaljo na S, lahko zasede najvec tri tocke, ki so
ravno ogljiSca (morda nekega drugega) enakostrani¢nega trikotnika s stranico ena. Torej obstaja

pravilno 3 barvanje grafa GG - vozliS§¢a pobarvamo kar s tockami enakostrani¢nega trikotnika.J

Lemo 124 lahko posploSimo. Naj bo G, graf, ki ga dobimo, ¢e za vozli§¢a vzamemo
toCke k-dimenzionalne sfere Sk((j, r) z radijem r v R*, ter definiramo, da sta dve vozli$&i sose-
dnji natanko takrat, ko je (tetivna) razdalja med njima enaka «. L. Lovasz je v [73] predstavil

krepko sebi dualne politope dokazal naslednji neenakosti; glej tudi [81, 107, 112].

Izrek 125 ([73]). Najbo k > 3. Potem za() < o < 2 velja

k S X(Gk,l,a)
in
X(Gk,l,\/@) < k+ 1.

Izrek 126. Naj bo naravno Stevilo k > 3 in naj bo S, sfera v R¥, ki je o¢rtana enotski pred-
stavitvi polnega grafa Ky, na k + 1 vozlis¢ih. Naj bo GG povezan graf, ki ima predstavitev z

enotsko razdaljo, ki vsa vozli§¢a iz G preslika na sfero Sy. Potem x(G) < k + 1.

vve

. k .. .. k .
stranico a enak a / D) Torej je radij sfere Sy, enak D) Predstavitev grafa G K m )

na sferi Sy, lahko skr¢imo (skaliramo), da dobimo predstavitev na k-dimenzionalni enotski sferi

.. C . . " 2(k+1 .
z radijem ena, ki je oCrtana regularnemu simpleksu s stranico dolZine (TH Uporabimo

izrek 125. Barvanje grafa Gk,l, \/@ implicira barvanje grafa G . m | ha sferi Si. Ker je

)

G podgraf grafa GG , velj G)<k+1.
podgraf grafa Y velja x(G) < k + O

V knjigi [66] sta T. Jensen and B. Toft izpostavila podoben problem, ki v sploSnem Se vse
do danes ni reSen: “Ali je res, da velja x(Gy,1) = k+1zak > 3inr > %" Leta 1988
sta C. D. Godsil in J. Zaks [42] pritrdila vprasanju na Se en podoben problem [111], ki sta
ga zastavila C. Blatter in J. Greene in se glasi: “Naj bo G graf, katerega vozli§¢a dolocajo
tocke na enotski sferi 53(6, 1) v R? in kjer sta vozlis¢i sosednji natanko takrat, ko je njuna
sferi¢na razdalja enaka 7 (natanko takrat, ko sta njuna enotska vektorja pravokotna). Ali velja
X(G) = 47,
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6.2 Problem obstoja degenerirane predstavitve grafa z enot-

sko razdaljo

Izrek 127 ([57]). Problem odlocitve ali je dani graf G homomorfen grafu z dimenzijo 2 in
problem odlocitve ali je dani graf G homomorfen grafu z evklidsko dimenzijo 2 sta N"P-polna

problema.

Dokaz. Zanima nas torej, ali za dani graf G obstaja tak graf H, da je H = ¢(G), Kjer je
¢ : G — H surjektivni homomorfizem grafov G in H in kjer je H graf z enotsko razdaljo (oz.

graf z enotsko koordinatizacijo) v ravnini.

Pokazimo najprej, da sta problema tega izreka nedeterministi¢no polinomska. Recimo, da
nam je orakelj nedeterministi¢nega Turingovega stroja v odgovor podal seznam koordinat v R?
v katere slikamo vozliS¢a grafa (. Preveriti moramo, da sta poljubni sosednji vozliS¢i v GG pre-
slikani v toc¢ki, ki sta na razdalji ena. To storimo s kvadrati¢no ¢asovno zahtevnostjo v Stevilu
vozlis¢ grafa GG. Pri evklidski dimenziji Se preverimo, da sta poljubni tocki, ki sta na razdalji
ena sliki dveh sosednjih vozlis¢ v GG tudi to storimo s kvadrati¢no ¢asovno zahtevnostjo. Oba

problema sta torej iz N'P.

Redukcijo bomo izpeljali iz problema 3-izpolnjivosti (3SAT) in pri njej uporabili dobro

znani Moserjev graf, glej sliko 6.2.

Slika 6.2: Moserjev graf je graf z enotsko koordinatizacijo v ravnini.

Moserjev graf (Moserjevo vreteno), glej [83], je graf z evklidsko dimenzijo 2, z natanko eno
koordinatizacijo z enotsko razdaljo v ravnini. Po Lamanovem izreku (glej posledico 24) sledi,
da je Moserjev graf (generi¢no) tog. Se ve, Moserjev graf nima druge (tudi degenerirane)

predstavitve z enotsko razdaljo v ravnini (ne obstaja homomorfizem, ki bi slikal Moserjev
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graf v drug graf z enotsko razdaljo). Ce Moserjevemu grafu dodamo poljubno povezavo med
nesosednjima vozliS¢ema, potem dobimo graf z dimenzijo ve¢jo od 2 (ki nima predstavitve z

enotsko razdaljo v ravnini).

Problem 3-izpolnjivosti (3SAT) sprasuje po izpolnjivosti izjavne formule, ki je zapisana
kot konjunkcija disjunkcij s po natanko tremi literali. Podano imamo mnoZico logi¢nih spre-
menljivk Xg in izjavno formulo © = c; Ao A ... A ¢, kjer so ¢;, 1 < ¢ < ¢, Cleni oblike
G = A1 Vg2 VA3, inkjer Vi, 1 < j < 3, velja, da je A\, ; ali njegova negacija iz
Xe. Problem sprasuje ali obstaja tak nabor logi¢nih vrednosti za spremenljivke iz Xg, da je ©

izpolnjena (resni¢na). Problem 3SAT je znan A/P-poln problem.

Za © bomo (v polinomskem ¢asu) skonstruirali graf GG in pokazali, da je Gg homomorfen
grafu z enotsko koordinatizacijo v ravnini, ¢e je izjavna formula © izpolnjiva. Nato bomo
pokazali, da v primeru, ko O ni izpolnjiva, graf Gg ni homomorfen nobenemu grafu z enotsko
razdaljo v ravnini. Vsak graf z enotsko koordinatizacijo je graf z enotsko razdaljo, zato bomo

s tem pokazali obe izjavi tega izreka.

Vzemimo Moserjev graf in poimenujmo njegova vozlis¢a z u, v, w, v, u”, D, N, tako kot
na neodebeljenemu delu grafa na sliki 6.3. Vozlis¢i D in N bosta predstavljali vrednosti da in
ne. Za vsako logi¢no spremenljivko = € Xg Moserjevemu grafu dodamo vozlis¢i ' in x” ter
povezave ' ~ x, &' ~ u, 2" ~ u, ¥’ ~ u' in 2" ~ ', tako kot je prikazano na odebeljenem
delu grafa na sliki 6.3. VozlisCe z’ predstavlja situacijo, ko je x = da, vozlis¢e =" pa situacijo,

ko je z = ne.

Slika 6.3: Konstrukcija dela grafa G'g k spremenljivki .

Zavsak Clen ¢ = A;; V A2 V A3 dosedanji konstrukciji dodamo gradnik, ki je prikazan

odebeljeno na sliki 6.4. Vozlis¢a z valenco ena A1, A.2 in .3 predstavljajo literale, ki nasto-
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pajo v ¢lenu c. Natancneje, Ce je i-ti literal v ¢lenu c logi¢na spremenljivka = € © (ali njena

negacija), potem je vozlis¢e ki ustreza \.; kar vozlis¢e x’ (oziroma z” v primeru negacije).

Slika 6.4: Konstrukcija dela grafa Gg k €lenuc = A1 V A2 V Acs.

Formalno je tako graf Gg graf z mnoZico vozlis¢

V(Ge) = {u,v,w,v',v", D, N} U U {2/, 2"} U U{Cl,cg, C3,C4, C12,C34}

rz€Xg ceO

in mnozico povezav

E(Ge) = {u~D,u~N,D~N,D~u,N~u u~vu~wuv~uw,
v~u w e~ u u ~u" U
U {2/ ~2" 2 ~u, 2" ~u, 2 ~u 2" ~u' U
ze€Xo

U{C1 ~ Cg,Co ™~ C3,C3 ~ C4,Cq ~ C1,C1 ~ C12,C2 ~ C12,C3 "~ C34,
ce®
Cq ~ C34,C12 ~ N, cp ~ )\c,1,C3 ~ /\0,27034 ~ /\C,S}-

Predpostavimo da je Go homomorfen grafu H z enotsko koordinatizacijo v ravnini. Po-
tem ima H nedegenerirano predstavitev z enotsko razdaljo v ravnini, recimo ji p. Med dvema
tockama v ravnini obstajata najve¢ dve poti dolZzine dve, ki sta sestavljeni iz po dveh daljic
dolZine ena. Med predstavitvama vozlis¢ u in u’ obstajata poti dolZine dve, ena vsebuje pred-
stavitev vozlis¢a D in druga predstavitev vozlis¢a N. Zato mora p podgraf GG, ki predstavlja
logi¢no spremenljivko z, preslikati ¢ez induciran podgraf Gg[{u,u’, D, N}] grafa Ge, ki je
napet na vozlis¢ih u, v/, D, N. Torej p(x') = p(D) (ali p(z') = p(N)) ter p(z”) = p(N) (ali
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p(x”) = p(D)). Rekli bomo, da je vrednost spremenljivke = = da, ¢e je p(z') = p(D). V
nasprotnem primeru bo vrednost x = ne. Pokazati moramo, da je © izpolnjena. Dokazovali

bomo s protislovjem. Privzemimo, da © ni izpolnjena. Potem obstaja ¢len c, za katerega velja

)\c,l = )\0,2 = )\c,3 = ne.

N

Slika 6.5: Konstrukcija grafa G, k ¢lenu c, za katerega velja \.1 = A\.2 = A.3 = ne. Graf G,

ni graf z enotsko razdaljo, saj vsebuje povezavo c; ~ c3, ki v ravnini ne more biti dolga ena.

Zato vsebuje skonstruiran podgraf G, k ¢lenu ¢ Moserjev graf, kjer je vozlis¢e stopnje 4
Moserjevega podgrafa pripeto v N = ne, glej sliko 6.5. Med vozlisS¢ema c; in c3 pa obstaja
povezava, ki je v Moserjevem grafu ni. Vsak podgraf grafa G mora biti (ne nujno surjektivno)
homomorfen grafu H z enotsko razdaljo v ravnini, torej tudi GG.. Vendar G, ni graf z enotsko
razdaljo, saj povezava c; ~ c3 dodana Moserjevemu grafu, ne more biti dolga ena. Torej smo

v protislovju.

Predpostavimo sedaj, da je izjavna formula © izpolnjena z naborom logi¢nih spremenljivk
iz mnozZice Xg. Osnovni Moserjev podgraf grafa Gg vlozimo z enotsko razdaljo v ravnino s
predstavitvijo p. Vrednost logi¢ne spremenljivke x € Xg definira sliki vozlis¢ z’, z”; Ce je
x = da, potem je p(z') = p(D) in p(z”) = p(N), sicer sliki vozli$¢ med seboj zamenjamo.
Grafe prirejene ¢lenom vloZimo glede na vrednosti literalov A. 1, Ac.2, Ac3 v skladu s pravili na
sliki 6.6. Vsaj eden izmed literalov v vsakem ¢lenu ima vrednost da, zato moramo definirati

sedem pravil, ki bodo definirala homomorfizem podgrafa prirejenega poljubnemu ¢lenu.

Preverimo lahko, da je neodvisno od vrednosti treh literalov v ¢lenu ¢, graf prirejen Clenu ¢
homomorfen polnemu grafu K3 z vozlis¢i u, N, D, ki ga je mogoce homomorfno preslikati na

Moserjev graf. Homomorfna slika grafa Gg je torej Moserjev graf z evklidsko dimenzijo 2. O



118 Izracunljivost

Slika 6.6: Pravila za predstavitev z enotsko razdaljo grafa prirejenega izpolnjenemu cClenu ¢

izjavne formule O.

Izrek 128. Problem odlocitve ali je dani graf G homomorten gratu z dimenzijo k > 3 in
problem odlocitve ali je dani graf G homomorfen grafu z evklidsko dimenzijo k > 3 sta N'P-

polna problema.

Dokaz. Podobno kot pri dokazu izreka 127 dokazemo, da sta problema iz N'P.

“Ali za podana graf GG in naravno Stevilo ¢ > 0 obstaja pravilno barvanje za G, ki uporabi
najveC ¢ barv?”’ oziroma ekvivalentno “Ali je za podana graf GG in naravno Stevilo ¢ > 0
kromati¢no $tevilo grafa x(G) < ¢?” je znan N'P-poln problem. Redukcijo problemov tega
1zreka bomo izpeljali iz problema kromati¢nega Stevila grafa.

Naj bosta K in K} dve kopiji polnega grafa s po k > 3 vozlis¢i. Naj bodo v, w’, w”
vozli§¢a, za katere velja v, w', w” ¢ V(K,) UV (K}). Konstruirajmo grafa M; = K x{v,w'}
in M}! = K}/« {v,w"} ter graf M), = M, UM U{w' ~ w"}, za primer glej sliko 6.7. Taki
konstrukciji pravimo Moser-Raiskii-jevo vreteno.

Po izreku 26 sta evklidska dimenzija in dimenzija polnega grafa na k vozliscih enaki k£ —
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Slika 6.7: Graf Mg je sestavljen iz simetricnih delov, ki sta spoj polnega grafa na Sestih vo-

zIlis¢ih in dveh nesosednjih vozlis¢.

1. Ko naredimo spoj z vozlisS¢em v, se dimenziji povecata za ena (dobimo ravno Kj.1), ko
povezemo vozlis€a polnega grafa na k& vozliscih Se z vozlis¢em w’ (ali w”) pa se dimenziji
sestavljenega grafa ne spremenita. Torej je e(M}) = e(M}) = dim(M}) = dim(M]) = k.
Tako M, kot M}’ sta toga. Grafa M in M’ realiziramo z enotsko razdaljo v R¥. Potem lahko v
uniji M, U M,/ zarotiramo M’ okoli slike vozli§¢a v, tako da sta w’ in w” ena oddaljeni druga
od druge. Torej ima tudi M), dimenzijo k. Podgraf K} zarotiramo okoli premice, ki poteka
skozi predstavitvi vozlis¢ v in w”. Enostavno je premisliti da leZijo fiksne tocke (toCke, katerih
koordinate rotacija ohranja) le na osi rotacije in da na osi rotacije ni predstavitve vozlis¢a iz K}';
vozlis¢a K/ lezijo namre¢ na (k—1)-dimenzionalni sferi in so oddaljena ena tako od v kot od w.
Ker imamo neStevno mnogo moZnih kotov rotacije in le Stevno mnogo problemov (degeneracij
in nekoordinatizacij), se problemom brez tezav izognemo. Z rotacijo lahko torej dosezemo, da
ima M), k-razsezno koordinatizacijo z enotsko razdaljo; torej je evklidska dimenzija e(My) =
k.

Konstruiramo graf Hy, tako da V (Hy) = V(G) U V(M) in
E(Hy) = E(G)UE(M)U U {u~v,u~uwh,
ueV(G)
kjer sta vozlis¢i v, w’ prej omenjeni vozliséi iz M. Pokazali bomo, da ko je H; homomorfen

k-razseznemu grafu z enotsko razdaljo, je x(G) < k. Nato bomo pokazali, da iz x(G) < k

sledi da je Hj; homomorfen k-razseznemu grafu z enotsko koordinatizacijo.

Naj ima H), predstavitev z enotsko razdaljo p v R, Potem so vsa vozli§¢a grafa G oddaljena
ena tako od p(v) kot od p(w’) ter leZijo na preseku dveh enotskih sfer dimenzij & s sredis¢i v

p(v) in p(w'). Na istem preseku sfer leZijo tudi vsa vozlis¢a polnega grafa K. Po lemi 123
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je neprazen nedegeneriran presek dveh sfer dimenzije k sfera dimenzije £ — 1, ki je v nasSem
primeru o¢rtana realizaciji z enotsko razdaljo polnega grafa K v R*~1. Ce je graf G povezan,
lahko uporabimo izrek 126 in x (G) < k. Ce G ni povezan, lahko podobno obravnavamo vsako

njegovo komponento.

Naj bo sedaj x(G) < k. Potem lahko vsako vozlis¢e grafa G preslikamo v vozlis¢a pol-
nega grafa K, glej na primer [50]. Tako je Hy = Mj in Hy je k-razseZen graf z enotsko

koordinatizacijo.

Vsak k-razseZen graf z enotsko koordinatizacijo je k-razseZen graf z enotsko razdaljo, zato

smo s tem pokazali obe izjavi tega izreka. a

6.3 Problem obstoja nedegenerirane predstavitve grafa z enot-

sko razdaljo

Problem rekonstrukcije grafa spraSuje po koordinatah evklidske realizacije danega grafa, ki
zadoscCajo pogojem, ki izhajajo iz znanih (podanih) dolZin povezav, glej na primer [116]. Pro-
blem rekonstrukcije grafa je N'P-teZek problem, J. B. Saxe je v [104] pokazal, da je problem
rekonstrukcije grafa v eni dimenziji krepko N'P-poln, v vi§jih dimenzijah pa krepko N P-
teZzek. Podoben problem enolicne realizacije spraSuje po tem “ali za dani graf obstaja natanko
ena (toga) evklidska realizacija z danimi dolZinami povezav”, kjer odmislimo translacije, rota-
cije in zrcaljenja evklidskega prostora. J. B. Saxe je v [104] pokazal, da je problem enoli¢ne
realizacije v sploSnem vsaj tako tezek kot problem rekonstrukcije. V praksi to pomeni, da je
malo verjetno, da bi nasli u¢inkovita sploSna algoritma, ki bi reSila zgornja problema v splosni
obliki.

P. Eades in S. Whitesides sta v [27] prevedla znani N'P-tezek problem NAE3SAT (posebna
izpeljanka problema 3SAT, pri kateri zahtevamo, da vsak ¢len vsebuje vsaj en resnicen in vsaj
en neresnicen literal) na problem konstrukcije ravninske predstavitve z enotsko razdaljo za
dani ravninski graf. Za konstrukcijo mehanske naprave, ki sta ji rekla “logi¢ni okvir” in ki
je preverjala resni¢nost izjavne formule problema NAE3SAT, sta uporabila kar izjavni formuli

prirejen graf vZzigalic.

Izrek 129 ([27]). Problem realizacije ravninskega grafa G kot graf vZigalic v ravnini je N'P-

teZek problem.

V splo$nem je torej razpoznavanje grafa vzigalic N'P-teZek problem. Znani so tudi rezul-
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tati, ki govorijo o razpoznavanju posebnih druzin grafov vZzigalic.

Izrek 130 ([28]). Problem realizacije dva-povezanega grafa G kot graf vZigalic v ravnini je
NP-teZek problem.

Naj bo P problem “Kako je mogoce realizirati tri-povezan infinitezimalno togi graf G' v
ravnini kot graf vzigalic?”. S polinomsko prevedbo problema P na problem ravninske tri-
izpolnjivosti (P3SAT), ki je krepko N'P-poln, so avtorji v [13] pokazali, da je problem P
NP-tezek problem. Tudi njihova prevedba je vsebovala izjavni formuli prirejeno mehansko

napravo, realizirano z grafom vzigalic.

Izrek 131 ([13]). Problem realizacije tri-povezanega infinitezimalno togega grafa G v ravnini

kot graf vZigalic N'P-teZek problem.

Vemo, da je, ko opazujemo le generi¢ne evklidske realizacije, graf tog natanko takrat, ko
je infinitezimalno tog. Zato ostane problem N P-tezek tudi takrat, ko je graf generi¢no tog.
Problem ostane NP-teZek tudi takrat, ko privzamemo da imajo lica (razen morda zunanjega
lica) omejene stopnje, glej [13]. Zanimivo je, da je mogoce zelo podobne grafe - ravninske
tri-povezane triangulacije, tudi ko zunanje lice ni nujno trikotnik, v ravnino vloZiti v linearnem

casu.

Izrek 132 ([13]). Naj bo G = (V, E) tri-povezan graf z znanimi dolZinami povezav. Na mo-
delu RAM, ki podpira aritmeticne operacije +, —, X, +, NE je mogoce v linearnem casu
O(|V]) odlociti ali ima G evklidsko vloZitev v ravnini, ki uposteva dolZine povezav in za ka-

tero velja, da so vsa lica trikotniki (izjema je lahko le zunanje lice).






Poglavje 7
Dilacijski koeficient

Za motivacijo si poglejmo naslednji primer. V poljubni ravninski evklidski predstavitvi K, je
razmerje med najdalj$o in najkraj$o povezavo vedno vsaj v/2. Spodnja meja je doseZena, ko
vsako izmed vozli§¢ grafa K, preslikamo v svoje ogljii¢e kvadrata s stranico dolgo ena. Ce bi
lahko polni graf na Stirih vozlis¢ih narisali v ravnini z enotsko razdaljo bi to pomenilo, da bi
bilo razmerje med najdalj$o in najkraj$o povezavo enako ena, kar pa je manj kot /2. Za dano
predstavitev p grafa G' nam razmerje med najdaljSo in najkrajSo povezavo intuitivno predstavlja

“kako blizu” je p predstavitvi grafa z enotsko razdaljo.

V tem poglavju bomo obravnavali teoreticno ozadje algoritmi¢nega risanja grafov v evklid-
sko ravnino, ki temelji na lokalni optimizaciji skupne “energije” evklidske predstavitve grafa,
glej na primer [91, 98]. Algoritmi za risanje grafov pri izraCunavanju skupne “energije” na-
vadno upostevajo le razdalje med sosednjimi in nesosednjimi vozlis$¢i; za razlicne modele glej
tudi [24, 37, 69, 95, 96, 97, 7].

Energija evklidske predstavitve p grafa G, ki jo bomo opazovali v tem poglavju bo kar
kvocient med najdaljSo in najkrajSo predstavitvijo povezave grafa G. Temu kvocientu pravimo
dilacijski koeficient predstavitve p. Najmanjsi dilacijski koeficient po vseh ravninskih evklid-
skih predstavitvah grafa G imenujemo dilacijski koeficient grafa G. Dilacijski koeficient grafa
je grafovska invarianta. Molekularni grafi imajo dilacijski koeficient blizu 1, za sploSne grafe
pa je izracun dilacijskega koeficienta kar tezka naloga. Grafi za katere je dilacijski koefici-
ent enak 1 so ravno grafi z enotsko razdaljo, po drugi strani pa ima polni graf K, za dano
Stevilo vozliS¢ » maksimalni dilacijski koeficient in zato predstavlja zgornjo mejo za dilacijski

koeficient poljubnega grafa na n vozlisc¢ih.

Obravnavali bomo dilacijske koeficiente ve€ ravninskih evklidskih predstavitev polnih gra-

fov. S Studijem koncentri¢nih predstavitev polnih grafov bomo dobili spodnje in zgornje meje
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za dilacijski koeficient polnega grafa. Analizirali bomo algoritme za risanje grafov v ravnini,
ki minimizirajo dilacijski koeficient predstavitve. Predstavili bomo dva iterativna algoritma za
risanje grafov in dilacijske koeficiente njunih predstavitev polnega grafa primerjali z zgornjimi

in s spodnjimi mejami za dilacijski koeficient polnega grafa.

7.1 Dilacijski koeficient

Motivirani z zgornjim primerom bomo torej opazovali razmerje med najdaljSo in najkrajSo
dolzino povezave nedegenerirane 2-razseZzne evklidske predstavitve danega grafa. Naj bo &
pozitivno naravno Stevilo, G poljuben graf in p nedegenerirana evklidska predstavitev grafa G
v R*, tako da za vsako povezavo e € E(G) velja ||p(e)|| > 0. Dilacijski koeficient dil (p, G)

nedegenerirane evklidske predstavitve p grafa G je definiran kot

max llp(e)ll

dil ==

1. &) = i Tl
ecE(G)

Opazimo, da za dilacijski koeficient poljubne nedegenerirane evklidske predstavitve p poljub-
nega grafa G velja dil (p, G) > 1. Grafi, ki imajo v R* dilacijski koeficient enak ena, so
natanko grafi z enotsko razdaljo v R¥. Zanima nas torej predstavitev danega grafa G s ¢im

manjsSim dilacijskim koeficientom.

Pravimo, da sta evklidski predstavitvi p in p’ grafa G ekvivalentni, e obstaja pozitivna

konstanta ¢ > 0, tako da za vsak par vozlis¢ u, v € V(G) grafa G velja

kjer je d evklidska razdalja med dvema tockama. Lahko je preveriti, da imata ekvivalentni
evklidski predstavitvi enaka dilacijska koeficienta. To pomeni, da lahko privzamemo, da je

najmanjsa dolZina povezave evklidske predstavitve p grafa G enaka min |p(e)|| = 1. Rekli
G

ec

bomo, da je dilacijski koeficient (v prostoru R¥) grafa G enak
dil (G) = mindil (p, G),
P

po vseh (k-razseznih) nedegeneriranih evklidskih predstavitvah p grafa G.

Naslednje vprasanje se ponuja samo po sebi: “Kako v R* nedegenerirano evklidsko pred-
staviti enostaven, povezan graf G, tako da bo dilacijski koeficient minimalen?”. V naslednjem

razdelku bomo predstavili dva algoritma, ki bosta z optimizacijskim postopkom narisala graf v
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evklidski ravnini. Njune predstavitve bomo primerjali s predstavitvami, ki jih dobimo z dobro
znanim algoritmom za vlaganje z vzmetmi. Vsaka predstavitev, ki jo dobimo na tak nacin poda

zgornjo mejo za dil (G), spodnje meje pa dobimo veliko tezje.

7.2 Energija predstavitve in algoritmi za risanje grafov v rav-
nini

V tem razdelku bomo kot orodje za medsebojno primerjavo evklidskih predstavitev definirali
energijo evklidske predstavitve grafa. Iskanje optimalne evklidske predstavitve grafa lahko

predstavimo kot problem minimizacije energije predstavitve za primeren energijski model.

Naj bosta k in p pozitivni §tevili in naj bo p evklidska predstavitev grafa G' v R*. Predstavi-
tvi p grafa G priredimo pozitivno Stevilo £(p) > 0, ki mu pravimo energija predstavitve p, [98].
Energijsko funkcijo € : p — R predstavitve p grafa G lahko izberemo na ve¢ nacinov. Algo-
ritmi za risanje grafov pogosto uporabljajo bolj splosne energijske funkcije [1, 37, 68, 98], v tej

ec

disertaciji pa se bomo osredotoéili na € . (p, G) := max ||p(e)||. Ce opazujemo le predstavitve
(@)

z min ||p(e)|| = 1, algoritmi, ki minimizirajo energijsko funkcijo €., obenem minimizirajo
eCE(Q)
tudi dilacijski koeficient grafa G. Opazimo, da je €, limita energijske funkcije

Enlp, G =5 [ D e,

e€E(Q)

ko gre p — o0, glej [98].

Pomembna druZzina algoritmov za risanje grafov so tako imenovani algoritmi za vlaganje z
vzmetmi (ang. spring embedders, znani tudi kot force-directed placement algorithms). Poeno-
stavljeno, algoritmi za vlaganje z vzmetmi obravnavajo graf kot fizikalni mehanizem, tako da
dve sili, prva deluje odbojno med poljubnima vozlis¢ema, druga pa privlacno med sosednjima
vozlisS¢ema. Velikost sile, ki deluje med vozliS¢ema, je odvisna od razdalje med tema dvema
vozlisS¢ema. Energijska funkcija predstavitve je definirana kot vsota vseh delnih energij, ki
nastanejo med vsemi pari vozli§¢. Minimalna energija predstavitve ustreza ravnovesju sil. Pro-
blem minimiziranja energije je potem resen z lokalno optimizacijo ali s tehnikami simuliranega

ohlajanja, za veC glej na primer [24].

Algoritem za vlaganje z vzmetmi, ki deluje dobro na splo$nih grafih sta predstavila T. Fru-

chterman in E. Reingold v [37]. Definirala sta privla¢no silo f,(I) = % in odbojno silo
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fo(l) = ?, kjer je I = ||p(u) — p(v)||. Odbojna sila f,(I) deluje na vseh parih vozlis¢, med-
tem ko deluje privlacna sila f,(l) le na sosednjih parih vozlis¢. Konstanta k& > 0 predstavlja
“Zeljeno” dolzino (vseh) povezav in je navadno izbrana tako, da predstavlja polmer praznega
prostora okoli predstavitve (vsakega) vozlii¢a; za ve¢ glej [37]. Ceprav sta avtorja govorila o
privlacnih in odbojnih silah, energijske funkcije ne omenjata. Naslednja enacba je energijska

funkcija za njun algoritem:

een(o. )= 3 [ 30 PP e S0 o) — oo |

veV \ueN(v) ueV

kjer N (v) predstavlja mnozico vseh v grafu G vozliséu v sosednjih vozlis¢ in V' = V (G).

Dilacijske koeficiente predstavitev, ki jih bomo dobili s tremi algoritmi za risanje grafov,
bomo primerjali s teoreticno dobljenimi mejami za dilacijski koeficient polnih grafov, glej
tabelo 7.1. Algoritem za vlaganje z vzmetmi, ki uporablja odbojne in privlacne sile kot sta jih
definirala T. Fruchterman and E. Reingold (poimenovali ga bomo FRAIg) bo sluzil za osnovo,

s katero bomo primerjali rezultate drugih dveh algoritmov.

Naj bo r;; Zeljena razdalja (ali zveza, kot ji pravi D. K. Agrafiotis v [1]) med sosednjima vo-
zliS¢ema ¢ in j in naj bo d;; dejanska (trenutna) razdalja med predstavitvama sosednjih vozliS¢
7 in 7. Prvi algoritem, poimenovali ga bomo SPEAlg, uporablja idejo stohasti¢ne predstavitve
grafov glede na bliZino (ang. stochastic proximity embedding, oziroma SPE) [1]. V linear-
nem casu poskusa konstruirati optimalno predstavitev polnega grafa tako, da minimizira vsoto
kvadratov napak, kot sta na primer Sammonova napetost

> (dij—ri;)*
i<j .

Tij

Zi<j Tij

\/Zz<] Tl])
z<] Zj

V naSem primeru je r;; = 1, zato lahko zgornji enacbi prepiSemo v m Y oic j(dij —1)%in

Zi<]‘ (dij_1)2
Zi<j d?j )

SPEAIlg iteracijsko krci oziroma razteguje predstavitve povezav grafa. Algoritem izvede

ali Kruskalova napetost

izbrano Stevilo iteracij in znotraj vsake iteracije izbrano Stevilo korakov. Zac¢ne v naklju¢ni po-
stavitvi vozliS¢ v k-dimenzionalnem evklidskem prostoru in iterativno izboljSuje trenutno pred-
stavitev, tako da v vsakem koraku vsake iteracije izbere nakljuéno povezavo in prilagodi njene

koordinate, da postane dolzina povezave enaka ena. Velikost teh prilagoditev kontroliramo
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s parametrom (navadno ga imenujemo temperatura), ki ga zmanjSujemo (oziroma ohlajamo)
in se s tem izogibamo oscilacijam. Algoritem je robusten, kljub linearni ¢asovni zahtevnosti

dobro konvergira in ga je mogoce enostavno implementirati.

Drugi algoritem za risanje grafov SAAlg za minimiziranje energijske funkcije €.(p) in
s tem dilacijskega koeficienta uporablja paradigmo simuliranega ohlajanja [24]. Predstavitve
grafov obravnavamo kot stanja v diskretnem iskalnem prostoru in definiramo, da je predstavi-
tev grafa p’ sosednja predstavitvi grafa p, ¢e se p’ in p razlikujeta v natanko dveh tockah, ki
sta predstavitvi sosednjih vozlis¢ u in v z lastnostjo ||p'(u) — p’(v)|| = 1. Na vsakem koraku
algoritma SAAIg z verjetnostjo, ki je odvisna od razlike med pripadajocima dilacijskima ko-
eficientoma in od globalnega parametra 7" (pogosto mu pravimo kar temperatura) zamenjamo
trenutno stanje p z naklju¢nim sosednjim stanjem p’. Ce je energija € (p) > Eo(p') se v dis-
kretnem sistemu stanj vedno premaknemo “navzdol” v boljse stanje p’, v nasprotnem primeru,
Ceje Exlp) < Exlp), pa se z verjetnostjo

eEoo<p>—T€oo<p’>

premaknemo “navzgor” v slabSe stanje p’. Temperaturo in s tem verjetnost prehodov v slabsa
stanja “navzgor” na vsakem koraku postopoma zmanjSujemo, oziroma kot pravimo, sistem
ohlajamo. Ko je temperatura 71" velika sistem skoraj vedno prehaja v novo stanje, z ohlaja-
njem sistema pa se verjetnost prehodov “navzgor” zmanjSuje. Ker smo ob visoki temperaturi
omogocili prehode tudi v slabSa stanja smo s tem preprecili, da bi metoda obticala v lokalnem

minimumu.

7.3 Polni grafi

Naj bo naravno Stevilo n > 2. V tem razdelku bomo obravnavali dilacijski koeficient polnega

grafa K, na n vozlisc¢ih v ravnini.

Predpostavimo, da je m < n vozliS¢ grafa K, predstavljeno v ogljis¢ih konveksnega m-
kotnika. Spomnimo se, da je imenovalec dil (£,,,) enak min ee%l(ilrgm) llp(e)]| in da lahko brez
Skode za sploSnost privzamemo, da je enak 1. Ker Zelimo dobiti ¢imboljSo zgornjo mejo za
dilacijski koeficient, moramo torej zmanjsati Stevec dilacijskega koeficienta. To lahko storimo
tako, da zmanjSamo najvecjo diagonalo veCkotnika - vsa vozliS¢a postavimo na kroZnico in

hkrati poskrbimo, da so vozlis¢a med seboj enako oddaljena.

Ta razmislek nas motivira, da bomo opazovali posebno predstavitev polnega grafa pri kateri

vsa vozlis¢a leZijo na koncentri¢nih kroznicah (kroznicah z istim sredis¢em).
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Oglejmo si najprej dilacijski koeficient nedegenerirane ravninske evklidske predstavitve
polnega grafa K, na m vozlis¢ih, kjer so vozli§€a predstavljena enakomerno na (eni) orbiti
(krozZnici), tako da predstavljajo regularni m-kotnik. TakSni predstavitvi pravimo orbitalna

predstavitev in jo oznacimo z {p}, kjer notacija pomeni, da imamo m vozliS¢ enakomerno raz-

porejenih na eni sami orbiti. Za primer glej orbitalno predstavitev p grafa K3 nasliki 7.2 (a).
{23}

Dilacijski koeficient {dl% (K,,) orbitalne predstavitve lahko izra¢unamo kot

. [ (m—1)7

Sln(T)
dil (K,,) = sin( ;)
{m} ;ﬁ), m je sod.

g
m

, m je lih,

Vrednost {dll} (K,,) predstavlja razmerje med dolZino najdaljSe diagonale regularnega m-kotnika

in dolzino njegove stranice. V regularnem m-kotniku velja, da je za m > 4 stranica krajsSa kot

katerakoli izmed diagonal in da je za m > 7 stranica krajSa kot polmer oCrtanega kroga.

Ker je %h}l (K;) > ?1} (K;) zai > j, i vozlis¢ na eni sami orbiti ne da vedno optimalnega
i j
dilacijskega koeficienta. Ce je mogole je smiselno postaviti j vozli¢ na zunanjo orbito in

(¢ — 7) vozli§¢ znotraj kroZnice, tako da velja:
1. razdalja med poljubnima notranjima vozliS§¢ema je vsaj ena,

2. razdalja med poljubnim vozliS¢em na zunanji orbiti in poljubnim vozliS¢em znotraj kro-

Znice je vsaj ena.

Naj bo n = my; + my + ... + m; razbitje celega Stevila n, kjer je m; > 0 in mg >

. > my > 0. Takemu razbitju bomo rekli regularno celostevilsko razbitje in ga oznacili

z {my, ma,...,my}. Definirajmo regularno koncentricno predstavitev P grafa K,
{m1,ma,....,ms¢}
glede na regularno celostevilsko razbitje {my, ma, ..., m; }, tako da obravnavamo dve moznosti:

mt>1inmt:1.

1. Prva moznost, m; > 1. VozliS¢a predstavimo kot enakomerno razporejene tocke na ¢
koncentri¢nih kroZnicah z naraScajo¢imi polmeri 1,2, ... ¢ in s srediS¢i v izhodis¢u 0.

Koordinate predstavitve i-tega vozliS¢a na j-ti kroZnici s polmerom ¢ + 1 — j, kjer je

4 1-3) {eos (127 sin (i27) .

Predpostavimo lahko, da je m; < 7, saj sta v nasprotnem primeru vsaj dve vozli$¢i na

1 <@ <my,so:

razdalji manj kot ena.
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2. Druga moZznost, m; = 1. Eno vozli§¢e postavimo v izhodisce 0, ostala vozlis¢a pa
na (¢t — 1) koncentri¢nih kroZnic z naras¢ajo¢imi polmeri 1,2,...,¢ — 1 in s sredi8¢i v
izhodiS¢u 0. Lahko si mislimo da je polmer 7, enak 0 in opazujemo prvo moznost za

razbitien — 1 =my +mo + ... +my_1.

Za primer regularne koncentri¢ne prestavitve P grafa Ks3 glej sliko 7.2 (b).

{4,12,6,1}

Regularna koncentri¢na predstavitev P polnega grafa K, bo dolocala zgornjo
{m1,ma,...ms}

mejo dil (K,) za dil (K,), ki jo bo mogoce enostavno izraCunati. Lahko je razmisliti,

{m1,ma,...,m¢
da je najvecja razdalja med poljubnima vozliS§¢ema omejena s premerom najvecje orbite. Torej

je . dil }(Kn) < 2t. V drugem primeru, ko je m; = 1, je mogoce zgornjo mejo Se
mi,ma,...,M¢
izboljSati na 2¢ — 2. V izrojenem primeru na vsaki orbiti lezi natanko eno vozlisce, torej je

takrat dil (K,) <n-—1

{mi,ma,....,mn}
To grobo zgornjo mejo lahko Se dodatno izboljSamo, glej sliko 7.1. Brez Skode za sploSnost

privzemimo, da velja m; > 1 in obravnavamo prvo mozZnost. S tem ko Zelimo zmanjsati Stevec

dilacijskega koeficienta . dil , (K,), zelimo v resnici zmanjsati Stevilo orbit ¢ regularne
mi,ma,...,mM¢
koncentri¢ne predstavitve P

{mlym27'~-7mt}

Slika 7.1: Vsaka nedegenerirana evklidska predstavitev grafa GG poda zgornjo mejo za dilacijski
koeficient dil (G)). Vozli§¢a polnega grafa lahko predstavimo na koncentri¢nih kroZnicah s
polmeri, ki se razlikujejo za ve€ kot za ena. Obenem poskrbimo, da sta poljubni sosednji

vozli$¢i na isti kroZnici oddaljeni vsaj ena.

Polmer o¢rtanega kroga regularnemu m-kotniku s stranico s je podan z enacbo r,,(s) =
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ﬁ. Enostavno je preveriti, daiz ¢ > j sledi r; > r;. Naj bo R pozitivno Stevilo. Najvecje
m

Stevilo vozliS¢ kroznici s polmerom R vcrtanega regularnega veckotnika s stranico s lahko
N S
arcsin(%%)

vozliS¢ na eno orbito (zacenS$i z najmanjSo s polmerom ¢) in hkrati zagotovimo, da so razdalje

izraunamo s pomocjo enacbe mp(s) = Smiselno je, da postavimo ¢imvec

med vozlis¢i na orbiti vsaj ena. Torej lahko predpostavimo, da je stranica veckotnika dolga ena

in piSemo mp := mp(l) = | —Z—1~ | ter r,, := rp(1).
arcsm(ﬁ>
Za celo stevilo ¢ > 1 lahko s pomocjo razvoja v Taylorjevo vrsto preverimo, da je sin (&) >

% in torej m; > 6¢. V tocko

) COS ZQ—W ) sin 22—7
J 6/ )] 6/ )

kjer 0 <17 < 65 — 1, postavimo ¢-to vozliS€e na j-ti orbiti. Stevilo vozli§¢ m; na i-ti orbiti je
m; = 6(t—i+1),kjerjel < i <tinm; < 6t. Potem velja, n = m;+6(t—1)+6(t—2)+...+6
inn =m;+3t(t—1). Kerje 0 < m; < 6tink > 0, veljan > 3t2+3t. Enacbo 3t2+3t—n = 0
reSimo in dobimo ¢; 5 = % (—1 +4/1+ %”) Kerje 1 + 4?” > 1 ima enacba dve resitvi, eno

negativno in eno pozitivno. UpoStevamo, da je m; > 0. NajmanjSe Stevilo, ki je vecje ali enako

(5]

predstavlja iskano Stevilo orbit. Ker lahko vedno postavimo eno vozlisce v izhodisce 0 (na

pozitivni resitvi

kroZnico s polmerom nic¢), lahko piSemo

dil (Kn)§2{ HM_JZQ{ 4"_1—1]

{mi,ma,...,m¢} 3

Izracunane zgornje meje so predstavljene v tabeli 7.1. IzkaZe se, da bi lahko v nekaterih
primerih na ¢-to orbito dodali 62 + 1 namesto 6¢ vozliS¢, kar bi lahko Se dodatno zmanjSalo
dilacijski koeficient regularne koncentricne predstavitve. Veliko ve¢ pa pridobimo s tem, Ce
dovolimo, da se polmera dveh sosednjih orbit v koncentri¢ni predstavitvi razlikujeta za od
ena razli¢no Stevilo; v nekaterih primerih lahko na zunanji orbiti dobimo vec vozlis¢ in zato
manj orbit. V taki predstavitvi se bomo osredoto€ili na minimiziranje Stevila orbit in torej na

maksimiziranje Stevila vozIliS¢ na prvi orbiti, nato na drugi orbiti, itd.

Razbitju pozitivnega celega Stevila n, za katerega veljan = m; +mqo + ... + my inmy >
me > ... > my > 0, pravimo urejeno celostevilsko razbitje in ga oznacimo z [my, ma, . .., my|.

Splosna koncentricna predstavitev P (K,) polnega grafa K, glede na urejeno celo-

[m1,ma2,...,m¢]
Stevilsko razbitje [mq,ms, ..., m;| je definirana kot sledi: n vozlis¢ postavimo v n tock na
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t koncentri¢nih orbit s sredis¢i v izhodis¢u 6, tako da za vsak 1 < ¢ < { postavimo m;
vozli$¢ v m; enakomerno razporejenih tock na i-to orbito s polmerom R;, tako da je vsak
par toc¢k na razdalji vsaj ena in da sta poljubni dve sosednji orbiti oddaljeni vsaj ena; torej
R; = max{r,,, Ri+1 + 1}. Dilacijski koeficient splosne koncentri¢ne predstavitve polnega
grafa K,, bomo oznacevali z dil (K,). Za primer glej splo$no koncentri¢no predstavi-

[m17m27'~-7mt]

tev : P ] polnega grafa K3 na sliki 7.2 (c).
14,8,1

Slika 7.2: Koncentri¢ne predstavitve polnega grafa K3 v ravnini z: (a) {dil} (Ka3) = 7,32682,
23

{4,12,6,1}

Naj bo {ny,ns, ..., ns} regularno in [my, mo, ..., m,] urejeno celostevilsko razbitje celega

Stevila n. Potem velja

dil (K,) > dil (K, >  dil (K, > dil (K,).

{n} {n1,n2,...,ns} [m1,ma,...;m¢]
Urejeno celostevilsko razbitje [my, ma, ..., m,| celega Stevila n, ki da optimalni dilacij-
ski koeficient splosne koncentri¢ne predstavitve dil (K,) polnega grafa K, lahko

[ml 7m27"'7mt]
izraCunamo z uporabo metod dinami¢nega programiranja s pristopom od zgoraj navzdol in po-

mnenjem Ze izracunanih vmesnih rezultatov (ang. top-down approach with memoization) [4].
Pristop od zgoraj navzdol s pomnenjem Ze izraCunanih vmesnih rezultatov uporabimo takrat,
ko bi morali isti podproblem reSevati znova in znova. V nasem primeru razbijemo osnovni pro-
blem na podprobleme, jih (rekurzivno) reSimo in si njihove resitve zapomnimo. Dovolj majhne
probleme reSimo nerekurzivno. Bellmanova enacba za rekurziven izraCun najmanjSega pol-
mera I, zunanjega cikla optimalne sploSne koncentricne predstavitve polnega grafa K, se
glasi
R, = min {{rn,m P = B > 1 J{ R + 1| an — R < 1}},

0<m<n
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kjer je
B 1
N QSin( )

r
m o
m

polmer regularnemu m-kotniku s stranico ena ocrtanega kroga.

Zapisana Bellmanova enacba opisuje postopek, kjer poskuSamo postaviti nekaj vozliS¢ na
zunanjo orbito z najmanjSim moZnim polmerom in optimalno (na rekurziven nacin) razporediti

preostala vozliS€a znotraj zunanje orbite. Razmisliti moramo o dveh situacijah:

1. v ogljis¢a regularnega (n — m)-kotnika s stranico ena postavimo n — m vozli$¢ polnega
grafa K, preostalih m vozliS¢ pa rekurzivno vlozZimo znotraj diska s polmerom manjSim

odr,_, — 1,

2. v ogljis¢a regularnega (n — m)-kotnika s polmerom ocrtanega kroga (R,, + 1) posta-
vimo n — m vozli$¢ polnega grafa I, kjer je R,, polmer najmanjSega diska, ki vsebuje

preostalih m vozlisc.

Na vsakem koraku rekurzije nam optimalni polmer in Stevilo preostalih vozlis¢, ki jih bomo

postavili na naslednjem koraku, doloCata urejeno celoStevilsko razbitje Stevila n in sploSno

koncentri¢no predstavitev za katero velja dil (K, = {dil} (K, ); glej sliko 7.3 in
my

[m1,ma,...;m¢]
sliko 7.4.
SploSna koncentri¢na predstavitev [P](K6) polnega grafa K, glej tabelo 7.1, predstavlja
5,1

primer druge situacije. Razdalja med orbitama p (K§) je enaka ena in ker je polmer re-
gularnemu petkotniku oCrtanega kroga priblizno %,1]8506, je najmanjSa razdalja med dvema
vozliS¢ema na zunanji orbiti vecja kot ena. Preveriti je mogoce, da je dilacijski koeficient
[(37111} (Kg) = 1,9044 < 2 = ?61}1 (Ks), glej sliko 7.5. Podoben primer je mogoce videti na sliki
7.6 (b).

V<¢asih je dobljena predstavitev visoko degenerirana, glej na primer sliko 7.6 (a). Ko opa-
zujemo koncne (oz. Stevne) grafe, imamo kon¢no (oz. Stevno) mnogo degeneriranih situacij.
Z rotiranjem notranje orbite, ob tem, da zunanjo orbito fiksiramo, se degeneriranim situacijam
brez tezav izognemo, saj imamo neStevno mnogo izbir za kot rotacije. Z rotacijo orbit lahko
torej Se dodatno zmanjSamo Stevilo vozliS¢ na zunanji orbiti in zato tudi polmer najvecje orbite,
ki nastopa v Stevcu dilacijskega koeficienta koncentricne predstavitve. Zato : dil : (K,)

mi,ma,...m

ni natan¢na zgornja meja za dilacijski koeficient polnega grafa K,. Tesna zgornja meja za

dilacijski koeficient polnega grafa ostaja tako Se vedno odprto vpraSanje.

Ocenimo sedaj $e spodnjo mejo za dil (K,,). Predpostavimo, da imamo nedegenerirano

evklidsko predstavitev p’ grafa K, v ravnini z najmanjSim moznim dilacijskim koeficientom.
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Slika 7.3: Splosne koncentri¢ne predstavitve polnih grafov K, z optimalnim dilacijskim koefi-

cientomzal < n < 20.

Naj bo najmanjSa razdalja med poljubnima vozliS¢ema enaka ena. Potem lahko v ravnino
postavimo mrezo sestavljeno iz kvadratov z diagonalo, ki je dolga malo manj kot ena, tako
da nobeno vozlis¢e grafa K, ne lezi na mrezi, glej sliko 7.7. Ker je najmanjSa razdalja med
poljubnima vozliS¢ema enaka ena, v vsakem kvadratu leZi najveC eno vozlis¢e grafa ,,. Naj
bo P najmanjsi pravokotnik na mreZi, ki vsebuje vsa vozlis¢a grafa K,,. OznaCimo stranici

pravokotnika P z @ in b. Stevilo kvadratov vsebovanih v P je vsaj n, zato je a - b > n. Brez
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Slika 7.4: Splo$ne koncentri¢ne predstavitve polnih grafov K,, z optimalnim dilacijskim koefi-

cientom za 21 < n < 40.

Skode za splosnost lahko predpostavimo da je a > b. Potem velja a > [y/n]. Vsa vozlis¢a

grafa K, projiciramo na stranico a pravokotnika P. Razdalja med dvema vozliS¢ema, ki sta

v projekciji najbolj oddaljeni je vsaj ‘/75(@ — 1); v nasprotnem primeru bi lahko premaknili
AV

mrezo za malo v desno in dobili pravokotnik s krajSo stranico a. Dobimo
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Slika 7.5: (a) Orbitalna predstavitev polnega grafa K¢ v ravnini z ?61% (Kg) = 2. (b) Splosna

koncentri¢na predstavitev polnega grafa Kg v ravnini z dill (Kg) = 1,9044.
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Slika 7.6: (a) Visoko degenerirana splosna koncentri¢na predstavitev polnega grafa /(4 v rav-

nini z [dil} (K16) = 3,8637. (b) Splosna koncentri¢na predstavitev polnega grafa K¢ v ravnini
12,4

zZ [911%] (Klﬁ) = 3, 6636, kjerje rip — 15 < 1.

max | p’(e)||, kar je hkrati tudi spodnja meja za dilacijski koeficient grafa K.

ecE(Kn)
BoljSo spodnjo mejo %gn —1 < dil (K,,) je mogoce dobiti z uporabo rezultata, ki sta ga
predstavila A. Bezdek in F. Fodor [6] v drugem kontekstu; glej tudi M. Kaminski, P. Medvedev

in M. Milani¢ [68]. Izracun spodnje meje je predstavljen v tabeli 7.1.

7.4 Rezultati in diskusija

S pojmom enotski krog bomo oznacili krog s polmerom % Opazovani problem dilacijskega
koeficienta polnega grafa je povezan s Se enim znanim problemom, to je problemom pakiranja

enotskih krogov [44, 92, 109], ki spraSuje po najmanjSem polmeru kroga v katerega lahko vsta-
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Slika 7.7: Kvadratna mreZa v ravnini, ki doloc¢a spodnjo mejo za dilacijski koeficient polnega

grafa I,,.

vimo dano Stevilo enotskih krogov. Polmer kateregakoli (velikega) kroga, ki vsebuje n enot-
skih krogov, predstavlja zgornjo mejo za dilacijski koeficient polnega grafa K,,. Ce vzamemo
sredis¢a n enotskih krogov za vozlis¢a polnega grafa K, je predstavitev vsakega vozlis¢a za
Vsaj % oddaljena od roba velikega kroga. Torej velja, da je najdaljSa razdalja med dvema cen-
troma enaka  — 1, kjer je r premer zunanjega kroga. Se bolj$o mejo dobimo, &e izradunamo
dilacijski koeficient polnega grafa, ki ga dobimo iz centrov enotskih krogov vloZenih na (sko-

raj) optimalen nacin, glej sliko 7.8.

Nekatera do sedaj znana optimalna pakiranja, glej [109] in sliko 7.8, vsebujejo postavitve
enotskih krogov, ki dovoljujejo nesimetrijo, ekscentri¢nost (navideznih) orbit, neenakomerno
razporejenost enotskih krogov na orbitah in podobno. Dilacijski koeficienti takih nesimetri¢nih
postavitev lahko definirajo boljSo zgornjo mejo za dilacijski koeficient polnega grafa K, kot
smo jo dobili s (simetricno) sploSno koncentri¢no predstavitvijo polnega grafa. Dilacijski ko-
eficient najboljSemu znanemu pakiranju z n enotskimi krogi prirejenega polnega grafa bomo
oznacili z %%DI(KH)

Pakiranje z enotskimi krogi uporablja le kroge s premerom 1, zato postavi centra dveh
krogov na razdaljo vsaj ena, kar pa ni pogoj za predstavitev polnega grafa z optimalnim dila-
cijskim koeficientom; glej tabelo 7.1 za n = 6 in n = 15, ter primerjaj dilacijski koeficient
sploSne koncentri¢ne predstavitve z dilacijskim koeficientom (do sedaj znanemu najboljSemu)
pakiranju z enotskimi krogi prirejenega polnega grafa. U. Pirl je v [92] pokazal, da je meja za
n = 6 natan¢na, kar pomeni, da problem pakiranja z enotskimi krogi in problem dilacijskega

koeficienta polnega grafa nista enaka.
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Slika 7.8: (a) Do sedaj znano najboljse pakiranje kroga s 23 enotskimi krogi [109]. (b) Polni

graf Ko3 prirejen temu pakiranju ima dilacijski koeficient 4,5445.

V tabeli 7.1 so prikazani dilacijski koeficienti grafovskih predstavitev, ki so dobljene s
pomocjo algoritmov za risanje grafov, ki smo jih obravnavali v tem poglavju. Njihova vrednost
je primerjana z zgornjimi mejami dobljenimi iz orbitalne, regularne koncentri¢ne in sploSne
koncentri¢ne predstavitve ter s spodnjo mejo za dilacijski koeficient polnega grafa. V tabeli so
predstavljeni tudi dilacijski koeficienti do sedaj znanih najboljSih pakiranj z enotskimi krogi,

podatki so vzeti iz podatkovne baze [109].

Primerjava vrednosti v tabeli 7.1 pokaze, da je gg(K ») nekoliko boljsi kot [ dil ](K n), Djun
mi,...

kvocient je v povprecju priblizno enak 0, 96. Potrebno je upoStevati, da je bilo veino pakiranj

iz [109] dobljenih ro¢no za vsak n posebej, medtem ko smo zgornjo mejo za splosno koncen-

tri¢no predstavitev izraCunali s pomocjo enacbe.

Oglejmo si sedaj Se zadnje tri stolpce v tabeli 7.1. Dilacijski koeficienti predstavitev pol-
nega grafa dobljeni z algoritmi za risanje grafov so v sploSnem bistveno vecji (slabsi) kot
zgornja meja za dilacijski koeficient polnega grafa dobljena iz sploSne koncentri¢ne predstavi-
tve. Lahko je premisliti, da je zgornja meja za dilacijski koeficient polnega grafa tudi zgornja
meja za dilacijski koeficient vseh njegovih podgrafov. Ceprav predstavljeni algoritmi za risanje
grafov bolj slabo minimizirajo dilacijski koeficient polnega grafa, pa jih je mogoce uporabiti

tudi pri minimiziranju dilacijskega koeficienta enostavnega grafa, ki ni poln.

Pozoren bralec bo v tabeli 7.1 opazil, da dilacijski koeficienti dobljeni z algoritmi za ri-
sanje grafov ne nara$¢ajo monotono; primerjaj rezultate za n = 35 in n = 36. Ta pojav je
mogoce enostavno razloziti, ¢e upoStevamo hevristicno naravo algoritmov. Vsi trije algoritmi
namre¢ na prvem koraku postavijo vozliS€a polnega grafa v naklju¢no izbrane toc¢ke v notra-
njosti kvadrata s stranico 1; tej nakljucni postavitvi vozliS¢ grafa pravimo zacetna predstavitev.

Algoritmi vnaprej definirano Stevilo iteracij iterativno izboljSujejo trenutno predstavitev, SA-



138 Dilacijski koeficient

Regularna  kon- Pakiranje
centri¢cna  pred- Splo$na koncentri¢na predstavitev enotskih
stavitev krogov
[109]
Spodnja Zgornja meja Zgornja meja Urejeno Zg(i)rnj a KV°§ }??11(” )
n meja dil  (Kp) dil  (Kp) celostevilsko raz- m?Jﬁ Sipli(Kn) SAAlg FRAIlg SPEAlg
[6, 68] {my,...} my,..] bitje [m1, - . . gg(Kn) [my,...]
2 0,4850 2 1,0000 [2] 1,0000 100,00% 1,0000 1,0000 1,0000
3 0,8188 2 1,0000 [3] 1,0000 100,00% 1,0000 1,0000 1,0000
4 1,1002 2 1,4142 [4] 1,4142 100,00% 1,4142 1.4164 1,4201
S 1,3480 2 1,6180 [51 1,6180 100,00% 1,6297 1,6383 1,6374
6 1,5722 2 1,9021 [5.1] 2,0000 105,15% 1,9044 2,0781 1,9906
7 1,7782 2 2,0000 [6,1] 2,0000 100,00% 2,0055 2,0566 2,0795
8 1,9701 4 2,2470 [7.1] 2,2470 100,00% 2,2568 2,3307 2,3591
9 2,1502 4 2,6131 [8,1] 2,6131 100,00% 2,6979 2,8162 2,7269
10 2,3206 4 2,8794 [9,1] 2,7938 97,03% 3,3205 3,3825 3,0530
11 2,4827 4 29544 [9,2] 2,8794 97,46% 3,3523 3,6682 3,2387
12 2,6376 4 3,1068 [9,3] 2,9960 96,43% 3,1614 3,7134 3,5829
13 2,7861 4 3,2361 [10, 3] 3,2361 100,00% 3,4372 4,0166 3,7671
14 2,9290 4 34142 [10, 4] 3,3251 97.39% 3,6075 4,3921 4,0907
15 3,0669 4 3,5133 [11,4] 3,5202 100,19% 39151 4,2499 4,5065
16 3,2003 4 3,6636 [11,5] 3,5933 98,08% 3,7454 4,6231 4,8885
17 3,3296 4 3,8637 [12,5] 3,7837 97,93% 4,0499 4,6431 4,6870
18 3,4551 4 3,9593 [11,6,1] 3,8637 97.59% 3,9928 5,1883 5,2157
19 3,5772 4 4,0000 [12,6,1] 3,8637 96,59% 4,2001 5,1174 5,6607
20 3,6961 6 4,1481 [13,6,1] 4,1015 98,88% 4,4755 5,2817 5,9600
21 3,8121 6 42734 [13,7,1] 4,2348 99,10% 5,2243 5,7495 6,5630
22 3,9253 6 4,4940 [14,7,1] 4,4389 98,77% 54136 5,6523 6,8137
23 4,0360 6 4,6131 [14,8,1] 4,5445 98,51% 5,3458 5,8755 6,8752
24 4,1443 6 4,7834 [15,8,1] 4,6449 97,10% 5,6482 5,7917 74315
25 4,2504 6 4,8968 [15,9,1] 4,7526 97,05% 5,8130 6,4269 7,6314
26 4,3544 6 4,9726 [15,9,2] 4,8281 97,09% 58125 6,7805 7,9892
27 4,4564 6 5,1258 [16,9,2] 4,8856 95.31% 5,8360 6,5777 7,8196
28 4,5565 6 5,1547 [16,9,3] 5,0149 97.29% 6,1285 6,9569 8,5486
29 4,6548 6 5,2361 [16, 10, 3] 5,1384 98,13% 6,5785 6,4743 7,9189
30 47515 6 54142 [16, 10, 4] 5,1977 96,00% 6,3015 7,3133 9,5919
31 4,8466 6 5,4190 [17, 10, 4] 5,2915 97,65% 6,5744 7.4074 8,5796
32 4,9401 6 5,5258 [17,11,4] 5,4274 98,22% 7,0711 7,9482 10,3989
33 5,0322 6 5,6770 [17,11,5] 5,4697 96,35% 6,8092 8,0789 10,5514
34 5,1229 6 5,7588 [18,11,5] 5,6108 97,43% 7,2694 7,6486 10,6985
35 52123 6 5,8637 [18,12,5] 5,6962 97,14% 7,5832 7,9259 12,4338
36 5,3005 6 59744 [17,12,6,1] 5,7467 96,19% 7,1789 7,6474 11,7903
37 5,3874 6 6,0000 [18,12,6,1] 5,7588 95,98% 7,6798 7,6583 11,5260
38 54731 8 6,0548 [19,12,6,1] 5,9532 98,32% 78716 8,0515 11,6702
39 5,5577 8 6,1575 [19,13,6,1] 6,0482 98,23% 7,7182 9,0842 12,6976
40 5,6413 8 6,2832 [19,13,7,1] 6,1091 97.23% 8,1228 9,9491 13,8120

Tabela 7.1: Primerjava zgornjih in spodnjih mej za dilacijski koeficient polnega grafa K, nan
vozlis¢ih z dilacijskim koeficientom pakiranju z enotskimi krogi prirejenega polnega grafa in z
dilacijskimi koeficienti nedegeneriranih evklidskih predstavitev dobljenih z algoritmi za risanje
grafov: SAAlg, FRAIlg in SPEAlg.

Alg in SPEAIg na vsakem koraku celo izbirata ¢e, oziroma na kakSen nacin bosta to izboljSavo
tudi naredila. Zaradi hevristicne narave algoritmov smo vsakega izmed njih zagnali 30 krat
ter za vsak n in vsak algoritem izbrali predstavitev z najmanjSim dilacijskim koeficientom.

Dilacijski koeficienti izbranih predstavitev so predstavljeni v zadnjih treh stolpcih tabele 7.1.

Naj bo n Stevilo vozlis¢ danega grafa (G, naj bo N > 0 izbrano Stevilo iteracij in naj bo
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S > 0 izbrano Stevilo korakov, ki jih izvedemo v vsaki iteraciji. Casovne zahtevnosti izbranih
algoritmov so: Tyr(n) = O(Nn?), Tsa(n) = O(NS) in Tepg(n) = O(NSn). Casovne
zahtevnosti izbranih algoritmov so razli¢ne, zato detaljna primerjava rezultatov iz tabele 7.1
med seboj ne bi bila posStena. UpoStevati moramo tudi, da smo (namensko) izbrali algoritme
razli¢nih tipov. IzkaZe se, da SPEAlg dobro deluje v primerih, ko je podani graf mogoce narisati
s predefiniranimi razdaljami (v naSem primeru so vse povezave dolge ena) in da deluje slabo,
ko grafa ni mogoce narisati z Zeljenimi razdaljami v izbranem evklidskem prostoru. SPEAlg
torej ni primerna izbira, ¢e poskuSamo z enotsko razdaljo narisati graf z visoko (grafovsko)

dimenzijo v evklidskem prostoru premajhne (evklidske oz. prostorske) dimenzije.

Pred kratkim so avtorji v [68] predstavili novo grafovsko invarianto imenovano sirina rav-
nine (ang. plane-width), ki je podobna dilacijskemu koeficientu. Sirina ravnine pw(G) grafa
G je definirana kot najmanj$i premer predstavitve vozlis¢ v ravnini po vseh (lahko tudi) dege-
neriranih preslikavah vozlis¢ grafa G' v evklidsko ravnino, ki slikajo sosednji vozlisc¢i v tocki
oddaljeni vsaj ena. Za polne grafe obe invarianti, dilacijski koeficient in Sirina ravnine sovpa-

data. To pomeni, da predstavljeni rezultati veljajo tudi za pw(K,,).
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Z.akljuéek

V disertaciji je zbrana vsa pomembnejSa teorija grafov z enotsko razdaljo. Zbrani izreki upo-
rabljajo poenoteno terminologijo, dokazani so tudi nekateri novi izreki, ki govorijo o lastnostih
grafov z enotsko razdaljo. Dokazano je, da kartezi¢ni produkt grafov z enotsko razdaljo ohra-
nja realizacije z enotsko razdaljo. Obravnavane so tudi druge grafovske operacije. OvrzZena je
domneva, da Heawoodov graf ni graf z enotsko razdaljo. Prikazane so vse degenerirane pred-
stavitve z enotsko razdaljo Petersenovega grafa in raziskane relacije med njimi. Dokazan je
izrek o izomorfizmih I-grafov. Dokazano je, da ima velika poddruzina I-grafov nedegenerirano
predstavitev z enotsko razdaljo v ravnini. Postavljeno je ve¢ domnev o realizacijah in koordina-
tizacijah z enotsko razdaljo I-grafov na podlagi rezultatov preverjanja reprezentativnega vzorca
I-grafov z racunalnikom. Dokazano je, da je odlocitveni problem obstoja degenerirane predsta-
vitve (koordinatizacije) z enotsko razdaljo danega grafa \V’P-poln problem. Definirana je nova
grafovska invarianta dilacijski koeficient. Predstavljeni sta tako zgornja kot spodnja meja za
dilacijski koeficient polnega grafa. Predstavljena je hevristika za predstavitev grafa z enotsko
razdaljo, ki temelji na algoritmu SPE, glej [1]. Disertacija vsebuje rezultate treh znanstvenih
prispevkov, ki so v Casu pisanja disertacije sprejeti v objavo [58, 59, 63] in Stirih znanstvenih
prispevkov v delu [56, 60, 57, 64]. S teorijo ki je predstavljena v tej disertaciji so (posredno)

povezani tudi naslednji trije Ze sprejeti znanstveni prispevki [55, 61, 62].

Glavna motivacija za nadaljnje raziskave je zagotovo izboljSanje zgornje in spodnje meje za
kromati¢no Stevilo ravnine (ter drugih evklidskih prostorov). Zato so zelo pomembne predvsem
nadaljne klasifikacije lastnosti grafov z enotsko razdaljo, predvsem v smeri iskanja lastnosti
iz katere bi bilo mogoce razbrati kromaticno Stevilo ravnine (k-dimenzionalnega evklidskega

prostora).

Pomemben napredek k temu odgovoru pa bi predstavljala Ze hevristika za nedegenerirano
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vlaganje grafov z enotsko razdaljo oziroma enotsko koordinatizacijo v ravnini. Zanimivo bi
bilo resiti nalogo: “Poisci algoritem, ki odgovori ali je graf mogoce (nedegenerirano) predsta-
viti z enotsko razdaljo v danem prostoru.”. Ob odkrivanju minimalnih prepovedanih grafov z
enotsko razdaljo se izkaZe, da sta zelo pogosti oviri grafa K, in K 3 in da grafi, ki teh ovir ne

vsebujejo zelo redko vsebujejo druge ovire; hevristika bi lahko upoStevala tudi ti dejstvi.

Postavimo lahko naslednja zanimiva vpraSanja: “Ali ima dani graf nedegenerirano predsta-
vitev (realizacijo, koordinatizacijo) z enotsko razdaljo v k-dimenzionalnem evklidskem pro-
storu?”, “Katere predstavitve z enotsko razdaljo (vklju¢no z degeneriranimi in visoko degene-
riranimi) danega grafa obstajajo in kakSne so njihove simetrije?”, “Koliko je vseh razli¢nih ne-
degeneriranih predstavitev (realizacij, koordinatizacij) z enotsko razdaljo danega grafa, ob tem
da Stejemo le nezvezne prehode?”, “Pois¢i vse podgrafe danega grafa, ki nimajo k-razseZne ne-
degenerirane predstavitve (realizacije, koordinatizacije) z enotsko razdaljo.”. Bolj sploSen pro-
blem se glasi: “Za dani graf G pois&i nedegenerirano predstavitev v R? z minimalnim Stevilom

vozliS¢nih orbit oz. povezavnih orbit.”.

Zanimivo bi bilo odkriti ali veljajo podobni rezultati kot veljajo za dimenzijo kartezi¢nega
produkta grafov, tudi za evklidsko dimenzijo kartezi¢nega produkta grafov. Znano je, glej
na primer [65], da je razpoznavanje kartezicnega produkta grafov enostavno. Torej predsta-
vlja izziv odkritje hitrega algoritma za predstavitev kartezicnega produkta k-razseznih grafov
z enotsko razdaljo v nekem evklidskem prostoru, ¢e faktorjev vnaprej ne poznamo. Zanimivo
bi bilo tudi raziskati pod katerimi pogoji ohranjajo enotsko razdaljo tudi drugi grafovski pro-
dukti. Raziskati bi bilo potrebno subdivizijsko Stevilo, dimenzijo in evklidsko dimenzijo vseh

pomembnejsih grafovskih operacij.

V nadaljevanju raziskovalnega dela bi bilo potrebno dokazani izrek o izomorfizmih I-
grafov uporabiti pri dokazih, ki potrjujejo v disertaciji podane domneve. PosploSeni rezultat
bi bilo smiselno uporabiti pri razvoju algoritma za izracun ekvivalen¢nih razredov izomorfnih
I-grafov, kar bo pomagalo pri dokazu domneve, da je v ravnini mogoce z enotsko razdaljo
predstaviti vse I-grafe. Dodatno bi bilo potrebno raziskati tudi obstoj koordinatizacij z enot-
sko razdaljo za I-grafe in se posvetiti podobnostim med vsemi znanimi sporadiénimi primeri

astralnih konfiguracij ter rotacijskimi predstavitvami I-grafov z enotsko razdaljo.

Ob upostevanju nesimetrije bi bilo mogoce zgornjo in spodnjo mejo za dilacijski koeficient

Se izboljsati.
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algoritem, 40, 41, 123-127, 137-139

astralna konfiguracija, 107
Bellmanova enacba, 131, 132

delno urejena mnozica, 11, 77

Hassejev diagram, 11, 78, 79

dilacijski koeficient, 123, 124, 128, 132-138
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dinamicno programiranje, 131

graf, 5
Desarguesov graf, 82, 97
Golombov graf, 21
graf vzigalic, 17, 32, 120, 121
Harborthov graf, 32
Heawoodov graf, 55, 57
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infinitezimalno togi, 121
Moserjev graf, 20, 114, 118
Petersenov graf, 32, 62, 65, 66, 75-77
posploSeni Petersenov graf, 8, 81-84, 86,
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simetri¢ni kubicni graf Fbyy, 95, 97
zunanjeravninski graf, 8, 35, 36
graf z enotsko
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sebi komplementarni, 30
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Grueblerjeva enacba, 24, 25
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k-razsezen graf z enotsko
koordinatizacijo, 17, 20, 27, 38, 119
razdaljo, 17, 20, 119
realizacijo, 17, 44, 46, 50, 51
kromati¢no Stevilo prostora, 20, 22

kromati¢no Stevilo sfere, 112, 113
Lamanov izrek, 26, 114
mehanska naprava, 120, 121

NP-poln problem, 13, 114, 118, 120
NP-tezek problem, 120, 121

predstavitev, 14
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degenerirana, 15, 62, 65, 76, 77, 94, 99,
111-113

orbitalna, 128, 135

ravninska konstrukcija, 120

regularna koncentri¢na, 128, 138

splos$na koncentri¢na, 130, 131, 133-135,
138

visoko degenerirana, 15, 75, 103, 104, 106—
108, 132, 135

z enotsko razdaljo, 16, 62, 75-77, 94, 95,
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z rotacijsko simetrijo, 93-95, 97-104, 106—
108

problem pakiranja enotskih krogov, 135, 136,
138
produkt grafov, 7

kartezicni, 31, 43, 51

korona, 38, 53

krepki, 52

leksikografski, 52

tenzorski, 52

realizacija, 14
enoli¢na, 120
konfiguracijski prostor, 26

z enotsko razdaljo, 16

sfera, 112, 113
Sirina ravnine, 139
spoj grafov, 28, 30, 52
subdivizija, 6, 41
subdivizijsko Stevilo, 42, 51
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