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Povzetek

Doktorska disertacija raziskuje koncept rasti v grafih ter njemu sorodne koncepte razdalje vozlisca
oziroma grafa, razdaljno uravnoteZenost grafa, razdaljni ostanek grafa ter razdaljno porazdelitev v
grafu. Obsega celovit in poenoten pregled podrocja rasti v grafih od izvora pojma prek obstojecih

rezultatov, novih prispevkov k znanosti do odprtih problemov, ki se cakajo na reSitev.

Naravna posplositev najbolj osnovnih pojmov v teoriji grafov, sosednosti in razdalje, vodi do pojma
razdaljne stopnje, ki nam pove stevilo vozlis¢ na doloceni razdalji od izbranega vozlis¢a oziroma rast v
grafu. Rast izvira iz preucevanja neskoncnih koncno generiranih grup in se je prek Cayleyevih grafov
prenesla na neskoncne lokalno koncne grafe. S tem se je ta oznaka uveljavila tudi v teoriji grafov, kjer

Jje bil zacetni cilj preucevati narascanje stevila vozlis¢ glede na vse vecjo razdaljo od izbranega korena.

Od zacetka pa do danes poteka raziskovanje rasti vzporedno in neodvisno v koncnih ter neskoncnih
lokalno koncnih grafih, zato v disertaciji vsakemu od podrocij namenimo svoje poglavje. Pri preuceva-
nju rasti v neskoncnih grafih zacnemo z razdelkom o rasti v grupah, nadaljujemo z definicijo razlicnih
oblik rasti v grafih ter prikaZemo pogoje, ki dolocajo red rasti. Nato zapisemo izreke, ki opisujejo ob-
nasanje rasti v produktnih grafih, poglavje pa zaklju¢imo z glavnim rezultatom — algoritmom za izracun

rasti v neskoncnih grafih, katerega uporabo prikaZemo na polpravilnih tlakovanjih Evklidske ravnine.

V Cetrtem poglavju preucujemo rast v koncnih grafih. Prvi del namenimo grafom z regularno rastjo
(DDR-grafom), kjer analiziramo njihove lastnosti, simetrije ter obnasanje v produktnih grafih. Nato
storimo podobno za razdaljno uravnoteZene grafe, kjer dokazemo N P-polnost problema dopolnitve do
razdaljno uravnoteZenega grafa ter obstoj neskoncnih druZin omenjenih grafov, ki hkrati niso DDR-

grafi. Uvedemo tudi nov koncept razdaljnega ostanka grafa in ga podrobno analiziramo.

Peto poglavje je namenjeno prikazu prakticne uporabe rasti, kjer izpostavimo uporabi v matema-
ticni kemiji ter racunalnistvu. Predstavimo tudi algoritem za izracun Hosoyevega polinoma vozlis¢ v
grafih katakondenziranih benzenoidov. Na koncu povzamemo vsebino disertacije, prikaZemo nove iz-

virne prispevke k znanosti ter izpostavimo odprte probleme.

Kljucne besede: rast v grafih, sferi¢na rast, krogelna rast, zaporedje razdaljnih stopenj, DDR-graf, raz-
daljno uravnoteZen graf, razdaljni ostanek grafa, rast v produktih grafov, AP-poln problem, topoloski

indeks






Abstract

The thesis explores the concept of growth in graphs and some similar concepts, such as the distance of a
vertex or a graph, distance-balanced graphs, distance-residual subgraphs and the distance distribution
of a graph. It offers a uniform view of the field of growth in graphs, ranging from the definition of the

term, old and new results on the subject to the open problems, waiting to be solved.

A natural generalization of two basic notions in graph theory, adjacency and distance, leads to the
notion of distance degree, which tells us the number of vertices at a specific distance from the chosen
vertex, called also the growth. The term derives from group theory and was carried over to graph theory
through Cayley graphs, where it was first used to study the increasing number of vertices with regard to

the distance from the root, i.e. the rate of growth.

The research of growth has been done independently in the cases of finite and infinite locally finite
graphs from the beginning to this day. Accordingly, each field gets its chapter in the thesis. In the infinite
case we start with a section on growth in groups, which is followed by the definition of different forms of
growth in graphs and their rate of growth. Then, we research the behavior in product graphs and finish
with an algorithm for calculating the growth in infinite graphs, which is used on a family of semiregular

tessellations of the Euclidean plane.

In the fourth chapter we study growth in finite graphs. First we concentrate on graphs with regular
growth (DDR-graphs), analyzing their properties, symmetries and their product graphs. Later, we do
the same for distance-balanced graphs, where we also prove the N'P-completeness of the distance-
balanced addition problem and the existence of infinite families of distance-balanced graphs that are

not DDR-graphs. Furthermore, we introduce the notion of a distance-residual subgraph and analyze it.

The fifth chapter is meant to show the use of growth in practice, especially in mathematical chemistry
and computer science. We present an algorithm for calculating the Hosoya polynomial of a vertex in
a catacondensed benzenoid graph. At the end, we summarize the content and present new original

contributions to science accompanied with some open problems.

Keywords: growth in graphs, spherical growth, ball growth, distance degree sequence, DDR-graph,
distance-balanced graph, distance-residual subgraph, growth in product graphs, A"P-complete problem,

topological index
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Poglavje 1

Uvod

Koncepta sosednosti in razdalje sta dva izmed najbolj osnovnih pojmov v teoriji grafov. So-
sednost je potrebna Ze v sami definiciji grafa, medtem ko razdalje med posameznimi vozlisci
spadajo med nepogresljive lastnosti pri preuevanju grafov. Naravna posploSitev obeh kon-
ceptov vodi do pojma razdaljne stopnje, ki nam pove Stevilo vozliS¢ na doloCeni razdalji od
izbranega vozli§€a oziroma rast v grafu. V nadaljevanju si najprej poglejmo kronoloski pre-
gled obstojecih rezultatov na tem podrocju, ki mu sledijo motivacije za raziskave ter cilji, ki
smo jih Zeleli doseci v okviru doktorske disertacije, uvodno poglavje pa zaklju¢imo s kratkim

pregledom vsebine.

Zaradi preproste definicije so bile razdaljne stopnje vse do 80-ih let prejSnjega stoletja upo-
rabljene le kot orodje, potrebno za preucevanje razli¢nih lastnosti grafov; tako v matematiki
(Sabidussi [104]) kot v drugih vedah (Harary [53], Randié [97]). To se je spremenilo z uvedbo
pojma rasti v matematicne strukture, imenovane grupe (Adelson-Velsky in Shreider [1]). Re-
zultate preucevanja rasti v neskoncnih, koncno generiranih grupah so raziskovalci najprej pre-
nesli na Cayleyeve grafe, nato pa Se na neskon¢ne lokalno kon¢ne grafe. S tem se je tudi v
teoriji grafov uveljavila oznaka “rast”, saj je bil glavni cilj preucevati naras€anje Stevila vozlis¢
glede na vse vecjo razdaljo od izbranega vozlisca, tj. korena grafa. Prvi rezultati s tega podro-
¢ja so tako okarakterizirali grafe z linearno, polinomsko, vmesno ter eksponentno stopnjo rasti
(Halin [51], Imrich in Seifter [62], Seifter in Trofimov [105], Trofimov [ 15]), pri Cemer je
motivacija izvirala iz Ze obstojecih rezultatov s podrocja rasti v teoriji grup, kjer je pionirsko
delo opravil Wolf [124], sledila pa sta mu poznejSa Abelova nagrajenca Mikhail Gromov [41]

ter Jacques Tits [ 13].

Medtem ko je preucevanje rasti v grupah skozi leta rojevalo nove rezultate [40], sreCamo na

podrocju rasti v neskon¢nih grafih le rezultat Pisanskega in Tuckerja [91] o rasti v produktnih
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grafih ter izraCune rasti v posebnih primerih neskoncnih grafov [6, 87, 88, 94, 95]. Vse od

zacetka se je namreC vzporedno (in neodvisno) razvijalo raziskovanje rasti v kon¢nih grafih.

Lastnosti rasti v kon¢nih grafih so prvi raziskovali Bloom, Kennnedy in Quintas [9, 10] ter
jinadeli ime zaporedje razdaljnih stopenj, saj pri preucevanju kon¢nih grafov za definicijo rasti
ne potrebujemo vec funkcije, ampak je dovolj kon¢no zaporedje oz. vektor. Zaporedje razdalj-
nih stopenj je kmalu postalo eno od zaporedij, s katerimi so raziskovalci primerjali grafe glede
na izomorfnost [ 106, ], kar je bilo s pridom uporabljeno v teoreti¢ni kemiji [97]. Tam je
narascajoce Stevilo kemijskih spojin pogojevalo iskanje preprostih formul, izraCunanih iz gra-
fov molekul, ki so dovolj dobro loc¢ile med neizomorfnimi strukturami in hkrati napovedovale
obnaSanje Se neodkritih molekul s sorodno zgradbo. Danes tem vrednostim pravimo topoloski
indeksi in Ceprav jih poznamo Ze vec kot 100, jih ve€ina bazira na relacijah sosednosti ter na

razdaljah v grafu [114].

Bloom in soavtorja so se v svojih prispevkih sicer osredotocali na tako imenovane DDR-
grafe, ki imajo zaporedja razdaljnih stopenj vseh vozliS¢ enaka ter na DDI-grafe, kjer so vsa
zaporedja razli¢na. Predvsem so jih zanimale povezave DDR-grafov z grafi z razli¢nimi sto-
pnjami simetrije ter posledi¢na karakterizacija DDR-grafov [10]. Njithovo delo sta v 80-ih letih
prejSnjega stoletja nadaljevala Hilano in Nomura [56, 57], ki sta podala omejitve za velikost
posamezne razdaljne stopnje v DDR-grafih, ter Zhou [127], ki je preuceval produktne grafe
DDR-grafov. Nato je sledilo dolgo obdobje brez rezultatov, ki so ga leta 2006 prekinili Kutnar
in soavtorji [7 1], ko so pokazali ekvivalenco med DDR-grafi ter krepko razdaljno uravnoteze-
nimi grafi. To je sproZilo nadaljevanje raziskav na tem podrocju [4, 126] ter ustvarilo povezavo

Se z enim razdaljno definiranim konceptom — razdaljno uravnoteZenimi grafi.

Razdaljno uravnotezene grafe so prvi definirali Jerebic, Klavzar in Rall [65], Ceprav jih
je brez omembe imena uporabljal Ze Handa [52]. Definicija zahteva, da ima vsaka povezava
enako Stevilo vozlis¢, ki so bliZje enemu kot drugemu krajiscu. Kutnar idr. [71] so ugotovili,
da med te grafe spadajo tudi DDR-grafi, Balakrishnan in soavtorji [4] pa so nasli ekvivalenco
med povezanimi razdaljno uravnoteZenimi grafi in sebi-medianskimi grafi, ki so definirani s

pomocjo razdalj vozlisc.

Harary [53] je leta 1959 prvi definiral pojem statusa danega vozlis¢a kot vsoto vseh ele-
mentov zaporedja razdaljnih stopenj tega vozliS€a. Sabidussi [104] je to vsoto poimenoval
vozliS¢na centralnost, danaSnje ime pa je dobila v delu Entringerja in soavtorjev [33], ki so
jo poimenovali razdalja vozlis¢a. Kot pri zaporedju razdaljnih stopenj so tudi tu raziskovali
omejitve za velikosti razdalj vozliS¢ [33, 93], z njimi ugotavljali neizomorfnost grafov [109]

ter definirali sebi-medianske grafe [47], tj. grafe z enakimi razdaljami vseh vozlis¢, in raz-
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daljno injektivne grafe [86], kjer imajo vsa vozli§¢a razli¢ne razdalje. Ob koncu 20. stoletja
je to podrocje raziskav zamrlo, vse dokler ni bila dokazana v prejSnjem odstavku omenjena

ekvivalenca.

Omenimo $e uporabo predstavljenih konceptov v prakti¢ne namene. Tu moramo zopet iz-
postaviti podrocje teoreticne kemije, saj se je tudi tam razvijala teorija rasti, ¢eprav v manj
formalnem kontekstu. Tako imenovani Hosoyev polinom [59] je namre¢ rodovna funkcija
razdaljne porazdelitve, ki nam pove Stevilo parov vozliS¢ na dolo€eni razdalji, medtem ko je
Hosoyev polinom vozli§¢a ravno rodovna funkcija zaporedja razdaljnih stopenj. Prek kratkim
je postal za tematiko, preucevano v disertaciji, zanimiv tudi Szegedski indeks, saj je bilo do-

kazano, da je njegov maksimum doseZen natanko v dvodelnih razdaljno uravnotezenih grafih
[69].

DDR-grafi in razdaljno uravnotezeni grafi so idealni za reSevanje lokacijskih problemov
[23, 85, , ]. Z razdaljnimi porazdelitvami lahko opiSemo razdalje med vozlisci v gra-
fih, s katerimi modeliramo raunalniSka omreZja [32], z zaporedjem razdaljnih stopenj lahko
dolo¢imo spodnjo mejo za Cas prenasanja podatkov po omreZju [27], z obema konceptoma pa
lahko definiramo zanesljivost omreZij glede na dano verjetnost prenehanja delovanja posame-

zne povezave v omrezju [2].

Nadaljnji razvoj teorije rasti v grafih je zato pomemben, ne samo za matematiko, ampak tudi

zaradi uporabe dobljenih rezultatov v racunalniStvu, kemiji in drugih naravoslovnih vedah.

1.1 Motivacija in cilji

Podrocje rasti v grafih je zelo intuitivno in za razumevanje ne potrebuje abstraktnih orodij (Ce
ne upoitevamo rezultatov iz teorije grup). Zaradi tega zna dajati vtis enostavnosti. Ceprav je to
delno res, saj je bilo kar nekaj rezultatov pridobljenih razmeroma enostavno, za takSna podrocja
ponavadi velja, da so ostali problemi dale¢ od trivialnih. In prav tu se je skrivala naSa osnovna
Zelja po raziskovanju. Osnovne definicije in probleme je namre¢ enostavno razumeti ter jih
razmeroma hitro razloZiti, medtem ko je njihovo reSevanje mnogo bolj zahtevno. Nekateri
problemi namrec¢ ostajajo nereSeni vse odkar je Bloom s soavtorjema objavil prvotni prispevek

o rasti v koncnih grafih.

Ponovna zainteresiranost (tudi slovenskih) znanstvenikov za to podrocje od leta 2006 dalje
je prav tako pripomogla k motivaciji, saj so nasli povezave med na videz razlicnimi druZinami

grafov ter v procesu izpostavili tudi nekaj vprasanj. Poleg tega so zaradi razlicnega pristopa



4 Uvod

spregledali nekatere od Ze dokazanih lastnosti s podrocja rasti. Povezava med razdaljno ura-
vnoteZenimi grafi in sebi-medianskimi grafi, ki je bila dokazana leta 2009 v [4], je namrec
razvidna Ze iz dela Entringerja in soavtorjev [33] iz leta 1976. Tudi produkti DDR-grafov, ki
jih najdemo v [4] ter [71], so bili raziskani Ze pred dvajsetimi leti [127]. Ce temu dodamo 3e
na videz nepovezan razvoj teorije rasti v kon¢nih in neskon¢nih grafih (ter tudi v matemati¢ni
kemiji), pridemo do zakljucka, da si to podrocje zasluZzi celovito in sistemati¢no obravnavanje,

Se posebej, ker so rezultati tudi prakticno uporabni.

Prvi cilj disertacije je zato obsegal poenotenje razlicnih oznak in definicij iz teorije rasti
v grafih, vzpostavitev povezav med rastjo v neskonc¢nih in koncnih grafih ter identifikacijo
druZin grafov, ki so si enake oziroma sorodne glede na koncepte regularnosti razdaljnih stopenj,
razdaljne uravnoteZenosti ipd. Celovit pristop je zahteval tudi iskanje izvora pojma rasti ter
njegovo natancno opredelitev. V nekaterih delih je namrec¢ rast obravnavana kot Stevilo vseh
vozlis¢ do doloCene razdalje od korena, medtem ko je drugje definirana kot Stevilo vozliS¢ na

natanko doloc¢eni razdalji od korena.

V nadaljevanju smo Zeleli resiti nekatere probleme, ki so bili podani v prispevkih s tega
podroc¢ja. V primeru neskonénih grafov je bila izpostavljena ideja o rekurzivnem racunanju
rasti v grafih z doloCeno stopnjo simetrije [88], ki pa ni bila formalno dokazana. Tudi obstojeci
primeri uporabe postopka so bili vezani na specifi¢ne druzine grafov [6]. Zato smo Zeleli
v sklopu disertacije dokazati pravilnost postopka, ugotoviti njegovo ¢asovno zahtevnost ter
obliko dobljenih resitev. Kot primer uporabe postopka smo Zeleli izbrati dovolj znano druZino
neskoncnih grafov s simetrijami, ki bi omogocale izvajanje algoritma ter z njegovo pomocjo

izracunati rast te druzine.

Bloom, Kennnedy in Quintas so v prvem ¢lanku o DDR-grafih [10] izpostavili Stiri pro-
bleme, ki so bili Se vedno neodgovorjeni. Nas cilj je bil najti vsaj delne odgovore na tri od

njih:
Problem I Koliksen odstotek r-regularnih grafov predstavljajo DDR-grafi?

Problem II Karakteriziraj DDR-grafe s premerom > 3.

Problem IV Alizar = 3,4 obstajajo r-regularni DDR-grafi s trivialno grupo avtomorfizmov?

e oo

Ce je odgovor da, kak$en je njihov najnizji red?

Kar nekaj prispevkov vsebuje analiziranje rasti oziroma razdaljne uravnoteZenosti v pro-
duktih grafov [4, 10, 71, 91, , ]. Tu smo Zeleli razSiriti obstojece rezultate pri produ-
ktih DDR-grafov, tj. ugotoviti zaporedje razdaljnih stopenj v direktnem produktu, ter dopolniti

izreke v produktih razdaljno uravnotezenih grafov s pomocjo novo ugotovljene povezave z
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razdaljo vozliS¢ v sebi-medianskih grafih.

Ker je podrocje razdaljno uravnoteZenih grafov Se dokaj novo, smo v njem nasli kar nekaj
odprtih problemov. Handa, ki je zacel raziskovati omenjene grafe [52], je odkril, da so med
dvodelnimi grafi vsi, razen sodih ciklov ter K5 stopnje najmanj 3. Ta rezultat smo Zeleli po-
splositi na vse razdaljno uravnoteZene grafe ter najti neskoncne druZine grafov, ki so razdaljno

uravnoteZeni, a hkrati niso DDR-grafi.

Naslednje zelo zanimivo vprasanje je bilo podano na koncu prispevka [65].

Vprasanje: Koliksno je najmanjse Stevilo povezav, ki jih je potrebno dodati grafu, da ta po-

stane razdaljno uravnoteZen?

Ker se ni Se nihce ukvarjal s tem problemom, smo najprej poskusali najti druZine grafov,
kjer bi lahko na dokaj preprost nacin preverili zahtevnost problema ter tako ugotovili ali obstaja

polinomski algoritem za reSevanje ali je potrebno uporabiti hevristike.

Ze v samem zadetku raziskav v okviru disertacije smo uvedli nov koncept razdaljnega
ostanka grafa [76], ki se navezuje na rast v koncnih grafih, saj preucuje mnozico, ki se na-
haja najdlje od korena. Razdaljne ostanke smo podrobneje analizirati (predvsem v produktnih

grafih) ter jih smiselno vkljucili v samo disertacijo.

In nenazadnje smo nameravali raziskati tudi prakti¢no uporabo rasti ter odkriti Se neznane
povezave med teorijo in prakso. DoseZeni cilji so razvidni v nadaljevanju in si vsebinsko

sledijo, kot je opisano v naslednjem razdelku.

1.2 Pregled vsebine

Disertacija je sestavljena iz skupno Sestih poglavij. V uvodu smo predstavili izhodi$¢a, moti-
vacijo ter cilje, ki smo si jih zadali. V drugem poglavju so razloZeni pojmi iz teorije grafov ter
analize algoritmov, ki so potrebni za razumevanje vsebine disertacije. Poleg osnovnih pojmov
o grafih in razdaljah v njih smo opisali tudi najbolj pogoste simetrije v grafih ter operacije na
njih, omenili pa smo tudi nekaj znanih druzin grafov, ki smo jih v disertaciji uporabili bodisi

kot primere bodisi kot pomo¢ pri dokazovanju izrekov.

Tretje in Cetrto poglavje predstavljata bistvo disertacije. V 3. poglavju je analizirana rast v
neskoncnih lokalno kon¢nih grafih. Za¢nemo z razdelkom o rasti v grupah, saj iz njih izvira
sam pojem rasti. Nadaljujemo z definicijo razli¢nih oblik rasti v grafih ter prikaZzemo pogoje,

ki dolocajo red rasti. Nato zapiSemo izreke, ki opisujejo obnasanje rasti v produktnih grafih,
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poglavje pa zaklju¢imo z glavnim rezultatom — algoritmom za izracun rasti v neskon¢nih grafih,

katerega uporabo prikaZzemo na polpravilnih tlakovanjih Evklidske ravnine.

Cetrto poglavie je, za razliko od tretjega, namenjeno preucevanju rasti v kon¢nih grafih.
Prvi del namenimo DDR-grafom, kjer analiziramo njihove lastnosti, simetrije ter obnasanje v
produktnih grafih. V drugem delu poglavja podobno storimo za razdaljno uravnoteZene grafe,
kjer med drugim dokaZzemo N P-polnost problema dopolnitve do razdaljno uravnoteZenega
grafa ter obstoj neskon¢nih druzin omenjenih grafov, ki hkrati niso DDR-grafi. V zadnjem

delu uvedemo nov koncept razdaljnega ostanka grafa in ga podrobno preucimo.

Peto poglavje je namenjeno prikazu prakticne uporabe rasti, kjer izpostavimo uporabi v
matemati¢ni kemiji ter raCunalniStvu. Glavni prispevek k znanosti je algoritem za izraun

Hosoyevega polinoma vozli$¢ v grafih katakondenziranih benzenoidov.

V zadnjem poglavju povzamemo vsebino disertacije, prikaZzemo nove izvirne prispevke
k znanosti ter izpostavimo odprte probleme s podrocja rasti v grafih ter sorodnih konceptov.
Temu sledita dodatek s formulami in slikami, ki so nam omogocile izracun rasti v polpravilnih

tlakovanjih Evklidske ravnine, ter slovar uporabljenih oznak s podrocja razdalj v grafih.



Poglavje 2
Osnove teorije grafov in algoritmoyv

V tem poglavju so predstavljeni pojmi iz sicer Sirokega podrocja teorije grafov, ki so potrebni za
razumevanje koncepta rasti v grafih. Zacnemo s formalno definicijo grafa ter njegovih osnov-
nih lastnosti. Predvsem se osredoto¢imo na lastnosti, ki so povezane z razdaljami v grafu,
saj predstavljajo osnove za izraCun rasti, razdaljne uravnotezenosti, razdaljne porazdelitve itd.
RazloZeni so standardni grafovski produkti ter razlicne vrste simetrij, ki se lahko pojavijo v
grafih. Na podlagi obstoja simetrij je definiranih nekaj druzin grafov, nato pa so predstavljeni
tudi nekateri specificni grafi, ki jih srecamo na ve¢ mestih v disertaciji. Zaklju¢imo z razdelkom
o algoritmih ter njihovi zahtevnosti. V disertaciji namre¢ veckrat naletimo bodisi na raCunanje
rasti v grafih bodisi na poskuse konstrukcije grafov s predpisano rastjo oziroma rasti sorodnim
konceptom, zato je nujno poznati osnove algoritmov ter podatkovnih struktur, ki so primerne

za delo z grafi.

Vecino definicij ter lastnosti grafov smo Crpali iz knjig [42, ], pri analizi algoritmov pa

smo si pomagali z [66] in [101].

2.1 O grafih

Graf je urejen par G = (V, E), kjer je V(G) neprazna mnoZica vozli§¢ in F(G) mnozica
povezav, kjer je vsaka povezava e € F(G) predstavljena s parom vozlis¢ e = {u, v}, u,v €
sosednji vozlig¢i. Ce sta u in v sosednji vozli§&i, to oznatimo z u ~ v. Sosednji sta lahko
tudi povezavi, ¢e imata skupno krajis¢e. Moc¢i mnoZice vozlis¢ |V (G)| pravimo tudi red grafa.
Stevilo povezav grafa | E(G)| je navzgor omejeno z ('V(QG”) = [V(G)|(|[V(G)] = 1)/2, ko je
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sosednji prav vsak par vozlis¢.

Kadar so povezave predstavljene z neurejenimi pari, govorimo o neusmerjenem grafu, ce so
pari urejeni, j. e = (u, v), pa o usmerjenem grafu. Vozlis¢ema usmerjene povezave e = (u, v)
reCemo zacetno in koncno krajisce povezave e. Ce v grafu obstajata dve razliéni povezavi z
istima kraji$§¢ema, pravimo, da ima graf veckratne povezave. Povezavi e = {u,u}, u € V(G),

recemo zanka.

Vozli§¢em, povezavam ali pa kar obojim lahko dodelimo oznake iz neke kon¢ne abecede
(ponavadi so to kar naravna Stevila). Medtem ko je oznaka oznacen graf ponavadi rezervirana
za graf, ki ima oznacena vozli§€a, grafu z numeri¢no oznacenimi povezavami pravimo uteZen.

UteZen in v vecini primerov tudi usmerjen graf je poznan pod imenom omreZje.

Neusmerjen graf je enostaven, &e nima zank in vekratnih povezav. Ceprav so v disertaciji
na nekaj mestih omenjeni tudi usmerjeni grafi, je njthova uporaba vezana le na pomoc izracuna
rasti (glej str. 24) ter na primer prakti¢ne uporabe rasti (glej str. 103). Zato bomo v naslednjih
definicijah kot tudi skozi disertacijo privzemali, da obravnavamo neoznacene neusmerjene eno-

stavne grafe, razen tam, kjer bo eksplicitno omenjeno drugace.

Podgraf grafa GG je graf na podmnozici vozli$¢ in povezav grafa G. Induciran podgraf
G[U] grafa G na mnozici vozlis¢ U C V(@) je tak podgraf grafa G, ki ima za povezave
tiste povezave grafa (G, ki imajo obe kraji$¢i v mnoZzici U. Ujemanje je mnoZica medsebojno
nesosednjih povezav v grafu. Ce te povezave vsebujejo vsa vozlis¢a grafa, mu pravimo popolno

ujemanje ali 1-faktor.

Pravimo, da je graf koncen, ¢e vsebuje koncno Stevilo vozlis¢, ter lokalno koncen, ¢e ima
vsako vozlis¢e kon¢no Stevilo sosedov. Prvi del disertacije obsega preucevanje neskoncnih
lokalno kon¢nih grafov, drugi del pa se osredotoca na konéne grafe (ti so prav tako lokalno
kon¢ni). Za potrebe disertacije so v nadaljevanju predstavljene lastnosti definirane za potrebe
kon¢nih grafov. Pri preucevanju lokalno koncnih grafov smo sicer uporabili nekaj od ome-
njenih lastnosti (razbitje na particije, produkte grafov, vozliS¢no tranzitivnost ipd.), vendar vse

bodisi Ze v osnovi veljajo tudi za neskon¢ne grafe bodisi jih je trivialno posplositi nanje.

2.2 Razdalje v grafih

Med najbolj osnovne pojme v teoriji grafov spadata koncepta stopnje ter razdalje. Stopnja

oziroma valenca vozlis¢a v predstavlja Stevilo povezav, ki imajo v za krajise. Stopnja, ki jo
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oznadimo z deg(v)', tako pove Stevilo sosedov vozliséa v. Ce stopnje vseh vozlis¢ uredimo v
nepadajofem vrstnem redu, dobimo zaporedje stopenj grafa. Ce je stopnja vseh vozlis¢ v grafu
enaka, npr. r, pravimo, da je graf r-regularen. V kolikor je graf usmerjen, lo¢imo izhodno ter

vhodno stopnjo glede na Stevilo povezav, katerim je dano vozliS€e zacetno oziroma konc¢no

krajisce.
Sprehod v grafu je alternirajoCe zaporedje vozliS¢ in povezav grafa vy, e, v1, €, . . ., €y, Up,
kjer sta v;_; in v; krajisci povezave e; za vsak © = 1,2,...,n. DolZina sprehoda je Stevilo

povezav v sprehodu. Pot v grafu je sprehod, ki vsebuje le razli¢na vozlis¢a grafa. Cikel je
sprehod, ki ima enako le zacetno in koncno vozlis¢e. DolZina najkrajSega cikla predstavlja

oZino grafa. Ciklu, ki vsebuje vsa vozliSca grafa, pravimo Hamiltonov cikel.

Graf je povezan, &e obstaja pot med vsakim parom vozlis¢. Ce je po odstranitvi poljubnih
k—1 < |V(G)| — 1 vozlis¢ grafa GG dobljeni graf Se vedno povezan, pravimo, da je graf G
k-povezan. Ker je rast dobro definirana le na povezanih grafih, bo vecina definicij in trditev v

disertaciji temeljila na tej lastnosti grafov.

Razdalja med vozlis¢ema v in v v grafu G je definirana kot dolZina najkrajSe poti med
njima. Ozna¢imo jo z dg(u, v) oziroma z d(u, v), kadar ni dvoma, o katerem grafu govorimo.
Ce sta vozlis¢i nepovezani, definiramo dg(u, v) = oo. Razdalja v neusmerjenem enostavnem
grafu je metrika, kar pomeni, da ima lastnosti pozitivne definitnosti, simetricnosti ter zado$¢a
trikotniski neenakosti, tj. dg(u, z) < dg(u,v) + de(v, 2) za vse u, v, z € V(G). Razdaljo med
dvema vozli§¢ema lahko posploSimo na razdaljo med vozli§¢em in podgrafom R grafa G, kar
ozna¢imo z R C G, kot d¢(v, R) := min,cy(g) d(v, r) ter na razdaljo med dvema podgrafoma
R,S C Gkotdg(R,S) := mingey(s) d(s, R).

Razbitje ali particija mnoZice M je druZina mnoZzic, ki so medsebojno disjunktne, a skupaj
sestavljajo celotno mnoZico M. Mnozico P(G,Vy) = {Vo, Vi,..., Viu}, Kjer je G povezan
graf, V pa neprazna podmnozica V' (G), imenujemo razdaljna particija grafa G glede na koren
Vo, e neprazne mnozice V;, zai = 1,2, ..., m, skupaj z V; definirajo particijo V' (G), pri Cemer

velja

Viim {v € V(G)\ (Vo UVA U+~ UVisy) | Bu € Viiy, {u,v} € E(G)}.

Zav € Vyinv; € V; tako velja d(v,v;) > i, pri éemer vedno obstaja vozli§ce vy € Vj, za
katerega velja d(vg, v;) = i. Omenimo tudi, da smo v razdelku o razdaljni uravnoteZenosti (glej
str. 48) dodatno definirali Se finejSo razdaljno particijo, kjer V[ vsebuje par vozlis¢, mnoZice

razbitja pa definiramo glede na razdaljo od obeh vozlis¢.

langl. degree; odtod tudi oznaka deg



10 Osnove teorije grafov in algoritmov

Za vozlis€e v grafa G je njegova ekscentricnost e(v) definirana kot razdalja od v do vozli-
SCa, ki je v G najbolj oddaljen od v, tj. e(v) = max,cy () d(v,u). Minimalna ekscentri¢nost
po vseh vozlis¢ih grafa se imenuje polmer grafa in je oznacen z rad((),” maksimalni ekscen-
tri¢nosti pa reCemo premer grafa in ga oznalimo z diam(G).? Za predstavitev razdalj v grafu
ponavadi uporabljamo matriko razdalj, kjer element (i, j) oznacuje razdaljo med i-tim in j-tim

vozlis¢em v grafu.

VozlisCe v je centralno vozlis¢e grafa G, Ce je e(v) = rad(G). Podgraf, ki ga inducirajo
centralna vozlis¢a grafa GG, imenujemo center grafa GG. VozlisCe v je mediansko vozlisce grafa
G, ¢e ima minimalno vsoto razdalj do vseh ostalih vozlis¢ v grafu . Podgraf, ki ga inducirajo

medianska vozlis¢a grafa (G, imenujemo mediana grafa G.

2.3 Simetrije v grafih

Naj bosta G in H neusmerjena enostavna grafa. Izomorfizem grafov G in H je bijektivna
preslikava f iz mnozice V' (G) v mnozico V (H ), tako da za vsak par vozlis¢ u,v € V(G) velja
{u,v} € E(G) natanko tedaj, ko je {f(u), f(v)} € E(H). Ce sta grafa G in H izomorfna, to
zapiSemo kot G' = H. Avtomorfizem grafa je izomorfizem grafa samega nase. MnoZica vseh
avtomorfizmov grafa GG skupaj z operacijo kompozicije tvori strukturo grupe [0 1, trditev 1.15],

ki jo imenujemo grupa avtomorfizmov grafa G in oznac¢imo z Aut(G).

[zomorfnost je eden glavnih strukturnih konceptov, pri katerem primerjamo grafe glede na
zgradbo in ne glede na posamezne elemente ali predstavitev. Iz te opredelitve izhaja tudi pojem
grafovske invariante, s katerim definiramo kvantitativno izraZene lastnosti, ki se ohranjajo v
izomorfnih grafih. Vecina prej omenjenih lastnosti, kot so stopnje vozliS¢, polmer, premer,

oZina, k-povezanost itd., so grafovske invariante.

Graf G je razdaljno tranzitiven, Ce za vsako Cetvorko vozlis¢ z,y,u,v € V(G), Kjer je
d(z,y) = d(u,v), obstaja avtomorfizem v € Aut((G), za katerega velja y(x) = u ter y(y) = v.

Graf G je simetricen (tudi I-tranzitiven ali locno tranzitiven), ¢e za vsako Cetvorko vozlis¢
z,y,u,v € V(G), Kjer je x ~ y in u ~ v, obstaja avtomorfizem v € Aut(G), za katerega velja
v(z) = utery(y) = v.

Graf G je vozlis¢no tranzitiven, Ce za vsak par vozlis¢ u,v € V(G) obstaja avtomorfizem

v € Aut(Q), za katerega velja y(u) = v.

2amgl. radius; odtod tudi oznaka rad
3angl. diameter; odtod tudi oznaka diam
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Graf G je povezavno tranzitiven, Ce za vsak par povezav {z,y} € F(G) in {u,v} € E(G)
obstaja avtomorfizem v € Aut(G), za katerega velja {y(z),v(y)} = {u,v}. Grafom, ki so

povezavno tranzitivni, a niso vozli§€no tranzitivni, pravimo semisimetri¢ni grafi.

Graf G je razdaljno regularen, Ce obstajajo Stevila b;, ¢;, zai = 0,1, ..., diam(G), tako da
za vsak par vozliS¢ u in v na razdalji ¢ obstaja natanko ¢; sosedov vozlisca u, ki so v V;_1, ter b;
sosedov vozli§¢a u, ki so v Vi, 1, kjer je V; element razdaljne particije P(G, {v}), tj. mnoZica
vozli$¢ na razdalji ¢ od v. Tabela Stevil {b;, ¢; }, ki karakterizira razdaljno regularen graf, se

imenuje presecna tabela.

2.4 Operacije na grafih

Osnovne operacije na grafih obsegajo dodajanje ter odvzemanje vozlis¢ oziroma povezav. Ti
postopki predstavljajo temelje kompleksnejSih operacij, ki jih lo¢imo na enoclene ter dvoclene
glede na Stevilo grafov, na katerih delujejo. Od enocClenih operacij omenimo komplement grata
G, ki ga ozna¢imo z G in ima mnoZico vozlis¢ enako kot graf G, za njegove povezave pa velja
{u,v} € E(G) < {u,v} ¢ E(G).

Disjunktna unija grafov G in H z razli¢nima mnoZicama vozli¢ in povezav je dvoclena
operacija, katere rezultat je graf G U H z vozlis¢i V (G) UV (H) ter povezavami E(G)UE(H).
Spoj grafov G in H z razli¢nima mnoZicama vozli$¢ in povezav je enak uniji grafov z dodanimi

povezavami {g, h} za vsak g € V(G) in vsak h € V(H). Ozna¢imo gaz G + H.

Produkt dveh grafov G in H je v splo§nem graf z mnozico vozlis¢ V(G) x V(H), tj. mno-
Zico vseh urejenih parov (g, h) zag € V(G) ter h € V(H), kjer je sosednost vozlis¢ dolocena s
sosednostjo posameznih komponent v vsakem od grafov GG in H. Grafoma v produktu pravimo
tudi faktorja. Najbolj znani in preucevani so naslednji produkti, ki so definirani na podlagi

pogojev sosednosti vozlis¢ (g, h) ter (¢', h') v produktu:

ime produkta | oznaka | definicija sosednosti

kartezi¢ni GoH | bodisig =g in{h,h'} € E(H)bodisi h = 1" in{g,¢'} € E(G)

krepki GrH | bodisig =g in{h,h'} € E(H)bodisi h = 1" in{g,¢'} € E(G)
bodisi {g,¢'} € E(G)in{h,h'} € E(H)

direktni GxH|{g9,¢} € E(G)in{h,h'} € E(H)

leksikografski | G o H | bodisi {g,¢'} € E(G) bodisi {h,h'} € E(H)ing = ¢

Kartezi¢ni produkt je najbrZ bralcu najbolj znan, saj je tudi najbolj preuevan od vseh pro-
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duktov. Opazimo lahko, da krepki produkt vsebuje ravno povezave kartezicnega in direktnega
produkta. Direktni produkt je poznan tudi pod imeni tenzorski, kategori¢ni ter Kroneckerjev
produkt in v€asih nosi oznako ®. Glavna razlika med leksikografskim produktom ter ostalimi
je v njegovi nekomutativnosti. Pravijo mu tudi kompozicija oziroma substitucija, pogosto pa
zanj sreCamo oznako G[H], ki je pri nas rezervirana za inducirane podgrafe. Leksikografski
produkt grafov GG in H si lahko predstavimo tako, da nadomestimo vsako vozlisée g € V(G) s
kopijo grafa H, ki jo ozna¢imo s H , nato pa naredimo spoj grafov H, in H, v primeru, ko sta
g in ¢’ sosednji vozlis¢i v G. Ve o standardnih produktih grafov je mo¢ najti v knjigi Imricha

in Klavzarja [61].

V neskonc¢nih grafih lahko definiramo tudi prosti produkt grafov. Naj bosta vozlisci g €
V(G) ter h € V(H) korena, glede na katera bomo raCunali rast. Formalno vozli§¢a prostega
produkta Gx H definiramo z vsemi konénimi zaporedji vozlis¢ iz (V (G)\{g}) U(V(H)\{h}),
pri Cemer elementi alternirajo med V(G) \ {g} ter V/(H) \ {h}, vozlis¢e (g, h) pa ozna¢imo s
praznim zaporedjem. Dve zaporedji o in (3 sta si pri tem sosednji v G = H, ¢e in samo Ce je
bodisi &« = 7 in 5 = ~ywv, kjer je v sosed korena v danem faktorju, bodisi je &« = yv in S = yu,

kjer sta v in u sosednji vozlis¢i v danem faktorju.

Prosti produkt G x H si lahko predstavljamo tudi tako, da vsako vozlisce grafa (G poistove-
timo s korenom h € V(H) in tako pripnemo |V (G)| kopij grafa H na graf G. V vsaki izmed
kopij ponovno poistovetimo vsako vozli§¢e (razen korena!) s korenom g € V(G) in postopek

nadaljujemo v neskoncnost.

2.5 Znane druZine grafov

Poglejmo si nekaj standardnih druZin neoznacenih neusmerjenih enostavnih grafov. Trivialen
graf je graf, ki vsebuje le eno vozliS€e. Prazen graf N, vsebuje n vozliS¢€ in je brez povezav.
S C,, oznacimo cikel na n vozlis¢ih, s P, pa pot na n vozlis¢ih. Grafu na n vozli§¢ih z vsemi
moznimi povezavami reCemo poln graf in ga ozna¢imo s K,. V dvodelnem grafu lahko na
mnozici vozli§¢ V (G) definiramo razbitje na dve podmnoZici P, (G) in Py(G), ki ne vsebujeta
sosednjih vozlig¢. Ce je vsako vozlisée P;(G) sosednje z vsakim vozliséem P5(G), govorimo
o0 polnem dvodelnem grafu, ki ga ozna¢imo s K,, ,, kjer je m = |P;(G)| in n = |P2(G)|. Za
n — 1 povezavami pravimo drevo. Ekvivalentno lahko reCemo, da je drevo povezan graf brez

ciklov.

Zelo znana druzina grafov so posploSeni Petersenovi grafi, ki jih je prvi predstavil H. S. M.
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Coxeter [24], danasnje ime pa so dobili v ¢lanku Marka Watkinsa [ 1 1 9]. Posploseni Petersenov
graf GP(n,k)jezan > 3inl1l < k < |(n — 1)/2] definiran na 2n vozlis¢ih, ki jih ozna¢imo
z {ug, U1, ..., Uy_1,V0,V1,...,Un_1}, ter vsebuje povezave {u;, u;11}, {u;, v;}in {v;, vk} za
0 <17 < n — 1, kjer indekse oznak vozliS¢ gledamo po modulu n. PosplosSeni Petersenov graf
ponavadi nariSemo tako, da vozli§€a wu; tvorijo zunanji cikel, vozlis€a v; pa so v notranjosti po
vrsti razporejena na kroznici. Ce je najve&ji skupni delitelj $tevil n in & enak 1, tudi notranja
vozliSca lezijo na ciklu, Ce pa je enak m, leZijo notranja vozliS€a na m disjunktnih ciklih z
dolZinami n/m. Povezavam {u;, v; } pravimo tudi $pice. Grupe avtomorfizmov Aut(GP(n, k))
so raziskane v ¢lanku [37]. Posebej izpostavimo le avtomorfizem «, ki je definiran z o(u;) =
u;+1 ter (v;) = v;41 in bo pomemben v nadaljevanju. Med posploSenimi Petersenovimi grafi
je najbolj poznan Petersenov graf GP(5,2), ki se ga v teoriji grafov pogosto uporablja za

iskanje primerov ter protiprimerov.

Krozni graf Cin(j1,792,---,Jm), Kerje 1 < j1 < jo < ... < jm < |n/2]| je graf z n
vozlis&i vy, vy, . . ., v, ter povezavami {v;, viﬂk} zavsak 1 <7 < ntervsak 1 < k < m, kjer
indekse oznak vozliS¢ gledamo po modulu n. V kroZnem grafu je torej vozliS§¢e v; sosednje
z vozlis¢i vy, ter v;,_j;, za 1 < k < m. V posebnih primerih dobimo npr. C'i,(1) = C,, ter
Cin(1,2,...,|n/2]) = K,.

2.6 Analiza algoritmov

Algoritem je postopek, namenjen reSevanju nekega problema, pri ¢emer s pojmom problem
mislimo na mnoZico nalog, ki imajo enako strukturo. Izvajanje algoritma moramo znati opisati
v kon¢no korakih, ponavadi pa zahtevamo tudi, da se izvede v kon¢nem Casu pri poljubnih
vhodnih podatkih. Algoritem, ki uporablja “zdravo pamet”, tj. logi¢no sklepanje, intuitivne
premisleke, pretekle izkuSnje itd., in v vecini primerov vrne dovolj dobro reSitev, ki morda ni
optimalna, imenujemo hevristika. Hevristike so uporabne pri resevanju problemov, za katere
niso znane hitre metode, ki bi poiskale optimalno resitev glede na podane omejitve. Ob uporabi
hevristike pridobimo na hitrosti postopka reSevanja, lahko pa izgubimo pri natancnosti resSitve.
Znan primer hevristike je poZreSni algoritem, ki na vsakem koraku izvajanja izbere trenutno
najbolj ugodno moznost. Ceprav je v splonem zelo uporabna metoda, vrne optimalno reitev

le v posebnih primerih; glej [66, poglavje 5].

Ce Zelimo nek algoritem izvesti v praksi, moramo podatke predstaviti v strukturi, ki bo
omogocala ucinkovito delo z njimi. V primeru grafov se kot podatkovne strukture uporabljajo

matrika sosednosti, matrika razdalj, seznam povezav ter seznam sosedov. Prav slednji, pri
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katerem za vsako vozlis¢e podamo seznam njegovih sosedov, je bil glavna podatkovna struktura
pri delu s programskim paketom Mathematica [125] ter sistemom Vega [89, 90], ki omogoca

uporabo grafov v Mathematici.

Casovna zahtevnost T 4(n) algoritma A (v&asih tudi stroja) predstavlja najvedje Stevilo ra-
cunskih korakov, ki jih potrebuje algoritem A pri danih vhodnih podatkih z velikostjo 7, da resi
problem (vrne rezultat). Podobno lahko definiramo tudi povprecno ¢asovno zahtevnost, vendar

je zanjo v praksi potrebno poznati verjetnostno porazdelitev vhodnih podatkov.

Casovno zahtevnost torej podamo kot funkcijo velikosti vhodnih podatkov. Ra¢unske ko-
rake merimo v osnovnih operacijah stroja, ki izvaja algoritem, v nekaterih primerih pa se ome-
jimo le na Stetje doloCenih operacij (na primer aritmeti¢nih operacij ali primerjav). MoZnost
imamo tudi izbrati ali se posamezna operacija izvede v konstantnem casu glede na velikost
operandov (model z enakomernim cenikom) ali pa v Casu, ki je odvisen od njihove velikosti

(model z logaritemskim cenikom). Za naSe potrebe smo privzeli prvega.

Cas (pa tudi prostor), potreben za izvedbo algoritma, se lahko od ra¢unalnika do radunal-
nika mocno razlikuje. Zato rezultati analize algoritma opredeljujejo le Cas za reSevanje dolo-
¢ene naloge na konkretnem racunalniku. Ker pa Zelimo rezultate posploSiti na razli¢ne druZine
racunskih strojev, je bolje opisati asimptoticno zahtevnost algoritma, tj. ugotoviti ali naras¢a
kvec¢jemu tako hitro, prav tako hitro ali vsaj tako hitro kot neka znana funkcija. Za opis takSnih
lastnosti uporabljamo pojem reda velikosti, ki ga predstavimo v O-zapisu. Za naSe potrebe

definirajmo le lastnost “kvecjemu tako hitro”.

Naj bosta dani funkciji f, g: R — R. Pravimo, da je g kve¢jemu reda f, kar zapiSemo kot
g(n) = O(f(n)), e obstajata pozitivni konstanti C' in ny, da velja |g(n)| < C|f(n)| za vsak

n > ngp.

Ce je T4(n) = O(f(n)), pravimo, da za problem obstaja algoritem s ¢asovno zahtevnostjo
O(f(n)). Seveda pa ta zahtevnost ni nujno najmanj$a mozna, ampak predstavlja le zgornjo
mejo. Z uvedbo asimptoti¢ne zahtevnosti algoritmov se je v praksi uveljavila delitev na “lahke”
in “tezke” probleme, pri cemer lahko ¢asovno zahtevnost lahkih problemov omejimo z nekim

polinomom, tezkih pa ne moremo.

Preden formalno definiramo razrede glede na raCunsko zahtevnost, si poglejmo, kaksne vr-
ste raCunskih problemov poznamo. V osnovi lo¢imo optimizacijske ter odlocitvene probleme.
Optimizacijski problemi obsegajo iskanje najboljSe moZne reSitve dane naloge, medtem ko
nas pri odloCitvenih zanima le, ¢e dana naloga izpolnjuje neko zahtevo. Ker so v disertaciji
omenjeni problemi bodisi v odlocitveni obliki bodisi prevedeni nanjo, si poglejmo teorijo zah-

tevnosti zanjo.
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Algoritem A resi odloCitveni problem, ¢e vrne ustrezen odgovor (DA oziroma NE) za vsako
dobro definirano nalogo. Odlocitveni problem je resljiv v ¢asu f(n), e obstaja (deterministi-
¢en) algoritem, ki vsako nalogo velikosti n resi v ¢asu kve¢jemu f(n). S P oznacimo razred

odlocitvenih problemov, ki so resljivi v polinomskem casu glede na velikost naloge.

V primeru pozitivnega odgovora nas vec¢inoma zanima tudi konstrukcija reSitve, ki je dosti-
krat zahtevna. Ce pa Ze imamo neko regitev, je zahtevnost preverjanja, ali je to res konstruktivna
reSitev problema, nov kriterij, po katerem lahko razdelimo odlocitvene probleme. Nedetermi-
nisticni algoritem A resi odlocitveni problem, ¢e za vsako nalogo s pozitivno resitvijo le-to
ugane, preveri ter vine DA, v primeru naloge z negativno resitvijo pa vrne NE. Odlocitveni
problem je nedeterministi¢no resljiv v ¢asu f(n), ¢e obstaja nedeterministi¢ni algoritem, ki
resi ta problem v Casu f(n). Z NP oznacimo razred odlo¢itvenih problemov, ki so nedetermi-

nisti¢no resljivi v polinomskem casu glede na velikost naloge.

V razredu NP so tako problemi iz razreda P kot problemi, za katere ne poznamo poli-
nomskega algoritma za reSevanje (vemo pa, da lahko reSitev v polinomskem casu preverimo).
Nekateri problemi iz razreda NP so tako teZji od ostalih. NajteZji so tako imenovani A/P-polni
problemi, na katere lahko v polinomskem Casu prevedemo (po Karpu) vse ostale probleme iz
NP. S pojmom prevedba tu mislimo na algoritem, ki za vsako nalogo prvega problema se-
stavi nalogo drugega problema, pri ¢emer ima ena naloga pozitivno reSitev natanko tedaj, ko
jo ima tudi druga. Kljub teZavnosti, ki jo kazejo N P-polni problemi, pa $e vedno ni dokazan
obstoj N'P-polnega problema, ki ne bi bil v P, od kjer bi sledilo P # N'P. Vet o N'P-polnih
problemih lahko bralec najde v knjigi [38]. Omenimo Se, da iz N'P-polnosti odlocitvenih
oblik optimizacijskih problemov sledi tudi teZzavnost (pravimo ji N P-tezkost) optimizacijskih

problemov.






Poglavje 3
Rast v neskoncnih grafih

Rast smo preucevali lo¢eno za neskoncne in konéne grafe, saj so zaradi drugane zgradbe
omenjenih druzin razli¢ne tudi lastnosti, ki so pomembne v povezavi s pojmom rasti. V tem
poglavju je tako najprej obravnavana rast v neskoncnih lokalno kon¢nih grafih, v naslednjem
pa rast oziroma zaporedje razdaljnih stopenj v kon¢nih grafih. Vrstni red je pogojen z izvorom

pojma rasti, ki izhaja iz Studij neskonénih grup.

Oglejmo si torej, kako je rast definirana v grupah ter kako je bila njena definicija ter lastnosti
prenesena na neskoncne grafe. Pri definicijah in navedbah rezultatov so omenjeni le pojmi iz
teorije grup, ki so nujni za njihovo predstavitev. Ker pa je teorija grup kompleksno in abstraktno
podrocje, je za dobro razumevanje oziroma uporabo rezultatov dostikrat potrebno znanje, ki
presega okvire disertacije in zato tu ni navedeno. Bralec si lahko ve¢ o grupah in sorodnih

matematicnih strukturah prebere v [102] ter [1 17].

3.1 Rast v grupah

Grupa (G, e) je matemati¢na struktura, sestavljena iz mnozice G, zaprte za dvocleno operacijo
e, in vsebuje enoto e, inverzni element vsakega elementa ter zado$¢a pogoju asociativnosti. V
nadaljevanju smo pri oznakah grup izpustili operacijo, saj je razlika med mnoZico G in grupo G
razvidna Ze iz samega imena. Glede na Stevilo elementov lo¢imo kon¢ne in neskon¢ne grupe.
PodmnoZica S mnoZice elementov grupe G, za katero velja, da lahko vsak element grupe ¢
zapisemo kot produkt konénega zaporedja elementov iz S U S™! (S~! je mnozZica inverzov
elementov iz ), predstavlja generatorje grupe G. Ce S vsebuje konéno elementov, pravimo,

da je G koncno generirana.
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Koncept rasti v grupah je bil prvic¢ definiran v clanku Adelson-Velskyja in Shreiderja [1] iz
leta 1957.

Definicija. Naj bo G kon¢no generirana neskon¢na grupa z mnoZico generatorjev .S. Funkcija

rasti fg(n) grupe G glede na mnozico generatorjev S je definirana z fg(0) := 1 ter z

fon) ={geG|lg=s1s2-sp,8,€ SUSTU{e}}| zaneN.

Ker je poljuben element s; iz zgornje definicije lahko tudi enota, spadajo v fg(n) vsi elementi
iz fg(n — 1), fg(n — 2) in tako dalje. Pravimo, da ima grupa G eksponentno rast, ¢e obstaja
konstanta ¢ > 1, tako da velja fg(n) > ¢ za vsak n € N. Ce obstajata konstanti ¢ in d, da
velja fg(n) < en? za vsak n € N, ima grupa polinomsko rast. Grupe vmesne rasti pa so tiste,
ki niso eksponentne rasti, a rastejo hitreje kot polinomsko. Velikostni red rasti grupe ni odvisen

od generatorjev grupe.

O klasifikacijah grup glede na omenjene rede rasti obstaja kar nekaj rezultatov, zato ome-
nimo le najpomembnejSe. Prve raziskave rasti v grupah je opravil Wolf [124], ki je dokazal,
da imajo skoraj nilpotentne grupe polinomsko rast. Pravimo, da ima grupa G skoraj lastnost
P, ¢e vsebuje podgrupo edinko kon¢nega indeksa, ki ima lastnost P. Nilpotentnost grupe G
pa pomeni obstoj kon¢nega narascajocega zaporedja podgrup Gy, C G C --- C Gy, kjer je
Gy = {e}, G,, = G, kvocientna grupa G;/G;_, pa je enaka centru grupe G /G,;_1 za vsak i,
1 <7 < n. Ve€ o lastnostih nilpotentnih grup lahko bralec najde v [102].

Velja tudi obrat Wolfove trditve, kar je prvi pokazal Gromov [41].

Izrek 1 ([41, , 124]). Kon¢no generirana grupa ima polinomsko rast, ¢e in samo ce je sko-

raj nilpotentna.

Bass [7] je leta 1972 dokazal, da za grupe s polinomsko rastjo obstajata konstanti ¢; in ¢y
ter nenegativno celo Stevilo d, da velja c;n? < fg(n) < con. Stevilu d pravimo stopnja rasti.
Kot primer grup z eksponentno rastjo velja omeniti izrek Milnorja in Wolfa [124], ki pravi, da
imajo eksponentno rast vse koncno generirane resljive grupe, ki niso skoraj nilpotentne. Za
grupe z vmesno rastjo pa je najprej veljala domneva, da sploh ne obstajajo, ki se je izkazala za

resni¢no le v resljivih grupah [62]. VeC o resljivih grupah bralec najde v knjigi [117].

Gromov je rast v grupah preuceval tudi z vidika diferencialne geometrije na Riemanno-
vih mnogoterostih [41], medtem ko je Tits analiziral rast v Lijevih grupah. Pregled znanih

rezultatov in odprtih problemov na podrocju rasti v grupah najdemo v ¢lanku [40].
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3.2 Rast v grafih

Najbolj naravna razsiritev koncepta rasti na grafe je identifikacija funkcije rasti grupe G, ki
ima mnoZico generatorjev enako S, z njenim Cayleyevim grafom C(G, S), ki ima za vozlis¢a
elemente grupe G, povezave pa so definirane kot {g, gs}, kjerje g € Gins € SU S L To
pomeni, da imamo tudi v primeru grafov takSne s polinomsko, vmesno ter eksponentno rastjo.
Naslednji korak je razSiritev funkcije rasti na poljubne lokalno koncne grafe, tj. grafe, kjer ima
vsako vozlis¢e kon¢no stopnjo. Naceloma bi lahko definirali rast tudi v lokalno neskoncnih
grafih, vendar trenutno obstaja na tem podrocju le pescica rezultatov, ki obravnavajo vozlis¢no

tranzitivne grafe [87].

Naj bo G lokalno koncen graf. Kot smo omenili v prejSnjem poglavju o osnovah teorije
grafov, s tem avtomatsko privzemamo, da je GG tudi neoznacen, neusmerjen ter povezan.

Funkcija rasti grafa G glede na vozlisée v € V(G), ki mu pravimo koren, je definirana z
1a(v,n) == Hu e V(G) | d(v,u) < n}l,

kjer je n nenegativno celo Stevilo. Grafom, kjer rast ni odvisna od izbire vozlis¢a v, pravimo
grafi z regularno rastjo, njihovo funkcijo rasti pa oznacimo kar z yg(n). Ni tezko ugotoviti,
da med te grafe spadajo vozli§¢no tranzitivni grafi [100]. Opazimo tudi, da so v yg(v, n) Steta
vsa vozlis¢a, ki so najve¢ n oddaljena od vozlis¢a v, zato tej funkciji pravimo tudi krogelna

funkcija rasti. To storimo zato, da jo lo¢imo od funkcije
da(v,n) :={u € V(G) | d(v,u) = n}|,

ki predstavlja sfericno funkcijo rasti vozlis¢a v € V(G). Ce poznamo vse sferi¢ne funkcije
od 1 do n, poznamo tudi krogelno funkcijo v (v, n). Po drugi strani pa je potrebno poznati le
krogelni funkciji za n ter n — 1, da dobimo g (v, n) = yg(v,n) — yg(v,n — 1) zan > 1. Na
primeru neskoncnih grafov bomo vec uporabljali krogelno rast, medtem ko bo sferi¢na koristna

pri preucevanju koncnih grafov, kjer je znana pod imenom zaporedje razdaljnih stopen;.

Za preucevanje velikostnega reda (krogelne) rasti v grafih lahko uporabimo enake omejitve
kot smo jih pri grupah. Velikostni red tudi tu ni odvisen od izbire vozli§¢a. Vzemimo namrec
dve vozli§¢i u,v € V(G) na razdalji i. Potem velja v (v,n — i) < vg(u,n) < yg(v,n + ).

Torej lahko omembo vozlis¢a pri ugotavljanju velikostnih redov izpustimo.

VpraSanje je, katere druZine grafov spadajo v katerega od velikostnih redov. Za opis gra-
fov polinomske rasti obstaja izrek Trofimova [ 15]. Za njegovo razumevanje pa potrebujemo
definicije naslednjih struktur iz teorije grup. Ce grupa G deluje tranzitivno na grafu G, je nepri-

mitivni sistem G na G particija 7 mnozice vozli§¢ V' (G) na podmnozice, ki jim pravimo bloki,
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¢e vsak element G permutira bloke particije 7. Primer trivialnih neprimitivnih sistemov sta
particiji V' (G) na singeltone ali pa na celotno V' (G). Kvocientni graf GG, ima mnozico vozlis¢
enako mnozici blokov, dve vozlis¢i u., v, € V (G, ) pa sta sosednji v G, natanko tedaj, ko velja

{u,v} € E(G) za vsaj dve vozli§¢i u € u, ter v € v,.

Izrek 2 ([115]). Naj bo GG neskoncen lokalno koncen vozlis¢no tranzitiven graf. Potem ima
polinomsko rast natanko tedaj, ko obstaja neprimitivni sistem T grupe avtomorfizmov grafa
G na V(@) s kon¢nimi bloki, tako da je grupa avtomorfizmov kvocientnega grafa G, kon¢no
generirana in skoraj nilpotentna ter da je stabilizator vozlis¢a grata G iz grupe avtomorfizmov

G koncen.

Obstajajo sicer Se drugi rezultati s podrocja grafov polinomske rasti [62, 73, ], vendar
je za celotno karakterizacijo neskoncnih lokalno koncnih grafov glede na velikostni red rasti
potrebno uvesti koncept koncev grafov, ki jih je prvi preuceval Halin [50]. Pot v grafu, ki je
v eno smer neskoncna, imenujemo Zarek, Ce pa je pot neomejena v obeh smereh, ji re¢emo
dvojni Zarek. Naj R(G) oznacuje mnoZico vseh Zarkov v grafu G. Pravimo, da sta Zarka 7 in
79 iz R(G) ekvivalentna po koncih, kar ozna¢imo z 7, ~ 79, Ce obstaja tak zarek 73 € R(G),
da sta mnozici vozlis¢ V (m N m3) in V(me N 73) neskonéni. Ni tezko videti, da je relacija ~

ekvivalen¢na na mnozici R(G), pri ¢emer ekvivalencne razrede imenujemo konci grafa G.

Halin je pokazal [50], da za 71, my € R(G) velja m; ~ 7, natanko tedaj, ko noben konc¢en
podgraf H grafa G ne loCi Zarkov m; in 79, tj. da obstajata podZarka obeh Zarkov, ki nista
vsebovana v razli¢nih komponentah G \ H. To nas pripelje do ugotovitve, da je Stevilo koncev
grafa GG najvecje Stevilo neskonénih komponent grafa G \ G[S] za poljubno koné¢no mnozico
S Cc V(G)[120].

Primer 1. Ce graf ne vsebuje nobenega Zarka, tudi nima koncev. Ce vzamemo Kkartezi¢ni
produkt dveh dvojnih Zarkov, dobimo kvadratno mreZo v ravnini. Hitro je razvidno, da ima ta
mreza natanko en konec. Po drugi strani pa s kartezicnim produktom dvojnega Zarka ter cikla
dobimo graf z dvema koncema. Ce zgradimo graf G tako, da iz izbranega vozlii¢a izhaja n
Zarkov, pri ¢emer ne dodamo nobenih drugih povezav, ima graf G natanko n koncev. Ce pa
vzamemo neskonc¢no lokalno kon¢no drevo, kjer imajo vsa vozliS€a stopnjo vsaj 3, ima le-ta

2% koncev. [ ]

Prvi vedji rezultat iz teorije koncev je omejitev Stevila moznih koncev v skoraj tranzitivnih

grafih, v katerih ima grupa avtomorfizmov le kon¢no mnogo orbit.



3.3 Rast v produktih neskon¢nih grafov 21

Trditev 3 ([51]). Ce je G neskoncen lokalno koncen in skoraj tranzitiven graf, ima lahko le en,

dva ali neskoncno (to¢neje 2%°)' koncev.

Naslednji izrek nam pove povezave med Stevilom koncev ter velikostnim redom rasti.

Izrek 4. Naj bo G neskoncen lokalno koncen in skoraj tranzitiven graf. Potem velja:

1. G ima linearno rast natanko tedaj, ko ima dva konca.

2. Ce ima G neskoncno koncev, ima eksponentno rast.

Prva tocka izreka 4 sledi iz del Gromova [4 1] ter Seifterja in Trofimova [105], druga tocka pa
iz dela Halina [50]. Vidimo torej, da ima graf s polinomsko — a ne linearno — rastjo le en konec,
Ceprav obratno ne drzi. Grafi z enim koncem imajo namrec lahko poljubno rast, ki je vecja od

linearne; glej [ 120, razdelek 1].

Primer 2. Kvadratna mreZa v ravnini ima en konec, zato ima lahko poljubno nelinearno rast, a
kakor bo razvidno v nadaljevanju, je le-ta polinomska stopnje 2. Po drugi strani ima neskon¢no
lokalno kon¢no regularno drevo stopnje d > 3 po izreku 4 eksponentno rast, kar je razvidno

tudi iz funkcije rasti vo (v, n), ki je reda d". |

3.3 Rast v produktih neskoncnih grafov

Poglejmo si, kako se izracuna funkcija rasti produktnih grafov, in sicer za vse standardne gra-
fovske produkte ter za prosti produkt, katerega definicija se iz grup prek Cayleyevih grafov
naravno prenese na neskoncne lokalno kon¢ne grafe. S funkcijama rasti brez teZzav predsta-
vimo tudi kon¢ne grafe, saj je v takih primerih le 6 (v, n) = 0 ter v(v,n) = Yo (v, e(v)) za
n > e(v), kjer je e(v) ekscentri¢nost vozlis¢a v € V(G). Zozitve naslednjih izrekov na kon¢ne
grafe je v primeru standardnih produktov mogoce primerjati z rezultati v naslednjem poglavju,

ki so bili dobljeni le za kon¢ne grafe, a so bili poznani Ze dve desetletji prej [127].

Zalazjo predstavitev izraCuna funkcije rasti v produktnih grafih uporabimo zapis z obicajno
rodovno funkcijo [121], katere koeficienti so vrednosti sferi¢ne oziroma krogelne funkcije rasti.

Rodovna funkcija krogelne funkcije rasti je tako enaka

Fg(vyz) = Z e (v, n)z",
n=0

Ny oznaCuje mo¢ mnoZice naravnih Stevil.
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rodovna funkcija sferi¢ne funkcije rasti pa
Ag(v;x) == Z(S(;(v, n)z".
n=0

Iz zveze 0 (v,n) = vyg(v,n) —vg(v,n — 1) dobimo povezavo med rodovnima funkcijama:

Ag(viz) = (1 —z)la(v; ).

Poglejmo si formule za izracun rodovnih funkcij rasti v produktnih grafih. V kartezicnem
produktu se izkaze, da je rodovna funkcija sferi¢ne rasti produkta kar produkt rodovnih funkcij

sferi¢nih rasti obeh faktorjev.

Izrek 5 ([91]). Naj bosta G in H lokalno koncna grafa ter g € V(G) in h € V(H). Potem za

njun kartezicni produkt velja
Acon((g,h);z) = Ac(g; 2)An(h; z)

oziroma dcop((g, h),n) =Y iy 0c(9,7)0m(h,n — 7).

V primeru krepkega produkta najprej omenimo, da se oznaka = uporablja tudi za Hada-
mardov produkt dveh potencnih vrst, pri emer je koeficient pri potenci x’ v produktu enak
produktu koeficientov obeh vrst pri enaki potenci. V krepkem produktu je rodovna funkcija

krogelne rasti produkta kar produkt rodovnih funkcij krogelnih rasti obeh faktorjev.

Izrek 6 ([91]). Naj bosta G in H lokalno koncna grafa terg € V(G) inh € V(H). Potem za
njun krepki produkt velja

Pewn((g,h);z) =Ta(g;2)wTy(h; )

oziroma ’YG@H((Q, h)7 n) = VG(g7 Z)VH(hﬂ Z)

Zaradi nekomutativnosti leksikografskega produkta je njegova rodovna funkcija (sferi¢ne)
rasti odvisna od vrstnega reda faktorjev. Opazimo tudi, da je za izracun rodovne funkcije pri

drugem faktorju pomembno le Stevilo sosedov korena.

Izrek 7 ([91]). Naj bo G netrivialen lokalno koncen graf, H ne nujno povezan koncen graf,
g € V(G) inh € V(H). Potem za njun leksikografski produkt velja

Acor((g,:h); ) = 1+ 0 (h, Dz + ([V(H)| = 0u(h, 1) = 1)a* + [V(H)|(Ac(gi ) — 1).
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Funkcijo rasti v direktnem produktu pa za razliko od ostalih ne moremo predstaviti s funk-
cijama rasti posameznih faktorjev. Kot primer si poglejmo cikel C ter pot P;. Ce za korena
izberemo sredinsko vozliSCe poti ter poljubno vozliS€e cikla, imata oba rodovno funkcijo sfe-
ricne funkcije rasti enako 1 + 2x. Direktna produkta C's x C'3 ter C3 X P pa imata rodovni
funkciji 1 + 42 + 422 ter 1 + 42 + 222 + 223, ki nista enaki. Povezava med rastjo faktorjev
in direktnega produkta pa vendarle obstaja v primeru dvodelnih grafov, saj je izrek 33 na strani

47 mozno posplositi tudi na neskoncne lokalno koncne dvodelne grafe.

Poglejmo si, kdaj imajo omenjeni produktni grafi regularno rast. Na tem mestu se osre-
doto¢imo le na neskoncne lokalno koncne grafe, saj je konénim grafom namenjeno naslednje

poglavije.

Izrek 8. Naj bo vsaj eden od grafov G in H neskoncen lokalno koncen graf. Potem velja

naslednje:

1. Produkta Go H in Gx H sta grafa z regularno rastjo natanko tedaj, ko sta G' in H grafa

z regularno rastjo.

2. Ce je H konéen graf, ki ni nujno povezan, je G o H graf z regularno rastjo natanko tedaj,

ko je G graf z regularno rastjo, H pa regularen graf.

3. Ce sta G in H dvodelna grafa, sta obe komponenti produkta G x H grafa z enako regu-

larno rastjo natanko tedaj, ko sta G in H grafa z regularno rastjo.

Dokaz. Dokaza trditev 1 in 2 v izreku, ko iz lastnosti faktorjev sklepamo na regularno rast v
produktu, sta oCitna, ¢e upoStevamo formule rodovnih funkcij rasti produktov, ki so razvidne
iz izrekov 5, 6 ter 7 in navedene tudi v [91, posledice 3.2, 5.2 in 6.2]. Za dokaza trditev 1 in
2 v obratni smeri si pomagamo s ¢lankom [127], kjer so za navedene produkte podani dokazi
v primeru kon¢nih grafov. Vidimo lahko, da dokazi potekajo po principu indukcije, tj. enakost
funkcij rasti dg(g,n) oziroma y5(g,n) za vsa vozli§€¢a dobimo iz Ze dokazanih enakosti za

1 < n. To pa pomeni, da velja enako tudi za neskoncne lokalno koncne grafe.

Dokaz trditve 3 je za kon¢ne grafe podan v izreku 33. Iz formule, ki povezuje rasti produkta
in faktorjev tudi v primeru neskoncnih lokalno kon¢nih grafov, sledi, da sta komponenti G x H
grafa z regularno rastjo, ¢e sta G’ in H grafa z regularno rastjo. Privzemimo torej, da sta
komponenti G x H grafa z enako regularno rastjo. Vzemimo vozli§¢i (g, hi) in (g, ho) iz

V(G x H). Oznaka d,,(G, g) naj predstavlja Stevilo vozlis¢ iz G, ki so na razdalji n od vozlis¢a
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g € V(G). Zaradi regularnosti produkta ter uporabe formule iz izreka 33 velja

[n/2] [n/2]
dn(G, 9)dn(H, h1) + dn(G, g) Z dy—2i(H, h1) + dp(H, hy) Z dn—2i(G,9) = (3.1)
i=1 i=1
[n/2] [n/2]
- dn(G7 g)dn(Ha h?) + dn(G7 g) Z dn—2i(H7 hQ) + dn(Hu h2) Z dn—2i(G7 g)
i=1 i=1

Hitro lahko preverimo, da za n = 1 dobimo d;(H, hy) = di(H, hs). Privzemimo, da to velja

za vse i < n. Potem iz enacbe (3.1) dobimo

[n/2] [n/2]
dn(Ha hl) Z dn72i(G>g) = dn(Ha h2) Z dani(Gvg)a
i=0 i=0

d,(H, hy) = d,(H, hs).

Torej je H graf z regularno funkcijo rasti. Enako dokazemo za GG s pregledom rasti glede na

vozlis¢i (g1, h) in (go, h). O
Izrek 9 ([91]). Naj bosta GG in H lokalno konc¢na grafa. Potem za njun prosti produkt velja
1/ A ((g.h);2) = 1/Ac(gi @) + 1/An(h;z) — 1.

Posledica 10. Ce sta G in H Iokalno konéna grafa, je prosti produkt G = H graf z regularno

rastjo natanko tedaj, ko sta G in H grafa z regularno rastjo.

Dokaz. Obrat trditve sledi iz formule v izreku 9. Denimo torej, da je G« H graf z regularno

rastjo. Za vozlis¢i (g, h1) in (g, he) iz V(G x H) tedaj velja
1/Acen((g, ) 2) = 1/ A ((g, ha); ),
1/Ac(g;2) + 1/An(hi;) =1 =1/Ac(g;2) + 1/An(hg;z) — 1,
AH(hl;x) = AH(hQ;Qf).

Dve rodovni funkciji pa sta enaki natanko tedaj, ko imata enake koeficiente, zato je H graf z

regularno rastjo. Na enak nacin dokazemo regularnost rasti tudi za graf G. O

3.4 Algoritem za izracun rasti

V tem razdelku bo predstavljen algoritem, ki omogoca rekurziven izracun rasti v lokalno kon-

¢nih grafih. Ideja je povzeta po neobjavljenem rokopisu [$8] ter ¢lanku [6]. Denimo, da imamo
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graf G in izberemo vozlis¢e r € V(G) za njegov koren. IzraCunati Zelimo rodovno funkcijo
(sferi¢ne) rasti grafa GG glede na koren r. Najprej naredimo razdaljno particijo P(G, {v}), tako
da V; vsebuje vsa vozlis€a G, ki so za ¢ oddaljena od v. Sedaj odstranimo vse povezave, ki le-
7Zijo znotraj posamezne mnoZice particije. Preostale povezave tako vedno povezujejo zaporedni
mnoZici particije. Naj bo L graf, kjer te povezave usmerimo tako, da kaZejo stran od korena,
tj. povezavo {v;,v;11}, kjer je v; € V; in v;11 € Viyq, nadomestimo {v;, v;11} z (v;, viy1)-

Ocitno sledi, da je Ag(v;z) = A, (v;z). Grafu Lg reCemo nivojski graf grafa G.

Vsakemu vozlis¢u v € V(Lg) lahko dolo¢imo njegovo funkcijo rasti upostevajo¢ usmer-
jene razdalje v nivojskem grafu. Oziroma povedano drugace, vozliscu v izraCunamo funkcijo
rasti glede na induciran podgraf grafa GG, ki vsebuje vsa taks$na vozli§¢a u, za katera obstaja
najkrajSa pot med njimi in korenom 7, ki vsebuje vozli§¢e v. Podgrafu, ki ga generira izbrano
vozli§te v, pravimo stoZec vozlis¢a v. Ce med dvema stoZcema obstaja izomorfizem, imata
vozlisci, ki ju generirata, enak tip stoZca. Vozlis€a z enakim tipom stoZca imajo tudi enako rast

glede na pripadajoci stoZec.

Omenjene definicije nas motivirajo k rekurzivnem izraunu rasti, saj gre (vsaj ena) najkrajsa
pot iz vozlii¢a v nekem stoZcu S do korena skozi vozliice s, ki stoZec S generira. Ce ugotovimo
rast vozliS§¢a s v L¢, smo izraCunali prispevek stoZca S k rasti osnovnega grafa GG glede na koren
7. Potrebno je le Se upostevati razdaljo d(r, s), da pravilno pristejemo rast stozca S k celotni

rasti.

Koncept stoZca je prvi definiral Cannon [19] in ga uporabil v Cayleyevih grafih, kasneje
pa je Epstein s soavtorji definicijo posplosil tudi na grupe [34]. Na primeru grafov so stoZce
za izracun rasti uporabili v Clanku [6]. Tam so naleteli na tezavo, ki jo izpostavljamo tudi
tukaj. Posamezni stoZci se namreC lahko med seboj prekrivajo in zato k rasti osnovnega grafa
veckrat prispevajo isti delez. To je jasno razvidno iz primera 3.1. V prispevku [6] so zato
eksplicitno pazili, da niso veCkrat upoStevali rasti podvojenih stoZcev. Prava reSitev v sploSnem
izhaja iz [88], kjer rast posameznega stoZca vsaki¢ upostevajo le delno glede na njegovo Stevilo

pojavitev. Le-te pa lahko ugotovimo s Stevilom sosedov v predhodni particiji.

Izhajajo¢ iz [88] za vozlis€e v € V(L) definirajmo posploseni stoZec, ki poleg stozca
vsebuje tudi informacijo o Stevilu neposrednih predhodnikov vozlis¢a v, tj. Stevilo vozlis¢, ki
imajo v za soseda v usmerjenem grafu Lg. Dve vozli$¢i imata tako enak tip posploSenega
stoZca, Ce imata enak tip stoZca ter enako Stevilo neposrednih predhodnikov. Za izraCun rasti si

pomagamo z naslednjo trditvijo.

Trditev 11. VozIlis¢i v in u iz L imata enak tip posplosenega stoZca, ¢e imata enako Stevilo

neposrednih naslednikov z enakim tipom posploSenega stoZca ter enako Stevilo neposrednih
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B B

Slika 3.1: Ce bi lo¢ili vozli§¢a le glede na tip stoZca, ki ga imajo, bi morala oba grafa imeti
enako rast, vendar temu ni tako. Rodovna funkcija sferi¢ne rasti grafa na levi glede na vozlisce
u je namre¢ enaka 1 + 2x + 22, rodovna funkcija sferi¢ne rasti grafa na desni glede na vozlisce

vpal+ 2z + 222
predhodnikov.

Dokaz. Dokazati je potrebno, da iz pogoja o enakem Stevilu neposrednih naslednikov, ki imajo
isti tip posploSenega stoZca, sledi izomorfnost stoZcev obeh vozlis¢. To pa sledi iz definicije
tipa posploSenega stoZca, saj za vsako vozliS¢e natancno definiramo Stevilo vhodnih in izhodnih

povezav ter njegove sosede, tj. neposredne naslednike. O

Rodovno funkcijo rasti vozlis¢a Ay, (v; ) lahko tako izracunamo kot vsoto rodovnih funk-
cij rasti njegovih neposrednih naslednikov, ki jo pomnoZimo z x, saj so vsi neposredni nasle-
dniki na razdalji 1 od v. Ce ima vozli§¢e v € V(L¢) $tevilo neposrednih predhodnikov enako
n, bo vsebovan v n stoZcih. Njegova rast bo tako n-krat upoStevana pri izraCunu rasti glede na
koren grafa G. Zato je potrebno vsaki¢ upostevati le n-ti del rodovne funkcije rasti A, (v; x),

kar je povzeto v naslednji trditvi.

Izrek 12. Naj bor € V(G) koren grafa GG, vozli$¢e v nivojskega grata L naj ima tip posplo-
Senega stoZca enak A, ki je karakteriziran z o(A) predhodniki ter (A, A;) nasledniki tipa A;
zal <i<n. CezA Lo (A; ) oznac¢imo rodovno funkcijo rasti, ki jo imajo vozli§¢a s tipom
posplosenega stoZca A, potem je enacba, ki jo prispeva vozlisCe s tipom A k sistemu linearnih

enacb za izracun rodovne funkcije rasti Ag(r; x), enaka

A(A)AL (Asz) =1+ BAA)AL, (A ). (3.2)
=1

Ce poznamo vse tipe posplosenih stoZcev, lahko rast izratunamo na podlagi izreka 12 z
reSevanjem sistema linearnih enacb. Naceloma ima tudi koren r svoj tip stoZca, ki je kar enak
celotnemu grafu, zato lahko tudi zanj napiSemo enacbo (3.2), kjer je a(r) vedno enak 1. Ce

je graf G koncen, je tudi $tevilo tipov konéno in lahko rast dobimo iz sistema enacb (3.2). Ce
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pa je graf lokalno koncen, je potrebno ugotoviti, ali obstaja kon¢no razli¢nih tipov posploSenih

stoZcev, da lahko uporabimo omenjeni postopek.

Poglejmo si podrobneje sam postopek reSevanja. Sistem, ki ga dobimo za vozlisca s tipi

posplosenih stoZzcev A, Ay, As, ..., A,, zapiSimo v matricni obliki:
10 - o |[al [1] fo geay - semay ] Al
0 Oé(Al) A1 o 1 g 0 B(AI’A1> cee ﬁ(Al,An) Al
0 alAn) | | An 1 0 B(A,, A1) ... B(A,, A | |An

Zgornji sistem pretvorimo v

1 —B(r, Ay)x —B(r, An)z A 1
0 Oé(Al) —B(Al,Al)I —B(Al,An).T Al _ 1
0 —B(An,A)z o alA) = B(A, Az Al |1]

in ga reSimo s pomo&jo Gaussove eliminacijske metode [26] v Easu O(n?), da dobimo iskano
rast A. Racunanje poteka v obsegu racionalnih funkcij, sama metoda pa nam zagotavlja, da je

tudi resitev takSne oblike.

Primer 3. Poglejmo si rast v kvadratni mrezi K, kot jo vidimo na sliki 3.2. Zaradi simetrij
imamo poleg korena le dve vrsti vozliS¢ glede na razli¢ne tipe posploSenih stoZcev, zato je

sistem enacb za izraCun rasti naslednji:

Ag(r;z) =1+ 4AL, (A7),
Ap(A;z) =14 A, (A x)x + 2AL,.(B; )z,
2A, (B;x) =1+ 2AL,.(B;z)x.

Ko ga resimo, dobimo A (r;z) = (1 + x)?/(1 — z)? oziroma s pomod&jo razvoja v Taylorjevo
vrsto Ag(r;x) = 1+ 4x + 822 + 1223 + ... Torej je sferina funkcija rasti dx (r,n) = 4n,
krogelna funkcija pa v (r,n) = 2n(n+1). Kvadratna mreZa ima tako polinomsko rast stopnje

2. Omenimo Se, da je omenjena mreZa graf z regularno rastjo, saj je vozliS¢no tranzitivna.

Rast v kvadratni mrezi bi lahko izracunali tudi s pomocjo produktnih grafov. Enaka je

namre¢ kartezicnemu produktu dvojnih Zarkov, ki ju dobimo kot prosti produkt dveh grafov
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Slika 3.2: Tipi posploSenih stoZcev v kvadratni mreZi v ravnini glede na koren 7.

K. Velja torej

Ag, (v: 2 M14z)\?
Al0) = S0 0) = (o5 (122)

3.5 Rast v polpravilnih tlakovanjih ravnine

Uporabo rezultatov, dobljenih v prejSnjem razdelku, bomo prikazali na primerih tlakovanj. Za
podrobno razlago o lastnostih razli¢nih vrst tlakovanj bralca napotimo h knjigi Branka Griin-

bauma [43].

Tlakovanje ravnine je Stevna druZina zaprtih mnoZic — tlakovcev, ki predstavljajo pokritje
ravnine in imajo paroma disjunktne notranjosti. V nasem primeru si bomo pogledali le tlakova-
nja v Evklidski ravnini, Ceprav jih je mogoce izvajati tudi v sferi¢ni ali hiperboli¢ni geometriji

ter posplositi na vi§je dimenzije.

Tlakovanje je rob-na-rob, ¢e imajo sosednji tlakovci skupne cele robove — kar bomo prav
tako privzeli. Tlakovci so pogosto veckotniki. V primeru, da so pravilni veckotniki, pravimo
tak§nemu tlakovanju tudi teselacija. Ce Zelimo tlakovati Evklidsko ravnino le z enim pravilnim
veCkotnikom, se takSnemu tlakovanju reCe pravilno oziroma regularno. Obstajajo tri pravilna

tlakovanja, in sicer z enakostrani¢nimi trikotniki, kvadrati ter pravilnimi Sestkotniki.

Tlakovanje lahko predstavimo z grafom, kjer robovi tlakovcev predstavljajo povezave, ogli-
S¢a pa vozliS¢a grafa. Podvojenih povezav in vozliS¢ pri tem ne upoStevamo. S tem dobimo
neskoncen lokalno koncen ravninski graf z enim koncem. Vozlis¢e tlakovanja ima konfigura-

cijo p1.ps. - -+ .pp, €€ so okoli vozlis¢a v ciklicnem redu razporejeni p;-kotnik,ps-kotnik,. . .,
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pn-kotnik. Ce imajo vsa vozlii¢a tlakovanja enako konfiguracijo in tlakujemo s pravilnimi ved-
kotniki, se tlakovanju re¢e Arhimedsko. Ce je Arhimedsko tlakovanje izogonalno (tj. vozlis¢no
tranzitivno), pravimo, da je polpravilno oziroma semiregularno. Tak$nih tlakovanj je osem, kar
je prvi odkril Ze Johannes Kepler leta 1617 (op. odkril je tudi vsa pravilna tlakovanja), kasneje

pa je bilo to ponovno dokazano v zacetku 20. stoletja; glej [43] za zgodovinski pregled.

Najprej si poglejmo omenjena tri pravilna tlakovanja, ki jih vidimo na sliki 3.3. Zanje so
funkcije rasti Ze izraCunane [94] in jih lahko dobimo tudi po postopku, omenjenem v prejSnjem
razdelku, kot smo za tlakovanje s kvadrati Ze storili v primeru 3. Naj 7; oznacuje pravilno
tlakovanje s pravilnimi i-kotniki. Potem je oz, (v,n) = 6n, 07, (v,n) = 4n ter dr,(v,n) = 3n

zan > 1 ter poljubno vozlis€e v, saj so grafi vozlis¢no tranzitivni.

Slika 3.3: Vsa mozna pravilna tlakovanja Evklidske ravnine: (levo) z enakostrani¢nimi triko-

tniki, (v sredini) s kvadrati, (desno) s pravilnimi Sestkotniki.

Sedaj se osredoto¢imo na polpravilna tlakovanja Evklidske ravnine, ki jih je natanko osem,
kot je odkril Ze Kepler. Oznacili jih bomo kar glede na konfiguracijo vozlis¢, ki jih vsebujejo,
kjer po dogovoru konfiguracijo zapiSemo tako, da zacnemo z najmanjSim moZnim Stevilom
oziroma zaporedjem najmanjSih moZnih Stevil; npr. 3.4.3.4.3 zapiSemo kot 3.3.4.3.4. Na sliki

3.4 so vidna vsa polpravilna tlakovanja skupaj z njihovimi oznakami.

Preden poiS¢emo funkcije rasti polpravilnih tlakovanj, omenimo motivacijo, ki nas je pri-
peljala do te druzine grafov. Kot prvo so ti grafi vozli§¢no tranzitivni, kar pomeni, da vsebujejo
veliko simetrije; med drugim je rast neodvisna od izbire vozlis¢a. Dalje smo ugotovili, da je
formalno izraCunana rast le za nekatera tlakovanja: 3.6.3.6 v [25, 1, 3.12.12 v [106] ter
3.3.3.4.41n4.8.8 v [1 10]. V [95] so sicer napisane funkcije rasti za vsa polpravilna tlakovanja,
vendar so brez dokazov in vsebujejo napake. Zaradi omenjenih razlogov je bila za predstavitev

uporabe algoritma iz prejSnjega razdelka izbrana ravno ta druZina grafov.
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Slika 3.4: Vsa mozna polpravilna tlakovanja Evklidske ravnine.
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Glavna naloga pri uporabi algoritma za doloditev tipov posploSenih stoZcev za vozlisca
v polpravilnih tlakovanjih je bila ugotoviti, da je njihovo Stevilo kon¢no. Denimo, da je
P(G, {r}) razdaljna particija tlakovanja G. Ce imajo vsa vozli§¢a v mnozici V,, particije Ze
znane tipe posploSenih stoZcev (definirane v mnoZicah U;.,V;), to pomeni, da so s tem dolo-
¢eni tudi tipi za vozlis€¢a v mnozici V,, ; in posledi¢no v vseh nadaljnjih mnoZicah. Pri iskanju

tipov pa smo si pomagali s simetrijami v tlakovanjih.

Dolocitev tipov ter sistema enacb, ki ga porodijo, se nahaja v dodatku k disertaciji. Na
tem mestu navajamo le rezultate, ki smo jih dobili pri reSevanju sistemov enacb. ReSevanje
je potekalo s programskim paketom Mathematica in je kot rezultat vrnilo rodovne funkcije, ki
vsebujejo koeficiente sferi¢nih funkcij rasti in so razvidne iz tabele 3.1. Opazimo, da so vse

dobljene funkcije racionalne, kot je bilo prikazano ob predstavitvi algoritma.

Za izraCun (sfericne) funkcije rasti uporabimo Taylorjevo vrsto, tako da enacimo racionalno
funkcijo iz tabele 3.1 z njeno Taylorjevo vrsto ter primerjamo koeficiente pri enakih potencah. S
tem dobimo linearno homogeno rekurzivno enacbo s konstantnimi koeficienti ter njene zacetne
pogoje. Splosna resitev enaCbe predstavlja ravno funkcijo rasti, ki smo jo dobili z uporabo

programskega paketa Mathematica.

Omenjeni postopek si poglejmo na primeru tlakovanja 3.3.3.4.4. Izena¢imo rodovno funk-

cijo z njeno Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0:

[e.9]

2?2 +3r+1
ey Zan ,

x2+3x+1:(x2—2m+1)2anx”,
n=0

2 +3r+1= i a,x" =2 i a,z" ! + i anx",

n=0

m2+3x+1—2an 2" —QZan 1" —i—Zan

n=2

S primerjavo koeficientov pri enakih potencah dobimo najprej robne pogoje
ag =1,
ay — 2a9 = 3 = a; = 5,
as — 2a1 + ag =1 = ay = 10,
nato pa Se sploSno rekurzivno enacbo a,, = 2a,,_1; — a,_2, katere resitev je a,, = 5n.

V nekaterih primerih je rekurzivno enacbo lazje reSiti brez iskanja sploSnega Clena. Za

tlakovanje 3.3.3.3.6 dobimo na primer enacbo a,, = a,_1 + a,—5 — a,_g Z zaetnimi pogoji
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konfiguracija

3.3.3.3.3.3

4444

6.6.6

3.3.3.3.6

3.3.3.4.4

3.3.4.3.4

3.4.6.4

3.6.3.6

3.12.12

4.6.12

4.8.8

rodovna funkcija rasti

2 +4r +1

CENIE
(z + 1)
(1)
> +r+1

CENE
(2 + x4+ 1)(2* + 323 + 32+ 1)
(x =12 (2t + a3+ 224+ 2+1)
4+ 3r+1

(z —1)?

(z+1)*

(x— 12+ 1)?
—228 + 427 — 32° +52° — ' + 3+ 2P+ + 1
(z —1)%(2* +1)?
(z+ 12+ +1)(a?—x+1)
(x =12zt + a3+ 22+ 2+ 1)
(z+1)%(2* +1)
(x =1 (22 +z+1)

Tabela 3.1: Rodovne funkcije za sferi¢no rast v pravilnih in polpravilnih tlakovanjih.

a; = 5, as = 9,a3 = 15, a4 = 19, a5 = 24 ter ag = 29. S predelavo enacbe opazimo,

da je a,, — a,,—; enako a,_5 — a,_g, kar pomeni, da je razlika med a,, in a,_5 vedno enaka
ag — a1 = 24. Zato velja Cskt+1 = 24k + 5, Csk4+2 = 24k + 9itd.

Za poljubno vozlis¢e r dobimo iz rodovnih funkcij polpravilnih tlakovanj naslednje funkcije
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rasti, kjer je n € Ny:

a) 63.3.3.3‘6(7’7 0) =1,

b) 0533.4.4(r,0) = 1,

C) 53.3.4.3.4(7”, 0) =1,

d) 05.46.4(r,0) = 1,
e) 036.3.6(r,0) = 1,
d3636(r, 1) =4,
f) 03.12.12(7, 0) = 1,
03.12.12(1, 2) = 4,

g) 54.6.12(T> 0) =1,

h) 64.8.8(Ta O) =1,

, =1,
9, =2,
033336(r,0n+1) =24n+< 15, i =3,
19, =4,
[ 24, 1=07,

0333.4.4(r;n) = 5n (n # 0),
5, 1=1,
033.434(r,3n +1) = 16n+ ¢ 11, =2,
16, =3,

53.4.6.4(T7 n) =4n (n 7£ O),
d3636(m,2n+1) =8n+6 (n #0),
d36.36(1,2n +2) = 10n + 8,

03.12.12(r,4n + 1) = 9n + 3,
d3.12.12(r,4n +2) =8n+6 (n # 0),
93.12.12(1,4n + 3) = 9n + 6,

( )

53_12.12 r, 4n + 4) = 10n + 8,

e

3

5
Su612(r,om+1i) =12n4+< 7, =3,

o

, =4,
\ 12, 7 =5,
3, =1,
O488(r,3n+1i) =8n+ 4 5, i=2,
8, i=

1z funkcij rasti polpravilnih tlakovanj lahko potegnemo nekaj ugotovitev. In sicer, da ima

tlakovanje 3.4.6.4 enako rast kot pravilno tlakovanje ravnine s kvadrati (4n). Med rastjo sled-

njega ter rastjo pravilnega tlakovanja ravnine z enakostrani¢nimi trikotniki (6n) se nahaja rast

tlakovanja 3.3.3.4.4. Vozlis¢a na sodi razdalji od korena v tlakovanju 3.12.12 generirajo enako

rast kot tlakovanje 3.6.3.6. Tlakovanje 3.3.3.3.6 ima priblizno dvakrat vecjo rast kot tlakovanje

4.6.12. Podobno ima tlakovanje 3.3.4.3.4 pribliZzno dvakratno rast tlakovanja 4.8.8. Opazimo
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tudi, da je (krogelna) rast vseh tlakovanj polinomska stopnje 2.

Omenimo Se, da so grafi, ki predstavljajo pravilna tlakovanja ter polpravilno tlakovanje

3.6.3.6, tudi povezavno tranzitivni. Izracun rasti za tlakovanja s to lastnostjo najdemo v [39].



Poglavje 4
Rast v konc¢nih grafih

V drugem delu disertacije si podrobneje oglejmo rast v kon¢nih grafih ter z njo povezane raz-
daljne koncepte, predvsem razdaljno uravnoteZenost ter razdaljni ostanek grafa. Lastnosti rasti
v kon¢nih grafih so v zacetku 80-ih let prejSnjega stoletja prvi podrobneje preucevali Bloom,
Kennnedy in Quintas [9, 10]. Samo uporabo funkcije rasti, Ceprav brez omembe imena, zasle-
dimo Ze v delu Sabidussija iz leta 1966 [104], delno pa tudi v delu Hararyja [53] iz leta 1959,
kjer jo avtor poimenuje statusni vektor. Koncept prestevanja sosedov na doloceni razdalji od
izbranega vozliS¢a se uporablja tudi v matemati¢ni kemiji, kjer je poznan pod imenom ato-
marna koda [97] ter tudi kot koordinacijsko zaporedje [14]. VeC o tem si lahko bralec prebere

v razdelku o uporabi rasti v kemiji.

Zanimivo je, da se je teorija rasti v kon¢nih grafih razvijala neodvisno od sorodne teorije
v neskoncnih grafih, kar je delno razumljivo, saj v kon¢nih grafih ne analiziramo asimptoti-
¢nih redov rasti, temveC povezave med velikostmi mnoZic v razdaljni particiji ter simetrije, ki
izhajajo iz enakosti funkcije rasti v vseh vozlis¢ih grafa. Posledi¢no je precej bolj uporabna

sferi¢na kot krogelna funkcija rasti.

4.1 Zaporedje razdaljnih stopenj

Pojem zaporedja razdaljnih stopenj so leta 1980 uvedli Bloom, Kennnedy in Quintas [10].
Enako kot v prejSnjem poglavju je tudi tu pod oznako graf miSljen neusmerjen neoznacen
enostaven graf. Ker je zaporedje razdaljnih stopenj dobro definirano le za povezane grafe,

bomo za grafe v nadaljevanju privzeli tudi lastnost povezanosti, razen ko bo omenjeno drugace.

Definicija. Naj d;(G,v) oznaCuje Stevilo vozlis¢ v grafu G, ki so na razdalji ¢ od vozlis¢a
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v € V(G). Potem zaporedje DDS(G,v) := (do(G,v),d1(G,v),...,d;(G,v),...) imenujemo
zaporedje razdaljnih stopenj' vozlis¢a v v grafu G, n-terki iz razdaljnih stopenj vseh vozlis¢,
urejenih v leksikografskem vrstnem redu, pa pravimo zaporedje razdaljnih stopenj grafa GG in
ga ozna¢imo z DDS(G).

Kot je razvidno, je v grafu GG element zaporedja razdaljnih stopenj d;(G,v) ravno enak
¢ (v, 1), tj. sferiéni funkciji rasti g (v,n) pri vrednosti parametra n = i. Ce je P(G, {v})

razdaljna particija grafa G, velja tudi d;(G,v) = |V}|.

Bloom in soavtorji [10] so prvi preucevali grafe z enakimi zaporedji razdaljnih stopenj za

vsa vozlis¢a in jim nadeli ime DDR-grafi.

Definicija. Ce so v grafu G zaporedja razdaljnih stopenj vseh vozlis¢ enaka, ga imenujemo
graf z regularnim zaporedjem razdaljnih stopenj oziroma DDR-graf.> Razdaljne stopnje DDR-

grafa oznacimo z dy, dy, . . .

Opazimo, da velja do(G,v) = 1 ter di(G,v) = deg(v) za vsako vozlisée v € V(G),
zato lahko na razdaljno stopnjo gledamo kot na posplositev stopnje vozlis€¢a. OCitno je, da ima
zaporedje razdaljnih stopenj vozli$¢a v ravno e(v) neniCelnih ¢lenov, kjer je e(v) ekscentri¢nost
vozli§€a, nato pa se nadaljuje s samimi ni¢lami. Zaradi tega se ponavadi pri pisavi razdaljnih
stopenj nicle izpustijo, ve¢ enakih razdaljnih stopenj pa se oznaci s potenco, kar je razvidno s
slike 4.1. V nekaterih primerih avtorji izpuScajo tudi prvi ¢len zaporedja, pri DDR-grafih pa

potenco.

Zaporedje razdaljnih stopenj nosi v sebi precej informacij o samem grafu, zato je naravno
vprasanje, ali z njim lahko lo¢imo med grafi. Jasno je, da je zaporedje razdaljnih stopenj in-
varianta grafa, tj. enako pri izomorfnih grafih, vendar je pomembneje, ali imajo lahko tudi
neizomorfni grafi enaka zaporedja. IzkaZe se, da to drZi Ze za grafe nizkega reda, kar je razvi-
dno s slike 4.2. V ¢lanku [49] je prikazan primer dveh neizomorfnih grafov K33 5 ter GP(3, 1),
ki imata poleg enakosti zaporedij razdaljnih stopenj grafa celo enaka zaporedja za vsa vozli-
$¢a, tj. (1,3,2). Poleg tega je graf GP(3,1) ravninski, K33 pa ne, zato ni mozno s pomocjo
zaporedja razdaljnih stopenj razpoznavati (ne)ravninskosti grafov.

Denimo, da imajo vsa vozliS€a grafa ekscentriCnost enako premeru. Potem zaporedje raz-
daljnih stopenj grafa nosi v sebi n - diam(G) informacij, kjer je n red grafa. Ker (n* — n)/2

vrednosti matrike sosednosti natan¢no definira graf, bi lahko sklepali, da velja podobno, kadar

'angl. distance degree sequence (DDS)
Zangl. distance degree regular (DDR) graph
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V4 e e Us

U3

V2

(%1
Slika 4.1: Za graf G velja DDS(G,v1) = (1,1,1,2), DDS(G,v9) = (1,2,2), DDS(G,v3) =
(1,3,1), DDS(G,v4) = (1,2,1,1) ter DDS(G,vs) = (1,2,1,1). Torej je zaporedje razdalj-
nih stopenj grafa G enako DDS(G) = ((1,1,1,2),(1,2,1,1)%,(1,2,2),(1,3,1)).

jen- diam(G) > (n* —n)/2 oziroma diam(G) > (n — 1)/2. Protiprimer za tak3no sklepanje
je ponovno slika 4.2, ki prikazuje dva neizomorfna grafa reda 5 s premerom 2, ki imata enaki

zaporedji razdaljnih stopenj.

Slika 4.2: Grafa reda 5 na sliki imata enako zaporedje razdaljnih stopenj ((1,2,2)3, (1, 3,1)?),

Ceprav nista izomorfna.

Pri preuCevanju aciklicnih kemijskih struktur, ki jih v teoriji grafov predstavimo z drevesi,

je M. Randic¢ leta 1979 postavil naslednjo domnevo.

Domneva 1 ([97]). Dve drevesi sta izomorfni natanko tedaj, ko imata enaki zaporedji razdalj-

nih stopenj.

Slater je tri leta kasneje naSel protiprimer dveh dreves na 18 vozliscih, ki imata omenjeni

zaporedji enaki [109], ter prikazal postopek, ki generira neskoncno druZino taksSnih parov dre-

e e
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Zato smo s pomocjo zbirke [80] pregledali vsa drevesa do reda 18 in ugotovili, da je Slater
nasel najmanijgi protiprimer. Se ve&, v drevesih reda 18 obstajata dva para neizomorfnih grafov

z enakima zaporedjema razdaljnih stopenj. Enega od njiju je moc videti na sliki 4.3.

Slika 4.3: Par neizomorfnih dreves reda 18 z enakim zaporedjem razdaljnih stopenj
((1,1,1,4,7,4)%,(1,1,2,4,6,4)%,(1,1,4,8,4)2,(1,2,4,7,4)*(1,3,4,6,4)%,(1,5,8,4)?).

Na drugi strani pa nas zanima, ali lahko izbrano zaporedje predstavlja razdaljne stopnje
nekega grafa. Kot je znano [48], je mogoce iz podanega zaporedja dokaj enostavno ugotoviti,
ali je grafovsko, tj. ali obstaja (ne nujno povezan) graf z vozlis¢i, ki imajo stopnje, enake
elementom zaporedja. Kot je razvidno iz trditve 13, je postopek za ugotavljanje, ali je zaporedje
grafovsko, polinomski, saj se z vsakim korakom zaporedje, ki ga pregledujemo, zmanjSa za

ena, v samem koraku pa je najbolj zahtevna operacija urejanje Clenov.

Trditev 13 ([48]). Zaporedje n > 3 naravnih Stevil a; < as < ... < a, je grafovsko natanko
tedaj, ko je grafovsko nepadajoce urejeno zaporedje (as, ..., 0n—q,,0n—a;41 — 1, Gp_q,12 —
1,...,a, —1).

Vendar takoj ko posploSimo stopnje na zaporedje razdaljnih stopenj, postane problem re-

alizacije N'P-poln, kar je razvidno iz naslednjega izreka.

Izrek 14 ([2]). Problem obstoja drevesa z danim zaporedjem razdaljnih stopenj je N'P-poln.

Dokaz izreka 14 poteka s pomod&jo prevedbe iz znanega N P-polnega problema particije
[38], tako da obstaja realizacija drevesa z dolo¢enimi zapored;ji razdaljnih stopenj vozliS¢ na-
tanko tedaj, ko obstaja reSitev problema particije. Naravno vpraSanje je, kdaj problem postane
NP-poln. Oziroma, ali je moZno v polinomskem ¢asu realizirati graf pri podanih delnih zapo-
redjih razdaljnih stopenj. Negativen odgovor, tudi ¢e predpiSemo le Stevilo vozlis¢ na razdaljah

ena in dve od vsakega vozliS§€a, nam da naslednji izrek.

Izrek 15 ([2]). Problem obstoja drevesal’ z danima razdaljnima stopnjama d, (T, v) in ds (T, v)
za vsako vozlis¢e v € V(T') je N'P-poln.
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Ceprav je ratunsko zahtevno ugotoviti realizacijo drevesa z danim zaporedjem razdaljnih

stopenj, pa obstaja nekaj potrebnih pogojev. Enega je zapisal, Ceprav brez dokaza, ze M. Randi¢
[O7].
Trditev 16. V poljubnem drevesu T velja

Z dz(T7 U) (dl(T7 U) - 1) = Z diJrl (T7 U)
veV(T) veV(T)

za vsak i, kjer je 1 < i < diam(7).

Dokaz. Ker je T drevo, med poljubnima vozlisS¢ema obstaja natanko ena pot. Izberimo si
vozlis¢e v € V(T'). Da bi dobili d; (T, v), vzemimo vozli§¢e u na razdalji i od v. Vozli§¢ na
razdalji i + 1 od v, do katerih pridemo po poti skozi u, je dy (T, u) — 1. Ce to seStejemo po vseh
vozli§¢ih na razdalji i v particiji P(7', {v}), dobimo enakost i, (di(T,u) —1) = d;y1 (T, v).
Sedaj seStejmo obe strani enakosti po vseh vozlis¢ih drevesa. To nam da enakost
SN (d(Tou)—1)= D dia(T,v).
veV(T) ueV; veV(T)
Ce na levi strani enakosti fiksiramo vozli§¢e u, ugotovimo, da se izraz d; (T,u) — 1 v vsoti
pojavi ravno d;(7T, u)-krat, saj je ravno toliko vozlis¢ drevesa 7', od katerih je u oddaljen za i.
Ce to storimo za vsa vozlis¢a, dobimo enakost
S (di(Tou)—1) = Y di(T,u)(dy(T,u) — 1),
veV(T) ueV; ueV(T)

kar pa z zamenjavo oznake vozlisca potrdi veljavnost enakosti v trditvi.

Ce uporabimo lastnost dreves, da so na razdalji, ki je enaka premeru, le listi, sledi veljavnost

trditve tudi za i > diam((G), ko je izpolnjena na prazno (0 = 0). O

Velja omeniti, da trditev 16 ne drZi za poljubne grafe, saj iz vozliS¢ na razdalji < ne mo-
remo sklepati na Stevilo vozliS¢ na razdalji ¢ + 1, kot smo storili v dokazu trditve. Enostaven

protiprimer je graf Cj, za katerega ne velja enakost iz trditve 16 prii = 2.

Ve¢ povezav med razdaljnimi stopnjami velja za DDR-grafe in so predstavljene v nasled-

njem razdelku.

4.2 DDR-grafi

Grafi z regularnim zaporedjem razdaljnih stopenj oziroma DDR-grafi kazejo sicer veliko stop-
njo regularnosti, nacin, kako je le-ta povezana z njihovimi lastnostmi, pa ni vedno jasen ozi-

roma enostaven. Kot prvo, mednje spadajo tako grafi z maksimalno simetrijo, tj. polni grafi,
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cikli, vozli§¢no tranzitivni grafi, hkrati pa tudi grafi s trivialno grupo avtomorfizmov [ 10, raz-
delek 4].

Med DDR-grafe, ki vsebujejo vozlisce s stopnjo manj ali enako dva, spadajo le K1, K> ter
cikli. Med grafi z vozlis¢i visjih stopenj pa je DDR-grafov v izobilju. To nam kaZejo trditve,
ki sledijo, ter izreki o ohranjanju regularnosti zaporedja razdaljnih stopenj v produktnih grafih.

Bralca tudi spomnimo, da obravnavamo le povezane grafe.

Trditev 17 ([10]). Vsak regularen graf premera manj ali enako 2 je DDR-graf ter vsak kom-
plement regularnega grafa premera > 3 je DDR-graf.

Trditev 18 ([10]). Za vsaki naravni Stevili p inr, razen zar = 1 in p > r, obstaja DDR-graf s

premerom p in stopnjo 7.

Trditev 19. Za vsak nepoln r-regularen graf G reda n, ki ni nujno povezan, obstaja DDR-graf
H premera p, tako da je G induciran podgrat grafa H.

Dokaz. Ce 7elimo, da ima H premer dva, ga konstruiramo kot spoj grafa G' ter mnoZice n — r
izoliranih vozliS¢ [127]. Graf H je tako n-regularen s premerom dva in zato po trditvi 17 DDR-
graf. Za konstrukcijo grafov vecjih premerov vzamemo kartezi¢ne produkte omenjenega grafa
s k grafi K5. Po posledici 29 dobimo kot rezultat DDR-graf premera £k + 2. O

Ker so ocitno vsi DDR-grafi regularni, ne obstaja pa u€inkovit nacin njihove karakterizacije,
je naravno vprasanje, kolikSen odstotek regularnih grafov spada med DDR-grafe. Oziroma bolj
precizno — kar je bilo zastavljeno kot problem I v [10] — kolikSen odstotek r-regularnih grafov

predstavljajo DDR-grafi?

S pregledom zbirke regularnih grafov [83] ter z uporabo programa za generiranje regularnih
grafov [82] smo izraCunali Stevilo DDR-grafov v grafih reda od 2 do 14, kar je razvidno iz
tabele 4.1. IzkaZe se, da precejSen odstotek regularnih grafov spada med DDR-grafe, vendar

so med njimi skoraj vsi premera kvec¢jemu 2.

Ker se vprasSanje nanaSa na grafe dolocene stopnje, smo na podlagi zbirke kubi¢nih grafov
[103] ugotovili, da je delez kubi¢nih DDR-grafov zanemarljivo majhen; glej tabelo 4.2. Pri

tem se pojavi naslednje vprasanje.

DDR(n)
regularni(n)

kubi¢ni DDR(n)

Vprasanje: Kaksni sta limiti lim,, -, Fabini(n)

ter lim,, < , kjer n predstavlja

red grafa?
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ed | 2] 3] 4] 5| 6| 7[ 8] 9 10] 11| 12 13 | 14
regulami | 1] 1] 2] 2] 5| a4l17] 22167539 ] 18979 | 389436 | 50314796
DDR | 1| 1| 2| 2| 5| 4[15] 22]120] 312 15018 | 378671 | 44267991
diam<2 | 1| 1| 2| 2| 4| 3]13] 21| 113]310] 14984 | 378667 | 44267777
odstotek | 100 | 100 | 100 [ 100 | 100 | 100 | 88 | 100 [ 72| 58| 79| 97| 88

Tabela 4.1: Stevilo regularnih grafov, DDR-grafov, DDR-grafov premera < 2 ter odstotek

DDR-grafov v mnozici regularnih grafov reda od 2 do 14.

red [4]6|8]10]12] 14] 16] 18] 20 | 22 |
kubicni | 1] 2] 5] 1985 509 | 4060 | 41301 | 510489 | 7319447
kubicniDDR | 1 |2 ]3] 4| 7] o 11 9 13 8

Tabela 4.2: Stevilo kubiénih grafov ter kubi¢nih DDR-grafov reda od 4 do 22.

4.2.1 Lastnosti DDR-grafov

Oglejmo si nekaj pogojev, ki veljajo za razdaljne stopnje v DDR-grafih. Med drugim smo
pokazali povezavo med Stevilom vozliS¢ na dolo€eni razdalji v podmnoZicah mnoZice vozlis¢

DDR-grafa ter neunimodalnost zaporedja razdaljnih stopenj DDR-grafa.

Trditev 20. Naj ima r-regularen G DDR-graf oZino v. Potem je d; = r(r — 1)""! za vsak
1<i<i(y-1).

Dokaz. Ker je G r-regularen graf, lahko pri ra¢unanju razdaljnih stopenj poljubnega vozli§¢a
v € V(G) z uporabo pregleda v Sirino sklepamo, da vsako vozli§¢e na razdalji ¢ od v porodi
r — 1 vozliS¢ na razdalji 7 + 1 od v. Ker je ¢ manjSe od %(7 — 1), se namrec ne more zgoditi, da

bi zaradi ciklov v grafu G katerega od vozIiS¢ steli dvojno. a

Trditev 21 ([57]). Naj bo G DDR-graf premera p > 2. Potem za vsak i med 1 in p velja
3d; > 2(dy + 1). Ce za nek i velja enakost je G = C,, o K,,, kjer je m = d; /2, n pa je bodisi
2p bodisi 2p + 1.

Posledica 22. Naj bo G DDR-graf reda n in premera p > 2. Potem je

1
d, <n-— §(2p —1)(dy +1).
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Dokaz. Ce sestejemo Stevila vozlis¢ po celotni razdaljni particiji, dobimo do + dy +do + . . . +

d, = n. Z uporabo neenakosti iz trditve 21 dobimo

2
dpgn—l—dl——(p—Z)(d1+1)

3
- é(2(p—2)(d1 4+ 1) 4 3d; +3)
:n—é(Qp—l)(d1+1). O

Trditev 23. Naj bo G netrivialen graf, S C V(G), S # 0, z DY (S) pa oznacimo Stevilo parov
vozIi$¢ iz S, ki so na razdalji i v grafu GG. Potem je G DDR-graf natanko tedaj, ko je vrednost
DE(S) — DE(V(G) \ S) odvisna le od | S| za vsak i, 1 < i < diam(G).

Dokaz. Naj bo G povezan graf in S poljubna neprazna prava podmnozica V' (G). Poglejmo si,
kaj se zgodi z vrednostjo DS (S) — DE(V(G) \ S), e mnoZici S odvzamemo element s € S
ter ji dodamo nov element v € V(G) \ S. Stevilo parov vozlii¢ na razdalji 4, ki vsebujejo s, je
d;(G,s). Denimo, da se k od teh parov nahaja v S. Enako naj se ¢ od d;(G,v) parov vozlis¢
na razdalji 4, ki vsebujejo v, nahaja v V(G) \ S. Najbo S" := (S \ {s}) U {v}. Poglejmo si

razlike med Stevili parov, pri ¢emer najprej privzamemo, da d(s, v) # i:

DE(S")

)

DE(V(G)\ )

DF(S) =k + (di(G,v) = 0),

(2

DE(V(G)\ S) — €+ (di(G, s) — k).

QOd tod sledi

DE(8') = DE(V(G)\ §') = DF(S) = DY (V(G)\ §) + di(G,v) = di(G,5).  (4.1)

7

Ce sta s in v na razdalji 4, sta obe vrednosti D (S) ter D(V(G) \ S’) za eno manjsi, kar
pomeni, da enakost (4.1) velja v obeh primerih. Torej je razlika med omenjenima vrednostima
odvisna le od velikosti mnoZice S natanko tedaj, ko velja d;(G,v) = d;(G,s) za vse pare

vozlis¢ (s,v). Enakost (4.1) velja za vsak i, iz Cesar sledi veljavnost trditve. a

Definicija. Zaporedju (a,,) pravimo unimodalno, e obstaja tak indeks ¢, da je zaporedje nepa-

dajocCe do elementa a; ter nenaraScajoce od elementa a; dalje.

Izkaze se, da zaporedja razdaljnih stopenj v sploSnem niso unimodalna (glej npr. [9, slika
3.1]), vendar je od zacetka 80-ih let obstajalo vprasanje ali je zaporedje razdaljnih stopenj
DDR-grafa unimodalno [10]. Ze prej je bilo znano, da so DDS razdaljno regularnih gra-
fov unimodalna [112], vendar, kot je omenjeno v [10], DDR-graf ni nujno razdaljno regu-

laren. VpraSanje je bilo reSeno leta 1987, ko sta Shearer in Watkins [106] nasla neskon¢ne
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druZine kon¢nih in neskonénih vozli§¢no tranzitivnih grafov z neunimodalnimi zaporedji raz-
daljnih stopenj (spomnimo, da vozlis¢no tranzitivni grafi spadajo med DDR-grafe [10]). Naj-
manj$i doslej znan primer predstavlja prisekan dodekaeder na 60 vozliscih, ki ima DDS enako
(1,3,4,6,8,10,8,10,6,3,1). Primera neskon¢nih lokalno kon¢nih grafov z neunimodalnim
zaporedjem DDS pa sta polpravilni tlakovanji 3.6.3.6 ter 3.12.12, ki smo ju spoznali v prej-

Snjem poglavju; glej sliko 3.4. Njuni zaporedji razdaljnih stopenj sta izraCunani na strani 33.

4.2.2 Simetrije v DDR-grafih

DDR-grafi kazejo precejs$njo stopnjo strukturne simetrije, zato si poglejmo povezave med njimi
in grafi z razli¢nimi stopnjami simetrije, ki je ve¢inoma definirana z njihovimi avtomorfizmi.
Obravnavali smo razdaljno, vozli§¢no, povezavno in locno tranzitivnost, razdaljno regularnost,
sebi-centralnost ter sebi-medianskost. Kot je razvidno iz naslednjih trditev, predstavljajo DDR-
grafi precej Siroko druzino grafov, ki vsebuje tako grafe z veliko kot grafe z minimalno stopnjo

simetrije.

Trditev 24 ([10]). Graf, ki je vozlis¢no, loc¢no, ali razdaljno tranzitiven ali pa razdaljno regu-

laren, je tudi DDR-graf. Povezavno tranzitiven graf ni nujno DDR-graf.

1z naslednje trditve lahko razberemo, da je regularnost razdaljnih stopenj Sibkejsi pogoj od

omenjenih v trditvi 24.

Trditev 25 ([10]). DDR-graf ni nujno vozli§¢no, povezavno, lo¢no ali razdaljno tranzitiven

niti razdaljno regularen.

Kot smo Ze omenili, obstajajo DDR-grafi s trivialno grupo avtomorfizmov, kar je za pet in
ve¢ regularne DDR-grafe pokazano v [10]. Podatki iz zbirk [103] ter [83] so nam sluzili pri
reSevanju problema 1V iz [ 10], ki spraSuje, Ce tudi za r = 3 inr = 4 obstajajo r-regularni DDR-
smo, da v kubi¢nih grafih do reda 22 ne obstaja DDR-graf s trivialno grupo avtomorfizmov, v
4-regularnih grafih pa obstajata dva grafa reda 10 z omenjeno lastnostjo, ki sta prikazana na

sliki 4.5. Za kubicCne grafe problem tako ostaja Se vedno odprt.

Preden umestimo DDR-grafe med druZine grafov z omenjenimi simetrijami, pa prikaZimo
Se njihove medsebojne povezave. V delih [10] in [!11] lahko bralec najde dokaze oziroma

reference nanje za naslednje lastnosti:

e Locno tranzitiven graf je vozli§¢no in povezavno tranzitiven, ni pa nujno razdaljno tran-

zitiven ali razdaljno regularen.
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e

Slika 4.4: NajmanjSi DDR-graf, ki ni vozlis¢no tranzitiven. Dobimo ga iz K7, ki mu odvza-

memo povezave dveh disjunktnih ciklov C5 in Cj.

AN

ANV ANV

Slika 4.5: 4-regularna DDR-grafa reda 10, ki imata trivialni grupi avtomorfizmov.

e Razdaljno tranzitiven graf je locno tranzitiven in razdaljno regularen.

e Vozlis¢no tranzitiven graf ni nujno povezavno tranzitiven, locno tranzitiven ali razdaljno

regularen.

e Razdaljno regularen graf ni nujno vozlis¢no, lo¢no ali razdaljno tranzitiven niti pove-
zavno tranzitiven. Primer slednjega je Tuttejeva 12-kletka [ | 3], kubicen razdaljno regula-
ren graf oZine 12 na 126 vozlis¢ih, katerega povezavna netranzitivnost je bila preverjena

s programskim paketom Mathematica [125].

e Povezavno tranzitiven graf ni nujno razdaljno, locno ali vozli§¢no tranzitiven niti raz-

daljno regularen.
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Izhajajoc iz zgornjih lastnosti ter zadnjih dveh trditev, je na sliki 4.6 prikazana medsebojna

pripadnost druZzin grafov z razli¢nimi stopnjami simetrije.

lo¢éno tranzitivni grafi

povezavno tranzi

vozliséno tranzitivni grafi

o/tranzitivni grafi

DDR-grafi

razdaljno regularni grafi

Slika 4.6: Povezave med DDR-grafi in grafi z razli¢nimi stopnjami simetrije.

F. Buckley je leta 1979 v [15] definiral koncept sebi-centralnega grafa, v katerem vsa vozli-
S¢a lezijo v centru grafa. Podobno je definiran tudi sebi-medianski graf [47], kjer vsa vozlisca

lezijo v mediani grafa.

Trditev 26. Vsak DDR-graf je sebi-centralen in sebi-medianski. Obratno ni nujno res.

Dokaz. Omenjeni lastnosti DDR-grafov sta razvidni iz samega zaporedja razdaljnih stopenj,
ki je enako za vsa vozlis€a. Primer sebi-centralnega grafa, ki ni DDR-graf, je C5 z dodano
poljubno povezavo, saj ima DDS = ((1,2,2)3,(1,3,1)?), hkrati pa je ekscentri¢nost vsakega
vozliS¢a enaka 2. Primer sebi-medianskega grafa, ki ni DDR-graf, pa je posploSeni Petersenov
graf GP(35,8), kjer ima poljubno vozlis€e vsoto razdalj do vseh ostalih vozlis¢ enako 281,
medtem ko je DDS = ((1,3,6,12,20,18,10)%, (1, 3,6, 12, 20, 20, 6, 2)35). a

Posledica 27. Sebi-centralni grafi niso nujno sebi-medianski ter obratno.
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Dokaz. Protiprimera sta grafa, omenjena v dokazu trditve 26. Graf C; z dodano poljubno
povezavo ima namre¢ v mediani le vozli§¢i stopnje 3, medtem ko ima G P(35,8) v centru le

vozliS¢a notranjega oboda. a

4.2.3 Produkti DDR-grafov

Ohranjanje regularnih razdaljnih stopenj v produktnih grafih je pomembno zaradi generiranja
novih DDR-grafov in predstavlja bistvo dokaza trditve 18. Za poseben primer kartezicnega

produkta je povezava dokazana ze v [10].

Trditev 28 ([10]). Ce je G DDR-graf premera p in stopnje r, potem je G o C, DDR-graf pre-
mera p + 1 in stopnje r + 1. Za k > 3 je GoCy DDR-graf premera p + |k/2| in stopnje
r+ 2.

Posledica 29 ([10]). Ce je G DDR-graf premera p in stopnje r, potem je Go Coo ... 0C,

DDR-graf premera p+n in stopnje r +n, Go Cy 0 ... 0Cy, pa DDR-graf premerap+n|k/2|
—_——

in stopnje r + 2n. !

Ohranjanje regularnosti zaporedja razdaljnih stopenj v produktnih grafih je prvi preuceval

Zhou [127], ki je obravnaval vse standardne grafovske produkte razen direktnega. Kasneje sta
ohranjanje regularnosti v krepkem in leksikografskem produktu vozli$¢no tranzitivnih grafov
pokazala Shearer in Watkins [106]. Dobrih 20 let po tem pa so Kutnar in soavtorji [7 ] ponovno
pokazali ohranjanje v kartezicnem in leksikografskem produktu, Balakrishnan in soavtorji [4]
pa ohranjanje v krepkem in direktnem produktu DDR-grafov.
Izrek 30 ([127]). Naj bosta G, in GG, grafa s premeroma p; ter p,. Potem je G, 0 Gy DDR-graf
zDDS(G10Gsy) = (do,dy, - . ., dp, 4p, ), Ce in samo Ce sta Gy in Gy DDR-grafaz DDS(G;) =
(dg), dgi), e dz(,?) za 1 = 1,2. Med razdaljnimi stopnjami produkta in faktorjev tedaj velja
zveza

dy =Y d"-d? za0 <n<p+ps
=0

Izrek 31 ([127]). Naj bosta Gy in G5 grafa s premeroma p, ter p,, kjer privzamemo, da je
p1 < po. Potem je G;® Gy DDR-graf z DDS(G1 & G2) = (do, dy, ..., d,,), Ce in samo Ce sta
G1in Gy DDR-grafaz DDS(G;) = (déi), dgi), . ,d;,?) zai = 1, 2. Med razdaljnimi stopnjami
produkta in faktorjev tedaj velja zveza

di - dP sy (dVdD + dPal), za0 < <y,

d V(G zapy <n < pa.
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V primeru leksikografskega produkta je za povezanost produktnega grafa dovolj le pove-
zanost prvega od faktorjev [61]. Ker smo na zaCetku privzeli, da so vsi obravnavani grafi

povezani, tu naredimo izjemo.

Izrek 32 ([127]). Naj bo GG netrivialen graf s premerom p, in G5 graf, ki ni nujno povezan.
Potem je Gy o Gy DDR-graf z DDS(G; o Gy) = (dy, dy, . ..,d,,), e in samo &e je G; DDR-
graf z DDS(G,) = (d(()l), dgl), e 7dl(,ll)), G2 pa r-regularen graf. Med razdaljnimi stopnjami

produkta in faktorjev tedaj velja zveza

L zan =0,
d. — dgl) V(G2)| + zan =1,
" (dél)ﬂLl)- V(Gy)|—r—1, zan=2,
a - [V (Ga)l za3<n<p.

Direktni produkt vozli§¢no tranzitivnih grafov je vozliS§€no tranzitiven [61] in zato tudi
DDR-graf. Vendar to ne velja za poljubne DDR-grafe, saj je npr. posploSeni Petersenov graf
GP(7,2) DDR-graf [71], direktni produkt G P(7,2) x K, pa ne. Regularnost razdaljnih stopen;j

se ohranja, Ce sta oba faktorja dvodelna grafa, a v tem primeru njun direktni produkt ni povezan.

Izrek 33. Naj bosta G; in GGy netrivialna dvodelna grafa s premeroma p; ter p,. Potem sta
obe komponenti direktnega produkta G; x G5 DDR-grafa, ¢e in samo cCe sta Gy in Go DDR-
grafa z DDS(G;) = (déi), dgi), . ,dz(,?) za i = 1,2. Med razdaljnimi stopnjami posamezne
komponente produkta in faktorjev tedaj velja zveza

[n/2]
dy =dP - d? + Z (dg) . df_)Qj +d? . dg_)zj> , za0 < n < max{py, p2}.
=1

Dokaz. Dokaz ekvivalence pogoja regularnosti razdaljnih stopenj najdemo v [4, trditev 2.2].
Prav tako lahko iz omenjenega dokaza sklepamo, da je vozlisCe (u, v) na razdalji n od vozlis¢a
(91, 92) v G1 X G, Ce je bodisi d¢, (u, g1) = ninn—dg, (v, g2) nenegativno sodo Stevilo bodisi
je dg, (v, g2) = nin n — dg, (u, g1) nenegativno sodo $tevilo. Odtod lahko sklepamo, da je v
primeru netrivialnih faktorjev premer komponente direktnega produkta enak max{p;, p»}, saj

je sodo bodisi §tevilo n bodisi n — 1. Ce si pogledamo prvi primer, je lahko dg, (v, g2) enaka

n,n—2,n—4,...,n—2|n/2]. Torej je Stevilo vozlis¢ na razdalji n od (g1, g») enako
/2]
dn(G1, g1) - dn(Ga, g2) + Z (dn(G1, g1) - dn—2j(G2, g2) + d(Ga, g2) - dn—2;(G1, g1)) -
j=1

Zaradi dokazanih pogojev regularnosti razdaljnih stopenj v produktu in faktorjih [4, trditev 2.2]

sledi iz zgornjega izraza tudi zveza, navedena v izreku. O
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4.3 Zaporedje razdalj grafa

Ce sestejemo razdalje od danega vozlis¢a v grafa G' do vseh ostalih vozlis¢, dobimo tako ime-
novano razdaljo vozliséa v v G. Oznaimo jo z dg(v) = 3, cy(q d(v,u). V kolikor je
znano zaporedje razdaljnih stopenj vozli§¢a v, je razdalja vozli§¢a v enaka Efi”l) i-d;(G,v), n-
terki razdalj vseh vozliS¢, urejenih v nepadajocem vrstnem redu, pa pravimo zaporedje razdalj
grafa’ G in ga oznac¢imo z DS(G). Potrebno je paziti, saj se v dolofenih primerih za zapo-
redje razdalj uporabljajo tudi imena zaporedje razdaljnih stopenj [63], porazdelitev razdaljnih
stopenj [ 12] ter statusno zaporedje [86]. Dalje definiramo razdaljo grafa G kot polovico vsote
vseh ¢lenov zaporedja razdalj grafa [33], §j. d(G) := 1/23_ .y ) dc(v). Slednjo vsoto sre-

¢amo tudi v matemati¢ni kemiji, kjer nosi ime Wienerjev indeks [46]; glej str. 90.

Zaporedje razdalj grafa nosi manj informacij kot zaporedje razdaljnih stopenj, zato sled-
njega tudi ne moremo rekonstruirati iz prvega. Primer neizomorfnih dreves z enakima za-
poredjema razdalj ter razlicnima zaporedjema razdaljnih stopenj kaze slika 2 v [109]. Spo-
mnimo tudi, da v mediani grafa leZijo ravno vozlis¢a z minimalno razdaljo, zato imajo v sebi-
medianskem grafu vsa vozlis¢a enako razdaljo. Vendar, kot je bilo pokazano v trditvi 26,

sebi-medianski grafi ne spadajo nujno med DDR-grafe.

V ¢lanku [33] lahko najdemo analizo zaporedja razdalj ter razdalje grafa. Dokazano je, da
za razdaljo poljubnega vozlis¢a v v grafu G reda n z m povezavami veljan — 1 < dg(v) <
(n — 1)(n + 2)/2 — m, kjer spodnja meja drZi za polne grafe, zgornja pa za krajisca poti. V
primeru, da je graf sebi-medianski, pa iz [93, izreka 1 in 5] ter enakosti d(G) = ndg(v)/2
dobimo omejitvi 2(n — 1 —m/n) < dg(v) < [n?/4]. IzkaZe se, da imajo najvecjo razliko med
vozlis¢em z maksimalno ter vozliS¢em z minimalno razdaljo ravno drevesa [33, izrek 3.2] ter
da je pogoj dg(v) < [(3n — 4)/2] za vsak v € V(G) celo zadosten za obstoj Hamiltonovega
cikla v grafu G [33, izrek 4.3].

Kot smo videli v izreku 14, je problem realizacije drevesa z danim zaporedjem razdaljnih
stopenj N'P-poln. Enak problem je za zaporedje razdalj definiral Miller [85] in $e vedno ostaja

neresen.

4.4 Razdaljno uravnoteZeni grafi

V ¢lanku [65] so Jerebic, Klavzar in Rall predstavili koncept razdaljno uravnotezenih grafov.

Za opis le-teh se osredoto¢imo na njihove povezave. Za sosednji vozlis¢i v in v grafa G defini-

3angl. distance sequence (DS)
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rajmo mnoZico vozlis¢ W<, ki so blizje vozlis¢u u, tj. W& = {x € V(G) | d(u, z) < d(v,x)},

uv?

medtem ko , W predstavlja mnoZico vozli¢, ki so enako oddaljena od u in v.

Definicija. Graf G je razdaljno uravnoteZen oziroma DB-graf*, &e velja [WS& | = [WE | za vse

povezave {u,v} € E(G).

V sploSnem pri definiciji razdaljne uravnotezenosti ni potrebno, da je graf povezan, saj
povezave. Vendar iz tega sledi, da je G DB-graf natanko tedaj, ko so DB-grafi vse njegove
povezane komponente, zato se lahko pri preucevanju DB-grafov omejimo na povezane grafe.

Kadar ne bo potrebno, bomo spuscali tudi oznako za graf in pisali kar W,,,, oziroma ,, W,,.

Hitro je razvidno, da med razdaljno uravnotezene grafe spadajo cikli in polni grafi. Med
DB-grafe spadajo Se krozni grafi [65, trditev 2.4] ter simetricni sodi grafi [57, lema 1.1]. Handa
[52], ki je prvi preuceval DB-grafe (Ceprav jih ni poimenoval), je dokazal, da so 2-povezani
(razen K5) ter za dvodelne grafe podal vpraSanje ali so mogoce celo 3-povezani, ki Se vedno
ostaja neodgovorjeno. Nekatere druzine, kot so delne kocke, zados¢ajo pogoju 3-povezanosti

[52, 1zrek 1.3], medtem ko za sploSne grafe to ne velja; za protiprimer glej sliko 4.8.

Handa je med drugim tudi pokazal [52, lema 2.3], da imajo dvodelni DB-grafi, ki niso enaki
sodim ciklom ali K5, minimalno stopnjo 3. To trditev smo posplosili na poljubne grafe; glej

izrek 37 v nadaljevanju.

Mnozice W, oziroma , W, igrajo pomembno vlogo v metri¢ni teoriji grafov [5]. Kot pri-
mer uporabe mnozic pri izometri¢nih vlozitvah grafov v hiperkocke ter sploSneje v medianske

grafe, si bralec lahko ogleda deli Djokovica [2&] ter Imricha in KlavZarja [61].

Naslednji rezultat nam pokaze, da je med grafi premera 2 veliko DB-grafov, saj sovpadajo

z regularnimi grafi.

Trditev 34 ([65]). Naj bo G graf premera 2. Potem je razdaljno uravnoteZen natanko tedaj, ko

Jje regularen.

Omenjena trditev, ki jo je (sicer v drugatnem kontekstu) dokazal Ze Sabidussi [104], ve-
lja tudi za DDR-grafe (trditev 17). Da bi ugotovili povezavo med obema druZinama tudi v

splo$nem, najprej za poljubni vozli§¢i u, v € V(@) definirajmo mnoZice

Di(u,v) :=={z € V(G) |d(u,x) = i,d(v,z) = j}.

“4angl. distance balanced (DB) graf
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Ce sta u in v soseda, so zaradi trikotniske neenakosti, ki velja za razdaljo, neprazne le
mnoZice D! _,(u,v), Di(u,v) ter D! '(u,v) zai € {1,2,..., diam(G)}. Te mnoZice nam
definirajo razdaljno particijo V(G) glede na povezavo {u,v}. Primer takSne particije lahko

vidimo na sliki 4.7.

. Dl (u,v) D3(u,v) D3 (u,v)
D1 (u0) D3 (us0) D3 (us0) Di(u,v)
§ D3(u,v) D3 (u,v) D3 (u,v)

Slika 4.7: Razdaljna particija grafa s premerom 4 glede na povezavo {u, v}.

S pomocjo razdaljne particije lahko definicijo razdaljne uravnoteZenosti zapiSemo s pogo-
jem
diam(G) diam(G)

Yo Do)=Y IDi(u,v)

i=1 i=1
za vsako povezavo {u,v} € E(G).

V &lanku [71] so grafe, za katere velja | D! '(u,v)| = |D!_|(u,v)| za vsak i in vsako
povezavo {u, v}, poimenovali krepko razdaljno uravnoteZeni. Izkaze se, da so (povezani) grafi

s to lastnostjo ravno DDR-grafi, zato DDR-grafi spadajo med DB-grafe.

Trditev 35 ([71]). Naj bo G graf s premerom p. Potem je | D! (u,v)| = | Di_,(u,v)| za vsak
i, 1 < i < p, ter za vsako povezavo {u,v} € E(G), ¢e in samo Ce je d;(G,u) = d;(G,v) za
vsak i, 0 < i < p, ter za poljubni vozlis¢iu,v € V(G).

Trditev 35 povezuje lastnosti vozliS¢ DDR-grafov z lastnostmi krajiS¢ njihovih povezav.
Vendar je potrebno opozoriti, da v DDR-grafih |D!~!(u, v)| ni nujno enak za vse povezave.
Prav tako |IV,,| ni nujno enak za vse povezave. To je razvidno iz posploSenega Peterseno-
vega grafa GP(7,2), kjer je |D3(u,v)| = 2 in |W,,| = 5 za povezavo na zunanjem ciklu ter
|D2(u,v)| = 3 in |W,,| = 6 za povezavo med vozlii¢ema v notranjosti. Po drugi strani pa

obstajajo druzine DDR-grafov, kjer so omenjene vrednosti za vse povezave enake.

Trditev 36. Naj bo G dvodelen DDR-graf s premerom p. Potem je vrednost | D! *(u,v)| pri
izbranem i, 1 < i < p, enaka za vse povezave {u,v} € E(G). Enake so tudi vse vrednosti
W)
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Dokaz. Za poljubno povezavo {u,v} € E(G) velja d;(G,u) = |D: (u,v)| + |Di(u,v)| +
| DI (u, v)], kjer je 1 < i < p. Ker je G dvodelen graf, je mnoZica D} (u, v) prazna. Vzemimo
povezavo {w, z} # {u,v}. Ker je G tudi DDR-graf, velja d;(G,u) = d;(G,w), kjer je 0 <

i < p. Pri dokazu prvega dela trditve si pomagamo z indukcijo. Vemo, da je |D{(u,v)| = 1

za vsako povezavo iz (G. Privzemimo, da je za dani ¢ za vse povezave enaka tudi vrednost

|D7 ! (u, v)|. Potem velja

(
|D;~ (u, 0)| + | D (u,0)| = D H(w, 2)| + | D (w, 2)],
1D (u,v)| = |DjH(w, 2)],
(u,v)| =

di G,U) = dZ(va)7
|
|
| = | D} (w, 2)],

|D§+1 u,v

pri Cemer zadnji sklep sledi iz definicije krepke razdaljne uravnoteZenosti. Torej je tudi vred-
nost | D, , (u, v)| enaka za vse povezave, kar dokazuje prvi del trditve. Drugi del pa je posledica

pravkar dokazanega, saj velja |[W,,,| = >°7_ | D (u,v)). 0

Razdaljna uravnotezenost je torej Sibkejsi pogoj od regularnosti razdaljnih stopenj. Izkaze
se, da je strogo Sibkejsi, saj obstajajo DB-grafi, ki niso DDR-grafi; npr. GP(24,4) [71]. Kot
vemo, so vsi DDR-grafi regularni, na drugi strani pa obstajajo DB-grafi, ki niso regularni.
Prvega je nasel Sabidussi [ 104, slika 2]. S pregledom vseh povezanih grafov [79] smo ugotovili,
da je omenjeni graf najmanjsi te vrste (reda 9) in celo najmanj$i DB-graf, ki ni DDR-graf. Dalje
smo nasli tudi najmanjsi regularen DB-graf, ki ni DDR-graf (reda 12). Oba sta prikazana na

sliki 4.8. Obstajajo tudi neregularni dvodelni DB-grafi, kot je delna kocka iz [52, slika 2].

Slika 4.8: (levo) Najmanjsi razdaljno uravnotezen graf, ki ni DDR-graf — graf Sabidussija.

(desno) Najmanjsi regularen razdaljno uravnoteZen graf, ki ni DDR-graf.
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Pri tolikSnem Stevilu DB-grafov z zelo razli¢nimi lastnostmi se porodi vpraSanje o njihovi
karakterizaciji. Kot smo omenili, je Handa dokazal [52], da so dvodelni DB-grafi stopnje 2

lahko le cikli sode dolZine. Ta rezultat pa se da Se posplositi.

Izrek 37. Razdaljno uravnoteZen graf G vsebuje vozlisce stopnje 2, ¢e in samo Ce je G cikel.

Dokaz. Ce je graf G cikel, ki vemo, da spada med DB-grafe, ima vsa vozlii¢a stopnje dve.
Dokaz implikacije v desno pa obsega pregled dveh razli¢nih primerov. Naj bo u € V(G)
vozlis¢e DB-grafa G, ki je stopnje 2, ter naj bosta a,b € V(G) njegova soseda. Oznacimo z
n red grafa GG, s p njegov premer ter uvedimo okrajSavo Dj- = D;'-(a, b). Najprej si poglejmo
primer, ko sta tudi a in b soseda. Tedaj naredimo razdaljno particijo glede na povezavo {a, b},

pri cemer vozlis¢e u prikazemo posebej; glej sliko 4.9.

a D! D3 Drt
D] D3 Dg Dy
U S
b s
D} Dy DL,

Slika 4.9: Razdaljna particija grafa glede na povezavo {a, b}, pri ¢emer vozli§e u, ki je stopnje

2, lo¢imo od ostalih vozlis¢ iz Dj.

Definirajmo mnoZice A := | J'_, D!"', B == \Jl_, Di_, ter I := | J'_, Di. Zaradi razdaljne

uravnoteZenosti glede na povezavi {u, a} in {u, b} dobimo pogoja

Wau| =[AU | = [{u}]| = [Waal,
(Weu| =|BUI| = {u}| = [Wa|.

Ker mnozici A in B vsebujeta vsaj element a oziroma b, sledi A = {a}, B = {b} ter [ = ().

Torej je graf GG enak ciklu Cf.

Razi$¢imo $Se, kaj se zgodi, ko vozlis¢i a in b nista sosednji. Tu konstruiramo finejSo raz-
daljno particijo, saj poleg mnozic D! ,, D:~! in D! obstajajo tudi mnoZice D! ., ter D! 2,

TakSna particija je prikazana na sliki 4.10. Na podoben nacin kot prej uvedimo oznake za

3 — | P 1—2 — | P i P i 14 1%X Teay
mnozice A := | J_, D;"*, B :=J/_, D!_, ter I := | J\_, D}, Kjer vozlis¢e u zopet prikaZemo
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b

Slika 4.10: Razdaljna particija grafa glede na nesosednji vozli$¢i a in b, pri Cemer vozlisce u,

ki je stopnje 2, lo¢imo od ostalih vozlis¢ iz D1.

posebej, tj. u & Dji. Poglejmo si, kakine pogoje nam da zahteva po razdaljni uravnoteZenosti.

p—1

Waul =[AUTUJ Dl = B U {u}] = [Waal, (4.2)
i=1
p—1

Woul =[BUTUJ DI = [AU {u}] = [Weal. 4.3)
i=1

Odtod dobimo pogoj
p—1 p—1

U Dial + 1 DiFl + 211 =2,
i=1 i=1
kar nam da dve moZnosti:

1. Ceje I =0,3j € {1,...,p—1},daje \D§+1| = |D§+1| = 1, ostale mnoZice D}, ter
Df“ pa so prazne. To je edina moZnost, saj je D!, neprazna le, ¢e je neprazna Df“
ali D!. Iz enacb (4.2) in (4.3) tako dobimo pogoj |A| = |B|, e sestejemo $tevilo vseh
vozli$¢ grafa, pa Se |A| + |B| 4+ 3 = n. Od tod sledi |A| = (n — 3)/2, kar pomeni, da se
ta primer lahko pripeti le za grafe lihega reda.

2. Ceje |I| = 1,35 € {1,...,p}, daje |D}| = 1, vse ostale mnozice D}, DI, ter D™
pa so prazne. Iz enacb (4.2) in (4.3) dobimo pogoj |A| = | B|, ¢e sestejemo Stevilo vseh
vozlis¢ grafa, pa Se |A| + |B| + 2 = n. Od tod sledi |A| = n/2 — 1, zato se ta primer
zgodi le pri grafih sodega reda.

Za vsako od moZnosti Zelimo dokazati, da sta oba soseda vozliS€a stopnje 2 tudi enake stopnje.
Zaradi povezanosti grafa GG bo to pomenilo, da imajo vsa vozli§¢a stopnjo 2, tj. da je graf GG
cikel.
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1 2 J—1 J p—2
a Dy Dy Dj+1 DJ+2 Dp
,,,,,,,,,,,,,, L ]
v
u
z
7777777 1 TE .
3 4 J+ J+ P
b D} D3 DI D] Dy,

Slika 4.11: Prvi primer particije grafa glede na nesosednji vozlis¢i a in b, kjer je Dj: 1 = {v}
in D;:“ = {z}.

Poglejmo si najprej prvo od obeh moznosti, ki jo prikazuje slika 4.11. Naj bo Dg 1 = {v}
in Dj“ = {z}. Denimo, da obstaja povezava {v,a;} za nek a; € D§+2. Poglejmo si mo¢
mnoZice Wy,,. Velja [Wy,,| > [BU{v,2}| = (n —3)/2+2 = (n + 1)/2. Ker mora
veljati [Wyq,| = [Wa,o| inje n = [Wye,| + [Wa,u| + [oWa,

, pridemo do protislovja. Zato
omenjena povezava ni mozna, zaradi simetrije pa lahko sklepamo tudi na neobstoj povezave
{z,b;},kjerje b; € D§f+2. Dalje, za poljuben a; € D3 veljad(ay, z) = j, sicer bi bila |[Wy,, | >
|BU{a,u}| = (n+1)/2 > n/2 (enako za poljuben b; € D? velja d(by,v) = j). Posledi¢no
je vsako vozlis€e iz D? in s tem mnoZica B \ {b} blizje vozlidu v kot vozlis¢u a;_; € D;:
Ce izberemo povezavo {v,a; 1}, tako velja (Woa, | = [B\ {b} U{v,z}| = (n —1)/2. Ker
je [vWa,_,| > [{b}], v obeh primerih velja enakost, zato ima v le enega soseda iz Dj;i, ki
ga oznacimo z a;_,. Enako lahko dokaZemo za vozlisCe z ter njegovega soseda b;_; € D;J_r}

Torej sta tako v kot z stopnje 2.

Denimo, da je j < p — 1. Vzemimo vozlisCe a;, ki je od vseh vozliS¢ iz Djf 4o Dajblizje
vozliscu aj_, (Ce je veC takSnih, izberemo enega od njih). NajkrajSa pot od a; do a}_; (oziroma
ena od najkrajSih poti, Ce jih je ve€) gre tako prek soseda a; iz Djj , ki ga ozna¢imo z a;_;
(slednji je lahko tudi enak a}_,). Tedaj velja [Wo,_,o;| > |BU{u,a,v,2,a;_}| = (n+7)/2 >
n/2. To pa pomeni, da graf ne more biti razdaljno uravnoteZen, ¢e obstajajo povezave med
mnoZzicama Djji in D; 4o Posledi¢no so za i > j — 1 vse mnozice D:_, (ter po podobnem

razmisleku tudi D!?) prazne.

Ce je j = 1, ima vozlii&e u Ze oba soseda stopnje 2. Sicer pa izberemo povezavo {a,a1},
kjer je a; € D3. Velja [Wo,,| > [B\ {b;_,} U{a,u}| = (n —1)/2. Ker je d(a1, 2) = j, je
|aWa,| = [{bj_,}|. V obeh izrazih mora tako veljati enakost. Ce bi imel a v D} %e kakinega
soseda, bi le-ta spadal bodisi v W,,, bodisi v ,IV,,, kar bi privedlo do protislovja. Vozlis¢e a
je zato stopnje 2, z uporabo podobnega razmisleka pa ugotovimo, da to velja tudi za vozlisce

b, kar smo Zeleli pokazati.
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1 2 J—1 J p—2
a D3 D4 D]'-%—l DJ+2 Dp
7777777 —————eo - -—-————-o
u v
7777777 ————————eo-—-—-—-——-o
3 4 ]+1 J+2 P
b D3 D} D’ D’ DL,

Slika 4.12: Drugi primer particije grafa glede na nesosednji vozlis¢i a in b, kjer je Dj: = {v}.

Sedaj pa si poglejmo Se drugo od obeh mozZnosti, ki jo prikazuje slika 4.12. Naj bo Dj =
{v}. Ce obstaja povezava {v,a; } zanek a; ; € Dj:;}, velja [Wye, | > |BU{v}| = n/2.

Torej mora veljati enakost, kar pomem da ima v le enega soseda iz D1 ki ga 0znaimo z

J+1’

Enako velja za soseda v iz D ki ga oznacimo z b;_,. VozliSCe v je torej stopnje 2.

Jl ]1’

Denimo, da velja j < p — 1. Vzemimo vozlisCe a;, ki je od vseh vozlis¢ iz Dj 4o Najblizje
vozlis€u aj_, (Ce je veC takSnih, izberemo enega od njih). Najkrajsa pot od a; do aj_, (oziroma

ena od najkrajsih poti, Ce jih je veC€) gre tako prek soseda a; iz D1 ki ga oznaCimo z a;_;

J+1’
| > [BU{u,a,v,a;_,}| =n/2+ 3. To

pa pomeni, da graf ne more biti razdaljno uravnoteZen, e obstajajo povezave med mnozicama

(slednji je lahko tudi enak a_,). Tedaj velja [W,,

j—1aj

Dj Ji in D] +o- Posledi¢no so za i > j — 1 vse mnoZice D}, (ter po podobnem razmisleku tudi

DI*?) prazne.
Dalje, za poljuben a; € Dj velja d(ay,v) = j — 1, sicer bi veljalo [W,qa,| > |B\ {b;_;} U
{u,a}| = n/2. Ker pa bi bil b, bodisi v W,,, bodisi v ,W,,, bi s tem prisli v protislovje s

Stevilom vseh vozlis¢. Enako dobimo, da je d(by,v) = j — 1 za poljuben b; € D3.

Ce obstaja povezava {a’_,,a; 1} zanek a;_; € Dﬁ:%, potem je [Wo: 4, 1| = [B\ {0} U

ar_ lWa} | > |{b}|, pridemo do protislovja s Stevilom vozlis¢

J=1

{aj_1, v} = n/2. Ker pa je
grafa. Zato a;_, nima sosedov iz DIl i+1 in podobno b7_; nima sosedov iz Djﬂ

Sedaj si poglejmo povezavo {a, a }, kjer je ay € D3. Velja [Woa, | > [B\{b}_,}U{a, u}| =
n/2. Torej a nima drugih sosedov v D2, saj bi le-ti spadali bodisi v W,,, bodisi v ,WV,,, kar
bi privedlo do protislovja. S podobnimi sklepi pokaZzemo, da je tudi b stopnje 2, kar smo Zeleli

dokazati. O

IzkaZe se, da obstaja karakterizacija (povezanih) DB-grafov z uporabo vsot razdalj med

vozlis¢i v grafu.

Izrek 38 ([4]). Graf G je razdaljno uravnoteZen natanko tedaj, ko velja M (G) = V(G), tj. ko

vsa vozlis¢a leZijo v mediani grafa.
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Balakrishnan in soavtorji [4] so s tem pokazali, da so DB-grafi ravno sebi-medianski grafi,
Ceprav to sledi Ze iz naslednje trditve, ki so jo Ze leta 1976 v €lanku [33] objavili Entringer in

soavtorji.

Trditev 39 ([33]). Naj bosta u in v sosednji vozlis¢i v grafu G. Potem velja dg(u) — dg(v) =
’Wvu‘ - |Wuv|

Ker je graf povezan, iz razdaljne uravnoteZenosti avtomatsko sledi enakost razdalj za vsa
vozli§c¢a ter obratno. V Zelji po podobni karakterizaciji DDR-grafov so Balakrishnan in soav-

torji [4] postavili naslednjo domnevo.

Domneva 2 ([4]). Graf G je krepko razdaljno uravnoteZen, tj. DDR-graf, ¢e in samo Ce velja

Z d(u,x) = Z d(v, )

€Wy 2EWyy

za vse pare sosednjih vozlis¢ v inv v G.

Ce je G DDR-graf, zgornji pogoj seveda velja, saj je |D!™'(u,v)| = |Di_,(u,v)| za vsak
i in vsako povezavo {u,v} € E(G). Ceprav si je mogote zamisliti mozne velikosti mnoZic
D!~ (u,v)in Di_,(u,v), da obrat trditve v zgornji domnevi ne bi veljal, pa trenutno ne obstaja

noben protiprimer.

Ker so vsi DDR-grafi tudi DB-grafi, je pricakovati, da je precejSen del DB-grafov regularen.
Kot smo videli, obstajajo tudi neregularni DB-grafi, kot je primer grafa Sabidussija na sliki
4.8 levo. Kot bo razvidno iz naslednje trditve, nam ta graf porodi celo druZino neregularnih

razdaljno uravnotezenih oziroma sebi-medianskih grafov.

Trditev 40. Za vsak p > 3 obstaja neregularen razdaljno uravnoteZen graf s premerom p. Med

drugim obstaja neskoncna druZina neregularnih DB-grafov, ki izhajajo iz grafa Sabidussija.

Dokaz. Omenjeno trditev je brez dokaza navedel Ze Sabidussi [104]. Lo¢imo dva primera, lihe
in sode premere. Ko je p = 3, je reSitev kar graf Sabidussija, ki smo ga Ze omenili (slika 4.8
levo). Iz njega lahko konstruiramo druZino neregularnih DB-grafov za vse moZne lihe premere.
Najprej graf, ki ga omenja Sabidussi, nariSemo kot je na sliki 4.13 levo. Nato mu dodamo Sest
novih vozlis¢ w;, 1 = 1,2, ..., 6, in jih povezemo tako, kot je prikazano na sliki 4.13 desno. S

tem dobimo graf premera 5.

Opisani postopek lahko ponavljamo in tako generiramo grafe za vse lihe premere. Naj bo

Sab,, graf, ki ga dobimo po k — 1 ponovitvah omenjenega postopka dodajanja vozlis¢. Zacetni
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W1 Wy

Slika 4.13: (levo) Neregularen DB-graf premera 3. (desno) Neregularen DB-graf premera 5, ki

ga dobimo iz grafa na levi z dodatkom Sestih vozlis¢ w;, 7 = 1,2,...,6.

graf je Sab; s slike 4.13 levo. Za Saby, lahko hitro ugotovimo, da ima 3(2k + 1) vozlis¢ ter
5(2k + 1) povezav. Zaradi simetri¢nosti imamo le dve vrsti vozli$¢ z razli¢nima zaporedjema
razdaljnih stopenj. Naj bodo u; € V(Saby) vozlis€a stopnje 3, v, € V(Saby) pa vozlisca
stopnje 4. Velja

DDS(Sabg,u) = (1,3,4,2,...,4,2,4,1),
N———

) J Y

(k—1)-krat

DDS(Sabk,Uk) = (1,4,2, ce ,4, 2,2)
————

k-krat

Razdalje vozlis¢ so tako

dsap, (up) =3 +42+4+ ... +2k) +2B3+5+...+(2k—-1))+2k+1
=3+4k(k+1)+2(k(2k+1) —k(k+1)—-1)+2k+1
= 6k* + 6k + 2,

dsan, (k) =4(1+3+...+ 2k —1))+2(2+4+...+2k) + 22k + 1)
=4(k(2k+1) —k(k+1))+2k(k+1)+2(2k+ 1)
= 6k + 6k + 2.

Sledi, da je Saby neregularen razdaljno uravnoteZen graf premera 2k + 1. S tem smo dokazali
trditev za vse lihe premere. Pri sodih pa si pomagamo z lemo 2 iz ¢lanka [86]. Ta pravi, da je

kartezi¢ni produkt DB-grafa z grafom K, tudi DB-graf. Zaradi lastnosti razdalj v kartezicnem
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produktu [61, posledica 1.35] sledi, da je Sab, 0 Ky DB-graf s premerom 2k + 2. Ker vsebuje
tako vozlis¢a stopnje 4 kot stopnje 5, ni regularen, zato je s tem pokazana trditev Se za vse sode

premere vecje od 2. a

Opomba. V trditvi 40 bi lahko izhajali iz osnovnega grafa Sabidussija (slika 4.8 levo) in le s
pomocjo kartezi¢nih produktov s K5 za vse premere vecje od 3 generirali neregularne razdaljno
uravnoteZene grafe. Omenimo Se, da za premer 2 tak$ni grafi ne obstajajo, saj so vsi DB-grafi

premera 2 regularni.

Poleg neregularnih obstajajo tudi regularni DB-grafi, ki ne spadajo med DDR-grafe. Enega
smo Ze prikazali na sliki 4.8 desno, z njegovo pomocjo pa lahko generiramo neskon¢no druzino

grafov z omenjeno lastnostjo.

Trditev 41. Za vsak p > 4 obstaja regularen razdaljno uravnoteZen grat s premerom p, ki ni

DDR-graf. Med drugim obstaja neskonc¢na druZina regularnih DB-grafov, ki niso DDR-grafi.

Dokaz. Kot se lahko hitro prepricamo, je graf 4.8 desno, DB-graf premera 4, ki hkrati ni DDR-
graf. Oznacimo ga z RegD B,. Kot smo omenili pri dokazu trditve 40, lahko s pomocjo [56,
lema 2] z uporabo kartezi¢nega produkta RegD B, s K5 generiramo nov regularen DB-graf, ki
ima premer vecji za 1. Poleg tega zaradi izreka 30 ne spada med DDR-grafe. S ponavljanjem

postopka dobimo takSne grafe za vse omenjene premere.

Graf RegD B, (slika 4.14 levo) predstavlja tudi izhodiSCe za generiranje neskoncne druZine
regularnih DB-grafov, ki niso DDR-grafi. Za¢nemo tako, da mu dodamo 8 novih vozlis¢ w;,
1 = 1,2,...,8, in jih poveZemo, kot je prikazano na sliki 4.14 desno. S tem dobimo graf

premera 7.

Opisani postopek lahko ponavljamo. Naj bo RegD By, graf, ki ga dobimo po £ — 1 po-
novitvah omenjenega postopka dodajanja vozli§¢. Za RegD By, 1ahko hitro ugotovimo, da ima
4(2k+1) vozlis¢ ter 6(2k + 1) povezav. Zaradi simetri¢nosti imamo le dve vrsti vozlis¢, katerih
predstavnika sta v izhodiS¢nem grafu RegD B, (slika 4.14 levo) oznacena z v in v. Naj bodo
uy € V(RegDBy) ter v, € V(RegDBy). Velja

DDS(RegDBy,u) = (1,3,2,4,2,...,2,4,2),
k—k\rrat
DDS(RegDBy,vy) = (1,3,3,2,3,...,3,2,3).

TV
k-krat
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Slika 4.14: (levo) Regularen DB-graf premera 4, ki ni DDR-graf. (desno) Regularen DB-
graf premera 7, ki ni DDR-graf, in ga dobimo iz grafa na levi z dodatkom osmih vozli§¢ w;,
1=1,2,...,8.

Razdalje vozliS¢ so tako

dregpp, (ur) =3+2(2+5+...+ Bk —1))+4B+6+...+3k)+
+2(44+7+ ...+ (3k+1))
=3+2(3k* — 1) + 6k(k + 1) + 2(3k + 1) = 12k* + 12k + 3,
dregpB, (V) =3+32+5+...+Bk—1))+2(3+6+... +3k)+
+34+T7+...+Bk+1))
=3+303k* = 1) +3k(k+1)+ 33k +1) = 12k* + 12k + 3.

Sledi, da je RegD By, regularen razdaljno uravnotezen graf premera 3%k + 1, ki hkrati ni DDR-

graf. S tem smo dokazali obstoj neskonCne druZine iz trditve. O

Posledica 42. Najmanjsi premer, ki ga ima lahko regularen DB-graf, ki ne spada med DDR-
grafe, je enak 4.

Dokaz. Kot vemo iz trditve 34, so vsi DB-grafi s premerom 2 tudi DDR-grafi, saj so regularni.
Naj ima graf G premer 3. Obstaja torej vozlisCe v, ki ima DDS(v) = (1, vy, v, v3). Denimo,
da obstaja tudi vozlis¢e u z zaporedjem razdaljnih stopenj DDS(u) = (1, uq, ug, uz). Potem
zaradi regularnosti sledi u; = vy, iz pogoja dg(u) = dg(v) pa 2vy + 3vs = 2us + 3ug.
Ce uposStevamo Se, da je vy + v3 = ug + ug, sledi v3 = wug in posledicno v, = us. Torej

morajo imeti vsa vozli§¢a razen v ekscentricnost 2. Naj bo DDS(u) = (1, uy, us). Potem na
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enak nacin dobimo enacbi 2v, + 3v3 = 2us ter vy + v3 = us, od koder sledi v3 = 0, kar je
protislovje. Zato je premer regularnega DB-grafa, ki ni DDR-graf, vsaj 4, temu pa zadosca graf
RegD By na sliki 4.8 desno. O

Iz trditve 40, trditve 41 ter njene posledice lahko sklepamo, da graf Sabidussija ter graf
RegD By, ki sta prikazana na sliki 4.8, predstavljata najmanjsi neregularen ter regularen DB-

graf, ki hkrati ni DDR-graf, tako po Stevilu vozli$¢ kot po premeru.

4.4.1 Produkti razdaljno uravnotezenih grafov

V tem razdelku si poglejmo pogoje za ohranjanje razdaljne uravnotezenosti v grafovskih pro-
duktih. Za razliko od DDR-grafov razdaljno uravnotezenost ohranjata le kartezi¢ni in leksiko-
grafski produkt. Spomnimo, da skozi disertacijo vseskozi privzemamo, da so grafi povezani,

razen ¢e ne omenimo drugace.
Izrek 43. Imejmo grafa G in H. Potem je G 0 H DB-graf, ¢e in samo ¢e sta G in H DB-grafa.

Med razdaljami vozIlis¢ produkta in faktorjev velja zveza

daou((g,h)) = da(g)|V(H)| + du(R)[V(G)|.

Dokaz. Prvi del izreka je dokazan v [65]. Formulo, ki povezuje razdalje vozlis¢, izpeljemo iz
izreka 30. Naj bosta premera grafov GG in H enaka p; ter p.. S pomocjo razdaljnih stopenj

vozlis¢a (g, h) € V(G o H) lahko zapiSemo razdaljo vozlis¢a kot

p1+p2 j P1+p2 p1+p2
dGDH«g,h)):Z ZngHHh >N jdi(G,g)d;—i(H, h)
= =0 j=t
p1+p2 p1+p2 p1+p2

= Z (G, g) Z jdj—i(H,h) Zd (G.9) Z Jdj~i(H, h)
i=0 J=i

= Z di(G,9) Y (k+ i)dp(H, D)

- Z (G, g) (Z kdi(H, h) + i Z di(H, h))

_ Z di(G, ) (d(h) +i|V(H)|)

p1

= du(h) Y di(G,g) + |V (H)| D_idi(Gg)

=0

— A (WIV(C)| + de(g)|V (H)].
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Ko sta oba faktorja ter njun kartezi¢ni produkt DB-grafi, so seveda razdalje za vsa vozlisca

enake. O

Lema 2 iz Clanka [86], ki pravi, da je kartezi¢ni produkt DB-grafa GG z vozlis¢i z razdaljo s
ter grafa K tudi DB-graf, v katerem imajo vozli§¢a razdaljo 2s + |V (G)
izreka 43.

, je tako le posledica

Izrek 44. Naj bo G netrivialen graf, H pa graf, ki ni nujno povezan. Potem je G o H DB-graf,
¢e in samo Ce je G DB-graf, H pa regularen graf. Med razdaljami vozliS¢ produkta in faktorjev

velja zveza
dgor((9,h)) = (da(g) + 2)|V(H)| — di(H, h) — 2.

Dokaz. Prvi del izreka je dokazan v [65], vendar le v primeru, ko sta oba faktorja povezana.
Formulo, ki povezuje razdalje vozlis¢, bomo izpeljali iz izreka 32 in z njeno pomocjo pokazali,
da H ni nujno povezan. Naj bo premer grafa G enak p;. S pomocjo razdaljnih stopenj vozlisca

(g9,h) € V(G o H) lahko zapiSemo razdaljo vozlis¢a kot
dGOH((ga h)) = d1<Gag)’V(H)| + dl(Hv h) + Q(dQ(Gag)H/(‘H)‘ + |V(H>| - dl(H7 h) - 1)

+ 2 idi(GL gV (H)|

=dg(9)|V(H)| + 2|V (H)| — di(H,h) — 2
= (da(g) + 2)|V(H)| — di(H, h) — 2.

Ce je G DB-graf in H regularen, iz zgornje formule avtomatsko sledi, da je tudi G'o H DB-graf.
Poglejmo $e obraten pogoj. Naj bo torej G o H DB-graf. Potem za g1, g» € V(G) velja

daor((91,h)) = deon((g2, 1))
(da(gr) +2)|V(H)| — di(H, h) =2 = (da(g2) + 2)|[V(H)| — di(H, h) — 2
da(g1) = dc(g2)-

Torej je G DB-graf. Na enak nacin dobimo iz dgor ((g, h1)) = daon((g, ha)) pogoj di(H, hy) =
di(H, hs), zato je H regularen graf. O

Ostali produkti, kot omenjeno, ne ohranjajo razdaljne uravnotezenosti. Protiprimera za
krepki produkt ter direktni produkt dveh dvodelnih grafov sta dana v [65], protiprimer za di-
rektni produkt, kjer eden od faktorjev ni dvodelen, pa je GP(7,2) x K5. Polovica vozlis¢ tega
produkta ima namre¢ razdaljo 78, druga polovica pa 82. Spomnimo, da je G P(7,2) DDR-graf

[71], torej je razdaljno uravnotezen.
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4.4.2 Razpoznavanje razdaljno uravnotezenih grafov

Zen, izhajamo iz prvotne definicije, je potrebno za vsako povezavo ugotoviti Stevilo vozlis¢, ki
so bliZje prvemu oziroma drugemu krajiscu povezave. NajlaZje to razberemo iz matrike razdalj,
za konstrukcijo katere potrebujemo O(mn) asa. Nato za vsako povezavo {u, v} ugotovimo,
Ce za izbrano vozlisée w velja d(u, w) < d(v,w) ali d(v,w) < d(u,w) ter ustrezno pove¢amo

ali |W,,| ali |W,,|, za kar skupaj zopet porabimo O(mn) Casa.

Ugotovitev, da so DB-grafi natanko sebi-medianski grafi, reda Casovne zahtevnosti ugo-
tavljanja razdaljne uravnoteZenosti ne zmanjS$a. Vendar je potrebno za vsako vozlisCe sesSteti
le razdalje do vseh sosedov, ki jih najdemo s pregledom grafa v §irino. Casovna zahtevnost

razpoznavanja DB-grafov s tem postopkom je prav tako O(mn) [4, posledica 3.3].

Kot je razvidno s slike 4.6, skoraj vsi grafi z razlicnimi stopnjami simetrije spadajo med
DDR-grafe ter posledi¢no tudi med DB-grafe. Izjema so povezavno tranzitivni grafi, a ravno
zaradi te lastnosti obstaja lazji nacin ugotavljanja njihove razdaljne uravnotezenosti. S pomocjo
trditve 45 jo lahko ugotovimo le s pregledom ene povezave oziroma — zaradi trditve 39 —razdalj

dveh vozlis¢, kar nam da ¢asovno zahtevnost O(m).

Trditev 45 ([60]). Naj bo G povezavno tranzitiven graf. Potem je za vsako povezavo {u,v} €

E(G) absolutna vrednost razlike |W,,| — |W,,| konstantna.

V Clanku, kjer so Jerebic in soavtorji definirali razdaljno uravnoteZenost [65], so med dru-

gim izpostavili naslednje vpraSanje:

Vprasanje: Koliksno je najmanjse Stevilo povezav, ki jih je potrebno dodati grafu, da ta po-

stane razdaljno uravnoteZen?

Odlocitveni obliki tega vprasanja bomo rekli problem razdaljne uravnoteZenosti (PRU).

Ker so polni grafi razdaljno uravnotezeni, na zgornje vprasanje vedno obstaja odgovor.
Vendar se izkaZe, da ga je v splosnem tezko najti. Se ve¢, dokazali smo, da je omenjeni
problem N P-poln ter da je polinomski za grafe premera 2. Poleg tega smo na preprostih
primerih grafov uporabili nekaj hevristik za dopolnjevanje do DB-grafa ter primerjali njihovo

ucinkovitost.

NP-polnost problema PRU smo dokazali tako, da smo nanj prevedli znan NP-poln prob-

lem dominantne mnoZice [38], zato najprej definirajmo slednjega.
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Definicija. Imejmo graf G ter naravno Stevilo k. Problem dominantne mnoZice sprasuje po
obstoju podmnoZice vozlis¢ U C V(G) velikosti manj ali enako k, tako da za vsako vozli§ce

v € V(G) \ U obstaja vozlis€e u € U, ki je njegov sosed v G, tj. {u,v} € E(G).

Izrek 46. Odlocitvena oblika problema iskanja najmanjsega Stevila povezav, ki jih je potrebno

dodati grafu, da ta postane razdaljno uravnoteZen, je N'P-poln problem.

Dokaz. Da se lahko lotimo dokazovanja N P-polnosti, moramo najprej problem formulirati
v odlocitveni obliki. Definirajmo spremenljivko k, ki bo predstavljala Stevilo dodanih pove-
zav. Problem razdaljne uravnoteZenosti sprasuje, ¢e lahko iz danega grafa pridobimo DB-graf
z dodatkom najve¢ k povezav. PRU spada v razred NP, saj lahko za uganjeno reSitev v Casu
O(mn) [4, posledica 3.3] ugotovimo, ali je graf z dodanimi uganjenimi povezavami razdaljno
uravnoteZzen. N P-polnost PRU dokaZzemo s (Karpovo) polinomsko prevedbo problema do-
minantne mnoZice nanj. Problem dominantne mnoZice spada med N P-polne probleme [38],
vendar smo mi za prevedbo uporabili problem dominantne mnoZice v kubi¢nih grafih, ki pa je
prav tako A/P-poln [70, izrek 10].

z

Tz

G Gy
prirejanje prirejanje
+ dodatne + dodatni
povezave T povezavi
+
G
Spoj SpO]

G G

Slika 4.15: Podatki za reSevanje problema razdaljne uravnotezenosti, ki jih dobimo iz podatkov

problema dominantne mnoZice v kubi¢nih grafih.

Najprej s pomocjo podatkov za problem dominantne mnoZice, tj. kubi¢nega grafa GG in
Stevila k, zgradimo podatke za PRU. Graf H, prikazan na sliki 4.15, ima mnoZico vozlis¢
sestavljeno iz vozlis¢ grafov G, G’, Gy, Go, G5 ter vozlis€a z. Denimo, da ima graf G Ste-

vilo vozli§¢ enako n. Graf G’ naj bo kopija grafa G, graf G cikel na 2n vozlis¢ih, G,
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krozni graf Cig, 4 21(1,2), G35 pa 2k — 1 regularen graf, ki ga zgradimo kot kroZni graf
Clign2(1,2,...,k—1,n— 1). Red grafa H je tako enak 8n — 2k + 3.

Omenjene grafe povezemo med seboj na naslednji nacin. Vsakega od grafov GG in G’ spo-
jimo z grafom ;. Podobno naredimo spoj grafov G5 in G5 ter poveZemo vozlis¢e z z vsemi
vozlis¢i grafa GG,. Grafa Gy in G5 poveZemo tako, da najprej naredimo najvecje prirejanje med
njihovimi vozli§ci, tj. za u; € V(G) ter v; € V(G3), kjer je i med 1 in 2n — 2, dodamo po-
ter prvega povezemo z uy, 1 € V(G1), drugega pa z ug, € V(Gy). S tem ohranimo pri vseh

vozlis¢ih grafa G3 enako stopnjo, poleg tega pa je enaka tudi stopnja vseh vozlis¢ v grafu G;.

Vozlis¢a grafov (G in G5 poveZemo na enak nacin kot smo to storili v primeru grafov G4
in G3, tj. s pomo&jo maksimalnega prirejanja. Nadaljnji korak pa je odvisen od Stevila k. Ce
je 2k — 1 > 3, torej Ce je k > 2, ima graf GGy vsaj toliko vozlis¢ kot graf GG5. V tem primeru
dodatno omejimo tudi velikost Stevila &, saj Zelimo, da je red grafa (G5 vsaj n. Torej mora
veljati n < 2n + 4 — 2k, iz Cesar sledi £ < n/2 4 2. Sedaj vzamemo popolno prirejanje v

grafu G, ki ga dobimo kar z izborom vsake druge povezave v zunanjem ciklu grafa, saj je

.....

evive

je Stevilo teh vozliS¢ najve¢ n. Izberimo dve izmed njih, u; in us, ter dodajmo v H povezavi
{uy,v1} ter {ug, v2}. Nato v G5 odstranimo povezavo {vy, vs}. Ker Gy vsebuje vsaj n vozlise,
G5. Posledicno ohranimo vse stopnje vozliS¢ v G enake, v G; pa z dodajanjem povezav

povzro¢imo, da stopnje vseh vozliS¢ postanejo enake.

Ce je k = 1, vsebuje G5 2n + 2 vozlis¢, GG; pa le 2n. Ko naredimo med njima maksimalno
remo sosednji vozlis¢i u; in ug iz G, v H dodamo povezavi {uy, vq } in {ug, ve } ter odstranimo

povezavo {u;, us }. Tako pridemo do istega sklepa kot v prej$njem odstavku.

S tem smo zgradili graf H z 8n — 2k + 3 vozlis&i ter 12n? — 6nk 4 18n + 2k — 8 povezavami
(oziroma 12n? — 12n + 5, ko je k = 1), ki je premera 3. Zaradi opisanega nacina izgradnje
podgrafov, ki tvorijo H, lahko le-tega zgradimo v polinomskem ¢asu glede na dani graf G ter

Stevilo k. Sedaj dokazimo naslednjo trditev, ki je zadnji korak v dokazu N P-polnosti.

TRDITEV: Graf H postane razdaljno uravnotezen z dodatkom najve¢ n + k povezav, e in

samo ¢e ima kubicen graf ¢ dominantno mnoZico velikosti najvec k.

Za zaCetek poudarimo, da s tem, ko smo pri gradnji grafa H privzeli k£ < n/2 + 2, nismo



4.4 Razdaljno uravnotezeni grafi 65

vplivali na teZavnost problema dominantne mnoZice, saj po Reedovem izreku [99] za grafe z

minimalno stopnjo 3 velja k < 3n/8.

Ce ima G dominantno mnoZico U velikosti k, potem dodajmo za vsak u € U ter v’ € U’ (iz
kopije G”) povezavo {u, z} oziroma {u’, z}. Grafu H se tako premer zmanj$a s 3 na 2. Naj bo
z; € V(G;) zai = 1,2,3. Potem velja deg(z) = deg(x;) = deg(xy) = deg(xs) = 2n + 4. Ce
je € U (oziroma U’), ima prav tako stopnjo enako 2n + 4. Ce paje z € V(G) \ U (oziroma
V(G")\ U’), pa velja deg(z) = 2n + 3. Slednjih vozlis¢ je 2(n — k), zato jih lahko poveZemo
s pomocjo prirejanja in pri tem uporabimo n — k povezav. Ker imajo sedaj vsa vozlis¢a enako
stopnjo, je H regularen graf premera 2 in po trditvi 34 razdaljno uravnoteZen. Skupaj smo torej

dodali 2k + (n — k) = n + k povezav.

Dokazimo Se obrat trditve. Poglejmo si stopnje in razdalje vozliS¢ v H. Naj bo = €
V(G),z € V(G') ter x; € V(G;) zai = 1,2, 3. Potem velja

deg(z1) = deg(z2) = deg(xs) = 2n + 4,
deg(z) = deg(z’) = 2n + 3,
deg(z) =2n —2k+4

ter

dH([E1> = dH([L'g) = dH([Eg) = 14n — 4/{7,
dy(z) = dg(2') = 14n — 4k + 2,
dy(z) = 16n — 2k.

Ce bi dodali povezavo {z;, v} za poljubno vozlise v, ki ni sosed ;, bi se dy (2;) zmanjsal za 1,
saj je d(x;,v) = 2. Za dosego razdaljne uravnoteZenosti bi zato morali zmanjsati razdaljo vsem
preostalim vozlis¢em iz G; UG2 UG5 ter tako dodati vsaj (2n+2n—2+42n—2k+2)/2 = 3n—k

povezav, kar pa je ve¢ od n + k.

Dodamo lahko torej le povezave vozlisca z z grafoma GG in G’ ter povezave v oziroma med
omenjenima grafoma. Ker pri tem razdalje vozlis¢ v grafih GG; ostanejo enake, je potrebno
razdaljo dy(z) zmanjSati za 2n + 2k, razdaljo dy(z) oziroma dy(2') pa za 2. Ce vozlise »
povezemo z ¢ vozlis¢i iz V(G) U V(G’), lahko dy(z) zmanjSamo za najvec 2¢ + (2n — /¢),
kadar so vsa vozli§¢a na razdalji najve¢ 2 od z. Torej mora biti ¢ > 2k. Ce je £ > 2k, potem

obstaja po dodanih n + k = 2k + (n — k) povezavah v G ali G’ vozli§¢e x, ki ohrani svojo
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stopnjo. Ker x ni sosed z, se mu razdalja dy(z) zmanjSa za najve¢ 1, kar pa je premalo za
dosego uravnotezenosti grafa H. Dodati je torej potrebno natanko 2k povezav iz z do vozlis¢
grafov G in G’. Krajis¢em teh povezav iz V(G) U V(G’), ki naj spadajo v mnozico U, se
razdalja zmanjsa ravno za 2. Ostalih 2n — 2k vozlis¢ iz X := (V(G) U V(G")) \ U pa moramo
povezati med seboj z najve¢ n — k povezavami. Najbo z € X. Ce z nima soseda iz U, ga
moramo povezati z dvema vozliS¢ema iz X, vendar zaradi omejitve Stevila dodanih povezav
vsaj eno vozlisce iz X ohrani stopnjo, kar pomeni, da se mu razdalja ne zmanjSa. Zato mora
imeti vsak z € X soseda iz U, kar njegovo razdaljo Ze zmanjSa za 1. Dodatno zmanjSanje za 1

pa omogoci n — k dodanih povezav med pari vozlis¢ iz X.

Ce je H razdaljno uravnoteZen, ima tako G dominantno mnoZico, ki jo sestavljajo vozliica
iz V(G) N U, medtem ko ima G’ dominantno mnoZico iz vozlis¢ V (G’) N U. Velikost vsaj ene
od obeh mnozic je manjsa ali enaka k, ker pa je G’ kopija grafa (G, obstaja v G dominantna

mnoZica velikosti kve¢jemu k. O

Posledica 47. Odlocitvena oblika problema iskanja najmanjsega Stevila povezav, ki jih je po-
trebno dodati grafu, da ta postane krepko razdaljno uravnoteZen (PKRU), tj. DDR-graf, je
NP-poln problem.

Dokaz. Sledimo dokazu N P-polnosti problema razdaljne uravnoteZenosti iz izreka 46. Prob-
lem PKRU je ocitno v razredu NP, saj enakost zaporedij razdaljnih stopenj lahko preverimo
v Casu O(mn). Dalje, iz trditev 17 in 34 sledi, da je graf s premerom 2 razdaljno uravnoteZen
natanko tedaj, ko je DDR-graf. Zato lahko zaradi obstoja dominantne mnoZice velikosti £ v
grafu G (slika 4.15) iz H konstruiramo DDR-graf z dodatkom n + k povezav. V obratu trditve

pa namesto razdalj gledamo razdaljne stopnje, ki so
DDS(H,x,) = DDS(H,z3) = DDS(H,x3) = (1,2n 4+ 4,6n — 2k — 2),
DDS(H,z) = DDS(H,z") = (1,2n + 3,6n — 2k — 2,1),
DDS(H,z) = (1,2n — 2k +4,4n — 2,2n).

Z n + k povezavami lahko A dopolnimo do DDR-grafa le, e vsa zaporedja razdaljnih stopenj
postanejo enaka (1, 2n+4, 6n—2k—2). Zato moramo vozlis¢e z povezati z 2k vozli§¢iiz GUG',
ostala vozlis¢a iz G U G’ pa moramo povezati med seboj po parih (z n — k povezavami), biti pa
morajo tudi na razdalji 2 od z. To pa pomeni, da v GG obstaja dominantna mnoZica. Razmislek,

da je velika kvecjemu £, je enak kot v dokazu izreka 46. a

Izrek 48. Problem iskanja najmanjSega Stevila povezav, ki jih je potrebno dodati grafu s pre-

merom 2, da ta postane (krepko) razdaljno uravnoteZen, ima polinomsko ¢asovno zahtevnost.
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Dokaz. Namesto dodajanja povezav bomo trditev prevedli v problem odvzemanja povezav. Naj
bo G graf s premerom 2. Ce vzamemo njegov komplement G, je osnovni problem enakovreden
problemu odvzemanja ¢im manjsega Stevila povezav grafu G, da dobimo regularen graf (trditev
34). Po izreku [21, izrek 3.6], ki sledi iz Tuttejevega problema iskanja k-faktorja [116], pa
obstaja polinomski algoritem za ugotavljanje obstoja k-regularnega induciranega podgrafa. S
tem pa ugotovimo ali lahko graf G dopolnimo do (|V(G)| — 1 — k)-regularnega in tako do

(krepko) razdaljno uravnoteZenega. a

Trditev 49. Problem ugotavljanja, ali lahko graf z najve¢ k dodanimi povezavami dopolnimo

do (krepko) razdaljno uravnoteZenega, ima za fiksen k polinomsko ¢asovno zahtevnost.

Dokaz. Grafu lahko dodamo povezavo na najve¢ n(n — 1)/2 na¢inov. Ce pa dodajamo k po-
vezayv, lahko to storimo na najvec (”(”21)/ 2) = O(n?!) natinov. Preverjanje (krepke) razdaljne
uravnotezenosti nam po [4, posledica 3.3] vzame O(mn) Casa, zato je skupna ¢asovna zahtev-

nost enaka O(mn?**1). Torej je za fiksen k polinomska. O

Ker je problem razdaljne uravnoteZenosti NP-poln, imajo trenutno obstoje¢i algoritmi, ki
ga resijo, eksponentno ¢asovno zahtevnost, kar je posledica pregleda vseh moZnosti za dodaja-
nje povezav. Naj bo GG graf reda n z m povezavami. Ker je za dodajanje i povezav (”("*13/ 2*m)
moznosti, je v skupnem 2"("~1/2=" moznosti, kar da asovno zahtevnost O (mmn -27(—1)/2=m),
Zato lahko resitev, ki ni nujno optimalna, hitreje pridobimo le s pomocjo hevristik. Tiste, ki
smo jih uporabili, temeljijo na logi¢nih predpostavkah in ve¢inoma uporabljajo poZreSno me-

todo. Poglejmo si jih.

a) Ker je cilj izenaciti vse razdalje, je ideja vzeti nesosednja vozlis¢a z maksimalnimi raz-
daljami in jih povezati med seboj. V najbolj preprosti razliici smo izbrali kar prvi dve
vozliS¢i po vrsti z najvecjo razdaljo (algoritem MAX-MAX), nato pa vzeli tudi vse pare
takSnih vozli$¢ in postopek ugotavljanja vodili vzporedno (algoritem MAX-VSE). Al-
goritem MAX-MAX je dokaj hiter, saj se izvede najve¢ O(n?) dodajanj, kar pomeni, da
je skupna ¢asovna zahtevnost O(n3m). Drugi algoritem pa ima zahtevnost odvisno od

Stevila parov z maksimalno razdaljo, katerih Stevilo naras¢a, ko se blizamo reSitvi.

b) Z uporabo pozresne metode smo minimizirali razliko med maksimalno in minimalno
razdaljo (algoritem MAX-MIN), minimizirali varianco zaporedja razdalj grafa (algoritem
VAR) ter dodajali povezave, ki najmanj zmanjSajo minimalno razdaljo vozli$¢ v grafu
(algoritem MIN-MAX). Ideja tu je bila ¢im bolj priblizati razdalje vozli$¢. Ti algoritmi v

najbolj osnovni obliki, tj. ko izmed enako dobrih moznosti izberemo kar prvo po vrsti,
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potrebujejo O(n?) Casa za izbor povezave za dodajanje, zato je skupna ¢asovna zahtev-

nost O(n°m).

Seveda to niso vse mozZne hevristike, vendar predstavljajo osnovne pristope, ki so nam
pomagali prikazati zahtevnost problema PRU. Najprej opozorimo, da reSitev ni nujno enoli¢na,
torej lahko z enako dodanimi povezavami dobimo neizomorfne razdaljno uravnoteZene grafe,
kot je razvidno s slike 4.16. Prav tako ni nujno, da iz danega grafa z manj dodanimi povezavami
dobimo DB-graf, v katerem imajo vozli§ca vecjo razdaljo kot v DB-grafu, ki ga dobimo z
dodatkom vec povezav; glej sliko 4.17. To nam preprecuje, da bi imeli minimalno razdaljo

vozlis¢a v grafu za spodnjo mejo pri reSevanju problema.

Slika 4.16: Graf Cy z dodano povezavo, ki je prikazana na sliki zgoraj, lahko z dvema poveza-

vama na dva nacina dopolnimo do DB-grafa.

Slika 4.17: Na 14 vozli§c¢ih lahko konstruiramo kubi¢en DB-graf z razdaljami vozliS¢ enakimi

27 (levo) ali pa 4-regularen DB-graf, kjer imajo razdalje vozliS¢ vrednost 28 (desno).

Poglejmo si, kakSne rezultate so vrnile uporabljene hevristike na izbrani druzini grafov.
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redgrafa [ 5|6 | 7| 8| 910 |11 |12 |13 |14 |15
MAX-MAX (4 |2 |13 ] 3| 819 21| 9|64 |34 |29
MAX-VSE | 4 | 2 8| 9| 9| 5]10|13 |14
MAX-MIN | 4 | 8 191263410 5|64 |76 | 14
VAR | 4|5 11| 8344329 |64 |41 |89
MIN-MAX |4 | 8 |13 |19 26|34 43|53 |64 |76 |89
OPT. |[4[2| 6| 3| 5| 9|, 9| 5|10 7| 9

Tabela 4.3: Seznam, ki prikazuje Stevilo povezav, ki jih je potrebno dodati ciklu C), z dodano

povezavo {vq, v3}, da postane DB-graf, v odvisnosti od izbranega algoritma.

Izbrali smo si druZino ciklov (), z dodano povezavo med vozli§¢ema v; in v, ki jih bomo
oznalili s C;7. Vzrok za izbiro je v razdaljni uravnoteZenosti ciklov ter v njihovi preprosti
zgradbi. Zanimalo nas je, koliko povezav je potrebno, da ponovno vzpostavimo razdaljno

uravnoteZenost, ki jo izgubimo z dodatkom povezave {vy, v3}.

Iz tabele 4.3 je razvidno, da se algoritem MAX-MAX odreZe najbolje od vseh in vrne v vecini
primerov celo optimalne reSitve. Izjema so C;F zan = 9,14, 15. Spomnimo, da resitvi redov
9 in 15 spadata med tako imenovane grafe Sabidussija; glej sliko 4.8. Seznam je narejen le do
grafa reda 15, saj postaja iskanje reSitve z algoritmom MAX-MAX, Se bolj pa iskanje optimalne
reSitve, Casovno prezahtevno (pregledati moramo vec kot 100 milijonov moZnosti). Pri iskanju
optimalne resitve smo si pri grafih vi§jega reda pomagali s pregledom vseh 2-povezanih grafov
ozine 3 in stopnje vecje od 2 (glej trditev 37), generiranih s programom nauty [$1]. Omenjena
pogoja sta nujna za razdaljno uravnoteZenost grafov, ki jih dobimo iz C;', prav tako pa je
potreben obstoj Hamiltonovega cikla. Slednjega nam ni bilo potrebno velikokrat preverjati, saj
je bilo med generiranimi grafi le malo DB-grafov.

Slika 4.18 kaze optimalne DB-grafe, ki jih dobimo iz grafov C;. Kot je razvidno, med
njimi ne obstajajo simetrije, ki bi omogo¢ale napovedovanje resitev za grafe vi§jega reda. Ze
na razmeroma preprostih primerih tako dobimo obcutek o teZavnosti problema dopolnitve do

razdaljne regularnosti, kar nas je motiviralo k dokazu N/P-polnosti problema PRU.

4.4.3 Primeri razdaljno uravnoteZenih grafov

Kot smo Ze omenili, so najbolj preprost zgled DB-grafov cikli in polni grafi, a mednje spadajo

tudi krozni grafi, vozli§¢no tranzitivni grafi ter tudi nekateri posploSeni Petersenovi grafi, ki
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Slika 4.18: Primeri minimalne dopolnitve grafov C;F do DB-grafov zan = 5,6,...,15. Pod

vsakim grafom je podan seznam, ki vsebuje red grafa ter razdaljo vozliS¢ v njem.
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hkrati niso vozliS¢no tranzitivni. Kutnar in soavtorji [71] so si zato pogledali razdaljno urav-
notezenost v semisimetri¢nih grafih, ki so po simetriji blizu vozlis¢no tranzitivnim. Dokazali
so obstoj neskoncne druzZine semisimetricnih grafov — posploSenih Folkmanovih grafov [71,
trditev 4.2], ki niso razdaljno uravnoteZeni, s pomocjo lastnosti izbrisanega leksikografskega
produkta [71, izrek 3.1] pa tudi obstoj neskon¢ne druZine (krepko) razdaljno uravnoteZenih
grafov. Izkazalo se je, da so vsi najdeni semisimetricni DB-grafi tudi DDR-grafi, zato je bilo v

[71] podano naslednje vpraSanje.

VpraSanje: Ali je res, da je razdaljno uravnoteZen semisimetricen graf tudi krepko razdaljno

uravnoteZen, tj. DDR-graf?

Odgovor na to vpraSanje je negativen. V zbirki povezavno tranzitivnih grafov stopnje Stiri [ 123]
namreC obstaja semisimetri¢en graf reda 150, premera 8, oZine 4 ter s 300 povezavami, ki nosi
oznako C4[150,9] in ima zaporedje razdaljnih stopenj enako {(1, 4, 10, 20, 30,40, 34,11)™,
(1,4,10, 20, 32,40, 30, 11, 2)™}, zato ne spada med DDR-grafe. Hkrati pa ima vsako njegovo
vozli§Ce razdaljo 685, torej je razdaljno uravnoteZen.

V Clanku [71] so preucevali tudi razdaljno uravnotezenost posplosenih Petersenovih gra-
fov. Trdili so, da do reda 120 obstajajo le trije (GP(24,4), GP(35,8) in GP(35,13)), ki so
razdaljno uravnoteZeni, a ne spadajo med DDR-grafe. IzkaZe se, da to ne drZi, saj imajo to
lastnost tudi G'P(40,12), G P (44, 16), GP(48,6), GP(54,10) ter GP(60,18). Se ve¢, obstaja

neskon¢na druzina takSnih grafov.

Izrek 50. DruZina posploSenih Petersenovih grafov GP((2k — 1)(k + 1), 2k), kjer je k > 4,

spada med razdaljno uravnoteZene grafte, ki hkrati niso DDR-grafi.

V dokazu izreka 50 potrebujemo nekaj pomoznih trditev, ki veljajo za posplosene Peterse-
nove grafe GP((2k — 1)(k + 1), 2k). Spomnimo, da je u, vozlis¢e na zunanjem ciklu, vy pa

vozliS¢e v notranjosti grafa.

Lema 51. Naj bo k > 4 naravno Stevilo ter uy € V(GP((2k — 1)(k + 1),2k)). Potem za
razdaljno particijo P(GP((2k — 1)(k + 1), 2k), {uo}) velja naslednje:

1. Vi = {us1,v0},
Vo = {tgo, Va1, Viok }s

2. Vi = {uas, va(ic1), Vaogi—1)k, Us2jkt (i—j—2)s Vrojkr(i—j—1) | 1 < J <4 —2}
za3d <1<k,

3. Virr = {Ua (g 1)s Ve, Ubojot (e j—1), Ve ((2j—kts) | 1 < J < kb —1},
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4. Viys = {us(2j—1)k15) V2j—k+j—1 | 2 < j < k =1},
5. Vigs = {u@j—ptj1, [2<j <k —1} ter
Vi=0zai>k+ 3.

Dokaz. Pravilnost 1. tocke je razvidna iz pregleda sosedov vozlis€a ug na razdalji ena in dva.
Tocko 2 bomo dokazali s pomocjo indukcije. Podobno kot v tocki 1 s pregledom sosedov
preverimo veljavnost za primera ¢ € {3, 4}, pri ¢emer upoStevamo, da je k¥ > 4. Privzemimo

sedaj, da formula iz to¢ke 2 drzi za¢ — 1 in ¢ (¢ < k), tj. da velja

Vit ={Ut(i—1), Vi (i—2)» Vs 2(i—2)k» U2kt (i—j—3)» U2kt (i—j—2) | L < J <4 — 3},
Vi ={uas, Va(i1), Viogi—1)k, Us2jkt (i—j—2)s Vajkr(i—j—1) | 1 < 7 < i — 2}
Mnozica V1 sestoji iz sosedov vozlis¢ V;, ki hkrati niso v V;_;. Ker so posploseni Petersenovi

grafi 3-regularni, dobimo teoreti¢no za vsako vozlisS¢e dva nova soseda, vendar so nekateri ze

elementi V;_; ali pa so podvojeni. Tako preostanejo le:

Vi— Vi
Ui =7 Ut (i41), Vi,
Vt(i—1) —7 Vx2k+(i—1),
V2(i—1)k — U+2(i—1)k; V+2ik;
Ustojht(i—j—2) — Ut2jkt(i—j—1) 221 < J <1 =2,
Vot (imj—1) —> Vojkt(i—j) 282 < J <i— 1.

VozliS¢i u-o(;—1), lahko dodamo k vozliScem utgj+(i—j—1), VOZIISCa Viop+(i—1) PAK Vigjr+(i—j)

in tako indeks j omejimo med 1 < 7 < ¢ — 1. Dobljena vozlis¢a lahko zapiSemo v obliki

{41, Vs Vaioies Ut 2ot (imjm1) > Vi 2gt(i—g) | 1 < J < i — 1},

kar pa je enako mnoZici iz tocke 2 za vozlisca, ki so od u( oddaljena za ¢ + 1.

Za dokaz 3. tocke uporabimo tocko 2, da pridobimo vozliSca grafa, ki so na razdalji £k — 1

in k£ od ug:

Viee1 ={Ut(b—1)» Vi (k—2) > V2(k—2) ks Uk 2t (h—j—3) Vk2jkt (h—j—2) | 1 < J < K — 3},

Vie ={ U, Vit (k1) Vst2(k—1)k» U2kt (h—j—2)» V2ikt(k—j—1) | 1 < J < kb — 2},

Ce pogledamo sosede vozliS¢ iz Vj,, dobimo po formuli iz tocke 2 mnozZico

{Us (1), Ve, Vipon2, Uojbt (b—jm1)s Va2jkr(b—g) | 1 < J <k — 1},
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vendar nekatera vozlis€a spadajo ze v Vj_; ali V. Najdemo jih tako, da gledamo njihove
indekse po modulu (2k — 1)(k + 1) = 2k* + k — 1. Tako dobimo, da je vior2 = vg(h_1) €
Vi. Poglejmo si Se vozliS¢a vi(gjr+k—j))- Naj bo indeks j := jii1 = k — Ji, Kjer je ji
indeks, po katerem teCemo po vozliSCih v+ (2jx 4 (k—j—1)) € Vi. Potem velja vi (o), kv (k—jpsr)) =
U 2k (k—jx—1)) € Vi 5] Je

2jkr1k + (k — jer1) + 25k + (B — g — 1) =

2(k — ji)k + (k — (b — jx)) + 2jkk + (k — g — 1) =

2k* +k — 1.
Ker je 1 < ji < k — 2, si moramo primer j.; = 1 pogledati posebej: vi(opt(k—1)) =
Vi(3k—1) = Ux(2k2—2k)- Y MNOZici Vi1 ostanejo vozlis¢a vi(ojn—(k—j)) = V+(2j—1)k+j)> Kar nam
da formulo iz tocke 3.

Potencialne kandidate za elemente mnoZice V., dobimo kot sosede elementov iz tocke 3,

tj.

{8 (k2 s Vb (o 1)5 Va3l > Uk 2t (k= 1) Uk 2t (kg » V(25— 1) hi—1)s Vi(2k2—1) | 2 < < kb — 1},
Ugotovimo, da sta 4 (x42) In v4(x+1) Z€ elementa Vy 1. Dalje, enako kot v prejSnjem koraku
s pomocjo definicije jyy2 = k — jr41 dobimo, da SO Ut (2jk(k—j)) (€T Ut(2p4(k—1))) €lementi
Vk+1~ \Y tej mnozici so tudi Ut (2k—(k—1)) = Ut(k+1)> V+3k = U:F(2k2—2k—1) ter U:I:(2k2—1) = VUxk.
Primerjajmo Se vozliS¢a v(oj_1)g4;—1 Z VozliS¢i v_((2j—1)k4j7—1) Za ' = k + 1 — j. Ker velja

2 —Dk+7—-1+2/ -Dk+j —-1=
2 —Dk+j—1+Q2Kk+1—j)—Dk+(k+1—7j)—1=
2k + k — 1,

so omenjena vozli§¢a enaka. Sledi veljavnost tocke 4.

Kandidati za elemente mnoZice Vi3 so

{us2j—nr+i—1), 12 <J < k=1 U{vgj1yegj2, |3 < J <k}
Kot zgoraj, lahko s primerjavo vozliS¢ w(aj—1)ktj—1 Z VOzli§Ci u_((2j—1)r+j7—1), Kjer je j' =
k + 1 — j, ugotovimo medsebojne enakosti. VozliS¢a v(2j_1)k+j—2 pa primerjajmo z vozlisci

Vo(@2j-1k+j) € Virr, Kjerje j = jryz =k + 1 — jrya:
(2Jk+3 — DK+ Jres — 2+ (21 — Db+ 1) =
2k +1—=jgrp1) =Dk +E+1 = joyr — 2+ (2pr — DE 4 i) =
2k* +k — 1.
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Torej so vsa Ze elementi V},,;. Ostanejo tako le vozliS¢a wj_1)r+j—1 za2 < j < k — 1, kar
trdi prvi del tocke 5. Iz njih dobimo kandidate za elemente Vj 4, tj. u(2j—1)k4j—2, za katere pa

lahko po pravkar opisanem postopku ugotovimo, da spadajo v Vi, 5. Preverimo lahko tudi, da

je
k+3
S Vil =202k = 1)(k + 1),
i=0
kar je ravno enako Stevilu vseh vozliS¢ grafa. O

Lema 52. Naj bo k > 4 naravno S$tevilo ter vy € V(GP((2k — 1)(k + 1),2k)). Potem za
razdaljno particijo P(GP((2k — 1)(k + 1), 2k), {vo}) velja naslednje:

1. Vi = {vior, uo},
Vo= {Ui4k; Uﬂ,uﬂk},

2. Vi = {uso(-1)k, Ut 2(i—2)kt 15 V2iks U2t (i—j1)> Vi2jkt(i—j—2) | 0 < j < i — 3}
za3 <i <Kk,

3. Vierr = {Ua@—1)k—1)s V2(ht 1> Ustor Uk (25— 1) k4)s U2kt (h—j—1) | 1 < J < b — 2},
4. Vipo = {Vsa(ks2)k Vi, U(2j—1)ktj— 1 V£((2j—Dktg) | 2 S J < kb — 1},
5. Virs = {v@j-1k+j-1, |3 < j <k — 2} ter

Vi=0zai>k+ 3.

Dokaz. Dokaz bo potekal na podoben nacin kot dokaz leme 51. Pravilnost 1. tocke je razvidna
iz pregleda sosedov vozlisS¢a vy na razdalji ena in dva. Tocko 2 bomo dokazali s pomocjo
indukcije. Podobno kot v to¢ki 1 s pregledom sosedov preverimo veljavnost za i € {3, 4}, pri
¢emer upoStevamo, da je £ > 4. Privzemimo sedaj, da formula iz to¢ke 2 drzi za ¢ — 1 in ¢
(¢ < k), tj. da velja

Vit ={Usai—2)k, Uta(i—3)kt 15 V£2(i—1)ks U2kt (i—j—2) > V2jkt(i—j—3) | 0 < J <0 — 4},

Vi ={Uaa(i—1)ks Us2(i—2)kt1, V2ik U2kt (i—j—1)5 V2jkt(i—j—2) | 0 < J < i — 3}
Mnozica V;, sestoji iz sosedov vozlis¢ V;, ki hkrati niso v V;_;. Po pregledu vseh moznosti
dobimo:

Vi— Vin
U42(i—1)k — Ux2(i—1)k+1s
U2(i—2)k+£1 —7 U2(i—2)k£2;
V42ik —7 Ut2ik, V£2(i+1)k;
Uikt (i—j—1) —> Uikt (i—j), V(i-1) 280 < J <0 — 3,

Viojpt(i—j—2) — Vt2jkt(i—j—1) 2al < j <@ — 2.
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Vozlisca Ut2(i—2)k+2 lahko dodamo k vozlis¢em Ut25k4(i—j)> vozliS¢i Vi(i—1) pa k V42jk4(i—j—1)

in s tem indeks 5 omejimo med 0 < 5 < 7 — 2. Dobljena vozlis¢a lahko zapiSemo v obliki

{2ty Uk 2(i— 1)kt 1> V2141 ks U2t (i—j) » Vit (i—j—1) | 0 < J < i — 2},

kar pa je enako mnoZici v tocki 2 za vozlis¢a, ki so od vy oddaljena za ¢ + 1.

Za dokaz 3. tocke uporabimo tocko 2, da pridobimo vozli§¢a grafa, ki so na razdalji k — 1

in £ od vy.

Vieer ={uao(k—2)k, Ut 2(k—3)kt1, Vb2(k—1)k> Ut 2jkt (k—j—2) U2kt (k—j—3) | 0 < J < k — 4},

Vie ={Uaa(h—1)k> U 2(k—2) k1> V2k2 > Uk 25kt (k—j—1) > Vi 2kt (h—j—2) | 0 < J < k — 3}

Ce pogledamo sosede vozlis¢ iz Vj, dobimo po formuli iz tocke 2 mnozZico

{Uaor2, Uk o(b— 1)kt 15 Vat2(k1)ks Ut 25kt (h—j) > Vi2jht(h—j—1) | 0 < J < K — 2},

vendar nekatera vozlis€a spadajo ze v Vj_; ali V. Najdemo jih tako, da gledamo njihove
indekse po modulu (2k — 1)(k + 1) = 2k* 4+ k — 1. Tako dobimo, da je uyor2 = Uz(x—1) € V.
Dalje velja u+ok—1)k+1) = Us@p—2) € Vi ter vir—1) = Vg2 € Vi Za vozliSCa uigjpy(k—j)
na enak naCin kot v lemi 51 pokazemo, dasov Vi zaj > 3. Za j = 1 sledi uyzp_1) =
Us2r2—2k) € Vi» 28 ] = 2 pA Us(sp—2) = Usx(2k2—4k+1) € Vi. Preostanejo nam torej vozlisca

Ut (2jk—(k—j)) = Ut((2j—1)k+j) LET Uy, Kar nam da formulo iz tocke 3.

Kandidate za elemente mnozice Vj o dobimo kot sosede elementov iz toCke 3, tj.

{Uta(kr 1)k, Vaba(kr2)s Vibks Uk (2j—1)k4j—1) s Vb2jkt(k—j) | 1 < 7 < k — 1},

Ugotovimo, da je u+oki1)x = U+(k+1) € Viyr ter da v primeru j = 1 velja uip € Viyy in
Vi(ht1) = Vioke)k € Vigp1. Kot vlemi 51, so v mnoZici Vi le vozliS¢a ugj_1)rq -1 ter

vozliS¢a v ((2j—1)k+j) za 2 < j < k — 2, s Cimer smo pokazali tocko 4.

Kandidati za elemente mnozice Vj 3 so
{usoiroyhs Veo(hrayes Visks Uj—1hri—2 | 2 < J <k — 1 U{vs@j—1kri-1), |3 < J < k)

Velja tiio(ks2)k = Ut (3k+1)> V2(kt3)k = Vp(2k2—ak—2) 1T U3y = U (2k2—2k—1)» Zato SO OMenjena
vozlis€a v Vi, 5. VozlisCa u(oj_1)r+;—2 spadajo Ze v mnozico Vi 1; glej lemo 51. Poglejmo Se
vozlis¢a vi(2j—1)k+j—-1)- Za 3 < j < k — 2 s0 si pozitivno in negativno predznaCena med
seboj enaka (glej lemo 51), zato preostanejo le vozlis€a v(2j_1)k+j—1. Za j = k — 1 dobimo
Vi (2k2—2k—2) = Ugak+2)k € Viy2, Zaj = k pa viop2_1) = Vsx € Viyo. S tem je prvi del tocke

5 dokazan.
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Za kandidate elementov Vj 14, tj. U(2j—1)k+j—2, lahko na enak naCin kot v lemi 51 pokazemo,

da spadajo v V. o. Preverimo lahko tudi, da je

k+3
ST Vil =22k - 1)(k+ 1),
i=0
kar je ravno enako Stevilu vseh vozlis¢ grafa. a

S pomocjo lem 51 ter 52 lahko prestejemo Stevilo vozlis¢ na doloceni razdalji od vy oziroma

Vo.

Posledica 53. Naj bo k > 4 naravno Stevilo ter ug, vy € V(GP((2k — 1)(k + 1), 2k)). Ozna-
¢imo graf GP((2k — 1)(k + 1), 2k) z GP. Potem velja naslednje:

1. di(GP,up) = di(GP,vy) = 3,

do(GP,ug) = do(GP,vg) = 6,
2. di(GP,up) = d;(GP,vo) = 8i — 12 za3 < i < k,
3. dyps1(GP,ug) = 6k — 4, dyy1 (GP,vo) = 6k — 6,
4. dig12(GP,ug) = 3k — 6, d2(GP,v) = 3k — 2,
5. dpss(GPug) = k — 2, dypys(GP,ve) = k — 4 ter

dl<GP,U0) = di(GP,U()) =0zai>k+ 3.

Sedaj se vrnimo k dokazu izreka 50.

Dokaz. (izreka 50) Izhajajoc iz lastnosti posplosenih Petersenovih grafov G P(n, k) vemo, da
za vsak graf obstajajo avtomorfizmi, ki preslikajo poljubno vozlisc¢e u; v vozlisce u ter vozlisce
v; V vg. To pomeni, da imajo vsa vozli§ca u; (ter analogno v;) enako zaporedje razdaljnih
stopenj in posledi¢no razdaljo. ZadoscCa torej, da se osredoto¢imo na predstavnika wug in vg. 1z
posledice 53 sledi, da imata ti dve vozli§¢i v grafu GP := GP((2k — 1)(k + 1), 2k) razli¢ni
zaporedji razdaljnih stopenj, torej G'P ne spada med DDR-grafe za poljuben k > 4. Poglejmo
si Se razdalji vozliS¢:
k
dep(ug) =3+2-6+ Y i(8i — 12) + (k + 1)(6k — 4) + (k + 2)(3k — 6) + (k + 3)(k — 2),
z:i’)
dep(v0) =3+2-6+ ) i(8i —12) + (k + 1)(6k — 6) + (k + 2)(3k — 2) + (k + 3)(k — 4).
=3
Ker se vsoti razlikujeta samo v zadnjih treh sumandih, si oglejmo le-te. Njihova vsota je pri

obeh vozlis¢ih enaka 10k? + 3k — 22, zato je G'P razdaljno uravnoteZen za vsak k > 4. O
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Opomba. Omenimo, da smo poleg druzine GP((2k — 1)(k + 1), 2k) nasli $e druge, ki zado-

SCajo pogojem izreka 50, vendar tega Se nismo formalno dokazali.

Seveda spadajo nekateri posploSeni Petersenovi grafi tudi med DDR-grafe, npr. tisti med
njimi, ki so vozli§¢no tranzitivni. Kutnar in soavtorji [71] so pokazali, da ima to lastnost Se

nekaj druZin posploSenih Petersenovih grafov.

Izrek 54 ([71]). Naj bo k naravno stevilo. Potem velja naslednje:

1. Cek #0 (mod 3) ter k # 2, potem je G P(3k + 3, k) DDR-graf.
2. Cek #0 (mod 3) ter k # 4, potem je GP(3k — 3, k) DDR-graf.
3. Ce je k liho Stevilo, potem je G P(2k + 2, k) DDR-graf.

V prvotnem ¢lanku o razdaljno uravnoteZenih grafih [65] sta bili postavljeni tudi dve do-

mnevi.
Domneva 3. Za vsak k > 2 obstaja tako Stevilo ny, da G P(n, k) ni DB-graf za nobenn > ny.

Domneva 4. Za skoraj vsak n obstajajo razdaljno uravnoteZeni posploSeni Petersenovi grafi
GP(n, k), kjer je k > 2.

Domneva 3 je bila potrjena za ng = 6k? [126], medtem ko domneva 4 3e vedno ostaja

odprta.

4.5 Razdaljni ostanek grafa

Naj bo P(G,Vy) = {Vo, V4, ..., V,, } razdaljna particija grafa G s korenom V4. V nadaljevanju
si podrobneje poglejmo inducirane podgrafe G|[V], e posebej Res(G, R) := G[V,,], ki mu
pravimo razdaljni ostanek® grafa G glede na koren R := G[Vj].

Ce koren sestoji iz enega samega vozlis¢a v, se razdaljni ostanek Res(G, G[{v}]) imenuje
vozlis¢éni razdaljni ostanek® (VRO), e pa koren R vsebuje par sosednjih vozlis¢, se Res(G, R)
imenuje povezavni razdaljni ostanek’ (PRO). Ta dva primera korenov smo izpostavili, saj sta

najbolj zanimiva za preu¢evanje. Se posebej prvi, saj je vozlis¢ni razdaljni ostanek grafa G

Sangl. distance-residual subgraph
bangl. vertex-residual subgraph
7angl. edge-residual subgraph
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glede na vozli¢e v induciran podgraf na vozli§¢ih, katerih Stevilo predstavlja zadnji (neniceln)

element zaporedja razdaljnih stopenj DDS(G, v).

Zaradi operacij na induciranih grafih smo v tem razdelku veckrat uporabili notacijo W, ki

naj oznacuje induciran podgraf na vozlis¢ih dveh podgrafov danega grafa.

Definicija. Najbosta H in K podgrafa grafa G. Potem je H W K := G[V (H) UV (K)]. Kjer

ni dvoma, uporabljamo kar oznako H & K.

V nadaljevanju sledijo lastnosti razdaljnih ostankov grafov s poudarkom na VRO in PRO
vozli§¢no in povezavno tranzitivnih grafov, dvodelnih grafov ter semisimetri¢nih grafov. Nato
prikazemo, kako so razdaljni ostanki produktnih grafov odvisni od razdaljnih ostankov njihovih
faktorjev ter izraCunamo razdaljne ostanke na nekaj primerih grafov. Zopet spomnimo, da so v

osnovi vsi definirani grafi povezani, razen ¢e omenimo drugace.

Izrek 55. Naj bosta H in R ne nujno povezana grafa. Potem obstaja graf G, ki vsebuje R kot
induciran podgraf, tako da je H izomorfen Res(G, R).

Dokaz. Graf G konstruiramo s spojem grafov H in R, zato je V(G) = V(H)UV (R). MnoZica
povezav grafa GG pa naj vsebuje vse originalne povezave H in R ter dodatno povezavo (u, r) za
vsak v € V(H) in vsak r € V(R). Potem je oCitno razdaljna particija P(G, V) definirana z
Vo =V(R) ter Vi = V(H), zato je Res(G, R) = H. O

Lema 56. Naj bo GG vozlis¢no tranzitiven grat. Potem so vsi njegovi vozlis¢ni razdaljni ostanki
med seboj izomorfni, tj. neodvisni od izbire korena. Obratno ni nujno res niti za regularne

grafe.

Dokaz. Trditev leme je ocitna, saj graf G ne bi imel tranzitivne grupe avtomorfizmov, ¢e VRO
ne bi bili med seboj izomorfni. Kubicen graf na sliki 4.19 pa dokazuje, da obratna trditev ni
nujno resnic¢na. Sestavimo ga iz dveh kopij grafa K s tem, da zdruZimo povezave, ki mejijo na
zunanje lice vsakega od grafov. Operacija zdruzevanja dveh povezav e in f, kot je definirana
v [58], zahteva dodajanje novega vozlis¢a u na e ter vozlis¢a v na f, ki ju nato tudi povezemo.
Vsi VRO grafa na sliki 4.19 so izomorfni grafu K, vendar graf sam ni vozliS¢no tranzitiven,
saj ne obstaja avtomorfizem, ki bi slikal vozliS¢e enega od grafov K, v vozlisCe, ki je nastalo

pri zdruZevanju povezav. a

Posledica 57. Graf na sliki 4.19 je tudi DDR-graf, tj. zaporedje razdaljnih stopenj poljubnega
vozlisca je (1,3,6,5,1), zato izomorfnost VRO ni zadosten pogoj, da bi bil graf z enakimi

razdaljnimi stopnjami vozlis¢no tranzitiven.
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Slika 4.19: Graf z izomorfnimi vozli§¢nimi razdaljnimi ostanki, ki ni vozliS¢no tranzitiven.

Lema 58. Naj bo G povezavno tranzitiven graf. Potem so vsi njegovi povezavni razdaljni

ostanki med seboj izomortni. Obratno ni nujno res.

Dokaz. Dokaz uporablja podoben argument kot dokaz leme 56. Graf G namrec ne bi imel
grupe avtomorfizmov, ki deluje tranzitivno po povezavah, ¢e PRO ne bi bili med seboj izo-
morfni. Primer grafa, kjer obrat trditve ne drzi, je prikazan na sliki 4.20 in ima vse PRO

izomorfne K, vendar o€itno ni povezavno tranzitiven. O

Slika 4.20: Graf z izomorfnimi povezavnimi razdaljnimi ostanki, ki ni povezavno tranzitiven.

Primer 4. Petersenov graf GP(5,2) je vozlis¢no, povezavno ter celo razdaljno tranzitiven,

zato ima vse razdaljne ostanke glede na izbrane korene izomorfne naslednjim grafom:

Res(GP(5,2), Ky
Res(GP(5,2), Ky
es(GP(5,2
es(GP(5,2), P,
(5,2

R
Res(
Res(GP(5,2),Cs

5
5

I
S
|

4.5.1 Razdaljni ostanki dvodelnih grafov

Za dvodelne grafe obstaja povezava med povezavnim razdaljnim ostankom ter vozliS¢nima

razdaljnima ostankoma vozliS¢ v korenu PRO.
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Izrek 59. Naj bo G # K, dvodelen graf s particijama vozlis¢ P, in P,. Naj bostau € P in

v € P, sosednji vozlisCi v G. Potem je povezavni razdaljni ostanek

Res(G,G[{u}]) W Res(G, G[{u}]), cejee(u) = e(v),
Res(G, Gl{u,v}]) = ¢ Res(G, G[{u}]), cejee(u) = e(v) + 1,
Res(G, G[{v}]), Cejee(v) =e(u) + 1.
Dokaz. V dokazu si pomagamo z razdaljno particijo V(G) glede na povezavo {u, v} kot je
prikazana na sliki 4.7 na strani 50. Ker je graf G dvodelen, ne vsebuje lihih ciklov, kar pomeni,
da v razdaljni particiji ne obstajajo mnoZice D!. Zato je njena zgradba tak$na, kot je prikazana
na sliki 4.21. Od tod pa lahko hitro vidimo, da je v primeru enakih ekscentri¢nosti vozliS¢ u in
v povezavni razdaljni ostanek induciran na vozli§¢ih D:EZT1 ter D:((Z)) - Cejee(u) = e(v)+1,

pa je PRO induciran na D:((Z)) ~! kar je ravno VRO glede na vozlis¢e u. Ce zamenjamo vlogi u

in v, dobimo Se tretjo moZnost. a
diam(G)—1
D% (U, U) Dg(u’ U) DdtaméG; (U’ ’U)
veo o 00O @ @-ceee—____
v D2 D3 77777777777 diam(G)
l(uv U) 2(U7 ’U) Ddz‘am(G)fl(u’ 1))

Slika 4.21: Razdaljna particija dvodelnega grafa GG glede na povezavo {u, v}.

Zanimiva podmnoZica dvodelnih grafov so semisimetricni grafi, ki so povezavno tranzi-
tivni, a niso vozliS¢no tranzitivni. Grupa avtomorfizmov teh grafov deluje tranzitivno na vsaki
od obeh particij mnoZice vozlii¢. Ce vzamemo za koren eno samo vozlis&e, so zaporedja raz-
daljnih stopenj enaka za korene, ki so v isti particiji. Primer je Folkmanov graf [36] reda 24,
ki je najman;jSi semisimetri¢ni graf. Glede na particiji ima dve razliéni zaporedji razdaljnih
stopenj (1,4,9,6) ter (1,4,6,6,3), pri ¢emer so VRO izomorfni 6K ter 3K;. V ¢lanku [76]
je bilo postavljeno vpraSanje o obstoju semisimetri¢nih grafov, ki so hkrati tudi DDR-grafi,
na kar lahko odgovorimo pritrdilno, saj primere takSnih grafov najdemo v zbirki 4-regularnih
povezavno tranzitivnih grafov [123]; npr. C'4[40, 9], ki je semisimetri¢en graf z zaporedjem

razdaljnih stopenj (1,4, 10, 16, 9) za vsa vozlis¢a, VRO pa so izomorfni 9 K.

4.5.2 Razdaljni ostanki produktnih grafov

V tem podrazdelku si poglejmo, kako so razdaljni ostanki produktnih grafov odvisni od razdalj-

nih ostankov njihovih faktorjev. To nam lahko poenostavi iskanje razdaljnih ostankov v grafih.
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Analizirali smo vse Stiri standardne grafovske produkte: kartezi¢nega, krepkega, direktnega ter

leksikografskega.

Izrek 60. Naj bosta G in H grafater R C GG in S C H njuna korena. Potem velja naslednja

zveza med razdaljnimi ostanki:
Res(GoH,RoS) = Res(G,R)oRes(H,S).

Dokaz. Ker sta G in H povezana, je povezan tudi graf G o H, zato je razdaljni ostanek dobro
definiran. Razdalje v kartezicnem produktu so vsota razdalj v faktorjih [61], tj. razdalja med
vozlis¢ema (gq, hq) in (g2, ho) v GO H je enaka dg (g1, g2) + du(hy, he). Ker velja

n :8)(9,h)) = min _dg(r,g) +du(s,h
(T,s)er?/l(%ms) GDH((T S) (9 >> (T,S)Er?/l(%DS) G<T g) H(S )

= min dg(r,g) + min dg(s,h),
in, (1, 9) i, (s, h)

sledi
dGDH(RDSJ (ga h)) - dG(Rag) + dH(S, h)

Razdaljni ostanek torej vsebuje vozlisce (g, k) natanko tedaj, ko je g € V(Res(G, R)) in
h € V(Res(H, S)). Ker je razdaljni ostanek induciran, vzamemo kartezi¢ni produkt razdaljnih

ostankov obeh faktorjev. a

Zaradi asociativnosti kartezi¢nega produkta lahko izpeljemo naslednjo posledico.

Posledica 61. Naj bodo G1, G5, ..., G, povezani grafi s pripadajoc¢imi koreni Ry, Ry, . .., R,,.

Potem je
Res(Gio---0G,, Rio0---0R,) = Res(Gy,Ry)0 --- 0Res(Gp, Ry).

Primer 5. n-dimenzionalna hiperkocka @), je kartezicni produkt n kopij K5, zato so vsi njeni

vozlis¢ni razdaljni ostanki izomorfni K; 0 --- 0 K; = K. [ |

Razdaljni ostanki v krepkem produktu grafov so odvisni od razdalj med koreni in razdalj-

nimi ostanki v faktorjih. Definirajmo $e okraj$avo dg za razdaljo d(R, Res(G, R)).

Izrek 62. Naj bosta GG in H grafa s korenoma R C GG in S C H. Razdaljni ostanek krepkega
produkta grafov G in H je

Gr Res(H,S)W Hx Res(G,R), Cejedr = dg,

Res(GrH,RrS) = ¢ GrRes(H,S), Cejedr < dg,
Hwx Res(G, R), Cejedr > dg.
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Dokaz. Dokaz je podoben kot v primeru kartezi¢nega produkta. Krepki produkt povezanih
grafov je povezan, zato je razdaljni ostanek dobro definiran. Razdalja v tem produktu je enaka

maksimalni razdalji v obeh faktorjih [61], zato je

derp(R®rS,(g,h)) = max{ds(R,g),du(S,h)}.

Ce je dr < dg, potem je darn(R= S, (g,h)) = dg(S,g). Torej razdaljni ostanek vse-
buje vozlis¢e (g, h) natanko tedaj, ko je h € V(Res(H,S)). Vozlis¢e g lahko tako poljubno
izberemo iz GG. Ker je razdaljni ostanek induciran podgraf, dobimo navedeno trditev v izreku.

Podobno velja, ¢e je dr > ds.

V primeru, ko sta dr in dg enaki, razdaljni ostanek sestoji tako iz vozlis¢ grafa Res(G, R) X
H kot vozlis¢ grafa G x Res(H,S). Ker je razdaljni ostanek induciran, dobimo omenjeni

rezultat. O

Naj bodo G4, G, ..., G, grafi s pripadajoCimi koreni Ry, R, ..., R,. Naj mnoZica Gax
vsebuje le tiste grafe, ki imajo najvecjo razdaljo od korenov do njihovih razdaljnih ostankov.
Ce grafe oStevil¢imo tako, da imajo elementi G, indekse od 1 do k£ < n, sledi naslednja

posplositev izreka 62:

Posledica 63. Naj bodo G1,G>, ...,G, grafi s pripadajo¢imi koreni Ry, Ro, ..., R,. Ce jih
oznac¢imo tako, da prvih k grafov spada v mnoZico G, = {Gj |dg, = maxlgign{dRi}},

potem je razdaljni ostanek krepkih produktov Res(G1® --- ® G, Ri® - -- ® R,,) izomorfen

H‘J Glx IZle;llle@S(Gi,Ri)XlGiJrlXI @Gn.

Kot pri krepkem produktu, je razdaljni ostanek tudi pri leksikografskem produktu odvisen
od razdalj med koreni in razdaljnimi ostanki faktorjev v produktu. Spomnimo se tudi definicije

razdaljne particije P(G, Vp); glej str. 9.

Definicija. Naj bo R podgraf grafa G. Vozlis¢e r € V(R) imenujemo R-izolirano, ¢e so vsi

njegovi sosedi iz grafa G \ R.

Izrek 64. Naj bosta G in H grafa s korenoma R C G in S C H, pri ¢emer graf H ni nujno
povezan. Naj bo P(H, V (S)) razdaljna particija grafa H. Potem je razdaljni ostanek Res(G o

H, R o S) izomorfen enemu od naslednjih grafov:

1. U (H\ H[V(S)UVW)), Cejedr = 1,ds # 1 in obstajajo R-izolirana vozlis¢a,

r je R-izolirano
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2. (GoH)\(RoS),cejedr =ds =1alipajedr =1 ter ni R-izoliranih vozIlisC,
3. Res(G,R)oH U | J (H\H[V(S)UW]),cejeds =2,

r je R-izolirano

4. Res(G,R)o H, Cejedr > 3.
Dokaz.

1. Ce je dg = 1, so vozlid¢a (g, h), kjer ¢ & V(R), na razdalji 1 od korena R o S. Ce
sta vozlis¢i u in v sosednji v R, so na enaki razdalji tudi vozlis¢a (u, h) in (v, h), Kjer
jeh € V(H\ S). Cejer R-izolirano vozliie, potem so vozliica (r, h), kjer je h €
V(H)\(V(S)UV}), narazdalji 2 od korena in tako inducirajo razdaljni ostanek produkta.
Taka vozlis¢a obstajajo, saj dg # 1.

2. Naj bo dr = 1. Ce ni R-izoliranih vozli§¢ ali pa je dg = 1, iz 1. tocke sledi, da so vsa
vozli§¢a produkta razen vozlis¢ iz V(R o S) na razdalji 1 od korena.

3. Ce je dg = 2, potem so vozlii¢a (g, h), kjer je g € V(Res(G, R)), na razdalji 2 od
korena Ro S. Iz 1. toc¢ke lahko sklepamo, da so na razdalji 2 tudi vozlis¢a (r, h), kjer je r
R-izolirano vozlisée ter h € V(H) \ (V(S) UV;). Ce G ne vsebuje R-izoliranih vozlis¢
ali Ce je dg = 1, potem omenjena vozlisca (r, h) ne obstajajo.

4. Dokaz sledi iz 3. toCke, saj so vozlis¢a (g, h), kjer je g € V(Res(G, R)), na razdalji

dr > 3 od korena R o S, vsa ostala vozlis¢a pa so mu blizje. O

Tocko 4 iz izreka 64 lahko enostavno posplosimo na ve¢ faktorjev zaradi asociativnosti

leksikografskega produkta.

Posledica 65. Naj bodo G1, G, ...,G, grafi s pripadajoc¢imi koreni Ry, Rs, . .., R, kjer je le

graf G; nujno povezan. Naj bo razdalja dr, > 3. Potem velja

Res(G1oGoo0---0G,, RioRyo---0R,) = Res(G1,Ry)oGao0---0G,.

S pomocjo leksikografskega produkta lahko dokaZzemo zanimivo lastnost razdaljnih ostan-

kov vozli$€no tranzitivnih grafov.

Izrek 66. Naj bo H vozIliS¢no tranzitiven graf in n € N. Potem obstaja vozli§¢no tranzitiven
graf G s korenom R reda n, tako da velja H = Res(G, R).

Dokaz. Graf GG konstruiramo kot leksikografski produkt grafov C),. 5 in H. Ker sta oba grafa
vozliS¢no tranzitivna, je tak tudi njun produkt G := C), 5 o H [61]. Ker je graf C,,;5 povezan,
je povezan tudi G. Naj bo P, koren grafa C,, 5 in K koren grafa H. Moc korena P, o Ky v
produktu je enaka n. Ker je dp, = 3, je razdaljni ostanek Res(C,,5 0 H, P, o K7) po 4. tocki
izreka 64 izomorfen grafu Res(C,, 45, P,) o H =2 Ky 0 H = H. O
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Primer 6. S pomocjo izreka 66 lahko konstruiramo vozli§¢no tranzitivne grafe, ki imajo voz-
lis¢ne razdaljne ostanke izomorfne Petersenovemu grafu. Slednji pa se pojavi tudi kot VRO
Clebschevega grafa na sliki 4.22, ki je simetrien, krepko regularen graf na 16 vozliscih stop-
nje 5. |

Slika 4.22: Clebschev graf, ki ima vse VRO izomorfne Petersenovemu grafu.

Direktni produkt ima nekaj neobicajnih lastnosti. Razdalj v produktu na primer ni mozno

dolociti tako enostavno kot v prej omenjenih produktih, kar je razvidno iz naslednje leme.

Lema 67 ([8]). Naj bosta u = (uy,us,...,u,) inv = (v1,vq,...,v,) dve razlicni vozlis¢i

grafa G := Gy x Gy x ... X GG,,. Potem je
dg(u,v) = min{m € N | G; ima sprehod u;-v; dolZine m za vsak 1 < i < n}.

Ce taks$no Stevilo m ne obstaja, vozIlisci v produktu nista povezani.

Lema 67 nam pomaga definirati razdaljni ostanek direktnega produkta dveh grafov, ki ga

lahko trivialno posploSimo tudi na produkt vecih grafov.

Izrek 68. Naj bosta G in H grafa, od katerih vsaj eden ni dvodelen. Naj bosta R in S pri-
padajoca korena. Potem je razdaljni ostanek Res(G x H, R x S) induciran na vozlis¢ih

(u,v) € V(G x H), za katere velja:
d R xS, (u,v)) = i eN |Gi hod r- 4.4
(R X8, (00 = B B €N | G imaspretodrg (49

dolZine m in H ima sprehod s-h dolZine m}.
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Dokaz. Ker vsaj eden od faktorjev ni dvodelen in sta oba povezana, je tudi produkt pove-
zan. Vozlis¢a razdaljnega ostanka so najdlje od korena, zato moramo najti maksimalno vred-
nost dgx (R % S, (g,h)) po vseh (g,h) € G x H. Po definiciji je dgxu(R x S, (g,h)) =
ming. v (rxs) daxu((r;5), (g, h)). Ce to uporabimo v formuli za razdaljo iz leme 67, dobimo

zgoraj omenjeni rezultat. a

Da bi nasli razdaljni ostanek direktnega produkta, moramo poiskati najkrajSe poti sodih in
lihih dolZin med korenom R in poljubnim vozli§¢em v v vsakem izmed faktorjev. Ti razdalji
0znacimo z dgsyqq (R, v) in djipg (R, v). MoZni sprehodi med korenom R in vozliséem v so tedaj
dolZin dgpqq (R, v) + 2k in djjpa (R, v) + 2k, Kjer je k € N. Ker mora biti dolZina sprehoda enaka
v obeh faktorjih, so mozni sprehodi med korenom R x S ter vozlis¢em (g, h) € V(G x H)
dolzin max{ds,qa (R, 9), dsoaa(S; h)} + 2k za sprehode sode dolZine ter podobno za sprehode
lihe dolZine. Tako lahko pogoj (4.4) iz izreka 68 zapiSemo kot

dexu(R X S, (u,v)) = (gﬁ)g%/z%)éxm min { max{dsoqa(R, 9), dsoaa(S, )}, 4.5)

max{djina(R, 9), diina(S,h)} } .

Pogoj (4.5) nam omogoca lazje iskanje razdaljnega ostanka, kar je razvidno iz naslednjega

primera.

Primer 7. Naj bo G = H := (5,1, kjer je n € N. Ker sta oba cikla lihe dolZine vozli§¢no
tranzitivna, je njun direktni produkt povezan vozli§¢no tranzitiven graf [61]. Da bi nasli njegov
VRO, moramo najprej poiskati najkrajSe poti sode in lihe dolZine od korena r do poljubnega
vozlis€av; € Vi, i =0,1,2,...,n+ 1, iz razdaljne particije P(Co,41,{r}):

1, ce je 7 sod,

dsoda(Ta Ui) = {

2n+1—1, cejer lih,
2n+1—1, ceje1 sod,

dliha(T,Ui)Z{ _ .
?, ce je ¢ lih.

Kerje G = Hin R = 5 := K, se pogoj (4.5) v naSem primeru poenostavi v

(Uivvj)

. max{i,j},max{2n +1—14,2n+ 1 — j}, Cejei+ j sod;
max min
max{i,2n+ 1 — j}, max{2n+1—1i,j}, Cejei+ jlih.

Optimalna vrednost zgornjega izraza je 2n, takratko je +j = 1. Torejje bodisii =0inj =1
bodisi ¢ = 1 in j = 0. VRO tako sestoji iz vozlis¢ (vg, v1) ter (v1, vo), Kjer je v; € V; razdaljne

particije P(Cy,11,{r}). Ker koren vsebuje le vozlisce r, red grafa Cs,,,1[V}] pa je dve, VRO
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vsebuje $tiri vozli§¢a. Vozlis¢i (vg, vy) ter (vy, vg) sta po definiciji direktnega produkta sosednji,
zato je Res(Copyq X Copy, Ky x K1) = Cy. Pravilnost rezultata lahko preverimo s pomocjo
dejstva, da je Co,11 X Copyr = Copy1 009415 glej [84]. S pomodjo izreka 60 dobimo enak

rezultat kot zgoraj:
R68(02n+1 O CQnJrl, K1 ] Kl) = R65(02n+1, K1> O R€8(an+1, Kl) = K2 O K2 = C4.

Seveda pa lahko zgornji postopek uporabimo sploSneje pri iskanju razdaljnih ostankov direkt-

nih produktov ciklov razli¢nih dolZin. |

4.6 Sorodni razdaljni koncepti

Koncept regularnosti razdaljnih stopenj v grafu G lahko posplosimo tako, da definiramo po-
jem regularnosti n-tega reda stopnje k.* To pomeni, da za vsako vozlis¢e v € V(G) velja
d,(G,v) = k. Graf G pa je regularen za stopnje n-tega reda’ oziroma razdaljno n-regularen'’,
Ce obstaja nek k£ > 1, da je G regularen graf n-tega reda stopnje k. Henning in Swart [54, 55]
sta dokazala, da je povezan graf regularen n-tega reda stopnje 1, kjer je n > 2, bodisi pot
dolZine 2n — 1 bodisi ima premer n. V primeru, ko je GG drevo, velja le prva od obeh moZnosti
[55]. V omenjenem ¢lanku je podana tudi karakterizacija grafov, ki so regularni za stopnje

n-tegaredazan € {2,3,4,5,6}.

V Clanku Freda Buckleya [16] so analizirana Se nekatera druga zaporedja, ki uporabljajo
koncept razdalj v grafu. Razdaljna porazdelitev grafa G je zaporedje D(G) := (D1(G), Do(G),
- Daiam(@)(GQ)), kjer je D;(G) Stevilo parov vozlis¢ na razdalji ¢, medtem ko je sosednja po-
razdelitev zaporedje (nq,na, ..., Ny (e)—2), Kjer n; oznaCuje Stevilo parov vozlis¢, ki imajo i
skupnih sosedov. Tretje od v ¢lanku omenjenih zaporedij pa je geodetska porazdelitev (g1, ga,
...), kjer g; predstavlja Stevilo parov vozlis¢, ki imajo med seboj i najkrajsih poti. OCitno
je, da lahko iz zaporedja razdaljnih stopenj dobimo razdaljno porazdelitev, saj je D;(G) =
1/2% cv(q) di(G,v). 1z DDS(G1) = DDS(G?>) tako sledi tudi enakost razdaljnih porazde-
litev. Po drugi strani enakost sosednjih porazdelitev ne implicira enakosti DDS niti ne velja
obratno [16, slika 3]. Enakost DDS ne pogojuje niti enakosti geodetskih porazdelitev ali obra-
tno [ 16, slika 4]. V ¢lanku [72] so preucevali tudi zaporedje ekscentricnosti in dokazali, katera

zaporedja je mogoce realizirati kot ekscentri¢nosti vozliS¢ v grafih.

8angl. nth order regular of degree k
%angl. nth order degree regular [54]
10angl. distance n-regular [20]
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Poleg razdaljnih stopenj so Bloom in soavtorji [9] uvedli tudi pojem zaporedja stopenj
poti'! vozlis¢a v v grafu G, tj. (po(G,v), p1(G,v),...,p:(G,v),...), Kjer je p;(G,v) Stevilo
poti dolZine ¢ v G z zaCetkom v vozliscu v, n-terki iz razdaljnih stopenj vseh vozlis¢, urejenih
v leksikografskem vrstnem redu, pa pravimo zaporedje stopenj poti grafa GG. Ker je v drevesih
med poljubnima vozliS§¢ema natanko ena pot, je pri njih zaporedje stopenj poti izbranega voz-
lis¢a kar enako zaporedju razdaljnih stopenj tega vozlisca. IzkaZe se, da v primeru povezanih
grafov ta lastnost velja le v drevesih [96]. Kot DDS tudi zaporedje stopenj poti ne nosi dovolj

informacij, da bi lo¢ilo neizomorfne grafe [96].

Kot smo omenili, imajo DDR-grafi zaporedja razdaljnih stopenj za vsa vozlis¢a enaka. Na
drugi strani pa lahko definiramo DDI-grafe'”, ki imajo vsa zaporedja razlicna. Ve¢ o DDI-
grafih si bralec lahko ogleda v Clanku [9], kjer so podani pogoji za obstoj DDI-grafov glede
na red, premer ter regularnost grafa, omenjeno pa je tudi, da ima DDI-graf trivialno grupo
avtomorfizmov, pri Cemer obratno ne drzi. Protiprimer so kar DDR-grafi, ki imajo trivialno

grupo avtomorfizmov.

Na podoben nacin lahko kot nasprotje razdaljno uravnoteZenim grafom definiramo raz-
daljno injektivne grafe, kjer so razdalje vseh vozlisS¢ razli¢ne. Le-te je preuceval Pachter [86],
ki je dokazal, da obstajajo neskonéne druzine grafov, katerih razdalje so zaporedna Stevila, in

tako odgovoril na vprasanje, ki sta ga zastavila Buckley in Harary [17].

Nekateri avtorji so obravnavali tudi optimizacijske probleme s podrocja razdalj vozlis¢ v
grafu. Miller [85] je na primer iskal omejitve za minimalno Stevilo povezav, ki jih ima lahko
graf reda n z najvecjo razdaljo enako k, Erd6s in Renyi [35] pa sta preucevala enak problem na

grafih premera 2 in stopnje < k.

Mangl. path degree sequence
12angl. distance degree injective (DDI) graph






Poglavje 5
Primeri uporabe rasti

V tem poglavju si poglejmo nekaj primerov uporabe rasti, ki segajo na podro¢ja matematike,
kemije ter racunalniStva, z njimi pa se da opisati tudi bolj druzboslovne pojme, kot je status oz.

mo¢ posameznikov ter odnose med njimi.

V matematiki srecamo DDR-grafe in DB-grafe pri lokacijskih problemih. Koncept centra
grafa namreC sovpada s postavitvijo servisa na lokaciji, ki je najmanj oddaljena od najbolj
oddaljenega uporabnika. Sebi-centralni grafi, med katere spadajo DDR-grafi, imajo to lastnost,
da vsako njihovo vozliS¢e zadoS€a omenjenemu pogoju. Razdaljno uravnotezeni grafi niso
ve¢ nujno sebi-centralni, kot kaze primer posploSenega Petersenovega grafa G P(35, 8), so pa
natanko sebi-medianski grafi. Mediana grafa pa je pomembna pri lokaciji storitev, ki morajo
pogosto dostopati do vseh ostalih vozliS¢, saj s tem minimiziramo stroSke dostopa do vseh
vozliS¢ (za razliko od prvega problema, kjer minimiziramo Cas dostopa do najbolj oddaljene
lokacije). Ve¢ o omenjenih lokacijskih problemih ter njihovih posploSitvah si lahko bralec

prebere v [23, poglavji 5 in 6].

Teorija grafov igra pomembno vlogo tudi v kemiji, saj je naravna predstavitev kemijskih
struktur z grafi, Se posebej pa je to uporabno pri organskih spojinah. Najbolj pogosto kot
orodja kemijske teorije grafov srecamo matrike sosednosti, karakteristi¢ne polinome, obstoj
1-faktorjev (t. i. Kekuléjevi grafi) ter kombinatori¢ne preStevalne metode (metoda Pélye); glej
[114]. Razdalje v grafih pa sluZijo kot merilo sorodnosti kemijskih struktur ter napovedujejo
lastnosti novo generiranih spojin. Razdaljne stopnje so temelj mnogih tako imenovanih to-
poloskih indeksov, saj se je kemijska teorija grafov razvijala skoraj vzporedno z matemati¢no,
Ceprav veckrat v obliki domney, ki so bile kasneje potrjene ali ovrzene s pomocjo matematic¢nih
orodjij.

V razdelkih, kjer prikazemo uporabo rasti v racunalniStvu, na primeru racunalniskih omre-
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7Zij z razdaljnimi stopnjami opiSemo omejitve pri prenasanju podatkov, z njimi ugotavljamo
zanesljivost omreZij ter si pogledamo razdalje med vozlis¢i v grafih, ki simulirajo omrezja.
Koncept razdalj lahko namre¢ poveZzemo s Casom, potrebnim za prenos podatkov, kar je Se

posebej pomembno pri porazdeljenem raCunanju.

5.1 Rast v matematicni kemiji

V kemiji lahko grafi predstavljajo razli¢ne objekte: molekule, reakcije, polimere, kristale itd.
Posebna skupina kemijskih grafov so t. i. molekularni grafi, ki opisujejo zgradbo molekul.
Vozliica teh grafov predstavljajo atome, povezave pa kemijske vezi med njimi, pri cemer ne
upostevamo vecCkratnih vezi, ponavadi pa se izpusca tudi vodikove atome ter njihove vezi. Mo-
lekularni grafi so zato enostavni povezani grafi, ki predstavljajo topologijo molekul, katero
lahko opiSemo tudi s topologijo odprtih mnoZic ali topologijo sosednosti [114]. Vendar se
zaradi velikega Stevila molekul za opis njihovih grafov uporabljajo Stevila, ki jih imenujemo
topoloski indeksi. Ti indeksi so ve¢inoma vezani bodisi na relacije sosednosti bodisi na razdalje
v grafu in spadajo med grafovske invariante. Seveda se pri uporabi topoloskih indeksov mnogo
podatkov o grafu izgubi, kar onemogoca njegovo rekonstrukcijo, vendar se je izkazalo, da inde-
ksi omogocajo dobro napovedovanje kvantitativnih strukturnih lastnosti molekul (QSPR') ter
njihovih reaktivnosti (QSAR?). Trenutno se uporablja prek 100 razli¢nih indeksov; nekatere
bolj, druge manj pogosto. Cilj vecine od njih je na ¢im bolj enostaven in racunsko nezahteven
nacin shraniti ¢im ve¢ informacij o grafu in tako loCevati med razlicnimi grafi. V sklopu di-
sertacije smo podrobneje analizirali najbolj znan in preucevan indeks, ki temelji na razdaljah v

grafu, ter nekatere njegove izpeljanke.

Wienerjev indeks [46] je bil predlagan leta 1947 in velja za prvega od sodobnih topoloskih
indeksov. Prvotno je bil definiran kot Stevilo vezi med vsemi pari atomov v acikli¢nih mole-
kulah. Izkazalo se je, da precej dobro napoveduje vrelis¢a teh spojin, ki jim danes pravimo
alkani, pa tudi njihova tali$¢a, volumne itd. Posledi¢no je bil Wienerjev indeks posploSen tudi
na druge strukture, zato ostaja med najbolj raziskanimi od vseh topoloskih indeksov. V jeziku

teorije grafov zapiSemo Wienerjev indeks grafa G kot

diam(G)
W(G) =Y duv)= Y i DiG), (5.1)
{u,v}CV(G) =1

'angl. quantitative structure-property relationship
Zangl. quantitative structure-activity relationship
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kjer D;(G) predstavlja Stevilo parov vozli§¢ na razdalji i. Ce v formulo vpeljemo e razdaljne

stopnje, dobimo

diam(G) diam(G) diam(G)
> -2 DIICHOEE D YD
i=1 veV (@) veV(G =1
:% > da(v),
veV(Q)

kar pomeni, da je indeks natanko dolocen z razdaljami vozlis¢ grafa. Ker pa vemo, da niti
razdalje niti razdaljne stopnje ne dolocajo nujno grafa enoli¢no [109], se pojavi vprasanje o
njegovi ucinkovitosti. Pachter je celo pokazal, da za vsako naravno Stevilo n obstaja n neizo-
morfnih grafov z enakim zaporedjem razdalj, ki vsebuje dani graf G kot induciran podgraf,
pri cemer so razdalje vseh vozliS¢ razlicne [56, izrek 1]. Ta tezava se pojavi tudi pri drugih
indeksih, ki temeljijo na matriki razdalj, kot je na primer Balabanov indeks (3]

__B@) P

Resitve problema izrojenosti omenjenih indeksov so vsebovale kombinacije Balabanovega
indeksa s pojmi iz teorije informacij [64] ter povezave z indeksi, ki temeljijo na matriki so-
sednosti kot je npr. razdalja stopenj D'(G) = 3, cyq) deg(v)dg(v) [29]. To resi tezavo le
delno, saj tudi ti indeksi vrnejo enako vrednost za neizomorfne grafe z enakim zaporedjem
razdaljnih stopen;.

evv e

nosti, tj. pregled vseh razdalj vozlisc, potrebujemo O(mn) Casa, je v splosnem enaka ¢asovna
zahtevnost potrebna tudi za izraun Wienerjevega indeksa grafa G. Vendar se ga da izraCunati
hitreje na posebnih druzinah grafov, kot so drevesa, fasciagrafi in rotagrafi [67] ter benzenoidni
grafi, ki predstavljajo grafe aromati¢nih cikli¢nih ogljikovodikov. Casovna zahtevnost izrauna
indeksa v teh grafih je linearna glede na Stevilo vozlis¢ [22]. Vrednosti Wienerjevega indeksa
v razli¢nih druzinah grafov znotraj benzenoidnih grafov ter grafe z minimalno (maksimalno)

vrednostjo indeksa znotraj teh druzin je moc najti v [31].

Harold Wiener je sicer v svojem delu [46] definiral postopek izracuna indeksa le za aci-
kli¢ne grafe kot
W(T) = > (Wil W, (5.2)
{u.v}CE(G)
kjer je, kot omenjeno, graf 7' drevo, mnozici W, in W, pa Ze poznamo iz razdelka o razdaljni
uravnoteZenosti. Dokaz, da je njegova definicija (5.2) na primerih dreves enaka splo$ni defini-

ciji (5.1), izhaja iz dejstva, da je pot med poljubnima vozlis¢ema w in z v drevesu 7" enoli¢na,
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zato za vsako povezavo {u, v}, ki leZi na tej poti, w in z prispevata 1 k zgornji vsoti. Povedano
drugace, za vsako povezavo {u, v} je |W,,| - |Wy.| ravno Stevilo parov vozlisé, ki vsebujejo
dano povezavo na poti med elementoma posameznega para. Formalen dokaz ekvivalentnosti

definicij si bralec lahko ogleda v [30, izrek 8].

Wienerjev indeks, definiran z (5.1), je torej le ena od moznih posploSitev originalne defini-
cije na vse grafe. Gutman je zato v [44] predlagal kar uporabo indeksa (5.2) na sploSnih grafih,
kjer ga danes poznamo pod imenom Szegedski indeks iz oznac¢imo z Sz(G). V [69, izrek 3.1]
je pokazano, da je Sz(G) > W(Q) za vsak (povezan) graf G ter, da enakost velja za grafe, v
katerih za poljubni vozlis¢i w € W, in z € W, obstaja najkrajSa pot med njima, ki vsebuje
povezavo {u, v}. Temu pogoju zado$¢ajo drevesa in tudi polni grafi. Za poljuben graf G veljata
omejitvi |E(G) < Sz(G) < |E(Q)|-|V(G)|?/4; glej [68, izrek 3.8]. Spodnja meja je doseZena
za polne grafe, zgornja pa je povezana z razdaljno uravnotezZenimi grafi.

Trditev 69 ([60]). Dvodelen graf G je razdaljno uravnoteZen, ¢e in samo ce velja Sz(G) =
|E(G)[IV(G)[?

4
Nasli smo torej zanimivo karakterizacijo dvodelnih DB-grafov, a podobno lahko naredimo
tudi za splo$ne razdaljno uravnoteZene grafe, ¢e posploSimo Szegedski indeks. M. Randi¢ je v
¢lanku [98] predlagal dopolnitev indeksa z vozliS¢i, ki so enako oddaljena od obeh krajiS¢ dane
povezave. Tako imenovani dopolnjeni Szegedski indeks grata G [92] je definiran kot

\ 1 1
S7G) = Y <|Wm,| + §|HWU|> : <|Ww| + §|UWU|> .

{uv}CE(G)

Dopolnjeni Szegedski indeks je tako v dvodelnih grafih enak osnovnemu, v sploSnem pa
velja Sz(G) < Sz*(G). S pomocjo indeksa Sz* lahko opiSemo razdaljno uravnoteZene grafe
v sploSnem.

_ E@V@)P

Trditev 70. Graf G je razdaljno uravnoteZen, ¢e in samo Ce velja Sz*(G) 1

Dokaz. Ce upostevamo, da je [Wo,| + | Wo| 4 [Wou| = |V (G)], dobimo

§2(6) = 3 (Wl + 5 (V@) = Waal = WD) Woa] + 5(IV(G)] = [Wae] = Weu)

{u,v}CE(G)
1
{u,v}CE(G)
_E@)- V(G 1

Z (|Wuv| - |Wvu|)2

{u,v}CE(G)
Torej je indeks enak |E(G)| - |V (G)|/4 natanko tedaj, ko velja |W,,,| = |W,,| za vsako pove-
zavo {u,v} € E(G), tj. ko je G razdaljno uravnoteZen graf. 0

4
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evve

m-n2
4

indeksa kvecjemu

Omenimo Se, da je za izracun (dopolnjenega) Szegedskega indeksa grafa z n vozli$éi in
m povezavami potrebno O(mn) Casa, saj izhajamo iz matrike razdalj in za vsako povezavo
naredimo O(n) operacij kot pri raCunanju razdaljne uravnotezenosti po prvotni definiciji. V
nekaterih primerih, kot so benzenoidni grafi, je mo¢ Szegedski indeks izracunati tudi hitreje, tj.
v linearnem ¢asu glede na $tevilo vozlis¢ grafa [22, izrek 6]. Ce pa pogledamo problem 3e s teo-
rije grafov, so povezavno in vozliS¢no tranzitivni grafi tisti, pri katerih se zaradi avtomorfizmov

¢as izracuna indeksa zmanj$a na O(m).

Leta 1988 je Haruo Hosoya v ¢lanku [59] predlagal gratovsko invarianto

diam(G)

Ho(z) = > Di(G)a'

i=1
in jo poimenoval Wienerjev polinom, Ceprav je kasneje dobila ime po njenem predlagatelju, j.
Hosoyev polinom. Kot vidimo, je ta polinom ravno (obi¢ajna) rodovna funkcija Stevila parov
vozlis¢ na doloceni razdalji, njegov odvod v tocki 1 pa je enak Wienerjevemu indeksu, tj.
H[(1) = W(G). Omenimo, da se v ¢lankih pojavlja tudi definicija polinoma, kjer indeks i
teCe od 0 dalje. V teh primerih velja Do(G) = |V (G)]; glej npr. [45].

Na podoben nacin je definiran tudi Hosoyev polinom vozlis¢a v € V (G):

diam(G)

Hg(viz) == Z di(G,v)a',
i=0

ki predstavlja rodovno funkcijo zaporedja razdaljnih stopenj oziroma rasti glede na vozlisce
v. Iz Hosoyevih polinomov vozli§¢ lahko dobimo Hosoyev polinom kot ©, () Ha(v; z) —
[V(G)| = 2Hg(x). V [45] so si podrobneje pogledali vrednosti Hosoyevega polinoma v gra-
fih katakondenziranih benzenoidov [!14], tj. v grafih, kjer si isto vozliS¢e delita najve¢ dva
Sestkotnika, ki predstavljata benzenova obroca. V sklopu disertacije pa si oglejmo rezultate,
ki smo jih pridobili pri racunanju Hosoyevih polinomov vozli§¢ v grafih katakondenziranih

benzenoidov [77, 78].

Poglejmo si torej povezane ravninske grafe, ki so vloZeni v SestkotniSko mrezo, kjer so
vsi Sestkotniki medsebojno kongruentni. Vsa vozlis¢a grafov naj lezijo na zunanjem licu, zato
imajo stopnjo enako bodisi 2 bodisi 3. Da bi izraCunali rast vozlisca, tj. Hosoyev polinom
vozlisca, v grafu takSne oblike, izhajamo iz Sestkotnika, ki dano vozlis¢e vsebuje ter uporabimo
postopek dodajanja Sestkotnikov dokler ne dobimo zahtevanega grafa. Rast se tako izraCuna

rekurzivno po spodnjem algoritmu 5.1.
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Analizirajmo delovanje algoritma 5.1. Najprej ugotovimo, v kateri Sestkotnik spada dano
vozlis¢e. Ce spada v dva, izberemo enega od njiju. Potem po poljubnem vrstnem redu ozna-
¢imo Sestkotnike, ki so sosednji izbranemu, tj. tiste, ki si z njim delijo eno od stranic. Ce le-ti ne
obstajajo, imamo le en Sestkotnik, zato je rast vozlis¢a v kar He,(v; x). S tem tudi zaklju¢imo
izvajanje algoritma. Ce pa sosednji Sestkotniki obstajajo, za vsakega od njih izvedemo korake
5-7. Najprej pois¢emo vozlise v; € S;, ki je najbliZje vozlis¢u v. Zaradi zgradbe grafov ka-
takondenziranih benzenoidov je tak$no vozli§¢e eno samo (glej tudi tabeli 5.1 ter 5.2). Graf G
razbijemo na povezane komponente, od katerih vsaka vsebuje enega od Sestkotnikov S;, ki so
sosednji .S, nato pa rekurzivno izraCunamo Hosoyev polinom vozlis¢a v; v grafu, ki vsebuje S;.
Ko imamo Hosoyeve polinome komponent, jih zdruzimo po formuli iz vrstice 8. UpoStevati
moramo tudi prispevke k rasti vozliS¢ Sestkotnika S, ki ne spadajo v nobeno od komponent,

polinomom rasti komponent pa dodati razdaljo do vozlis¢a, katerega polinom racunamo.

Algoritem 5.1: RAST(G,v)
VHOD: graf GG, vozlisce v

IzHOD: Hosoyev polinom vozli§¢a v; Hg(v; x)

{
1. naj bo S Sestkotnik, ki vsebuje vozlisce v;
2.z .S; po vrsti oznacimo Sestkotnike, ki mejijo na .S
3. ¢e S nima sosednjih Sestkotnikov vrni H¢, (v; x);
4. zavsaki
{
5. naj bo v; vozlisce S;, ki je najblizje S;

naj bo G; povezana komponenta grafa G, ki vsebuje .S;, po tem,
ko mu odstranimo vozli§¢a S'\ S;;
7. Hg,(v;; x) := RAST(Gy, v;);
}
8. veni U, Ho, (v ) - o000) 4 32 o o),

Problem algoritma je dolociti razdalje nadaljevanj strukture od vozli$¢a, katerega rast racu-
namo. Zato je smotrno vnaprej pregledati mozne primere, napisati sistem enacb, ki ga dobimo
iz 8. koraka algoritma, ter ga resiti. V tabeli 5.1 so predstavljeni vsi moZni zaCetki omenjene
strukture P;, kjer je 1 < ¢ < 10, ter formule za izraCun njihovih rasti. V tabeli 5.2 pa vidimo,

na kakSen nacin se lahko struktura nadaljuje (p; za 1 < ¢ < 5). Povedano drugace, vsakemu
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Sestkotniku s pomocjo tabel 5.1 in 5.2 dolo¢imo, kakSen tip ima ter uporabimo postopek, ki
smo ga predstavili pri preucevanju rasti v neskoncnih grafih, le da namesto posameznih vozlis¢

gledamo Sestkotnike.

Poglejmo si uporabo postopka na primeru s slike 5.1. Hosoyev polinom oznacenih vozlis¢
v Sestkotnikih sive barve je za vse tri grafe enak, saj velja H(ps;x) = H(p4;z) (op. oznako

grafa bomo izpuscali, kjer ne bo potrebna). Dobimo ga iz sistema enacb

H(Py;z) =142z + (1+ H(py; x))z?,
(p3; r)=1+2x+(1+H(p (Hl,:c))x2za1§i§2,
HpY:z) =1+ 22+ (1+ H(py; 2))2?,

H(py;x) = 1422 + 227 + 2°.

Kot rezultat dobimo H(Py;z) = (z'' — 1)(z + 1)/(z — 1) = 1 + 2312, o' + 2!, vendar je
potrebno opozoriti, da imajo Sestkotniki na sliki 5.1 5 tipov kot smo jih definirali v poglavju o

rasti v neskonCnih grafih, saj lahko vsaka struktura na slikah 5.2 predstavlja vec razli¢nih tipov.

Slika 5.1: Trije benzenoidni grafi z istim Hosoyevim polinomom za izbrana vozlisca, ki so

odebeljena v sivo obarvanih Sestkotnikih (spodaj).

Tabeli 5.1 in 5.2 sta uporabni tudi za izracun razdaljnih ostankov benzenoidnega grafa, kot

je razvidno iz naslednjih trditev.

Trditev 72 ([77]). Naj bo G graf katakondenziranega benzenoida, ki ima za koren vozlisce
v € V(G). Potem je razdaljni ostanek Res(G,G[{v}]) sestavljen iz unije nesosednjih vozli$¢
grafa G.

Trditev 73 ([77]). Naj bo G graf katakondenziranega benzenoida, ki ima za koren sosednji
vozlis¢i {u,v} € E(G). Potem je razdaljni ostanek Res(G, G[{u,v}]) bodisi

1. unija nesosednjih vozlis¢,



96

Primeri uporabe rasti

2. par sosednjih vozlisc¢,

3. unija moZnosti 1. in 2.,

4. dva para sosednjih vozlisc.



5.1 Rast v matematicni kemiji

97

H(Pj;2) =1+ 20+ 22% + 23

e

H(Py;x) = H(pi; @) + o + 222 + 23

3

H(Ps;z) =1+ (1+ H(pi;a))z + 2 + 2°

—~

H(Py;x) =1+ 2z + (14 H(pi;z))x?

H(Ps;x) = H(p;;x) +H(pj;x)x+x2 + a3

H(Pr;z) = H(pi;x) + o+ (1 + H(pj; z))a?
H(Ps;z) =1+ (H(pi;z) + H(pj; 2))z + «°

?

H(Py;x) =14 (14 H(ps;x))x + H(pj;sc)av2

H(Pyo;x) = H(ps;x) + H(py; )2 + H(pg; x)a?

H(Ps;z) = H(pi;x) + x + (1 + H(pj; z))a?

Tabela 5.1: Vsi mozni zacetni Sestkotniki (v
sivem) ter nadaljevanja strukture (p;, p; ter py).
Izbrano vozlisce je odebeljeno in opremljeno s
pus&icami, ki kaZejo smer ra¢unanja rasti. Crt-

kane Crte kaZejo moZne simetrije.
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H(pz;x) =142z + (1 + H(ps; x))a?

H(ps;z) =1+ (1+ H(ps;z))x + H(pj;as):lc2

Tabela 5.2: Vsi moZni nadaljevalni Sestko-
tniki (v sivem), Sestkotniki predhodne struk-
ture (Crtkani) ter nadaljevanja strukture (p; in
p;j). Izbrano vozlis€e je odebeljeno in opre-
mljeno s pusScicami, ki kaZejo smer racunanja

rasti. Crtkane ¢rte kaZzejo moZne simetrije.
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5.2 Razdaljne porazdelitve v racunalniskih omrezjih

V prvem od primerov uporabe rasti v racunalniStvu si oglejmo razdalje med vozlis¢i v grafih,
ki predstavljajo racunalniSka omreZja. Razdalje med vozliS¢i so namre€ sorazmerne s ¢asom,
ki je potreben za komunikacijo med procesorji v omreZzjih, kar je Se posebej uporabno pri po-
razdeljenem racunanju. Privzeli bomo, da je velikost sporocil enaka in frekvenca sporocanja
porazdeljena enakomerno. Poglejmo si omreZja, ki sestojijo iz hrbteni¢nega omreZja ter peri-
fernih omreZij. Vsako od slednjih ima poseben prehodni procesor, ki je bodisi del hrbteni¢nega
omreZja bodisi povezan z natanko enim procesorjem hrbteni¢nega omrezja. OmreZja naj bodo
tudi homogena, tj. vsi procesorji hrbtenicnega omreZja so bodisi hkrati prehodni procesorji

bodisi hkrati povezani s prehodnimi procesorji.

evve

Pomagali si bomo s Hosoyevim polinomom, ki je ravno rodovna funkcija razdaljne porazde-
litve. Naj graf G predstavlja hrbtenicno omrezje. Dodajmo mu |V (G)| kopij grafa H, tako
da vozlis¢e h € V(H) (prehodni procesor) iz vsake kopije identificiramo z enim od vozlis¢
grafa G. Tedaj dobimo omrezje na sliki 5.2. Operacijo, s katero naredimo omenjeni postopek,

imenujemo sklepni produkt® Art|G, (H,r)]. Razdaljna porazdelitev sledi iz naslednjega izreka.

Izrek 74 ([32]). Za grafa G in H ter vozlis¢e h € V (H) velja

H e mpy)(x) = He(x)Hy (h;2)* + |V(G) | Hy (2).

Q

[ ]
hi ha h3

H, Hy H;

Slika 5.2: Omrezje, dobljeno z uporabo sklepnega produkta grafov GG in H, kjer je vsako
vozlis€e v; € V(G) identificirano z vozlis¢em h; € V(H;), ki predstavlja i-to kopijo vozlis¢a
h v grafu H.

Drugo vrsto omreZja zgradimo s tako imenovanim visecim produktom®, ki je v resnici po-
seben primer sklepnega produkta, kjer grafu H dodamo povezavo {h,h'}, da dobimo nov

graf H', vozlis¢e h' pa identificiramo s hrbteni¢nim omrezjem; glej sliko 5.3. Tako velja

3 angl. articulated product; odtod oznaka Art
“4angl. suspended product; odtod oznaka Susp
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Susp|G, (H,h)] = Art|G, (H', 1")], zato lahko izpeljemo naslednji izrek za razdaljno poraz-

delitev v viseCem produktu.

Izrek 75 ([32]). Za grafa G in H ter vozlis¢e h € V (H) velja

Hsuspic,(m) (2) = Ha(x)(1+ zHy(h; 2))* + |V(G)|(Hu (z) + vHy (h; ).

G
R hf hl ey

Slika 5.3: OmreZje, dobljeno z uporabo visecega produkta grafov GG in H, kjer je vsako vozlisce

v; € V(G) identificirano z vozlis¢em h, € V (H]), ki predstavlja i-to kopijo vozlis¢a i’ v grafu
H z dodano povezavo {h', h}.

V ¢Clanku [32] si bralec lahko ogleda povprecne razdalje med vozli§¢i v konkretnih pri-
merih grafov, ki sestavljajo omenjeni vrsti omreZij. Poleg tega so tam prikazani tudi izracuni

Hosoyevega polinoma v nehomogenih in utezenih omrezjih.

5.3 Zanesljivost racunalniskih omrezij

Racunalni$ko omreZje lahko v najbolj preprosti obliki predstavimo z grafom G, kjer vozlisca
oznacujejo racunalnike, povezave pa nam povedo, kateri izmed njih so povezani direktno. De-
nimo, da se vsaka povezava prekine neodvisno od ostalih s fiksno verjetnostjo ¢ (0 < ¢ < 1).
Zanesljivost omreZja (G, q) se ponavadi definira z izrazom, ki meri stopnjo povezanosti. Naj-

bolj splo$na mera izraza verjetnost, da je omreZje (G, q) nepovezano [11] in jo zapiS§emo kot

P(G.q):= Y f(S)g*I(1— )",

SCE(G)

kjer je f(S) enaka 1, Ce je S prerezna mnoZica grafa GG, in O sicer. Ta mera je pregroba za
drevesa, kjer je P(T', q) kar verjetnost, da je v omrezju (7', ¢) prekinjena vsaj ena povezava, tj.
P(T,q) = 1—(1—¢q)VTI=1, Zaradi tega je bila predlagana finejsa mera PC(G, q) [2], ki lo¢i
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tudi med razlicnimi drevesi in ugotavlja zanesljivost povezav med pari vozlis¢. Definirana je

kot

PC(G,q) : () Z CN(S)gI(1 — q)/ B\,

SCE(G)

kjer je C'N(S) Stevilo parov vozlis¢, ki niso povezana v grafu G z odstranjenimi S poveza-
vami. Ce ozna¢imo s P, (G, q) verjetnost, da sta u in v povezana v (G, ¢), lahko zapisemo
PC(G,q) = > runcvic) Pus(Ga). Ce je graf G drevo, potem obstaja med vsakima vozli-
S¢ema natanko ena pot. Torej je verjetnost, da sta dve vozliS¢i povezani, v drevesu 7' enaka
verjetnosti, da na poti med njima ni prekinjena nobena povezava, tj. P, (T, q) = (1 — )4,
Tako velja

V(T)-1

PC(T,q)= Y, (1—q" ™= > Di(T)(1-q),

{uv}cv(T) i=1

kjer je D;(T) i-ti element razdaljne porazdelitve drevesa T" in oznacuje $tevilo neurejenih parov
vozliS¢, ki so v 1" na razdalji . Torej razdaljna porazdelitev drevesa 1" natanc¢no doloca polinom

zanesljivosti PC(T, q) omrezja (T, q).

Za omreZje (G, q) reCemo, da je maksimalno uniformno zanesljivo, ¢e je PC(G,q) >
PC(H,q) za vsak 0 < ¢ < 1 ter vsak graf H z enakim S$tevilom vozlis¢ in povezav. Po-
dobno definiramo minimalno uniformno zanesljivost. 1zkaze se, da je K, ,_; maksimalno, P,

pa minimalno uniformno zanesljivo drevo na n vozliscih [2, izreka 3 in 4].

Ker dobimo razdaljno porazdelitev iz zaporedja razdaljnih stopenj, lahko definiramo tudi
zanesljivost vozliséa v € V(G) kot pric¢akovano $tevilo vozlis¢ iz G, ki so povezana z v. V

drevesu 7' to zapiSemo kot

PC(TaU7Q) = Zdl(T7 U)(l - (])i,

zato je PC(T',q) =1/2_ ey PC(T', v, q).

Drevo z doloceno zanesljivostjo torej lahko zgradimo s pomocjo bodisi zaporedja razdaljnih
stopenj bodisi s pomocjo razdaljne porazdelitve. Vendar, kot smo omenili v izrekih 14 in 15, je
problem realizacije drevesa z danim (celotnim ali delnim) zaporedjem razdaljnih stopenj N/P-
poln. Medtem je za delno razdaljno porazdelitev, ko imamo znana le prva dva Clena, problem

resljiv v polinomskem casu [ 1 18], v ostalih primerih pa tezavnost Se ni znana.
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5.4 Problem prenosa podatkov

V tem razdelku si bomo pogledali problem prenosa podatkov, ki je pomemben pri uporabi
porazdeljenega raCunanja, Se posebej pri uporabi paralelnih algoritmov. Predstavili bomo eno-
izvorni model, kjer vozlis€e v grafa Gz, s katerim predstavimo racunalnisko omrezje, poslje nek

podatek ostalim vozlis§¢em ob naslednjih omejitvah:

e vsak prenos podatka poteka med dvema vozliS¢ema,
e vsak prenos podatka traja eno ¢asovno enoto oz. en korak,

e v enem koraku lahko vozlisce poslje podatek le enemu od sosedov.

Cas prenosa iz vozlii¢a v, ki ga ozna¢imo z B(v), definiramo kot minimalno $tevilo kora-
kov, ki je potrebno za obvestitev ostalih vozliS¢ o danem podatku. Ker se Stevilo obvescenih
vozli$¢ z vsakim korakom najve¢ podvoji, je B(v) > log, |V (G)|. To mejo, ki ne uposteva last-
nosti danega grafa, se da z uporabo razdaljnih stopenj Se izboljsati, zato si oglejmo uporabljen

postopek.

Osredoto¢imo se na poti dolZine n, ki se zaénejo v vozliséu v. Stevilo vozlis¢, ki so vsaj
na razdalji n od v, je enako R,(G,v) = ng d;(G,v). Vsem tem vozlis¢em je potrebno
poslati podatek v korakih n do B(v) po poteh dolZine vsaj n. S tem razmislekom pridemo do

naslednjega izreka.

Izrek 76 ([27]). Naj bo R, (G, v) Stevilo vozlis¢ grafa GG, ki so na razdalji vsaj n od izvora
podatka v. Naj boT minimalen t, za katerega veljay ._ (!) > R,(G,v). Potem je B(v) > T

oziroma Cas prenosa je vsaj T .

Ce ne vemo ni¢ o grafu G, lahko izrek 76 uporabimo le za primer n = 0 ter posledi¢no
Ry(G,v) = |V(G)|, od koder dobimo znano mejo B(v) > log, |V (G)|. Lahko pa izrek

uporabimo tudi v obratni smeri. Ce je 7 = e(v), sledi Rew)(G,v) < 1, tj. obstajati mora le

eno samo vozlis¢e, ki je najbolj oddaljeno od v. Za T = e(v) + 1 ugotovimo, da je najbolj
oddaljenih od v lahko od 2 do e(v) + 1 vozlis¢ itd. Priblizne omejitve za Cas prenaSanja, ki

sledijo iz izreka 76, vidimo v naslednji posledici.
Posledica 77 ([27]). Cas prenaSanja podatka B(v) je enak vsaj

2n —1, Ceje R, (G,v) =41
T =4 log,(4" '+ R,(G,v)), geje R, (G,v) > 41,
24 (n!(Ra(G,v) — 1)V e je R, (G, v) < 4771
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Ker nacin prenaSanja podatkov ustvari vpeto drevo v izbranem grafu, je zanimivo pogledati,
kaj se zgodi, Ce je prvoten graf enak drevesu. V tem primeru so vozlisca, ki so obvescena prek
poti dolZine n, ravno toliko oddaljena od izvora podatka, zato dobimo naslednjo posledico
izreka 76.

Posledica 78 ([27]). Naj bo T' drevo in T minimalen t, za katerega velja () > d,(G,v).
Potem je B(v) > T.

Ce Zelimo prenasanje zaklju¢iti v minimalnem $tevilu korakov, tj. e(v), potem dobimo iz
posledice 78 pogoj, da je lahko na razdalji n od izvora najvec (esf)) vozlis¢. Grafi, ki imajo
natanko toliko vozlis¢ na vsakem nivoju in zato omogocajo prenos podatka v e(v) korakih, so

tako imenovana binomska drevesa.

5.5 Status

V Clanku Hararyja [53] sreCamo zanimivo aplikacijo razdaljnih stopenj v druzboslovju, ki se
nanasa na poloZaj posameznika v druzbi. Status osebe A v neki organizaciji, oznacen z s(A), je
definiran kot Stevilo oseb direktno podrejenih njej, ki mu pristejemo dvakratno Stevilo oseb, ki
so direktno podrejeni njim itd. Strukturo, ki jo s tem opiSemo, lahko predstavimo z grafom, ki je
tokrat usmerjen, saj moramo prikazati relacijo podrejenosti oziroma nadrejenosti. Ce z a;(A)
oznac¢imo Stevilo podrejenih A-ju na i-tem nivoju, z (a1(A), as(A), ..., aca)(A)) ozna¢imo
statusni vektor osebe A, ki je sicer skladen z definicijo zaporedja razdaljnih stopenj v grafu,
vendar vsota njegovih elementov ni nujno enaka Stevilu vseh oseb v organizaciji. Status osebe
A je tako s(A) = ng) 1a;, kar sovpada z definicijo razdalje vozlis¢a. Seveda to velja le
za hierarhi¢ne organizacije, katerih grafi ne vsebujejo ciklov, sicer bi bila vsota neskoncna.

Alternativno lahko definiramo pogoj, da je isti podrejeni Stet le prvikrat.

Standardna organizacija je definirana kot usmerjeno polno b-tiSko drevo, kjer so vse pove-
zave usmerjene stran od korena. Ce definiramo izraz s, ; kot status osebe na nivoju z v b-tiSkem

drevesu, velja

_ b : h—i N\ h—i+1
Sb’z—(b—1)2<1 (h—i+ 10"+ (h—1i)b ),

kjer je h viSina drevesa.

Denimo, da ima oseba A fiksno $tevilo podrejenih, npr. n. Kako naj jih razporedimo, da bo
njen status najvecji (najmanjsi) mogoc? Ker oseba A definira drevo, v katerem sama nastopa
kot koren, je moc hitro ugotoviti, da je njen najmanjsi status n, ko so ji vsi direktno podrejenti,

najvecji pa n(n + 1)/2, ko je drevo v resnici pot [53, izrek 3].
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V primeru, ko je status vseh oseb enak, govorimo o enakopravni organizaciji, kar sovpada
z lastnostjo sebi-medianskosti grafa, ki to organizacijo predstavlja. Medtem ko je pri neu-
smerjenih grafih najman;jsi primer sebi-medianskega (in hkrati DDR-grafa), ki ni vozliS¢no

tranzitiven, reda 7, je pri usmerjenih grafih takSen graf Ze reda 4, kot je razvidno s slike 5.4.

Slika 5.4: Najmanj$i primer usmerjenega sebi-medianskega grafa, ki ni vozlis¢no tranzitiven.

Razdalja vsakega vozlisca je namreC enaka 4.



Poglavje 6

Zakljuéek

V doktorski disertaciji smo predstavili ter podrobno analizirali koncept rasti v neskonénih (lo-
kalno kon¢nih) in kon¢nih grafih. Hkrati smo obravnavali tudi rasti sorodne koncepte razdalje
vozlis€a oziroma grafa, razdaljno uravnotezenost grafa, razdaljni ostanek grafa ter razdaljno
porazdelitev v grafu. Na$ osnovni cilj je obsegal pripravo celovitega in poenotenega pregleda
podrocja rasti v grafih od izvora pojma prek obstojecih rezultatov do odprtih problemov, ki smo

se jih v sklopu disertacije lotili in jih nekaj tudi reSili. Poleg Ze sprejetih [76] ter objavljenih

prispevkov [77, 78], smo svoje rezultate predstavili tudi na konferencah [74], pripravljamo pa
tudi nove izvirne znanstvene prispevke s tega podrocja [ 18, 75].

6.1 Prispevki k znanosti

Se enkrat poglejmo bistvene izvirne prispevke k znanosti, ki so nastali v okviru disertacije.

Izpeljava algoritma za izracun rasti
Na podlagi ideje iz neobjavljenega rokopisa [88] smo izpeljali algoritem, ki vsakemu
vozliS€u grafa priredi tip posploSenega stoZca, kateri predstavlja rodovno funkcijo (sfe-
ricne) rasti za podgraf, definiran z izbranim vozliS¢em. V kolikor je razli¢nih tipov
kon¢no mnogo, dobimo rodovno funkcijo rasti celotnega grafa iz sistema linearnih enacb,

ki ga z Gaussovo eliminacijo reSimo v obsegu racionalnih funkcij (razdelek 3.4).

Izracun rasti v polpravilnih tlakovanjih Evklidske ravnine
Algoritem za izracun rasti smo uporabili na znani druzini grafov, za katere je bila do
tedaj rast izraCunana le v nekaj posameznih primerih. Zaradi vozli§¢ne tranzitivnosti ter

drugih simetrij v tlakovanjih smo uspeli najti kon¢no Stevilo tipov posploSenih stoZcev
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in izpeljati rodovne funkcije rasti, iz katerih smo s pomocjo razvoja v Taylorjevo vrsto
pridobili funkcije rasti za vsa tlakovanja (razdelek 3.5 ter dodatek A).

Problem I (Bloom in soavtor;ji [10])

Prvi problem je spraseval po odstotku r-regularnih grafov, ki spadajo med DDR-grafe.
Nanj smo poskuSali odgovoriti v sploSnem (tabela 4.1 na str. 41) ter v primeru kubi¢nih
grafov (tabela 4.2 na str. 41). V sploSnem se je izkazalo, da med grafi reda od 2 do 14
okoli 90% regularnih grafov spada med DDR-grafe, kar je posledica dejstva, da so DDR-
grafi vsi regularni grafi s premerom 2 ali manj. Pri kubi¢nih grafih pa rezultati kaZejo,
da je Stevilo DDR-grafov zanemarljivo v primerjavi s Stevilom kubicnih grafov reda od
4 do 22. Pridobili smo torej neke ocene, a vpraSanje ostaja odprto.

Problem IV (Bloom in soavtorji [10])

Cetrti problem je spraSeval po obstoju kubi¢nih in 4-regularnih DDR-grafov s trivialno
grupo avtomorfizmov. V primeru kubi¢nih grafov je bilo znano, da le-ti, ¢e obstajajo,
niso manjsi od reda 16, a smo s preverjanjem vseh grafov odkrili, da morajo biti vsaj
reda 24 (v kolikor obstajajo). Med 4-regularnimi grafi pa smo nasli dva grafa reda 10, ki
imata le en avtomorfizem in sta hkrati najniZjega moZznega reda (slika 4.5 na strani 44).

Karakterizacija razdaljno uravnotezenih grafov stopnje 2
Handa [52] je pokazal, da imajo dvodelni razdaljno uravnotezeni grafi, ki niso sodi cikli
ali K5, minimalno stopnjo 3. To trditev smo posplosili in dokazali, da imajo razdaljno
uravnoteZeni grafi vozlice stopnje 2 natanko tedaj, ko so cikli (izrek 37 na strani 52).

Obstoj neskon¢nih druzin razdaljno uravnotezenih grafov, ki niso DDR-grafi
Dokazali smo obstoj neskon¢ne druzine neregularnih in regularnih razdaljno uravnoteze-
nih grafov, ki niso DDR-grafi (izreka 40 in 41 na str. 56). Nasli smo tudi semisimetricen
graf ter druZino posplosenih Petersenovih grafov GP((2k — 1)(k + 1),2k) za k > 4, ki
zadoScCata temu pogoju (izrek 50 na str. 71).

Dolocitev zahtevnosti problema dopolnitve do razdaljno uravnoteZenega grafa (PRU)
Dokazali smo, da je odloCitvena oblika problema iskanja najmanjsega Stevila povezav,
ki jih je potrebno dodati grafu, da le-ta postane razdaljno uravnoteZen, NP-poln prob-
lem (izrek 46 na str. 63). Enako smo dokazali tudi v primeru DDR-grafov. Dalje smo
pokazali, da problem postane polinomski na grafih s premerom 2 (izrek 48) ter da je
polinomski, ¢e dodamo fiksno Stevilo povezav.

Uporaba hevristik za resevanje problema PRU
Na ciklu z dodano povezavo smo poskuSali s pomocjo uporabe hevristik ugotoviti, ko-
liko povezav je potrebno dodati, da zopet postane razdaljno uravnotezen. Najbolje se je

odrezala metoda MAX-VSE, ki poisce vse pare vozliS¢ z najvecjo razdaljo ter vodi pos-
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topek resevanja vzporedno, vendar je njena Casovna zahtevnost prevelika. Zato je bolje
vzeti le en par vozliS¢ (npr. kar prvega po vrsti) in nadaljevati postopek. Ta algoritem
(MAX-MAX) je sicer priblizno polovico slabsi od optimalne reSitve (slika 4.18 na str.
70), vendar vrne reSitev v polinomskem ¢asu O(n®m).

Razdaljni ostanek grafa
Definirali smo nov koncept, vezan na razdalje v grafu, ki opisuje mnoZico vozlis¢ najdlje
od korena. Pregledali smo razdaljne ostanke v dvodelnih grafih, produktnih grafih ter
vozlis¢no tranzitivnih grafih (razdelek 4.5).

Rast v kemijski teoriji grafov
Izpeljali smo algoritem za izraCun Hosoyevega polinoma vozliS¢ v grafih katakonden-
ziranih benzenoidov, ki uporablja isti postopek ter tipe stoZcev kot smo jih definirali v
razdelku 3.4, vendar vlogo vozlis¢a prevzame cikel Cg. Dokazali smo tudi, da imajo na-
tanko razdaljno uravnoteZeni grafi posploSeni Szegedski indeks enak |F(G)||V(G)|?/4
(razdelek 5.1).

Disertacija vsebuje tudi ve¢ manjSih prispevkov k znanosti, ki dopolnjujejo obstojece zna-
nje predvsem na podroc¢ju produktov DDR- ter DB-grafov. Prikazali smo nekaj primerov upo-
rabe trditev in izrekov o rasti. Dokazali smo, da sebi-medianski grafi niso nujno sebi-centralni,

da imajo le dvodelni DDR-grafi vrednost | D!~ ' (u, v)| enako za vse povezave {u, v} itd.

6.2 Odprti problemi

V disertaciji lahko bralec opazi tudi nekaj vprasanj oziroma domnev. Na nekatere smo naleteli
pri naSem delu, druge pa so obstajale Ze od prej, a nanje nismo uspeli podati (popolnega)
odgovora. Na tem mestu zato navajamo najbolj pomembne, ki predstavljajo motivacijo za

nadaljnje delo na tem podrocju.

Problem I (Bloom in soavtorji [10])
Kot smo omenili v prejSnjem razdelku, nam je uspelo pridobiti podatke o Stevilu DDR-
grafov med regularnimi grafi le za grafe do doloenega reda. Se vedno torej obstaja

odprto vprasanje o limitah lim,, - ., reD DR(n) kubiéni DDR (n)

autami() LT 1My 00 —pameies

, kjer n predsta-
vlja red grafa.

Problem III (Bloom in soavtorji [10])
Tretji problem spraSuje po karakterizaciji DDR-grafov s premerom > 3. DDR-grafi

s premerom 2 ali manj so namreC ravno regularni grafi. Balakrishnan in soavtorji [4]
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so sicer postavili domnevo, da je G DDR-graf, Ce in samo ¢e velja )y, d(u,r) =
> zew,, d(v,r) za vsako povezavo {u,v} € E(G), vendar za zdaj ni niti dokazana niti
ovrzena.

Problem IV (Bloom in soavtorji [10])
Se vedno je odprto vprasanje o obstoju kubi¢nih DDR-grafov s trivialno grupo avtomor-
fizmov. Mi smo uspeli dokazati le, da morajo biti vsaj reda 24 (v kolikor obstajajo).

Realizacija grafov
Vemo, da je realizacija drevesa z danim (celim ali delnim) zaporedjem razdaljnih stopenj
NP-poln problem (izreka 14 in 15). Medtem je realizacija grafa z danim zaporedjem
razdalj grafa $e vedno odprt problem. Ce pa privzamemo, da so vse razdalje enake npr. n,
lahko takoj konstruiramo razdaljno uravnotezen graf K, s temi razdaljami. Na drugi
strani je realizacija drevesa iz delne razdaljne porazdelitve (prvih dveh ¢lenov) resljiva v
polinomskem cCasu [ 1 18], v ostalih primerih pa njena tezavnost $e ni poznana.

3-povezanost razdaljno uravnotezenih grafov
Handa [57], ki je dokazal, da so razdaljno uravnoteZeni grafi (razen K5) 2-povezani, je
podal vprasanje ali so dvodelni razdaljno uravnotezeni grafi celo 3-povezani, ki je Se
vedno nereseno.

Povezavna tranzitivnost razdaljno uravnoteZenih grafov
Vemo, da razdaljno uravnotezeni grafi vsebujejo DDR-grafe in zato tudi grafe z raz-
li¢nimi oblikami simetrije (glej sliko 4.6 na str. 45). Ne vsebujejo le vseh povezavno
tranzitivnih grafov ter seveda regularnih grafov. Vemo, da obstajajo regularni in nere-
gularni DB-grafi, ki niso DDR-grafi in niso povezavno tranzitivni (Sabidussijev graf ter
GP(35,8)). Obstajajo tudi regularni DB-grafi, ki niso DDR-grafi, a so povezavno tran-
zitivni (graf C'4[150,9] v [123]). Odprto pa obstaja vprasanje o obstoju neregularnih
razdaljno uravnotezenih grafov, ki so povezavno tranzitivni.

Karakterizacija razdaljno uravnotezenih posplosenih Petersenovih grafov
V sklopu disertacije smo nasli neskonéno druzino grafov GP((2k — 1)(k + 1), 2k), ki
so za k > 4 razdaljno uravnoteZeni, a niso DDR-grafi. Sumimo, da obstaja neskoncno
takSnih druZin, vendar tega nismo uspeli dokazati. Poleg tega obstaja domneva, da za
skoraj vsak n obstajajo razdaljno uravnotezeni posploSeni Petersenovi grafi GP(n, k),
kjer je k > 2.



Dodatek A
Izracun rasti v polpravilnih tlakovanjih

V poglavju o rasti v neskon¢nih grafih smo si na koncu pogledali tudi rast v polpravilnih tla-
kovanjih Evklidske ravnine. Tam smo predstavili le dobljene rezultate, tj. sfericne funkcije
rasti tlakovanj. Opisan je bil tudi postopek, ki vsakemu od vozlis¢ dodeli svoj tip posploSenega
stoZca glede na Stevilo in vrsto neposrednih naslednikov ter Stevilo neposrednih predhodnikov.
Postopek je zahteval, da iz grafa tlakovanja najprej naredimo usmerjen graf, kjer izpustimo

povezave med vozlisci na isti razdalji od korena, ostale povezave pa usmerimo stran od korena.

V dodatku so prikazani tipi posploSenih stoZcev za vozliS¢a vseh polpravilnih tlakovanj ter
izpeljani sistemi linearnih enacb, ki porodijo rodovne funkcije rasti tlakovanj. Zaradi simetrij,
ki se pojavljajo v tlakovanjih, so nekateri grafi prikazani le delno, saj lahko preostale dele
dobimo z zrcaljenjem. Razdaljna particija je pri posameznem tlakovanju prikazana do razdalje,
do katere se Se pojavljajo novi tipi posploSenih stoZcev. Da so to res vsi mozni tipi, je pri
nekaterih tlakovanjih razvidno takoj, pri drugih pa to postane jasno s poveCanjem prikazane

particije, kar je prepusceno bralcu.

Pri sistemih enacb smo zaradi preglednosti namesto oznake za rodovno funkcijo vozlisca z

danim tipom posploSenega stoZca pisali kar oznako tipa, tj. A namesto Ag(A; ).

Sistem linearnih enacb, iz katerega dobimo rodovno funkcijo rasti tlakovanja 3.3.3.3.6,

poleg korena vsebuje 35 tipov posplosenih stozcev; glej tudi sliko A.1.

Azsz336(r;z)=1+(A+B+C+ Dy + E)x, 2K, =1+ (Fy + J)x,
A=1+(B+Gy+ )z, L=1+4+(M+ P+ R)z,
B=1+(Gy+ H)xz, Li=1+(R+ P+ Z)z,
C=1+{+J)z, Ly=1+4+(R+ P+ Ky)z,
D=1+ (K+J)x, 2M =14 (J 4 O)z,
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Dy =1+ (K +Q)x, 2My =1+ (O + V)z,
Dy =1+ (K, + J)z, N =1+ (K + Gz,
E=1+(Ly+ Dy + Kj)x, Ny =14 (Gy + M)z,
F=1+(R+T+G)x, O =1+ (G + Gy)x,
Fi=1+(R+T+ Gz, O1 =1+ (G + Gy)x,
2G =1+ Mz, P=1+4+(J+U)z,

2G1 =1+ Va, P =14+ (U+Q)z,

2Gy =1+ Mz, 2Q =14+ (U + L)z,
H=1+(N+D+ M)z, 2QR=1+Uxz,

Hy =1+ (N+ Dy + 2)z, T =14+ (U + Hy)z,
I =14+ (0+ B+ Gs)x, 3U =1+ Zz,

2J =1+ (L+ Gy)x, 2V =14+ (G + Ny)z,
2K =1+ (F +V)z, 2Z =14 (R+Q)x.

Sistem linearnih enacb, iz katerega dobimo rodovno funkcijo rasti tlakovanja 3.3.3.4.4,

poleg korena vsebuje 7 tipov posploSenih stoZcev; glej tudi sliko A.2.

As3344(r;2) =14 (A4 2B+ 20z, D=1+ (C+E+GQ)z,
A=1+(2C+2G)z, 2F = 1+ Fz,
B=1+(B+2G)z, F =1+2Fz,
C=1+(D+G)z, 2G = 1+ 2Gx.

Sistem linearnih enacb, iz katerega dobimo rodovno funkcijo rasti tlakovanja 3.3.4.3.4,

poleg korena vsebuje 11 tipov posplosenih stoZcev; glej tudi sliko A.3.

Agzasa(r;z) =1+ (2A+2B + C)z, 14+ (E+F+ 1)z,
A=14(C+D+ E)z, 2G—1+(C+2E)x,
B=1+(E+F+G)x, 1+ (G + J),
C=1+2Hz, 2l =1+ (E+ J)z,
D=1+ (J+ D)z, 2J—1+(E+K)x,
2F =1+ Iz, 1+ +J)x.

Sistem linearnih enacb, iz katerega dobimo rodovno funkcijo rasti tlakovanja 3.4.6.4, poleg



111

korena vsebuje 8 tipov posplosenih stoZcev; glej tudi sliko A.4.

Aggea(r;z) =14 (24 +2B)x, 2F =1+ Hx,
A=1+(C+ D+ E)z, F=1+(CH+Q)z,
B=1+(E+ F)z, 2G =1+ 2FEzx,
C=1+(B+E+Q)a, H =1+ 2Gx.
D=1+ (E+ F)x,

Sistem linearnih enacb, iz katerega dobimo rodovno funkcijo rasti tlakovanja 3.6.3.6, poleg

korena vsebuje 7 tipov posploSenih stoZcev; glej tudi sliko A.5.

Asps6(rx) =1+ 4Ax, E=1+(C+ D)z,

A=1+(B+C)z, D =1+ Gu,
B=1+(B+ D)z, 2F =1,
C=1+(FE+ F)z, 2G =1+2Dx.

Sistem linearnih enacb, iz katerega dobimo rodovno funkcijo rasti tlakovanja 3.12.12, poleg

korena vsebuje 21 tipov posploSenih stoZcev; glej tudi sliko A.6.

Aszi912(rx) =14 (2A+ B)x, K =1+ Ou,
A=1+Cx, L=1+ Pz,
B=1+2Dz, M =1+ Rz,
C=1+(E+F)z, N=1+(R+9)z,
D=1+ Gu, O=1+Tuz,
E=1+Hz, P=1+(F+ K)z,
F=1+Ir 2R =1,

Sistem linearnih enacb, iz katerega dobimo rodovno funkcijo rasti tlakovanja 4.6.12, poleg

G=1+(E+ J)x,
H=1+4+(E+ K)x,
I=1+(L+ M)z,
J =1+ Nz,

S=1+Ux,
2T' =1+ Vu,
U=1+(J+ K)z,
V=1+2Kx.
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korena vsebuje 40 tipov posploSenih stoZcev; glej tudi sliko A.7.

Aygi12(r;z) =1+ (Ag + Bis + Bis)z, Big =1+ (As + D;)z,

Ay =1+ (Cy+ Ch)x, By =1+ (As + Ds)x,
Ay =1+ (Cs + C)z, Bis =1+ (A5 + Ds)x,
Az =1+ (C7 + Bya)z, Cy =14 (B, + Ej3)zx,
Ay =1+ (C7 + Bg)x, Cy =1+ (E5+ Ej)z,
A; =14 (C7 + Byr)z, C3 =1+ (Ey + D3)x,
By =1+ (By+ Ey)z, Cy=1+ (D4 + E5)x,
By =1+ (B3 + Dy)xz, Cs =1+ (Dy+ Ey)z,
By =1+ (C) + Ey)z, Cs =1+ (Dy+ Ey)z,
By, =1+ (Bs+ Ey)z, Cr; =1+ (D5 + Ey)x,
Bs =1+ (Bg + Ds)x, 2D, = 1+ Bz,
Bs =14 (Cy + Es)z, 2Dy =1+ By,
B; =14 (C5 + Es)z, 2D3 =1+ By,
Bs =1+ (By + Ey)z, 2D4 = 1+ By,
By =14 (A; + Do)z, 2D5 = 1+ Bz,
By =1+ (B + Ey)z, 2F, =1+ Dz,
By =1+ (As + Dy)x, 2k = 1+ Esx,
Bis =1+ (B3 + Ds)z, 2F3 = 1+ Ejx,
Bz =1+ (B4 + Ds)x, 2FE, =1+ Dsux,
By =1+ (B15 + Ey)x, 2Fs =1+ Dsx.
Bys =14 (A3 + Dy)x,

Sistem linearnih enacb, iz katerega dobimo rodovno funkcijo rasti tlakovanja 4.8.8, poleg

korena vsebuje 13 tipov posploSenih stoZcev; glej tudi sliko A.8.

Aygs(r;z) =1+ (2A + B)x, G=1+(C+ )z,
A=1+(C+ D)z, H=1+(+J)z,
B =1+2E=, 2T = 1+ K,
20 =1+ Fuz, J=1+(H+ K)z,
D=1+ (E+Q)z, 2K =1+ Lu,

E=1+(C+H)zx, L=1+ I+ M)z,



]\[1



114 Izracun rasti v polpravilnih tlakovanjih
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Slika A.2: V tlakovanju 3.3.3.4.4 je 7 tipov posploSenih stoZcev. Vsi tipi se prvi¢ pojavijo na

razdalji < 4 od korena r. Zaradi simetrij so nekatere oznake izpuScene.

Slika A.3: V tlakovanju 3.3.4.3.4 je 11 tipov posploSenih stoZcev. Vsi tipi se prvi¢ pojavijo na

razdalji < 4 od korena r. Zaradi simetrij so nekatere oznake izpuscene.
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Slika A.4: V tlakovanju 3.4.6.4 je 8 tipov posploSenih stoZcev. Vsi tipi se prvi¢ pojavijo na

razdalji < 3 od korena r. Zaradi simetrij so nekatere oznake izpuScene.

Slika A.5: V tlakovanju 3.6.3.6 je 7 tipov posploSenih stoZcev. Vsi tipi se prvi¢ pojavijo na

razdalji < 4 od korena r. Zaradi simetrij so nekatere oznake izpuScene.
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Slika A.6: V tlakovanju 3.12.12 je 21 tipov posploSenih stoZcev. Vsi tipi se prvi¢ pojavijo na

razdalji < 8 od korena r. Zaradi simetrij so nekatere oznake izpuScene.
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Slika A.7: V tlakovanju 4.6.12 je 40 tipov posploSenih stoZcev. Vsi tipi se prvi¢ pojavijo na

razdalji < 16 od korena 7.
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Slika A.8: V tlakovanju 4.8.8 je 13 tipov posploSenih stoZcev. Vsi tipi se prvi¢ pojavijo na

razdalji < 7 od korena r. Zaradi simetrij so nekatere oznake izpuScene.



Dodatek B

Seznam razdaljnih oznak

oznaka | pomen
dg(u,v),d(u,v) | razdalja med vozli§¢ema u in v v grafu G
dc(R,v) | razdalja med vozlis€em v in podgrafom R v grafu G
dg(R,S) | razdalja med dvema podgrafoma R in S v grafu G
d;(G,v),0¢(v,i) | Stevilo vozlis¢ na razdalji 7 od vozlis¢a v v grafu G
va(v, i) | Stevilo vozliS¢ na razdalji najve¢ i od vozlis€a v v grafu G
dg(v) | razdalja vozlis€a v v grafu G, tj. vsota razdalj do vseh ostalih vozlis¢
d(Q@) | razdalja grafa G; tudi Wienerjev indeks
tj. polovica vsote vseh razdalj vozliS¢
d; | Stevilo vozliS¢ na razdalji 7 od poljubnega vozlis¢a v DDR-grafu
dp | razdalja med korenom R C G ter razdaljnim ostankom Res(G, R)
D;(@G) | razdaljna porazdelitev grafa G
tj. Stevilo parov vozlis¢ na razdalji ¢ v grafu G
DE(S) | stevilo parov vozlis¢ iz S C V(G), ki so na razdalji i v G
D (u v) | mnozica vozlis¢, ki so za i oddaljena od u ter za j oddaljena od v
WS | mnozica vozlid¢ grafa G, ki so blizje vozlis¢u u kot njegovemu sosedu v
JWE | mnoZica vozlis¢ grafa G, ki so enako oddaljena od sosednjih vozlis¢ u in v
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Stvarno kazalo

algoritem, 13 vozliS$¢no tranzitiven, 10, 43, 83
Casovna zahtevnost, 14 zaporedje stopenj grafa, 9
hevristika, 13, 67 grupa, 17
O-zapis, 14 rast v grupah, 18

red rasti, 18

graf, 7
avtomorfizem grafa, 10 omreZje
center grafa, 10 racunalnisko, 99, 100, 102

DB-graf, glej razdaljno uravnoteZen
DDR-graf, 36, 39, 50

invarianta grafa, 10, 90

problem, 14
dominantne mnoZice, 63
NP-poln, 15, 38, 62

izomorfizem grafov, 10 razdaljne uravnotezenosti, 62

krepko razdaljno uravnoteZen, glej DDR-

graf rast
krozni, 13, 64 algoritem za izracun rasti, 24, 25, 94
lokalno konéen, 8 funkcija rasti, 19
mediana grafa, 10 rodovna funkcija rasti, 21, 32
posploseni Petersenov, 12, 71 v kon¢nih grafih, 35
povezavno tranzitiven, 11, 43 v produktih grafov, 22, 46, 60
premer grafa, 10 v tlakovanjih, 28, 33, 109
produkt grafov, 11, 22, 23, 46, 60, 80 razdaljna porazdelitev, 86, 99, 101

razdaljna particija grafa, 9 topoloski indeks, 90

Balabanov, 91
dopolnjeni Szegedski, 92

razdaljni ostanek grafa, 77, 95
razdaljno regularen, 11, 43

razdaljno tranzitiven, 10, 43 Hosoyev polinom, 93, 99

Szegedski, 92
Wienerjev, 90, 91

razdaljno uravnoteZen, 48, 92
sebi-centralen, 45, 89
sebi-medianski, 45, 55
simetricen, 10, 43 zaporedje razdalj, 48

spoj grafov, 11 zaporedje razdaljnih stopenj, 35, 101, 103
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